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Introduccio

En aquest modul es presenten els principals conceptes associats a la idea
d’aplicacio lineal, i s’estableix la gran connexi6 existent entre les aplicacions
lineals i les matrius (en cert sentit, tota aplicaci6 lineal queda univocament
determinada per una matriu i, d’altra banda, a tota matriu se li pot associar
una determinada aplicaci6 lineal). En el modul s’introdueixen també els
conceptes de vector i valor propi, tots dos associats a un endomorfisme (apli-
cacio lineal d'un espai en si mateix), i s’analitza el problema de la diagonalitza-
ci6 de matrius quadrades (o, equivalentment, el problema de la diagonalitzacio

d’endomorfismes).

A més del seu interés conceptual, les idees i resultats aqui presentats tenen
aplicacions diverses, tant a ambits teorics com practics. D’'una banda, s’apli-
quen en 'optimitzaci6é de funcions de diverses variables i al calcul de poténci-
es de matrius. De l'altra, també s’apliquen a l’estudi de sistemes dinamics
(sistemes que evolucionen amb el pas del temps), tant els de tipus discret com
els de tipus continu. Al final del modul s’inclou un exemple en el qual s’ana-

litza un d’aquests sistemes dinamics.

Els abundants exemples i exercicis resolts que s’inclouen durant i al final del
modul constitueixen una font d’aprenentatge addicional que ajudara a com-

prendre millor les idees abstractes presentades aqui.
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Objectius

L’objectiu general d’aquest modul és presentar els principals conceptes i resul-

tats associats a la teoria de les aplicacions lineals entre espais vectorials.

En particular, els objectius docents que es pretenen aconseguir amb aquest

modul sén els segiients:

1.

Entendre els conceptes segiients: aplicacié entre conjunts, aplicaci6 lineal
entre espais vectorials, nucli d’una aplicaci6 lineal i imatge d'una aplicacio
lineal.

Comprendre la relacio existent entre les aplicacions lineals i les matrius.

Aprendre a efectuar canvis de base en una aplicaci6 lineal.

Entendre els conceptes de valor propi, vector propi i la seva funcio en la

determinacié d’'una matriu diagonal.

Descobrir com el programari matematic en general pot ser Gtil per a auto-

matitzar els calculs matricials i el calcul de valors i vectors propis.
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Coneixements previs

Aquest modul es fonamenta en els conceptes i métodes desenvolupats en els mo-
duls “Elements d’algebra lineal i geometria” i “Sistemes d’equacions lineals”.
Ambdé6s moduls son, per tant, d’obligada lectura previa.
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1. Exemple introductori

Tothom sap que Google és, en I'actualitat, un dels motors de cerca més utilit-
zats i valorats a Internet. Aixo és degut, principalment, a la seva excel-lent
capacitat per a proporcionar enllacos d’utilitat. E1 que no tothom coneix és
que gran part del seu exit es basa en algorismes que utilitzen la teoria de ma-

trius i de vectors propis.

Google ordena les pagines web seguint un ordre d’importancia. A cada pagina
web, u, se li assigna un nivell d’'importancia, R(u), que depén de dos factors
principals: d’'una banda, el nombre d’enllagos que apunten a aquesta pagina
i, d’'una altra, la importancia de les mateixes pagines que contenen aquests en-
llacos (és a dir, una pagina que sigui apuntada per pocs enllacos pot tenir més
importancia que una altra apuntada per molts enllacos, sempre que els enlla-
¢os que apuntin a la primera estiguin ubicats en pagines importants, com

www.nasa.gov, www.mit.edu, www.yahoo.com, etc.).

En definitiva, el nivell o index d’importancia d'una pagina sera proporcional
a la suma dels indexs d’importancia de les pagines que apunten a ella. Més
concretament, si denotem per B, el conjunt de pagines amb enllacos a u, es

pot definir el nivell d'importancia de u com a:

Rw)=c- Y Rv),

veB,

on ¢ # 0 és una constant de proporcionalitat.

En general, si considerem un conjunt de n pagines web, u, u,, ..., u,, tindrem
el segiient sistema d’equacions lineals (on a;; = 1 si existeix un enllag de la pa-

ginajalai, ia;= 0 sino existeix aquest enllac):

R(u) =c-(a,; - R(uy) +ay, - R(y) + ...+ a,, - R(u,))
R(u,) = c-(ay, - R(uy) + Gy, - R(1y) + ... + a,, - R(u,))

R(u,)=c-(a, -R(u)+a,, R,)+...+a,, R(u,))

nl

El SEL anterior es pot expressar matricialment com a:

R(u,) ay G o 4y, R(u,)
R(u,) —c. Ay Gy v gy | R(u,)
R(un) anl anZ ann R(un)
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R(u,)

R(u
i.e., denotant A = (a;) i w= (' 2)

’

R(u,)

expressié que ens permet convertir el problema de ’assignaci6é d'indexs d’im-
portancia en un problema consistent a trobar els denominats vectors propis w
de A associats al valor propi 1 (a la secci6 7 es defineixen formalment aquests

conceptes). ¢
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2. Concepte d’aplicacio lineal

2.1. Aplicacions entre conjunts

Una aplicacid f d'un conjunt origen A en un conjunt destinacié B és
una relacié de correspondencia que assigna a cada element a € A un
anic element b € B, per la qual cosa es diu que b és la imatge de a per
f. Aixo es representa de la segiient forma:

f:A—>B
a— b= f(a)

Per extensio, s’anomena imatge de A per f el subconjunt de B format per
totes les imatges dels elements de A, és a dir: Im(A) = {b € B|b = f(a) per a
algun a € A} (figura 1).

Figura 1. Aplicacié entre dos conjunts

Si a elements diferents del conjunt origen els corresponen elements diferents
del conjunt destinacio, es diu que l'aplicacié és injectiva. Es a dir: f és una

aplicacio injectiva si

va, # ay f(ay) # f(ay) (figura 2).
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Figura 2. Aplicacié injectiva

D’altra banda, es parla d’aplicaci6 suprajectiva (o exhaustiva) quan la imatge
del conjunt origen és tot el conjunt destinacio, i. e.: f és una aplicaci6 supra-
jectiva (o exhaustiva) si

Vb € B,3a € A tal que f(a) =b (figura 3).

Figura 3. Aplicacié suprajectiva (o exhaustiva)

Finalment, es diu que una aplicaci6 és bijectiva quan és, al seu torn, injectiva
i suprajectiva (és a dir, és una relacié un a un o one-to-one que involucra tots

els elements d’ambdoés conjunts).

2.2. Aplicacions lineals entre espais vectorials

Siguin (U, +, -) y (V, +, -) espais vectorials sobre R, i sigui f una aplicaci6 entre
Uiv,i.e.:

fiU->V

uB- v=f(u)
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Es diu que f: U — V és una aplicacio6 lineal o homomorfisme si es veri-
fiquen les segiients condicions:

1. Vu,u, el fu; +uy) = f(uy) + f(uy)
2. Vvue U VL e R, f-u)=x- f(u)

O, el que és equivalent:
Vul, 112 € U, V)\.l, 7\42 S R, f(}\.l . lll ar 7\42 . uz) = 7\.1 . f(ul) al }\.2 'f(uz)

Una aplicaci6 lineal s’anomena endomorfisme quan l'espai origen és

el mateix que l'espai destinacio, i. e.: f: U — U.

Exemple 1. Exemple d’aplicacid lineal

Sigui f: R® - R? una aplicacio6 definida de la segiient forma: f(x, y, z) =
= (3x+y, 3y +2). Vegem si f és lineal:

Donats u; = (x;, ¥, 21), Uy = (Xy, V5, Z,) € R3, iy, Ay € R, es té que:

S -ag+ kg - uy) = fq(xq, Y1, 20) + Xp(Xy, Vo) 25)) =

= f((MX1, MY1, Mze) + (hoXo, Moo, MpZs)) =

= f(hX1 + hopXg, MYy + hoVo, MiZy + Rgzy) =

= (B(Mxy + RopXp) + (M1 + Aoa), B(hyy + Aoyp) + Mz + My2y) =
= (BAxq + 30Xy + MYy + Ao, MY + 3oy + MZy + hpZy) =

= (MBxy + y1) + 23X + ¥2), M3y + 29) + 1,3y, + 25)) =

= MBxy+y1), MBy1+21)) + ((8x5 + ¥2), M3y, + 25)) =
=MBxy+y1, 31+ 2) + hBxp+ Yy 3y2 +25) =

=h S,y 2) + Ry Xy, Vo Z2) =k - f(ug) + 2y - fuy)

Aixi doncs, hem comprovat que l'aplicaci6 és lineal.

Exemple 2. Exemple d’aplicacid no lineal

Sigui f: R? — R? una aplicacio definida de la segiient forma: f(x, y) = (x + 2,
y + 1). Com veurem, aquesta aplicacio no sera lineal a causa dels termes in-
dependents que acompanyen les coordenades. Per a comprovar-ho, n’hi
haura prou de buscar un contraexemple:

Prenentu=(1,0)iA=2,estéque f(r-u)=f(2,0)=(4, 1), mentre que
A-fw)=2-£(1,0=2-@3,1)=(6, 2).
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3. Matriu associada a una aplicacio lineal

Teorema. Siguin f: U — V una aplicaci6 lineal, By = {u;, u,, ..., u,} una
base de U, i By, = {vy, v,, ..., v,,} una base de V. En aquestes condicions,
I'aplicaci6 lineal f queda univocament determinada per la matriu que
conté les imatges dels elements de la base origen, By, en funcio dels ele-

ments de la base destinacio, By.

El teorema anterior s’ha d’interpretar de la seglient forma: “n’hi haura prou de
coneixer com actua l’aplicaci6 lineal sobre els elements d'una base origen
per a coneixer com actuara aquesta sobre qualsevol altre vector de ’espai
origen”. Més formalment: per a coneixer el comportament de f n'hi haura prou
de coneixer el valor concret que prenen els a; (1 <i<n, 1 <j<m) en el segiient
conjunt de relacions (cada relacio és 1’expressio de la imatge d'un element de la

base origen en funci6 dels elements de la base destinacio):
fuy) =ap vy +ayvy + ... + 4,1V,
JFay) =apvy + dyVy + o + oV,
f,) =a;,vi+ ay Vo + ... + AV,

O, dit d'una altra manera, f queda univocament determinada per la matriu de

m files i n columnes seglient:

dy Gy ey,
a a a
21 22 2n
M(fIB,,B,)=| ="
aml amZ amn

La idea subjacent és que qualsevol vector de U es podra expressar com a com-
binaci6 lineal d’elements de By, per la qual cosa si es coneix com transforma
f els elements de By, es podra saber com transforma f qualsevol altre element

de U. La proposici6 segiient concreta aquesta idea:
Proposicid. Donat un vector u € U, aquest es podra expressar com a
combinaci6 lineal dels elements de By
Xl

p
U=X U +X U, +..+Xx,-u,=| "

X1, Xy, ..., X, SON les coordenades de u en la base By

Observacio

La matriu associada a I'aplica-
cié linial s’obté col-locant

en columnes les coordenades
de les imatges dels vectors de
la base, expresades en la base
de I'espai d’arribada.
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Per la seva banda, la seva imatge, f(u) € V, es podra expressar com a

combinaci6 lineal d’elements de By:

N
FW =y, V4, V4 p, -V, = yf

Vo

Doncs bé, es complira que:

yl Xl
yZ XZ
° =M(f|BUI BV) .
Vi X,

S () =M(f | By, By) -

=

Es a dir, conegudes les coordenades del vector u en la base origen, i coneguda
la matriu M(f | By, By), resulta immediat obtenir les coordenades de f(u) en la

base destinacio.

Exemple 3. Matriu associada a una aplicacié lineal

Sigui f: R? - R? una aplicacio lineal. Es consideren les bases segiients:
B,.=1{(1,0,1),(0,1,1),(-1,2,2)}iB, = {e,, &) (ésadir,a R2 es considera
la base canonica: e; = (1, 0) i e, = (0, 1)). Se sap, a més, que la imatge per f

dels elements de B, és:

f(ll OI 1) = 2e1 + 4e2 = (2/ 4)
f0,1,1)=e;,+3e,= (1, 3)
f(_lf 2; 2) = 3e2 = (O/ 3)

A partir de la informaci6 anterior, és possible construir la matriu associada

a f en les bases B, 1 B.:

210
M(leRJ/BRZ):[4 3 3]

Emprant aquesta matriu, podrem trobar l'expressio en B, de la imatge per
f de qualsevol vector u € R3. Aixi, per exemple, donat el vector:

u=-5-(1,0,1)+1-(0,1,1)+2-(-1,2,2)=(-7, 5, 0)

tenim que:

[421 ; gj ; :[—_191]
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és a dir:

fw)=-9-.-e;-11-e,=(-9,-11)

Exemple 4. Matriu associada a una aplicacié lineal

Sigui f: R3 — R2 I'aplicacio lineal definida per f(x, y, z) = (2x +y, y + z). Es vol
calcular la matriu associada a f en les bases canoniques (per tant, la base ori-
gen sera C; = {e;, e,, e3},one; =(1,0,0),e,=(0,1,0)ie; =(0,0, 1) i la base
de destinacio sera C, ={e},e}}, on e; =(1,0) i €, =(0,1)).

La primera cosa sera calcular les imatges dels elements de la base origen:

f(el) :f(llolo) = (210) =2- e’l
f(eZ) :f(olllo) = (1:1) = e; +e’2

f(e3)=f(0,0,1)=(0,1) =¢,

210
La matriu associada sera, doncs: M(f | C;, C,) = [0 1 1]‘

Noteu que la matriu associada actua com l’aplicaci6 lineal de la segilient

forma:

X

(210 (2x+y
f(x,y,z)—[o 1 1) }Z/ _[y+zj'

Aixo vol dir que podem estudiar 1’aplicaci6 lineal a partir de la seva ma-
triu associada. Naturalment, si canviem les bases, obtindrem una altra
matriu associada.
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4. Nucli i imatge d’una aplicacio lineal

Una conseqiiéncia immediata de la definicié d’aplicaci6 lineal és que la imat-
ge del vector nul de I’espai origen és el vector nul de l’espai destinaci6. En efec-
te: £(0p) = £(0 - w) =0 - f(u) = Oy,

S’anomena nucli o kernel de I'aplicacio6 el conjunt de tots els vectors de I'es-
pai origen la imatge dels quals sigui el vector nul de I'espai destinacio, i. e.:

Ker(f) = {u € U/ f(u) =0y}

Observeu que Ker(f) # &, ja que, segons s’ha vist, O;; € Ker(f). Es com-
pleix, a més, que Ker(f) és un subespai vectorial de l’espai origen, i. e.:
Ker(f) < U.

Exemple 5. Calcul del nucli d’'una aplicacié lineal

Sigui f: R3 — R? una aplicacio lineal definida de la segiient forma:

f(x, ¥, 2)=(x+y+2z x+y). Trobem el seu nucli:

Ker(f) = {(x, y,2) e R* / f(x, ¥, 2) = (0, 0)} =
={x,y,2eR/(x+y+2z,x+y)=(0,0)} =

={x%, 7,2 eR/x+y+2z=0,x+y=0} =
={x,y,2eR/y=-x,2=0}={x -x0)/x e R}

Aixi doncs, Ker(f) sera el subespai vectorial generat per un tGnic vector, el
vector (1, -1, 0), i. e.: Ker(f) =<(1, -1, 0)>, per la qual cosa la seva dimensid
sera 1. Observeu que, en aquest cas, Ker(f) és una recta en R3, el vector di-
rector de la qual és el (1, -1, 0).

Exemple 6. Calcul del nucli d’'una aplicacié lineal
Sigui f: R* - R3 una aplicacio lineal definida de la segiient forma:

Sy, z,t)=x+2y+ 5t y—z+ 3t —x—y—-z—2t). Trobem el seu nucli:

Ker(f):{(x, Yz, t) € R4/f(xl YV Z, t):(O, Or O)}=
={x,y,zt)eR*/(x+2y+5t,y—z+3t,~x-y—z-2t)= (0,0, 0)} =
={x,y, 2zt eR*/x+2y+5t=0,y-2z+3t=0,—x-y—z-2t=0)

Siresolem el sistema homogeni, obtenim infinites solucions amb dos graus
de llibertat:

x=-2y -5t

y=y

z=y+3t

t=t

Per tant,

Ker(f) ={(-2y-5t,y,y+3t, ) /1y, te R} =((-2, 1, 1, 0), (-5, O, 3, 1)).
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En la resolucio6 de I’exemple, fixeu-vos que, segons com es faci la resolucio,
es poden trobar unes altres bases del nucli. Si donem uns valors diferents a
la yialat, obtenim una altra base del nucli; o si s’ailla, per exemple, en
funci6 de la z i de la t, apareixen altres bases, pero el subespai és sempre el

mateix.

Es a dir, Ker(f) és el subespai vectorial de R* generat pels dos vectors line-
alment independents (-2, 1, 1, 0) i (-5, 0, 3, 1), per la qual cosa la seva di-

mensio sera 2.

S’anomena imatge de 1’aplicaci6 el conjunt de tots els vectors de 1'espai
destinacié que son imatge d’algun vector de l'espai origen, i. e.:

Im(f) ={v e V/v=f(u) per aalgun u € U}

De manera analoga al que ocorria amb el Ker(f), també Im(f) é un
subespai vectorial, en aquest cas de l'espai vectorial destinacio, i. e.:
Im(f) = V. D’altra banda, és obvi que Im(f) # &, ja que, segons s’ha co-
mentat, f(0y) = Oy, per la qual cosa Oy, € Im(f).

Exemple 7. Imatge d’una aplicacié lineal
Sigui f: R? — R3 una aplicacio6 lineal definida de la segiient forma: f(x, y) =

=(x+y,x-y, 3x). Es cert que (1, 2, 3) € Im(f)?

Im(f) = {(x +y, x— ¥, 3x) / (x, y) € R?}. Aixi doncs, perqué el vector (1, 2, 3)
pertanyi a Im(f), s’hauran de complir les segiients condicions:

x+y=1
x-y=2
3x=3

Tanmateix, resulta immediat comprovar que el sistema anterior és incom-

patible, per la qual cosa (1, 2, 3) & Im(f).

Per a determinar una base del subespai vectorial Im(f), resulta de summa uti-

litat la seglient proposicio:

Proposicid. Sigui f: U— Vuna aplicaci6 lineal i {u;, u,, ..., u,} una base
de U. Llavors, {f(u,), f(uy), ..., f(u,)} constitueixen un sistema genera-
dor de Im(f).

Exemple 8. Calcul d’una base per a la imatge
d’una aplicacié lineal

Sigui f: R? — R3 una aplicacio lineal definida de la segiient forma: f(x, y) =

=(2x +y, x + 3y, x + y). Determinem una base per a Im(f):
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Una base de ’espai origen és {(1, 0), (0, 1)}. Calculem la imatge de tots dos

vectors:

f(ll O) = (21 1, 1)
f(OI 1) = (11 3, 1)

Per tant, els vectors (2, 1, 1) i (1, 3, 1) constitueixen un sistema generador
de Im(f), i. e.: Im(f) =((2, 1, 1), (1, 3, 1)). De fet, tots dos vectors constitu-
eixen una base de Im(f), atés que son linealment independents (per a com-
provar-ho, n’hi ha prou d’observar que el rang de la matriu que formen és
2 o, equivalentment, que I'un no és multiple de 'altre). Per tant, la dimen-
si6 de Im(f) és 2. En aquest cas, Im(f) es pot interpretar com el pla de R3

generat pels vectors anteriors.

El seglient resultat proporciona una relacié fonamental entre les dimensions

dels espais vectorials origen, nucli i imatge d'una aplicacié lineal:

Teorema de la dimensio. Sigui f: U — V una aplicaci6 lineal, es com-
pleix

dim U = dim Ker(f) + dim Im(f).
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5. Monomorfismes i epimorfismes

Quan una aplicaci6 lineal o homomotfisme és injectiva, es parla de mono-
morfisme, quan és suprajectiva, es parla d’epimorfisme, i quan compleix to-
tes dues condicions (és a dir, és bijectiva), es parla d’isomorfisme. Els segiients
resultats poden ser Utils a ’hora de classificar una aplicacio lineal:

Proposicid. Sigui f: U — V una aplicaci6 lineal, By, = {u;, u,, ..., u,} una
base de Ui By, = {vy, V,, ..., v,,} una base de V. S6n equivalents:

a) f ésun monomorfisme (i. e., f és injectiva)
b) Ker(f) = {0} (i. e.: dim Ker(f) = 0)
c) M(f | By, By) té rang n = dim U

Proposicid. Sigui f: U — V una aplicaci6 lineal, By = {u;, u, ..., u,} una
base de U, i By = {v;, V;, ..., V,,} una base de V. S6n equivalents:

a) f ésun epimorfisme (i. e., f és suprajectiva)
b) Im(f) = V (i. e.: dim Im(f) = dimV)
c) M(f | By, By) té tang m = dim V
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6. Canvis de base en una aplicacio lineal

Com s’ha comentat anteriorment, donada una aplicaci6 lineal f: U —» Viuna
base per a cada espai vectorial, By = {uy, uy, ..., w,} i By = {vy, vy, ..., v,,,}, s pos-
sible considerar la matriu associada a f en aquestes bases, M(f | By, By). Recor-
deu que aquesta matriu defineix, de manera univoca, l'aplicacio lineal i que,
de fet, les columnes de M(f | By, By) sOn les imatges dels vectors de la base
origen, imatges expressades com a combinacio lineal dels vectors de la base de

destinacio. Es evident, per tant, la segiient observacio.

Observacio: M(f | By, By) depén de les bases escollides en cada espai
vectorial, amb la qual cosa la matriu associada a f en altres bases sera
diferent.

En un espai vectorial W, el procés que consisteix a canviar una base qualsevol
C={cy, cy ..., ¢} per una altra D = {d;, d,, ..., d,} es pot interpretar com un
cas particular d’aplicaci6 lineal. L’endomorfisme identitat Vw e W es defineix
Id(w) =w, i. e.: no canvia el vector, nomeés la base de referéncia en la qual aquest
s’expressa i, per tant, les seves coordenades (d"una banda, w=x; - ¢; + ... + X,, - C,,,

perd tambéw=y; -d; +... +y, - d,).

Com tota aplicacio lineal, 'endomorfisme identitat també tindra la seva ma-

triu associada en les bases triades, M(Id | C, D) (figura 4).

Figura 4. Matriu associada a I'endomorfisme identitat

e > wp

M(d | C, D)

Es compleix, per tant, que M(Id | C, D) = M(Id | D, C)7!, és a dir, que la matriu
associada al canvi de la base C a la base D és la inversa de 1’associada al canvi
de la base D a la base C.

Aixi doncs, quan es considera l'aplicaci6 f: U — V en dues noves bases,
B, ={u,u,,..,u,} i B, ={v),v,,..,v,}, el que es fa é una composicié d'aplica-

cions lineals, Id o f o Id (figura 5).
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Figura 5. Matriu associada després d’un canvi de bases

Ates que es tracta d'una composicié d’aplicacions, es compleix el segiient re-
sultat:

Exemple 9. Canvi de base en una aplicacié lineal

En un exemple anterior ja s’ha comprovat que I'aplicacio lineal f: R — R?
definida per f(x, y, z) = (2x + y, y + z) tenia per matriu associada en les bases

canoniques la matriu:

2 0
Mirie,e)-(g 1 1)

Suposem que es consideren ara les noves bases A = {(1, 0, 0), (1, -1, 0), (0, O, 1)}
iB=1{(2, 0), (1, -1)}, quina sera ara la matriu associada, M(f | A, B)?

L'esquema, en aquest cas, és el seglient:

Figura 6
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En primer lloc, calculem la matriu Q, que és la matriu associada al canvi de
base de B={(2, 0), (1, -1)} a C, = {ey, e,} = {(1, 0, ), (O, 1)}. Es pot observar
que:

1d2,0)=(2,00=2"¢
1, -1)=(1,-1)=e;~1-e,

. s 2 1) . . .
Per la qual cosa la matriu sera Q = 0 _1 i, per tant, la matriu de canvi

11
de base de C, a B sera la seva inversa, i. e.: Q' = {(2) le .

El segon pas sera obtenir la matriu P, que és la matriu associada al canvi de
base de A = {(11 07 O)r (11 _1I O)I (Or Or 1)} a C3 = {elr €, e3} = {(1; 0; 0); (0; 1;
0), (0, 0, 1)}. Es obvi que:

1d(1,0,0)=(1,0,0) = e,
1d(1,-1,00=(1,-1,0)=e, - e,
1d0,0, 1) = (0, 0, 1) = e,

1 1 0
I, per tant, la matriu buscadaés P={0 -1 O
0 0 1

Arribats a aquest punt, ja tenim totes les matrius que intervenen en l'ex-

pressio de la matriu associada a f en les bases A i B:
O el que és igual:
M(f|A, B =Q" -M(f|C;Cy)-P

Es a dir,
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7. Vectors i valors propis

Sif:U— U ésun endomorfisme, es diu que un vector no nul de U,
u € U~ {0}, és vector propi de f (VEP) si existeix A € R tal que f(u) =X - u.
El valor A s’anomena valor propi associat al vector propi u (VAP).

Exemple 10. Valors i vectors propis
Sigui f: R? - R? 'endomorfisme que, en la base canonica C, = {e;, e,}, té

1 2
per matriu associada M(f 1C,,C,) = {3 2} .

2
Comprovarem que el vector u= {3) és vector propi de f amb valor propi

associat A = 4. Efectivament:

(e ({346

D’altra banda, comprovarem que v :{

11} és vector propi de f amb valor

propi associat p=-1, atés que:

(s (22}

Segons la definici6 anterior, si M(f | A, B) és la matriu associada a ’endomor-
fisme en les bases A i B, els vectors propis de f seran aquells vectors no nuls,

u € U ~ {0}, que verifiquin la condicié:
M(f|A,B) -u=Ar-uperaalguni e R
ie.:
M |A B)—A-1) - u=0peraalgun » € R

on I, és la matriu identitat d’ordre n = dim U.

Atés que el sistema homogeni anterior ha d’admetre soluci6 no trivial i
que es busca u = 0, I’equaci6 que permet trobar els valors i vectors propis
de f es pot expressar en forma de determinants com segueix:

M(f | A, B)—A-I,|=0 per aalgun A € R.
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L’expressié [IM(f | A, B) — A - I| s’anomena polinomi caracteristic de f,
p). Es pot demostrar que p(1) és independent de les bases A i B escolli-
des, per la qual cosa se sol denotar per p(A) =M - A - L.

Vist que el conjunt de VEP per a un cert VAP és el nucli de l'aplicacio
lineal M — A - I, aquest sera sempre un subespai vectorial de U.

Exemple 11. Calcul de valors i vectors propis

Sigui f: R® - R3 un endomorfisme definit, en bases canoniques, per:
f&x,y, 2) = (3x -2y, -2x + 3y, 52).

Trobem els valors i vectors propis de I’endomorfisme:

La matriu de f en la base canonica és:

3 -2 0
M=-2 3 O
0 0 5
Calculem el polinomi caracteristic:
3-n -2 0
pA)=]-2 3-2 0 |[=(5-M)A*-61+5)
0 0 5-2

Resolent I'equacio caracteristica, p(L) = 0, obtenim dos valors propis: el VAP
A =1 (amb multiplicitat 1) i el VAP A = 5 (amb multiplicitat 2).

Els VEP corresponents al VAP A = 1:

2 -2

]
SN
w O O
N <=
Il
S O O
=
Il
kel
N
Il
]

Per tant, els VEP associats al VAP L =1 seran {(x, x, 0) / x e R} =((1, 1, 0))

Els VEP corresponents al VAP & = 5:

0 -2 -2 0)\(x 0
(M-5-I)|y|=|0| & |-2 -2 O|ly|=|0| = x=-y
z 0 0 0 O)\z 0

Per tant, els VEP associats al VAP A = 5 seran {(-y, y, 2)} =((-1, 1, 0),
0, 0, 1)).



© FUOC e PID_00269002 26 Aplicacions lineals

8. Diagonalitzaciéo d’endomorfismes

8.1. Diagonalitzacio: conceptes i resultats

Segons el que hem vist en els apartats anteriors, donat f: U — U, aquest endo-
morfisme univocament el determinara la matriu associada a f en les bases es-
collides, M(f | A, B). Es a dir: per a trobar les coordenades en B de f(u), n’hi
haura prou de multiplicar M(f | A, B) per les coordenades en A del vector u.
Obviament, el calcul de f(u) resultara molt més senzill de realitzar com més
senzilla sigui ’expressié de la matriu associada a I'’endomortfisme, la qual de-

pendra de les bases A i B escollides.

En aquest sentit, resulta interessant la cerca d'unes bases en les quals la matriu
associada sigui diagonal (és a dir, una matriu en la qual siguin nuls tots els ele-
ments situats fora de la diagonal principal). Com es veura en aquest apartat,
els valors i vectors propis de 'endomorfisme tenen un paper fonamental en la
cerca de la matriu diagonal associada a I'endomorfisme, si bé és important
aclarir que no en tots els casos sera possible representar I’endomorfisme mit-

jancant una matriu diagonal.

Un endomorfisme f: U — U és diagonalitzable si hi ha alguna base B de
U en la qual la matriu associada a f sigui diagonal. Per analogia, es diu que
una matriu quadrada T és diagonalitzable si hi ha una altra matriu diago-
nal D que estigui associada al mateix endomorfisme (i. e, D=P-T-Po,
el que és el mateix, T =P - D - P!, essent P una matriu de canvi de base)

(figura 7).

Teorema. Un endomorfisme f: U — U és diagonalitzable si, i només si,
té n VEP linealment independents, essent n = dim U.

Figura 7. Diagonalitzacié d’un endomorfisme

W) * o\

D=pP!.T-P
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A I'hora d’estudiar la independencia lineal d’'un conjunt de VEP, convé tenir

present el segiient resultat:

Proposicid. Vectors propis associats a valors propis diferents séon lineal-

ment independents.

El problema de la diagonalitzacié d’'un endomorfisme f: U — U es tra-
dueix a trobar, si existeix, una base B de U formada tnicament per vec-
tors propis de f. Si existeix aquesta base B = {VEP}, la matriu associada sera
diagonal, essent els elements d’aquesta diagonal els valors propis, i. e.:

V 0 - 0
M(f |{VEP},{VEP})= ?

Els segilients resultats poden ser ttils a I’hora d’agilitzar 1’estudi de la diagona-

litzaci6 d’'un endomorfisme:

Proposicid. Sigui f: U —» Uun endomorfisme, i sigui n = dim U.

a) Si en una base ortonormal la matriu associada a f és simetrica, lla-
vors f és diagonalitzable.

b) Si f té n VAP reals i diferents, llavors f és diagonalitzable a R.

c) Sif té algun VAP complex, llavors f no sera diagonalitzable a R.

Teorema. Sigui f: U — U un endomorfisme i sigui n =dim U, f és diago-
nalitzable si, i només si:

1) el polinomi caracteristic descompon completament en factors reals

de grau 1 (possiblement repetits)

2) la multiplicitat de cada VAP coincideix amb la dimensi6 de l'espai
vectorial generat pels seus VEP associats.

Exemple 12. Diagonalitzacié de matrius

Sigui f: R? — R3 un endomorfisme definit per:
fx,v,2)=(-2x+4y+ 5z, -3x+ S5y + 5z, 2)

Vegem si f és diagonalitzable i, en cas afirmatiu, determinem una base en

que diagonalitzi i la matriu diagonal associada.
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La matriu associada a f en la base canonica és:

-2 4
M(fIC,,Cy)=|-3 5
0
El polinomi caracteristic és:
-2-1 4 5
pM=] -3 5-2 5 [=1-HR*-3r+2)=1-1*2-1)

Descompon completament.

Les arrels del polinomi caracteristic son els valors propis, que sén: A =1,
de multiplicitat 2, i A = 2, de multiplicitat 1.

El subespai V,_,, associat al valor propi A = 1, esta format per les solucions

del seglient SEL homogeni:

Vig=1(x,y,2) e R¥: -3x+4y+52=0}=((4, 3,0)5, 0, 3)).

El subespai propi V,_,, associat al valor propi A = 2, esta format per les so-
lucions del segiient SEL homogeni:

Vio={x,y,2eR3:y=x,2=0}=((1, 1, 0)).

Atés que els VEP obtinguts son linealment independents, B = {(4, 3, 0),
(5, 0, 3), (1, 1, 0)} és base de R3. La matriu associada a f en la base B és la

matriu diagonal:

10
M(fIB,B)=|0 1
0 0

N O O

Observacio: permutant els vectors de la base B, obtenim una altra base de VEP
i, per tant, una altra matriu diagonal. Aixi, per exemple, prenent B' = {(4, 3, 0),
(1, 1, 0), (5, 0, 3)}, la matriu associada a f en aquesta base és:

100
M(fIB,B)=|0 2 0
00 1
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Exemple 13. Diagonalitzacio de matrius

Determinem els valors i vectors propis de I'endomorfisme de R? la matriu

associada del qual, respecte a la base canonica, és:

0 0 -1
M(f1C,C)=|-1 1 1
0 2 -1

Es diagonalitzable la matriu M(f | C3, C3)?

El polinomi caracteristic és:

2% 0 -1
PV =]-1 1-2 1 | =23+30+2=2-1)(R+1)2
0 2 -1-x

Les arrels del polinomi caracteristic son els valors propis, que séon: A = -1,
de multiplicitat 2, i A = 2, de multiplicitat 1.

El subespai V,_,, associat al valor propi A = 2, esta format per totes les solu-

cions del segiient SEL homogeni:

2 0 -1)(x) (0
-1 -1 1 |y|=|0
o 2 -3Jlz) |o

VK:Z = {(Xr Y, Z) € R3 Y= _3X/ zZ= _ZX} = <(1; _3; _2)>

El subespai V,__;, associat al valor propi A = -1, esta format per totes les so-

lucions del segiient SEL homogeni:

1 0 -1)(x) (0
-1 2 1|y|=|0
0 2 z) (o

Vk:—l = {(XI YV Z) € Rg Z=X Y= O} = <(11 Or 1)>

La matriu M (f] C;, C;3) no és diagonalitzable perque la multiplicitat del va-
lor propi A = -1 és 2 = dim(V,_ ;) = 1, amb la qual cosa no es podra formar
una base de VEP per a R3.

Exemple 14. Diagonalitzacié de matrius

1
Determinem si la matriu A = {2 . j és diagonalitzable.

El polinomi caracteristic és:

- 2|
Py =| 5 ] =*-2h+s

Aquest polinomi no té arrels reals i, per tant, la matriu A no és diagonalit-
zable.
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Exemple 15. Diagonalitzacié de matrius

L’endomorfisme f: R® — R3 es defineix a partir de la imatge dels vectors de

la base canonica:

f(1,0,0)=(1,0,1)
f(O/ 1, O) = (O/ 1, 2)
f(O/ O/ ]-) = (O/ _21 1)

Es f diagonalitzable?

La matriu associada a f en la base canonica és:

1 0 O
M(fIC,,C;)=|0 -2
1 1
El polinomi caracteristic és:
1-» 0 0
pV=| 0 1-1 -2|=(1-MA>-21+5)
1 2 1-a

L'Gnica arrel real del polinomi caracteristic és A = 1, i aquesta té multiplici-
tat 1, per la qual cosa el polinomi caracteristic no descompon completa-
ment. Per tant, I’endomorfisme f no és diagonalitzable.

8.2. Aplicacio al calcul de poténcies d’una matriu

Un dels avantatges de treballar amb matrius diagonals és que elevar una ma-

triu diagonal a una poteéncia és equivalent a elevar a aquesta poténcia cada un
dels elements de la diagonal principal, és a dir:

d, O 0
. . 0 d, ... 0
Proposicio. Sigui D una matriu diagonal, i. e., D=| . ° . .|
0 O d,,
am 0 - 0
0 d .. 0
isiguim e N. Llavors: D" =| "2 "
o o0 - 4,

nn

La facilitat amb la qual es poden calcular poténcies d'una matriu diagonal és
una de les raons per les quals pot resultar Gtil buscar la matriu diagonal asso-

ciada a un endomorfisme. En concret:
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Teorema. Sigui T una matriu quadrada diagonalitzable, i D la seva for-
ma diagonal, i.e., T=P - D - P! per a alguna matriu de canvi de base P.

Llavors,

T"=P.-D".P! vm e N.

Exemple 16. Aplicacio de la forma diagonal
d’un endomorfisme

6 42 -42
Es vol calcular A%, essent A={0 1 O | lamatriu associada a un en-
1 8 -7

domorfisme de R3 en la base canonica.

El polinomi caracteristic de A és:
p) =det(A-AD)=(1-MA2+A) =1 -2 2 (r+1).

Per tant, A té tres valors propis diferents: A = 0 (multiplicitat 1), A = 1 (multi-

plicitat 1) i A =—-1 (multiplicitat 1), aixi doncs la matriu és diagonalitzable.
Calculem els vectors propis associats a cada valor propi:

Per a A = 0O, resolem el sistema:

6 42 -42)\(x 0
0 1 O |lyl=|0|=> x=7x y=0, z=A\
1 8 -7)\z 0

Per tant, un VEP associat al VAPA=0ésu= (7,0, 1).

Per a A = 1, resolem el sistema:

5 42 —42)\(x) (0
0 0 0 |[y|=]0|= x=0,y=h z=n
1 8 -8)lz) lo

Per tant, un VEP associat al VAP AL =1ésv=(0, 1, 1).

Per a A = -1, resolem el sistema:

7 42 -42)\(x 0
0 2 O ||y|=|0|= x=6% y=0, z=2
1 8 -6)\z 0

Per tant, un VEP associat al VAP L =-1 ésw = (6, 0, 1).
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Podem prendre, doncs, la base de VEP, B = {u, v, w}, en la qual la matriu
diagonal és:

00 O
D=0 1 O
0 0 -1
7 0 6
Tenim, doncs, que A=P-D-Pl,on P=|0 1 0| éslamatriude canvi
111

de base de B = {VEP} = {(7, 0, 1), (0, 1, 1), (6, O, 1)} a la base canoOnica
C3 = {(11 01 0)1 (01 11 0)1 (01 01 1)}

Pel teorema anterior sabem que A% =P . D19 . P-1 és a dir:

7 0 6)(f0 0O O Y1 6 -6

A®={0 1 00 1 0 [0 1 O0]|=
1 1)lo o p™){-1 -7 7
7 0 60 0 O\(1 6 -6
=l01 OO 1 O{O 1 0=
11 1)lo 0 1)\-1 -7 7

00 61 6 -6 -6 -42 42
=01 0O 1 O|={0 1 0
01 1){\-1 -7 7 -1 -6 7

8.3. Aplicacio a I’estudi de sistemes dinamics.
Estudi d’un cas

Enunciat del cas

Considerem una LAN (local area network) formada per 3 servidors (A, Bi C) i di-
verses desenes d’ordinadors clients. Entre altres funcions, els servidors emma-
gatzemen arxius de dades que son transferides diariament d'un servidor a altre
a peticio dels clients. S’estima que, al llarg d'una jornada laboral qualsevol, els
fitxers seran transferits d'un servidor a la resta segons el segiient esquema:

e EI50% dels GB disponibles en el servidor A a l'inici de la jornada romandra
en A al final de la jornada; un 20% seran transferits al servidor B i la resta
seran transferits a C.

¢ FEl 20% dels GB disponibles en el servidor B a I'inici de la jornada seran

transferits al servidor A, un 40% al servidor C i la resta romandra en B.

e FEl180% dels GB disponibles en el servidor C a l'inici de la jornada roman-
dran en C i la resta sera transferida al servidor A.
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Suposant que el nombre total de GB és aproximadament constant durant tot

un any (més de 300 jornades), es fa el segiient:

a) Plantejar el sistema d’equacions que representa la distribuci6 dels GB en la
LAN.

Nota: si x(f), y(t) i z(t) representen, respectivament, el nombre de GB ubi-
cats la jornada t en els servidors A, B i C, es tractara d’obtenir —a partir de

I’esquema de distribuci6 anterior- un sistema d’equacions de la forma:
x(t+1)=ay x(O) + apy®) + 23 z(1)
YAt +1) =ay x(t) + ax y(t) + zy3 2(t)
z(t+1) = a3 x(t) + az y(t) + z33 (D)

on els a;; son els coeficients que s’han de determinar.

b) Escriure el sistema anterior en forma matricial, essent M la matriu de coe-

ficients.

c) Denotant per O la jornada inicial i per k una jornada qualsevol (0 < k < 300),

raonar breument per que es complira que:

x(k) x(0)
y(k) |=M"-| ¥(0)
2(k) 2(0)

Observacio: 1’expressio anterior ens permet predir la “carrega” (nombre de
GB) que tindra cada un dels servidors la jornada k-ésima a partir de la “car-

rega inicial” de cada servidor.

d) Trobar els VAP i VEP de M, i també la seva matriu diagonal associada.

e) Sabent que les carregues inicials sén x(0) = 350, y(0) = 500 i z(0) = 200,
utilitzar els resultats que s’han obtingut a ’apartat anterior per a predir la

“carrega” de cada servidor les jornades: k=3, k=35, k=10, k=15, k = 20,
k=501ik=100.

Resolucio del cas
a) El sistema d’equacions és:
xt+1)=0.5x@) + 0.2y + 0.2 z(t)

yt+1)=0.2x(t) + 0.4 y(t)
zZ(t+1)=0.3 x(t) + 0.4 y(t) + 0.8 z(¢)
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b) Matricialment:

0.5 0.2 0.2 x(t+1)
M=102 04 O yt+1) | =M-
03 0.4 038 z(t+1)
c) Observar que:
x(t) x(k-1) x(k -2)
ya) | =M. 1 yk-1)| =M-M- | yk-2)| =..=
z(t) z(k-1) z(k-2)
x(k - k) x(0)
=M-M-....-M- | yk-k) =Mk. 7(0)
z(k—k) z(0)

x(t)
y(t)
z(t)

d) Considerem el polinomi caracteristic, que és el determinant:

0.5-1 0.2 0.2
p(\) =det(A-2ld)=| 0.2 04-1 O

0.3 04 0.8-A

Solucionant l'equaci6 caracteristica p(A)=0 arribem als valors propis

A=1,0.4,0.3.

Ara busquem els vectors que generen el subespai V, pels valors de ) trobats.

Quan A =1, solucionem el sistema
0.5-1 0.2 0.2

X 0
02 04-1 0 ||y|=|0
0.3 04 08-1)\z 0

que no és més que

-0.5x +0.2y +0.2z = O
0.2x -0.6y =0
0.3x +04y -02z = O

Els vectors propis de valor propi A =1 son les solucions d'aquest sistema, és a

dir:
(x,y,2)=(0.462,0.152,z)

Quan A = 0.4, solucionem el sistema

0.5-0.4 0.2 0.2 X 0
0.2 0.4-04 0 1y|=10
0.3 0.4 08-04) \z 0
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que no és més que

0.1x +0.2y +0.2z = O
0.2x =0
0.3x +0.4y +04z = O

Els vectors propis de valor propi A = 0.4 son les solucions d'aquest sistema, és a dir:

(x,y,2)=(0,-2,2)

Quan A = 0.3, solucionem el sistema

0.5-0.3 0.2 0.2 X 0
0.2 0.4-0.3 0 1v1=l0
0.3 0.4 0.8-03) \z 0

que no és meés que

0.2x +0.2y +0.2z = O
0.2x +0.1y =0
0.3x +0.4y +0.5z = O

Els vectors propis de valor propi A = 0.3 s6n les solucions d'aquest sistema, és a dir:
(x,y,2)=(2,-22,2)

Per tant, la matriu diagonal Di la seva matriu de canvi de base associada Pson:

1 0 O 046 0 1
D=0 04 O | P=/015 -1 2
0 0 03 1 1 1

e) Per teoria, sabem que M¥ = P - DX . P~1, per tant (emprant programari en els

calculs):
350
carrega(0):= | 500 carrega(k):= P - DX . P! . carrega(0)
200
315 304.5 301.35 300.12
carrega(l) = | 270 |, carrega(2) = | 171 |, carrega(3) = | 129.3 |, carrega(5) = | 104.88
465 574.5 619.35 645
300 300 300 300

carrega(10) = | 100.05 |, carrega(15) = | 100 |, carrega(50) = | 100 |, carrega(100) = | 1g0
649.95 650 650 650
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S’observa que la carrega de cada servidor sera estable (romandra constant) a
mitja-llarg termini (aproximadament a partir de k = 10).
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Resum

En aquest modul s’han presentat els principals conceptes i resultats associats
a la teoria d’aplicacions lineals entre espais vectorials.

Entre els aspectes tractats, destaquen els segiients conceptes clau (consulteu
també el glossari al final del modul):

e Aplicacié entre conjunts (injectiva, exhaustiva, bijectiva)
e Aplicacio lineal (homomorfisme) entre espais vectorials
e Matriu associada a una aplicaci6 lineal

e Nucli i imatge d'una aplicacio lineal

e Monomorfisme, epimorfisme i isomorfisme

e Canvis de base en una aplicacio lineal

e Valors i vectors propis associats a un endomorfisme

e Diagonalitzacié d'un endomotfisme (quan aixo sigui possible)

El modul inclou també alguns exemples d’aplicacié de la teoria presentada. En
concret es presenten aplicacions al calcul de potencies d'una matriu i a I’estudi

de sistemes dinamics.
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Exercicis d’autoavaluacio
1. Sigui f: R* - R*’aplicaci6 lineal definida per:
f&x,y,z2,)=C@y+6t,2x—y+z+t x+2z x+3t)

a) Trobeu la matriu de f en la base canonica de R*.

b) Trobeu una base del nucli de f i la dimensio.

c) Trobeu una base del subespai imatge de f i la dimensio.
d) Trobeu l'antiimatge del vector (3, 5, 2, 4) per f.

2. Sigui f: R* — R*1’aplicaci6 lineal definida per:
f(xr YV, Z, t) = ()/, 0; z, —2y+ Zt)

a) Trobeu la dimensi6 i una base del nucli de f.
b) Trobeu la dimensi6 i una base de la imatge de f.
¢) Raoneus si el vector (g, 1, a, a®) pertany o no a la imatge de f (a és un pa-

rametre).
3. Donada l'aplicacio lineal f: R3 — R3 definida per:
Jx,y,z2)=(ax+y+z,x-y+2z 2y+2)

a) Trobeu la matriu de f en la base canoOnica.

b) Proveu que {(3, 1, 3), (2, 1, -1), (1, 0, 3)} és base de R3.

c) Trobeu la matriu de f en la base {(3, 1, 3), (2, 1, -1), (1, O, 3)}.

d) Per a quins valors de a es compleix que (3, 1, -2) pertany a Ker(f)?
e) Per a quins valors de a es compleix que (0, 3, -2) pertany a Im(f)?
f) Per a quins valors de a es compleix que f és bijectiva?

4. Considereu 'endomorfisme f: R® — R3 definit per:
fx,y,2)=2x,3x+4y -2z, 3x + S5y — 22)

Es f diagonalitzable? Justifiqueu la resposta i, en cas afirmatiu, trobeu la ma-

triu diagonal resultant i una base on f prengui la forma diagonal.

5. Sigui f 'endomorfisme de R3 que, en la base canonica, té per matriu:

0 -1 1
A=|2 -3 1
1 -1 -1

Estudieu si diagonalitza i, en cas afirmatiu, trobeu la matriu diagonal corres-

ponent.
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6. Son diagonalitzables les seglients matrius?

211
a) A=|2 3 2
112
2 0 -3
b) B=|1 2 -2
1 -1 3

7. Sigui f: R® —» R3 un endomorfisme definit, en bases canoniques, per I'ex-

pressio: f(x, y, z) = (3x — 2y, —2x + 3y, 52).

a) Trobeu els valors i vectors propis de la matriu associada a ’endomorfisme, A.
b) Estudieu si f és diagonalitzable. En cas afirmatiu, trobeu la matriu diagonal
associada, D.

¢) Sif és diagonalitzable, empreu la matriu diagonal per a calcular A*.
8. Sigui f: R3 - R? I'aplicacio6 lineal definida per

fx,y,2)=Q2x-y+2z,x+2y-7)

a) Trobeu la matriu A de f en les bases canoniques.
b) Trobeu una base del Ker(f). Es injectiva f?

¢) Trobeu una base de Im(f). Es exhaustiva f?

d) Trobeu l'antiimatge per a f del vector (1,1).

9. Donada l'aplicacio lineal f: R3 — R3? definida per:

fx,y,z2)=(-x+2y—-z,ax—y+az,—x+z)
a) Trobeu la matriu de f en la base canonica.
b) Demostreu que {(1, -1, 3), (2, 1, -1), (2, 0, 1)} és una base de R3.
c) Trobeu la matriu de f en la base anterior.
d) Per a quins valors de a es satisfa que (2, 3, -1) pertany a Ker(f)?
e) Per a quins valors de a es satista que (-1, 1/2, -1) pertany a Im(f)?
f) Per a quins valors de a es satisfa que f és bijectiva?

10. Se sap que la matriu:

admet el vector (1, 1, 0) com a vector propi associat al valor propi 3 i el vector

(-1, 0, 2) com a vector propi associat al valor propi 0.

a) Trobeu el valor dels parametres a, b, c, p, g, r de la matriu A.
b) Un cop hagiu trobat a, b, ¢, p, g, r, estudieu si la matriu diagonalitza i, en

cas afirmatiu, trobeu la seva forma diagonal.
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0 ab
11. Sabem que la matriu A={ -1 0 2| admet com a vectors propis (1, 1, 0),
2,0,1Hi(,-1,0) c de

a) Determineu la matriu A i els seus valors propis.

b) Calculeu la forma diagonal de la matriu B i doneu-ne la base en qué diago-

nalitza si:
0o -1 2
B=|-1 0 2
0O 0 1
5 00
12. Donada la matriu A=|{0 -1 b |, es demana:
3 0 a

a) Estudieu per a quins valors dels parametres a i b, la matriu és diagonalitza-
ble.

b) Trobeu, si és possible, 3/A , peralcasa=1,b=10

13. L'empresa Promasa compra de manera continuada ordinadors a Telecom.
Els ordinadors de Promasa es classifiquen segons el temps que fa que s’han

comprat en quatre grups:

nous: [0, 3)
seminous: [3, 6)
antics: [6,9)
superantics: [9, 12)

Quan un ordinador té 12 anys d’antiguitat, Promasa el renova automatica-
ment. S’ha observat que la relacié existent entre els ordinadors que hi ha
en un periode k + 1 respecte als que hi havia en el periode anterior k és la

que es recull en la taula segiient, expressada en tant per un, i entenent-se

que un periode és un trienni.

Nous Seminous Antics Superantics
Nous 0.25 0.25 0.25 0.25
Seminous 0.25 0 0.5 0.25
Antics 0.25 0.5 0.25 0
Superantics 0.25 0.25 0 0.5

A partir de la formulaci6 del model matematic que representa 1’evoluci6 tem-

poral de I'antiguitat del conjunt dels ordinadors de I’empresa:
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a) Indiqueu quins son els valors i vectors propis associats a la matriu del model.
b) Quina és la distribuci6 dels ordinadors a llarg termini (k — ) si en 'actu-
alitat, (k = 0), la proporci6 d’ordinadors en cada un dels quatre grups és del
20%, 20%, 20% i 40% respectivament? (és a dir, heu de predir quina sera la
distribuci6é d’ordinadors a llarg termini).

A continuacio6 es representa el model de l'evoluci6 temporal de l'antiguitat del

conjunt dels ordinadors de I'empresa.

x(t) = nombre d'ordinadors nous [0 — 3)

y(t) = mnombre d'ordinadors seminous [3 - 6)
z(t) = mnombre d'ordinadors antics [6 —9)

¥(t) = nombre d'ordinadors molt antics[9-12)

Despres de t periodes

xt+1) = 0.25x(t) +0.25p(t) + 0.25z(t) + 0.25v(t)
y(t+1) = 0.25x(t) +0.5z(t) + 0.25v(¢)
z(t+1) = 0.25x(t)+0.5p(t) + 0.25z(¢)
vit+1) = 0.25x(t)+0.25y(t) + 0.5v(¢)

x(K)) (025 025 0.25 025 (0.2
y&| 1025 0 05 025 [02
2k |71025 05 025 0 | |02
wk) 025 025 0 05) |04

14. Sigui f: R® — R3 'aplicacio lineal definida per:
Sy, 2)=(x-y,2x+4y,2x+ 2y +22)
Se sap que el polinomi caracteristic de fés
P =223 -1).

Estudieu si f diagonalitza i, si escau, doneu una base de R3 formada per vectors
propis de f.

15. Sigui f: R* — R* 'aplicaci6 lineal definida per:

f&x,y,z,t)=(t,x+2y+z+2t,0,x+y)

a) Trobeu una base del nucli de f. Es f injectiva?

b) Trobeu una base de la imatge de f. Es f exhaustiva?

¢) Per a quins valors dels parametres a i b el vector (g, 1, b, 0) és de la imatge
de f?
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16. Sigui A la matriu

Sabentque B= {(0,1,-1),(1,-2,1),(1,-1,1)} ésunabasede R3 i que la matriu

Silainversa S-! son:

0 1 1 1 0 -1
S=|1 2 -1|; $'=10 -1 11
-1 1 1 1 1 1

a) Comproveu que B és una base de vectors propis d’A.

b) Calculeu la matriu diagonal d’A.

¢) Calculeu A6,

17. Sigui f: R® — R un endomorfisme definit, en bases canoniques, per:

fx,y,2)=(x+3y+3z,-3x-5y-32,3x+ 3y + 2)

a) Trobeu els valors i els vectors propis de la matriu associada a I’endomorfis-

me, A.

b) Estudieu si 'endomorfisme és diagonalitzable. En cas afirmatiu, trobeu la

matriu diagonal associada, D.

c) Si I’endomorfisme és diagonalitzable, empreu la matriu diagonal per a cal-

cular AS.
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Solucionari
Exercicis d’autoavaluacio

1.
a) La matriu de f en la base canonica de R* és:

0 3 6
2 -1 1 1
A=11 0 1 0
1 0 3

b) Per a trobar una base del nucli hem de resoldre el SEL:

0 3 0 6)x) (0
2 -1 1 1|y| |0
1 0 10|zl o
1 0 0 3t lo

Una base del subespai de solucions és (-3, -2, 3, 1), per la qual cosa la dimensi6

del nucli és 1.

c) El subespai imatge de f el generen les imatges de la base canonica, és a dir,
les columnes de la matriu A. Com que la dimensi6 del nucli és 1, llavors la
dimensi6 de la imatge ha de ser 3 (ja que les dimensions del nucli i imatge
sempre sumen la dimensi6 de 1'espai de sortida, 4 en aquest cas). Els vectors
©,2,1,1),@3,-1,0,0), (0, 1, 1, 0) so6n linealment independents (per a com-
provar-ho, n’hi ha prou de veure que el rang de la matriu que formen és 3).

Per tant, aquests vectors formen una base del subespai imatge de f.

d) Per a trobar I'antiimatge del vector (3, 5, 2, 4), s'ha de resoldre el sistema:

0 3 0 6)x) (3
2 .11 1||y| |5
1 0 10|z ]2
10 0 3\t |4

Com que el rang de la matriu del sistema és 3 i el rang de I'ampliada també és
3, el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat. Resolent el

sistema, ens queda que les solucions sén vectors de la forma:

x,vztH=01,-1,1,1) + -3, -2, 3, 1), on A és un parametre.

2. La matriu de f en la base canonica és:

0O 1 0O

0O 0 0O
A=

0O 0 10

0 -2 0 2
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a) Per a trobar el nucli de f, s’ha de resoldre el sistema:

0 1 0 0)x) (0
0 0 00|yl |0
0 0 10|zl |o
o 2 0 2)lt) lo

La solucio és el subespai vectorial d’equacions: y =0, z=0, -2y + 2t =0. O sigui,
son els vectors (x, y, z, t) que compleixen y = z =t = 0. Per tant: una base del
nucli de f és (1, 0, 0, 0) i la dimensi6 del nucli és 1.

b) El subespai imatge de f és el generat per les imatges de la base canonica, és
a dir, les columnes de la matriu A. Per tant: imatge de f esta generat pels vec-
tors (1, 0, 0, -2), (0, 0, 1, 0) i (O, 0, O, 2), que s6n linealment independents.
Aixi, la dimensio6 de la imatge de f és 3.

¢) Per a veure si el vector (a, 1, a®, a°) pertany o no a la imatge de £, s’ha de

resoldre el sistema:

0 1 0 0\(x) (a
0 0 00|yl |1
0 0 10|z |a
0 2 0 2\t \a

Pero aquest sistema és incompatible, ja que el rang de la matriu del sistema és
3 mentre que el rang de la matriu ampliada es pot comprovar que és 4, inde-
pendentment del valor del parametre a. Per tant, el vector (a, 1, a3, a®) no per-

tany a la imatge de f.

3.
a) La matriu de f en la base canonica s’obté en escriure, en columnes, les

imatges dels vectors de la base canonica, i. e.:

a 1 1
A=|1 -1 1
0 2 1

b) Per a comprovar que els tres vectors que ens donen son linealment inde-
pendents, n’hi ha prou de verificar que el rang de la matriu que formen és 3,

és a dir, que el seglient determinant és no nul:

3 2 1
1 1 0=-1=0
3 -1 3
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c) Emprant la férmula del canvi de base, tenim que la matriu de f en la base
{3,1,3),(2,1,-1),(1,0,3)} &:

-3 7 1)a 1 1}(3 2 1
B=P'-A-P=|3 -6 -1||1 -1 1|1 1 0|=
4 9 -1)\0 2 1){3 -1 3

-9a+28 -6a+1 -3a+22
=| 9a-23 6a-1 3a-18
12a-34 8a-1 4a-27

d) Es tracta de trobar els valors de a per als quals (3, 1, —2) pertany al nucli de f.
Es a dir, aquells a que verifiquen:

fG3,1,-2)=(0,0,0)

En altres paraules, s’ha de complir que:

a 1 1) 3 0
1 -1 1| 1]|=0
0 2 1)\-2 0

D’on es dedueix que a =% .

e) Es tracta ara de trobar els valors de a per als quals (0, 3, —-2) és imatge per f
d’algun vector. Es a dir, s’ha de complir:

0 2 1)\z) (-2

El determinant de la matriu de coeficients és —3a + 1. Per tant, si a # % ,elrang
de la matriu és 3 i el sistema és compatible determinat (i. e., (0, 3, -2) és un
vector de Im(f)). Al contrari, si a = % , llavors el rang de la matriu és 2, mentre
que el de I'ampliada es pot comprovar que és 3, amb la qual cosa el sistema

seria incompatible.

f) L’aplicacid6 f és bijectiva si el determinant de la matriu A és no nul. O sigui,

. 1
siax—.
3

4. La matriu de f en la base canonica és:
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Per a saber si és diagonalitzable, calcularem els valors propis.

Per a aixo0, calculem el polinomi caracteristic:

p)=A-M=| 3 4-12 -1 |[=2-MVA?*-21-3)=—A-2)AL-3)(A+1)

Els VAP de f sé6n: 2, 3, —1.

Com que els tres VAP sén diferents, f és diagonalitzable. Aix0 vol dir que hi
ha bases formades per VEP de f.

Aquestes bases estaran formades per un vector propi de valor propi 2, un vec-
tor propi de valor propi 3 i un vector propi de valor propi —1. Busquem-los:

e VEP de VAP 2:

Els VEP associats al VAP 2 sén les solucions del sistema:

(A=-2D)|y|=

o O O

Hem de resoldre el sistema:

3 2 -1||y|=|0| =>y=-3x, z=-3x

Un vector propi de valor propi 2 sera, per exemple, (-1, 3, 3).

e VEP de VAP 3:

Els vectors propis de valor propi 3 son les solucions del sistema:

z
-1 0 0)(x 0
3 1 -1|y|={0| = x=0, y=z
3 -S)\z 0

Un vector propi de valor propi 3 sera, per exemple, (0, 1, 1).
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e VEP de VAP -1:

Els vectors propis de valor propi —1 son les solucions del sistema:

P 0
(A+D|y|=10
z 0
30 0)\(x 0
35 -1||y|=]0| = x=0, z=5y
35 -1)\z 0

Un vector propi de valor propi -1 sera, per exemple, (0, 1, 5).

Per tant, responent les preguntes formulades, f és diagonalitzable, la matriu

diagonal resultant és:

iunabase on f pren la forma diagonal anterior és la de VEP en el mateix ordre:

{(_1/ 3/ 3)/ (0/ 1/ 1)/ (0/ 1/ 5)}

5. D’entrada, com que la matriu no és simetrica, hem de trobar els seus VAP.

Per a aixo0, calculem el polinomi caracteristic:

S | 1
3o 1 | =2-5h-42 -3 =—(A3+ 402+ 50+ 2) =—(L + 2)(h + 1)2

Els valors propis de A sén —2 (amb multiplicitat 1) i -1 (amb multiplicitat 2).

Si els VAP haguessin estat tots reals i diferents, és a dir, el polinomi caracteristic
no hagués tingut cap arrel multiple, ja s’hauria acabat l'exercici perqué podriem
afirmar que la matriu A diagonalitzava, i donar la matriu diagonal. Pero en aquest
cas no succeeix aixi: la matriu A és diagonalitzable si, i només si, I'espai de vectors

propis de valor propi -1 té dimensi6 2 (igual que la seva multiplicitat).

Trobem els VEP associats al VAP —1:

1 -1 1)\(x 0 x-y+z=0 x=y x=t
2 -2 1|ly|=|0] = 2x-2y+z=0 = Jy=y = qy=t
1 -1 O)\z 0 x-y=0 z=0 z=0

El sistema anterior queda reduit a dues equacions amb un grau de llibertat; és
a dir, el rang de la matriu és 2, ja que les dues primeres columnes sén propor-

cionals.
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Per tant, només podem obtenir un VEP independent. La dimensi6 de l'espai de
VEP associats al VAP -1 és 1. Aquest espai el genera el vector (1, 1, 0) i, per tant,
A no és diagonalitzable.

6.
a) En no ser la matriu A simeétrica, s’han de calcular els valors propis.

[A-Al=| 2 3-1 2 |=0=>i; =5 A,=A,=1
En haver-hi un VAP repetit, per a saber si la matriu diagonalitza, és necessari
trobar els vectors propis:

e Vector propi de valor propi 5:

Els VEP de VAP 5 son les solucions del sistema:
(A-5D)v=0

Si denotem per x, y, z les coordenades del vector v, el sistema que s’ha de
resoldre és:

-3 1 1)\(x 0 -3x+y+z=0
2 2 2 ||y|=|0|=:2x-2y+2z=0
1 1 -3)\z 0 x+y-3z=0

La seva solucio és:
x=ty=2t,z=t VteR

Segons aix0, 1'espai de VEP de VAP 5 sera <(1, 2, 1)>.

e Vector propi de valor propi 1:

Hem de resoldre el sistema seglient:

1 1 1)(x 0 x+y+z=0
2 2 21y|=|0|=42x+2y+2z=0
11 1)\z 0 x+y+z=0

La seva solucio és:
x=ty=s,z=-t-s VitseR.
Per tant, 1'espai de VEP de VAP 1 és <(1, 0, -1), (O, 1, -1)>.

En ser la dimensi6 de cada subespai propi igual a I’ordre de multiplicitat del
valor propi corresponent, la matriu A és diagonalitzable.
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b) Tampoc la matriu B és simeétrica, per la qual cosa és necessari trobar els
VAP:

2-» 0 -3
B-a|=| 1 2-% -2[=0=%=5 A=k, =
-1 -1 3-a

En haver-hi un VAP repetit, per a saber si la matriu diagonalitza, és neces-
sari trobar els vectors propis.

¢ Vector propi de valor propi 1:

Els VEP de VAP 1 soén les solucions del sistema:
B-IH)v=0

Si anomenem x, y, z les coordenades del vector v, el sistema que s’ha de re-
soldre és:

1 0 -3)(x 0 x-3z=0
1 1 21|y|=|0|=x+y-2z=0
-1 -1 2 )\z 0 -x-y+2z=0

Resolent el sistema, resulta que la seva solucio és:
x=3t,y=-t,z=t VteR
Per tant, ’espai de VEP de VAP 1 és <(3, -1, 1)>.

En ser la dimensi6 del subespai propi igual a 1 i diferent de I’ordre de mul-
tiplicitat d’aquest valor propi (que és 2), la matriu B no és diagonalitzable.

7.
a) La matriu de f en la base canonica (que és ortonormal) és:

3 -2 0
A=|-2 3 O
0 0 5§

La matriu és simetrica i, per tant, sera diagonalitzable.

Calculem el polinomi caracteristic:

3-A -2 0
pM=-2 3-2 0 [=(5-MQ*-61+5)
0 0 5-A

Resolent 1’equaci6 caracteristica, p(L) = 0, obtenim dos valors propis: el VAP 1
(amb multiplicitat 1) i el VAP 5 (amb multiplicitat 2).
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e VEP corresponents al VAP 1:

X 0 2 -2 0)x 0
(A-1)|y|=|0| & |-2 2 O|ly|=|0| = y=x, z=0
z 0 0 0 4){z 0

Per tant, un VEP associat al VAP 1 sera el (1, 1, 0).

e VEP corresponents al VAP 5:

0 -2 -2 0)(x 0
(A=SI)|y|=|0| & |-2 -2 Of|y|=|0| = x=-y
z 0 0 0 Oz 0

Per tant, (1, -1, 0)i (0, 0, 1) sén VEP (linealment independents) associats
al VAP 5.

b) Atés que hem trobat tres VEP linealment independents, f diagonalitza

(com ja sabiem perque la matriu és simeétrica en una base ortonormal) i:

a.B={1,-1,0), (0,0, 1), (1, 1, 0)} és una base en la qual la matriu as-
sociada a 'endomotfisme és diagonal, i

b. La matriu diagonal associada és: D =

S O wn
S w»nn ©
— O O

c) Sabem que A*=P - D*. P!, essent P la matriu de VEP, i. e.:

1 01 50 0
P=|-1 0 1|,comque D*=| 0 5* 0 |, sesegueix que:
0 10 0 0 1*
313 -312 O
A*=P.D*.P'=|-312 313 O
0 0 625

8.

a) En primer lloc, recordem que els vectors, (1, 0, 0), (0, 1,0)i (0, O, 1) son els
vectors de la base canonica de l'espai. Llavors calcularem la imatge d’aquests
3 vectors per calcular la matriu A.

f£(1,0,0)=(2,1)
f(0,1,0)=(-1,2)
f(0,0,1)=(1,-1)
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Ara només queda posar aquestes imatges en columna:
2 -1 1
A=
1 2 -1

b) Ara veurem qui n’és el nucli. Recordeu que sén els vectors la imatge dels
quals ésnul-la. f(x,y,2)=2x-y+z,x+2y-2)=(0, 0)

Per tant, cal resoldre el sistema:

{Zx -y+z=0
x+2y-z=0
és un sistema indeterminat que té per soluci6 x =_?Z iy :%. D’aquesta
manera, el nucli de I’aplicaci6 és el subespai format pels vectors de la forma
(_—52/3—52,2) Per simplificar, agafarem z =35 i direm que el nucli és el subes-
pai generat pel vector (-1, 3, 5). Ara, com que la dimensi6 del nucli és 1,

tenim que no es pot tractar d’una aplicaci6 injectiva.

c) Per a fer aquest apartat, utilitzarem el teorema de la dimensio:
dimU = dimKer(f) + dim Im(f)

Ara, com que la dim R3 = 3 i la dim Ker(f) = 1 cal que dim Im(f) = 2 i, per tant,
sols cal triar dos vectors de la imatge que siguin independents de (2, 1) i (1, -1).
A més, tenim que és exhaustiva, ja que fent servir la segona proposicio de

l'apartat 5 tenim que: dim R? = dim Im(f) = 2

d) Per a trobar l'antiimatge del vector (1, 1), cal trobar els vectors que tenen
per imatge el (1, 1), és a dir, cal resoldre el sistema:

Cx-y+z,x+2y-2)=(1,1)

o escrit d'una altra manera:

2x-y+z=1
x+2y-z=1
. . . . . - -z 3. 3z 1 ...
és un sistema indeterminat que té per solucié x = < + 3 iy= 5 + 5 Aixi, els

vectors que tenen per imatge el vector (1, 1) son els de la forma:

(—Z 33z 1 j
e e A
5 55 5

9.

a) La matriu de f en la base canonica s’obté en escriure en columnes les imat-
ges dels vectors de la base canonica, és a dir:

-1 2 -1
A=|a -1 a
-1 0 1
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b) Per a demostrar que tres vectors formen una base de R3 sera suficient provar
que son linealment independents, és a dir, que el rang de la matriu que for-
men és 3. Aix0 és cert en aquest cas, atés que:

1 2 2
P=|-1 1 O [P[=-1#0 >Rang(P) = 3
3 11

c) Emprant la férmula del canvi de base, tenim que la matriu buscada és:

-1 4 2|-1 2 1|1 2 2
B=P'" - A-P=|-1 5 2{a -1 all-1 1 0|=
2 -7 3|-1 0 13 -11

14+16a -11+4a 1+12a
=| 15+20a -12+5a 1+15a
-25-28a 18-7a -3-2la

d) Es tracta de trobar aquells valors d’a tals que f(2, 3, -1) = (0, 0, 0), és a dir:

-1 2 -1 2 0
a -1 a||3(=|0
-1 0 1 -1 0

L’equaci6 anterior no té cap solucid, ates que:

2 5
A3 |=|a-3
-1 -3

Per tant, valgui el que valgui a, el vector (2, 3, -1) no pertany mai al nucli de
'aplicacio.

e) Es tracta de trobar aquells valors de a que satisfan, per a algun vector (x, y, z),
la condici6 segiient:

-1 2 -1]|x -1
a -1 a||y|=|1/2
-1 0 1]]|z -1

Observeu que: |A|=2-4a=0ca=1/2

Per tant, el Rang(A) sera 3 excepte per al cas a = 1/2. En aquest cas Rang(A) =
2. D’altra banda, es pot comprovar que el rang de la matriu ampliada també
sera 2 per al cas a = 1/2. Per tant, el sistema d’equacions resultant sempre sera

compatible, és a dir: el vector (-1, 1/2, -1) sera un vector de Im(f) per a qual-
sevol valor de a.

f) L'aplicacio sera bijectiva si el determinant de la matriu A és no nul, és a dir:
siaxl/2.
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10.
a) Enl’enunciat es diu que el vector v = (1, 1, 0) és un vector propi associat al
valor propi 3. Per tant, sabem que: (M — 3I) - v=0, és a dir:

a-3 1 j4 1) (0 a-3+1=0
M=-3I)-v= b -1 q -|1|=|0];ésadir: \b-1=0
-1 r-3 0 0 c-1=0

Amb la qual cosa arribem al segiient:

a S 2
o

2
1
1

Igualment, en I'enunciat també es diu que el vector v = (-1, 0, 2) és un vector
propi associat al valor propi 0. Per tant, sabem que (M) - v = 0; és a dir:

2 1 p)(-1) (0 2+2p=0
M-v={1 2 gq|-| 0 |=|0]|;ésadir, {-1+2¢=0
1 -1 r 2 0 -1+2r=0

Amb la qual cosa arribem al segiient:

p=1
q=1/2
r=1/2

b) Busquem els valors propis pels valors dels parametres trobats:

2-x 1 1
pvy=1 2-x 1/2 |=0
1 -1 1/2-A

Després de calcular el determinant, les solucions de 1'equacio caracteristica son
L =3,1.5,0. Com que els tres valors propis son reals i diferents, podem assegu-
rar que la matriu diagonalitza.

La matriu diagonal és:

w
I
O O w
o O O
—_

'U_IOO

11.

a) Per la informaci6 de I’enunciat, sabem que els vectors que es donen sén vec-
tors propis de valor propi x, yi z, de manera que ens resulta el sistema de nou

equacions segtient:

0 a b)(1 1 a=x
-1 0 2||1|=x|]1|={ -1=x
c d e)\0 0 c+d=0



© FUOC e PID_00269002

54

Aplicacions lineals

0 a b)(2 2 b=2y

-1 0 2|0|=y|0|=:-2+2=0
c d 1 1 2c+e=y
0 a b1 1 -a=z
-1 0 2|-1|=z|-1|=4-1=-z
c d e)lO 0 c-d=0

Podem resoldre aquest sistema d’equacions indeterminat i obtenim: x = -1,
a=-1,z=1,d=0, c=0;is’ha de verificar que b =2yie=y.

b) Per 'apartat anterior resulta clar que els valors propis son -1 i 1 i que la
base en que diagonalitza és (1, 1, 0) (2,0, 1) (1, -1, 0), i en aquesta base, la ma-

triu és:
-1 0 0
0 10
0 0 1
12.

a) Per saber si una matriu diagonalitza o no hem d’aplicar la segona proposicié
del subapartat 8.1. Atés que la matriu A no és simeétrica hem de veure com sén

els valors propis:

e SisoOn tots reals i diferents - la matriu diagonalitzara.
¢ Si hi ha algun valor propi no real (complex) - la matriu no diagonalitzara.
e Si hi ha algun valor propi repetit, cal veure els vectors propis.

Per tant, per veure com son els valors propis, ens cal trobar el polinomi car-

acteristic:

5-» 0 0
p)=| 0 -1-2 b |=G6-M)(1-1)(@-»n)
3 0 a-x
Iels VAPs son: i, =51, =-1,, =a

Per la proposici6 anterior, ja podem assegurar que:

— PeratotaeR, peratotheR,sia=-1,5 > A diagonalitza, ja que, en aquest

cas, tots els valors propis son reals i diferents.
Ara estudiem els altres dos casos possibles:

— Sia=35, llavors la matriu queda aixi:

500
A=|0 -1 b | ielsvalors propis sén: i, =5 (doble),i, = -1
3 0 5
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Perque la matriu A sigui diagonalitzable, en aquest cas en qué a = 5, cal que la
multiplicitat del valor propi A = 5 (que és 2) coincideixi amb la dimensi6 de

I'espai de vectors generats pels vectors propis associats al valor propi A = 5.

El subespai V,_s, associat al valor propi A = 5, esta format per les solucions del
segilient sistema d’equacions lineals homogeni:

x=0

- . , b_ . .

Per tant, la solucio6 del sistema és: {y = EZ' independentment del valor de b i
z=12

el subespai V,_s, associat al valor propi A = 5, esta generat per <(0, b, 6)>. Ates
que la multiplicitat del valor propi A = 5 (que és 2), no coincideix amb la di-
mensio de l’espai de vectors generats pel vectors propis associats al valor propi

A =35 (que és 1), podem assegurar que la matriu A, amb a = 5, no diagonalitza.

— Sia= -1, llavors la matriu queda aixi:

50 0
A=|0 -1 10| ielsvalors propis son: A, = —1(doble),\, =5
3 0 1

Per tal que la matriu A sigui diagonalitzable, en aquest cas en que a = -1,
cal que la multiplicitat del valor propi A = -1 (que és 2), coincideixi amb la
dimensi6 de 1’espai de vectors generats pel vectors propis associats al valor
propi A =-1.

El subespai V,_;, associat al valor propi A = -1, esta format per les solucions del
segilient sistema d’equacions lineals homogeni:

0

6 0 0)(x P
0 0 bly =0:{b__0
3 00Jlz) lo)j 7
En aquest cas, cal fer una disjuncio:
x=0

e Sib =0 - lasolucid del sistema és: sy =y, i el subespai V,_s, associat al
z=z
valor propi A = -1, esta generat per <(0, 1, 0), (0, 0, 1)>. Atés que la mul-
tiplicitat del valor propi A = -1 (que és 2), coincideix amb la dimensio6 de
I’espai de vectors generats pel vectors propis associats al valor propi A = -
1 (que és 2), podem assegurar que la matriu A, amb a =-11i b =0, diagona-
litza.
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x=0
e Sib =0 > lasolucid del sistema és: \¥ =y, i el subespai V,_s, associat al
z=0
valor propi A =-1, esta generat per <(0, 1, 0)>. Atés que la multiplicitat del
valor propi A =-1 (que és 2), no coincideix amb la dimensi6 de I'espai de
vectors generats pels vectors propis associats al valor propi A = -1 (que és
1), podem assegurar que la matriu A, amb a =-11i b # 0, no diagonalitza.

En resum:
e PeratotaeR, peratoth e R:a=-1,5 > A diagonalitza.
e Sia=35,peratothb e R > Ano diagonalitza.

e Sia=-1ib=0-> A diagonalitza.
e Sia=-1ib=0-> A no diagonalitza.

b) Per al cas a = 1, b = 10, si que diagonalitza. La matriu A queda aixi:

50 0
A=|0 -1 10/|,1elsvalors propisson: A =5k =-1%=1. Ates que els tres
3 0 1

valors propis son reals i diferents, la matriu A diagonalitza. Aixo vol dir que hi
ha bases formades per vectors propis d’A. Aquestes bases estaran formades per
un vector propi de valor propi 5, per un vector propi de valor propi -1 i per un
vector propi de valor propi 1. Busquem-los:

e Els vectors propis associats al valor propi 5 sén les solucions del sistema:

x) (O 0 0 O0)\(x

% & —6y+102=0
(A-5D){y|=|0]|, aix0és: [0 -6 10||y|=|0|= y+1vz
3x-4z=0
z) \0 3 0 —4)\z
X=x

Iles solucions d’aquest sistema soén: { y = %X . Per tant, un vector propi de valor
propi 5 sera el (4, 5, 3). 3x
z=—

4

e Els vectors propis associats al valor propi —1 sén les solucions del sistema:

X 0 6 0 0)\(«x 0 6x=0
A+D{y|=|0 ,aixX0€s: |0 0 10[{y|=|0|=+10z=0
z 0 30 2)\z 0 3x+2z=0
x=0

I les solucions d’aquest sistema soén: {¥ =y . Per tant, un vector propi de valor
propi 5 sera el (0, 1, 0). z=0
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e Els vectors propis associats al valor propi 1 sén les solucions del sistema:

X 0 4 0 0)\(x 0 420
(A-I){y|=|0|,aix0€és: |0 -2 10}y |=|0 :{2_ 1020
— + —
z 0 3 0 0]J\z 0 Y z
x=0

I les solucions d’aquest sistema son: < y = 5z . Per tant, un vector propi de valor

propi 5 sera el (0, 5, 1). z=1z

Tenim, doncs, que:

5 0 0
D=0 -1 O
0 0 1

i P és la matriu formada pels vectors propis (P és la matriu de canvi de base de
{valors propis} a la base canonica). Pel teorema del subapartat 8.2 sabem que

A =P3D-P . Per tant:

1

4 0 0\(¥5 0 0)4 0 oY
YA=/51 540 -1 045 1 5
301/)lo 0 113 01

Calculem la composici6 de les tres matrius, i queda:

5 0 0
535 25
YA=|2_221 1 10
4 4
3
3.3 5
4 4

13.

a) La representaci6é matricial del model matematic és la segiient:

X(t+1)) (025 025 025 0.25)(x(t)
ye+D| 025 0 05 025y
Z2t+1)] 025 05 025 0 |z
wt+1)) (025 025 0 05 v
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Busquem els valors propis i vectors propis. Per aix0, calculem el polinomi ca-
racteristic

0.25-» 025 0.25 0.25
0.25 A 0.5 0.25
0.25 0.5 0.25-1r 0
0.25 0.25 0 0.5-x

p(L) = det

Aquest polinomi és de grau 4, i té les arrels 4, =1, », =0, &, = 0.43, A, = —0.43.
Son diferents, per tant la matriu diagonalitza.

Els vectors propis respectius son:

1 -1 0 0

V=1 V=o.33 V=—0.27 . -1

r1t o33 P [-073) T lo73)
1 0.33 1 0.27

En particular, la matriu diagonal D1i la matriu de canvi de base P seran

10 O 0 1 -1 0 0
D 00 O 0 _ 1 033 -227 -1
0 0 043 O [ 1 033 -0.73 0.73
00 0 -043 1 033 1 0.27

b) Per a saber la proporci6 d’ordinadors a llarg termini, cal trobar el limit quan
k > de la matriu diagonalitzada multiplicada per I'instant inicial.

A llarg termini, la proporcié d’ordinadors sera de 25% en cada grup (ja que el
resultat en fer el limit a l'infinit de la matriu diagonalitzada per l'instant ini-
cial és (1/4, 1/4, 1/4, 1/4)).

p.D*.p!
Quan calculem D*, tenim que:
10 0 0 Y (10 o0 0
., |00 O 0 00 O 0
D = =
0 0 043 O 0 0 0.43 0
00 0 -043 0 0 0 (-0.43)"
I si considerem el limit quan k — +o tenim que:
GET 7100 lim0.43 0 “lo oo o0
00 0 lim (-0.43)" 0 00O

k—>+0

Operem, doncs:

0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 0.25 0.25 0.25

P-D.P'=
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I, per acabar, apliquem el resultat per l'instant inicial:

025 025 0.25 0.25)(0.2) (0.25
025 025 025 0.25|]02| |0.25
025 025 025 0.25|02|7]0.25
025 025 025 0.25) 0.4) |0.25

Una altra opcid per a resoldre aquest apartat és, tal com es mostra en l'estudi
de cas del subapartat 8.3 d’aquest modul, realitzar un programa que predigui
I’evoluci6 de la distribucié d’ordinadors, veure com evoluciona el model i

comprovar com, a partir d'un cert moment, aquest s’estabilitza.

Efectivament, a partir de i = 14, el sistema s’estabilitza i aix0 indica que, a llarg

termini, la proporci6é d’ordinadors sera de 25% en cada grup.

14.
El subespai vectorial associat al valor propi A =2 és el subespai vectorial de les

solucions del SEL homogeni:

-1 -1 0)(x) (O
2 2 ofy|=|o0
2 2 ollz) (o

Resolent, deduim que és el subespai generat per (1, -1, 0)i (0, 0, 1).

El subespai vectorial associat al valor propi A = 3 és el subespai vectorial de les

solucions del SEL homogeni:

—2 -1 0)(x) (0
2 1 0fy|=|o
2 2 -1)lz) o

Resolent, veiem que és el subespai generat per (1, -2, -2).

Aixi, doncs, f diagonalitza perque el polinomi caracteristic descompon com-
pletament en factors reals de grau 1 i perqué per a cada VAP, la seva multipli-
citat coincideix amb la dimensi6 del subespai de VEPS associat (2 per al valor

propi A =21 1 per al valor propi A = 3).

15.

a) El nucli de f és el subespai vectorial de les solucions del SEL homogeni:

_ O = O

=\ -}

S O = O

S O N =

~ N T X
|

S O O O

Resolent, veiem que una base del nucli és (1, -1, 1, 0). Com que el nucli és no

nul, aleshores f no és injectiva.
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b) La imatge de f és el subespai vectorial generat per les columnes de la matriu:

0

— O = O
— O N O

S O N =

1
0
0

Eliminant la segona columna que és combinaci6 lineal de la primera i la ter-
cera, veiem que una base de la imatge és: (0, 1, O, 1), (0, 1, 0, 0), (1,2,0,0). O
sigui, la dimensi6 de la imatge és 3, menor que la dimensio6 de 1’espai d’arriba-

da que és 4. Per tant, fno és exhaustiva.

c) Per a trobar l'antiimatge del vector (g, 1, b, 0), cal resoldre el SEL:

= O = O
—= O N O
S O = O
S O N =
~ N T =
S T =

El rang de la matriu del sistema és 3. Es definit pel menor format per les co-

lumnes 1,314 1iles files 1, 2 i 4:

0
1
1

S = O
S N -

I el rang de 'ampliada sera definit, doncs, pel menor que conté aquest menor

3 x 3 ila columna de termes independents:

00 1 a
11 21
0 0O0Vb
1 000

Per al calcul del determinant, desenvolupem primer per la quarta fila i després
per la tercera. Ens queda que el determinant és igual a b. Aixi, doncs, el rang
de I'ampliada és 3 sii només si b = 0. Per tant, el vector (g, 1, b, 0) pertany a la

imatge de fsi i només si b =01 a és qualsevol.

16.
a) Multiplicant A per cada un dels vectors de B obtenim:

2 1 1Y0 0 0
30 1{1|=[-1|=(-D| 1
3 1 0J(-1) |1 -1
1 1)1 1 1
30 1|-2|=|-2]=1|-2
3 1 001 1 1
2 1 1)1 2 1
30 1| -1|=[-2|=2[-1
3 1 0)(1 2 1
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O sigui, (0, 1, -1) és VEP de A de VAP -1, (1, -2, 1) és VEP de Ade VAP 11i
(1, -1, 1) és VEP de A de VAP 2.

b) Per a trobar la matriu diagonal de A només cal fer el producte:

1 0 -1)y(2 1 1)(0 1 1 -1 00
S'AS=|0 -1 -1||-3 0 1|1 -2 -1|={0 1 0
11 1)3 1 0)(-1 1 1 0 0 2

¢) Per a calcular A® només cal fer:

0 1 1)1 0 0 1 0 -1 65.536 65.535 65.535
A =SDS ) =8SD"S"'=| 1 -2 -1(|0 1 0 0 -1 -1|=]-65.535 -65.534 -65.535
-1 1 1){0 0 65.536 1 1 65.535 65.535 65.536

—_

17.

a) La matriu de f en la base canonica és:

1 3 3
A=|-3 -5 -3
3 3 1

Calculem el polinomi caracteristic:

1-» 3 3
PO =|A=1-L|=| -3 -5-% -3 |=-(h-1)(h+2)
3 3 1-1

Resolem l'equacio p(i) =0 per a obtenir dos valors propis: A = 1 (multiplicitat 1)
iA =-2 (multiplicitat 2).

e Vectors propis corresponents al valor propi 1:

X 0 y+z 0
(A-1-L)|y |=|0 || x-2y-z|=|0|=>z=-y,x=—y
z 0 xX+y 0

Per tant, un vector propi associat al valor propi 1 serael (1, -1, 1), i el subes-

pai generat sera el <(1, -1, 1)>

e Vectors propis corresponents al valor propi -2:

x 0 X+y+z 0
(A_(_2)13) }/ = 0 = —X—y—Z = 0 :>ZZ—X—}/
z 0 X+y+z 0

Per tant, (1,0, -1) i (0, 1, -1) sén vectors propis (linealment independents)
associats al valor propi -2. El corresponent subespai generat per aquests
vectors és el <(1, 0, -1), (0, 1, -1)>.
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b) Els tres vectors anteriors son linealment independents. Per tant, la matriu

diagonalitza:

a.B={(1,-1,1),(1,0,-1), (0, 1,-1)} és una base en que la matriu associada

a I'endomorfisme és diagonal.

b. La matriu diagonal associada és: D =

c) Sabem que A°=P-D°-P"',en qué P=

1

0 O
0 -2 0
0 0 -2
1 1 O
-1 0 1| ésla matriu de vec-
1 -1 -1

tors propis (les columnes de vectors propis han de seguir el mateix ordre que

en la matriu de valors propis).

1 0 0

1 1 1 1 -63 -63
Atésque D°={0 (-2)° O |iP'=|0 -1 -1|,estindraque: A°=| 63 127 63
0 0 (-2)° 1 2 1 -63 -63 1
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Glossari

aplicacio f Relaci6 f de correspondéncia entre un conjunt A i un altre B de manera que a
cada element de A se li assigna un element de B.

aplicacio lineal f Aplicaci6 f d’un espai vectorial U en un altre V, en la qual per a qualsevol
u, v vectors de Ui per a tot k pertanyent a R es compleix:

1 flu+v)=f(u)+f(v)
2) fk-w)=k- f(u

base candnica de R" fBase de la forma B={(1, 0, ..., 0), (0, 1, ..., 0), ..., (0, O, ..., 1)}.
endomorfisme m Aplicacio lineal d’un espai vectorial en si mateix.

endomorfisme diagonalitzable m Un endomorfisme és diagonalitzable si hi ha alguna
base de manera que la matriu associada a ’endomorfisme en aquesta base sigui diagonal.

epimorfisme m Aplicaci6 lineal suprajectiva.
homomorfisme m Vegeu aplicaci6 lineal.

imatge d’una aplicacié lineal f Conjunt de tots els vectors de 1’espai destinaci6é que s6n
imatge d’algun vector de ’espai origen.

isomorfisme m Aplicacio lineal bijectiva.

monomorfisme m Aplicaci6 lineal injectiva.

nucli o kernel d'una aplicacié lineal m Conjunt format per tots els vectors de 1’espai
origen la imatge dels quals és el vector nul de I’espai destinacio.

en kernel

valor propi d’'un endomorfisme f o d’'una matriu A m Escalar k tal que existeix algun
vector u no nul, de manera que f(u)=k-uobéA-u=k-u.

vector propi d’'un endomorfisme f o d’'una matriu A m Vector u no nul que verifica
la segiient condicio: existeix algun escalar k, tal que f(u)=k-uobé A-u=k-u.



© FUOC e PID_00269002 64 Aplicacions lineals

Bibliografia

Bibliografia basica

Anton, H. (2002). Introduccion al Algebra Lineal. Méxic, DF: Limusa Wiley.

Llibre complet que tracta amb profunditat els conceptes desenvolupats en aquest modul. In-

clou bastants demostracions, exemples i activitats resoltes.

Lay, M. (1999). Algebra Lineal y sus Aplicaciones. Prentice-Hall.
Llibre complet, especialment orientat a les aplicacions de l’algebra lineal en diversos camps.

Vizmanos, J.; Anzola, M. (1995). Matemdticas I. Madrid: SM.
Explica clarament els conceptes i inclou abundants exemples.

Bibliografia complementaria

Bermiidez, L. i altres (1995). Algebra Lineal. Barcelona: Media.

Fraleigh, J.; Beauregard, R. (1989). Algebra Lineal. Argentina: Addison-Wesley.

Hernandez, E. (1994). Algebra y geometria. Addison-Wesley.

Lipschutz, S. (1992). Algebra Lineal. Madrid: McGraw-Hill.

Meyer, C. (2004). Matrix Analysis and Applied Algebra. <http://matrixanalysis.com>
Porter, G.; Hill, D. (1996). Interactive Linear Algebra. Nova York: Springer-Verlag.

Sydsaeter, K.; Hammond, P. (1996). Matemadticas para el Andlisis Econdmico. Prentice-Hall.



	Índex
	Introducció
	Objectius
	Coneixements previs
	1. Exemple introductori
	2. Concepte d’aplicació lineal
	2.1. Aplicacions entre conjunts
	2.2. Aplicacions lineals entre espais vectorials

	3. Matriu associada a una aplicació lineal
	4. Nucli i imatge d’una aplicació lineal
	5. Monomorfismes i epimorfismes
	6. Canvis de base en una aplicació lineal
	7. Vectors i valors propis
	8. Diagonalització d’endomorfismes
	8.1. Diagonalització: conceptes i resultats
	8.2. Aplicació al càlcul de potències d’una matriu
	8.3. Aplicació a l’estudi de sistemes dinàmics. Estudi d’un cas

	Resum
	Exercicis d’autoavaluació
	Solucionari
	Glossari
	Bibliografia

