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Introduccio

El tema de matrius i vectors és un tema important en el grafisme digital i en

el desenvolupament de webs per dues raons.

1) El fet de tenir ordenats un conjunt de dades en una estructura de files i co-
lumnes permet accedir-hi rapidament i treballar amb les dades d'una manera

rutinaria un cop s'ha establert el conveni d'ordenacio.

2) S6n fonamentals a I'hora de fer translacions, girs i simetries, fet que permet

introduir nous moviments sorprenents per als usuaris.
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1. Conceptes basics

1.1. Definicio de matriu

A efectes teorics, considerarem una matriu com un conjunt d'objectes ordenats

en files i en columnes. Habitualment els objectes son nombres.

Per conveni, una matriu es llegeix com una pagina d'un llibre de text.
D'esquerra a dreta i de dalt a baix.

columna 1 columna 2

columna m

columna 3 ‘

Fila 1
Fila 2

Fila 3

Fila n

Amb el conveni, cada element de la matriu queda perfectament identificat
amb el seu ntmero de fila i de columna (observeu que la paraula mnemotec-

nica foc serveix per recordar que primer sempre va la fila i després la columna).

Escriurem, doncs, una matriu general seguint la notaci6 segiient:

a1 a2 a1z ... @in
a1 a2 a2 ... aun
as1 asz as3 P asn
A=
K am @am2 @ami3 ... @mn j

Amb aquesta notacio, I'element a;; és el nombre que esta en la fila "i" comen-

cant a comptar per dalt i la columna "j" comencant a comptar per 'esquerra.
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1.2. Dimensio d'una matriu

La dimensi6 d'una matriu és el nombre de files i columnes que té la matriu. Per
conveni, si una matriu té n files i m columnes, direm que la matriu té dimensio
(o té ordre) n x m. Per tal de recordar que sempre es comenca dient el nombre
de files seguit després pel nombre de columnes, tornarem a utilitzar la paraula
mnemotecnica foc.

1.3. Tipus de matrius
1) Una matriu formada per una sola fila s'anomena matriu fila.
2) Una matriu formada per una sola columna s'anomena matriu columna.

3) Una matriu formada amb el mateix nombre de files que de columnes

s'anomena matriu quadrada.

4) Una matriu amb totes les components iguals a O s'anomena matriu nul-la.

Se sol representar per O.

5) Una matriu quadrada amb uns a la diagonal i O a la resta de posicions, és
a dir, una matriu tal que a;;=1ia;;=0 sii #j, s'anomena matriu identitat.

Se sol representar per Id.
1.4. Operacions amb matrius i propietats de les operacions

Dues matrius de la mateixa dimensi6 és poden sumar o restar. Aleshores, si
anomenem C la suma (o resta) de les matrius A i B, cada element de la matriu

C queda identificat com ¢jj= a;;+bj; en cas de suma i com c;;= aj;— by, en cas

ijp
de resta.

Si a una matriu qualsevol A li sumem una matriu nul-la O adaptada per fer la
suma, obtindrem sempre la matriu de partida A. Es a dir, A + O = A, sigui quina

sigui A. Per tant, tenim un element neutre per a la suma.

Si a una matriu qualsevol A li sumem la matriu amb tots els mateixos valors
canviats de signe, obtindrem la matriu nul-la. Per tant, per cada matriu A tenim
un element oposat per a la suma que se sol representar per —-A, que compleix
A+ (-A) =1d.

La suma de matrius compleix la propietat commutativa (A+ B =B + A)ila
propietat associativa (A+B+C=[A+B]+C=A+ [B+C]).

La multiplicacié d'una matriu per un nombre k es fa multiplicant cada nombre
de la matriu pel nombre k. D'aquesta manera, si anomenem D la matriu resul-

tant de fer k - A, cada element de la matriu D queda identificat com d;; = k-a;j.
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En la multiplicacié de matrius hem de tenir presents cinc punts molt impor-
tants:

1) Perque la multiplicacié de matrius estigui definida és necessari que el nom-
bre de columnes de la primera matriu que multiplica coincideixi amb el nom-
bre de files de la segona. Aixi, dues matrius A i B que estan adaptades per fer
la multiplicacié han de tenir dimensions tipus r x nin x s.

2) Només es poden multiplicar les files de la primera matriu per les columnes
de la segona matriu. Per tant, la paraula mnemotecnica foc (files o columnes)

adquireix sentit complet en la multiplicacié de matrius.

3) Elresultat de multiplicar una fila per una columna sempre és un nombre que
s'obté de sumar els productes d'elements que ocupen "posicions semblants",
en el sentit que el primer element de la fila multiplica el primer de la columna;
el segon, el segon; el tercer, el tercer, etcetera. Per tant, un element qualsevol
del producte esta definit per m;j=a;;-byj+a,-byj+aj3-b3j+...+a;, byj.

4) Si tenim dues matrius adaptables per fer la multiplicacio, la dimensi6 de la
matriu que s'obté té el mateix nombre de files que la primera matriu que mul-
tiplica i el mateix nombre de columnes que la segona matriu que multiplica.
Per tant, si les matrius A i B es poden multiplicar, A té dimensié m x ni B té
dimensio n x s, aleshores A - B té dimensi6 m x s.

La multiplicaci6 de matrius compleix la propietat associativa
(A-B-C=[A-B]-C=A-[B-C])

La multiplicacié de matrius no ha de complir forcosament la propietat com-
mutativa, és a dir, pot passar que hi hagi matrius AiB talsque A-B # B - A.

Si multipliquem una matriu quadrada A per una matriu identitat Id adaptada
per fer la multiplicacié, obtenim sempre la matriu A. Es a dir, A - Id = A.

Si multipliquem una matriu identitat Id adaptada per fer una multiplicacio
amb una matriu quadrada qualsevol A, tornem a obtenir sempre la matriu A.
Esadir, Id- A=A.

Hi ha moltes altres propietats que combinen les diferents operacions de ma-
trius vistes fins ara. Per exemple, donat un nombre real k i dues matrius A i B,
es compleix que k- (A-B) = (k- A) - B.

1.5. Equacions amb matrius
Si respectem el conveni d'ordre d'operacions paréntesis, multiplicacions i di-

visions, sumes i restes, és possible crear equacions en que la incognita és una

matriu. Per trobar la matriu resultant hi sol haver dues vies possibles. O bé
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se substitueix la matriu per uns elements en forma d'incognita i es troba per
quins valors és compleix l'equacid, o bé es transforma l'equacié matricial en
equacions matricials equivalents fins a obtenir una equaci6 en qué la matriu
es pugui trobar immediatament.

1.6. Aplicacions en el mon del disseny
Segurament, la matriu més famosa aplicada a la creaci6 d'art és la matriu que

apareix en l'obra d'Albrecht Diirer, Malenconia I. Es tracta d'una matriu 4 x 4 en
la qual el resultat de totes les sumes per files o per columnes és el nombre 34.

a) Malenconia I, Albrecht Durer, 1415.

b) Detall de la matriu. Les dues xifres centrals de I'Gltima fila, 15 i 14, formen I'any en qué s'executa l'obra, 1514.

Les matrius tenen moltes utilitats en el disseny i la creaci6 d'aplicacions in-
teractives, a banda de I'embelliment grafic d'una obra.

Per exemple, amb les matrius fila és possible identificar punts del pla o I'espai.
També és possible representar numericament amb les matrius els vectors, ele-
ments basics per obtenir transformacions del pla o l'espai tipus translacions,

canvi d'escales, rotacions i simetries.

Finalment, les matrius també tenen una utilitat increible en la programacio
informatica. Tenir la informacié ordenada permet accedir sense errors a les
dades i dur a terme un treball sistematic que minimitza els errors d'operacions

entre dades.

1.7. Sistemes de coordenades cartesianes

Si tenim dues rectes reals perpendiculars amb unitats assignades, tot punt re-
presentat per una matriu fila tipus (x, y), amb el conveni que la x i la y s6n
les distancies a les rectes en un ordre determinat, identifica una tnica posicio
en el pla.
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Per exemple, la mosca del dibuix es troba a la posicio (5,3), ja que les distancies
a les rectes son de 5 i 3 unitats.

Si acceptem que una distancia negativa indica que la mosca es troba a l'altra
banda de la recta, la idea ens permet determinar univocament cada punt del
pla a través de dos nombres reals anomenats habitualment la coordenada x o
abscissa i la coordenada y o ordenada.

La mateixa idea pot extrapolar-se per determinar univocament cada punt de
l'espai a través de tres nombres reals, anomenats habitualment la coordenada
x, la coordenada y i la coordenada z.

De fet, es diu que aquesta forma de representar els punts del pla o de 'espai la
va idear Descartes de petit quan, malalt al 1lit, observava el vol d'una mosca
per I'habitacio.

1.8. Sistema de coordenades polars en el pla

Una segona manera d'identificar tots els punts del pla bidimensional és donar
la distancia al centre de coordenades i I'angle respecte de 1'eix 0X positiu.

Aixi, tot punt del tipus (x, y) del pla queda identificat amb els valors

d=\x2+y2i0= arctg% del dibuix segtient.
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1.9. Vectors

En el pla o en l'espai tridimensional, donats dos punts, anomenem la fletxa
que surt del primer i arriba al segon un vector de direcci6. Un vector no depén
del punt origen ni del punt final. Un vector és una direccié6 de moviment
en el pla. Els valors del desplacament en un eix i en l'altre s'anomenen les

components del vector.

Una forma senzilla de trobar les components d'un vector que uneix dos punts
és restar matricialment el punt de sortida al punt d'arribada.

Per tal de no confondre punts i vectors, els vectors solen dur una fletxa. Aixi,

el vector que va de C a D es denota per CD, amb una fletxa sobre les lletres
que surt de C i arriba a D.

Els vectors tenen una direccid, un sentit i un modul o llargada. La di-
reccio és la recta que inclou el vector. El sentit és cap on assenyala la
fletxa. El modul o llargada del vector €s la seva mida. Aquesta mida es
pot calcular amb el teorema de Pitagores i el valor indica la distancia
que separa el punt de sortida i el punt d'arribada.

Donats dos punts P; = (a, b) i P, = (¢, d), la férmula per trobar la distancia entre

punts o llargada del vector v amb origen P; i arribada P, és:

d(Py,Py)=M=yl(c— af +(d—b)’
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2. Exercicis amb solucio

L'objectiu d'aquesta seccio és recordar conceptes i técniques matematiques de
manera eminentment practica a partir d'exemples concrets.

Exercici 1
Trobeu les dimensions de les matrius segiients:
a)(1 2 3)

4
5
6

ol 53

1 0 -2
d)(2 1 3
3 -1 1

b)

Solucié:

a) (1 2 3)és una matriu d'una sola fila i tres columnes. Aleshores té dimensio

1x 3.
4)

b) |5] és una matriu de tres files i una columna. Aleshores té dimensi6 3 x 1.
6

1 2
c) ( 4 _5 g) és una matriu de dues files i tres columnes. Aleshores té dimensi6

3 x 2.

1 0 =2

2 1 3 ) és una matriu de tres files i tres columnes. Aleshores té ordre
3 -1 1

3 x 3.

Exercici 2

Donada la matriu A= (1 2 ?), digueu qui és l'element a;.

4 -5

Solucié:


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m6_exercici1
http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m6_exercici2
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1 23
Del fet que l'element a,; de la matriu Az( 4 5 7) esta en la segona fila i

tercera columna podem deduir que l'element demanat és el nombre 7.

Exercici 3

Calculeu si és possible la suma de matrius segiient: (i (3) _5 )+(_13 3)

Soluci6:
No és possible sumar matrius de diferents dimensio.

Exercici 4

. . . Lo (23 = 12 -1
Calculeu si és possible la suma de matrius segiient: ( 40 5 )+(O 0 — 5)

Solucié:
En tenir la mateixa dimensid, les matrius estan adaptades per poder sumar-les.

Aleshores,

5 500 5 Zo=lvo oo sacn =G 5 o)

Exercici 5

. . . . 2\ (0
Calculeu si és possible la suma de matrius segtient: (3)+(0)
Solucio6:
En tenir la mateixa dimensio, les matrius estan adaptades per poder sumar-les.

Aleshores,

Nota

. ) . . (2
Observeu que en sumar la matriu nul-la a la matriu ( ), obtenim de nou la matriu (3>

3

Exercici 6

Calculeu si és possible la suma de matrius segiient:


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m6_exercici3
http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m6_exercici4
http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m6_exercici5
http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m6_exercici6
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(5 o5 g5 dl

Solucié:

Com que les matrius tenen la mateixa dimensio i, per tant, estan adaptades
per fer la suma, aplicant la propietat associativa de la suma obtenim:
1 2) 3

(—13 3)*(—13 (2))+(—3 0

(e e e B e e B R

Ates que estem fent sumes de la mateixa matriu, una segona forma de fer-ho

és a partir de la definici6 de multiplicacié d'una matriu per un nombre real:

(5 (s ol =3 (15§16 3025 )

Exercici 7

4
Calculeu la multiplicacié de matrius segiient: (12 3. (5)
6

Solucié:

Ates que la multiplicaci6é d'una fila per una columna adaptades per a ser mul-
tiplicades sempre és un nombre que s'obté de sumar els productes d'elements
que ocupen "posicions semblants", fem l'operaci6 segiient: 1 -4 +2 -5+ 3 -
6=4+10+18=32

4
Per tant, (1 2 3).(5)=32
6

Nota

Es pot pensar que el resultat que obtenim en multiplicar la matriu fila per la matriu
columna de l'exercici és una matriu 1 x 1, és a dir, una matriu que té només una fila i
una columna.

Exercici 8

Calculeu si és possible la multiplicacié de matrius segiient: (1 2 3)- (g)

Solucié:


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m6_exercici7
http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m6_exercici8
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No és possible multiplicar aquesta fila per aquesta columna, ja que no estan
adaptades per fer la multiplicacié. L'l multiplicaria el 4, el 2 multiplicaria al 5,
pero el 3 no pot multiplicar cap nombre ja que la segona matriu acaba en el 5!

Exercici 9

4
Calculeu la multiplicacié de matrius segiient: (} ; 3) . (5)

Solucié:

Observeu que el nombre de columnes de la primera coincideixi amb el nom-
bre de files de la segona. Per tant, les dues matrius estan adaptades per fer la
seva multiplicacié. Hi ha una técnica que permet coneixer 1'ordre de la matriu
resultant de la multiplicacié. Si multipliquem les dimensions i tatxem els dos
nombres iguals del mig 2 x 3 - 3 x 1, obtenim que la matriu resultant té per
dimensi6 2 x 1, és a dir, té dues files i una columna.

Ates que ara tenim dues files que multipliquen una columna, i recordant que
sempre es multipliquen files de la primera per columnes de la segona i que

el resultat de multiplicar una fila per una columna sempre és un nombre, ara
tenim dues opcions de multiplicacio:

Aleshores el resultat de la multiplicaci6 és:

Exercici 10


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m6_exercici9
http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m6_exercici10
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4 —
Calculeu la multiplicacié de matrius seglient: (} 1 1) . (5 - 5)
6 —

Solucio:

Si utilitzeu la técnica de tatxar els valors iguals per saber la dimensi6 de la
matriu resultant comprovareu que la matriu resultant de la multiplicacié ha
deser 2 x 2,jaque 2 x 3 -3 x 2 =2 x 2. Per tant, la matriu resultant de la

multiplicacié es pot escriure com:

(mll mlz)
my; My

Ates que ara tenim dues files que multipliquen dues columnes, i recordant que
el resultat de multiplicar una fila per una columna sempre és un nombre, la
matriu resultant ha de tenir els nombres segiients:

4

(123- (5): 32 Fila 1 de la primera matriu ® Columna 1 de la segona matriu.
6

Aleshores obtenim I'element m11;.

—4
-5
-6
matriu. Aleshores obtenim 1'element m;5,.

(12 3). = —32 Fila 1 de la primera matriu ® Columna 2 de la segona

4

111- (5): 15 Fila 2 de la primera matriu ® Columna 1 de la segona matriu.
6

Aleshores obtenim I'element m1,;.

-4
a1rn-|- 5) = —15Fila 2 de la primera matriu ® Columna 2 de la segona ma-
-6

triu. Aleshores obtenim 1'element m,,.

L'ordenaci6 dels quatre nombres és senzilla si tenim en compte que s'han de
respectar les posicions de les files i columnes que multipliquen seguint la regla

mnemotecnica foc.

(1 2 3) ‘5‘:‘5* _(32 —32)
L1V _J7us =15

Exercici 11

Calculeu la multiplicaci6 de matrius segiient: (é (1)) . (_31 3)


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m6_exercici11
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Solucié:

o (21 =63t oaira=(2 )

Observeu que per a l'estructura de la matriu ((1) ?), sempre que multipliquem

aquesta per una altra matriu adaptable per poder fer la multiplicacio, sempre
obtindrem de nou l'altra matriu. Aquesta matriu es coneix com la matriu iden-
titat de dues dimensions. Ve a ser com el nombre 1 dels enters, un objecte
també especial, ja que la seva multiplicaci6é per qualsevol nombre no canvia

el nombre multiplicat.
Exercici 12

Comproveu amb un exemple que la propietat commutativa a la multiplicacio
de matrius no ha de ser forcosament certa.

Solucio:
4 4 4 8 12
Observem, per exemple, que (1 2 3)-(5):(32)1(5)-(1 2 3) =(5 10 15).
6 6 6 12 18

Hem trobat dues matrius tals que A - B és diferent de B - Al

Recordeu que en els nombres reals aixo mai no passava, ja que sempre es com-

pleix que a - b =b - g, utilitzem els nombres que utilitzem!
Exercici 13

0

Donades les matrius A=(O _2), B=(_2 0 _43) i C= ZI), i el nombre

1 -1 0 5

k= -3, feu sempre que sigui possible les operacions que s'indiquen en els
apartats segiients. Quan l'operaci6 sigui possible, calculeu la matriu resultant

i les dimensions que té. Quan l'operacié no sigui possible, indiqueu per queé.

a) A+B;b) A-B;¢) B-A; d)k-B-C

Solucié:

a) La matriu A té dimensions 2 x 2 i la matriu B té dimensions 2 x 3. Per tant,
la suma A+ B no esta definida.

b) La matriu A té dimensions 2 x 2 i la matriu B té dimensions 2 x 3. Per tant,
el producte A- B esta definit i donara una matriu amb les files de la primera
(2) i les columnes de la segona (3), és a dir, una matriu de dimensions 2 x 3.


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m6_exercici12
http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m6_exercici13
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0 —2)(—20 4)_(0 ~10 6)
A'B—(1 —Jlo 5 =3=22 —5 7

¢) La matriu B té dimensions 2 x 3 i la matriu A té dimensions 2 x 2. Per tant,
el seu producte no esta definit, ja que el nombre de columnes de B (3) no
coincideix amb el nombre de files de A (2).

d) La matriu B té dimensions 2 x 3 i la matriu C té dimensions 3 x 1. Per tant,

el producte B- C esta definit i dona una matriu amb les files de la primera (2)

i les columnes de la segona (1), és a dir, una matriu de dimensions 2 x 1.

0 5 =37 )7\-39

k-B-C=—3-(_2 0 4)(g)=( 12)
Exercici 14
Calculeu la matriu resultant:
(—1 1).(—2 —2)_(1 1).(—1 —l)
2 33\5 0 1 0\-1 -1
Solucio:

Recordeu el conveni operatiu que primer s'han de fer les multiplicacions abans
que les sumes o restes.

Aleshores,
55 -0 o1 2=
( 245 2+0)_(—1—1 —1—1)=(7 2)_(—2 —2)=(9 4)
—4+415 —4+0 " \=140 —1+0/7\11 =47 \—1 1712 -3
Exercici 15

01 0\-1
Calculeu(2 3 -1} 2

21 473

A7

Solucié:

Ates que la multiplicacié de matrius es fa fent files per columnes, tenim primer

que:

01 0\-1 0+2+0 2
23 -1} 2|=| -2+6-3 =(12)
21 413 —2+42+4+12 1
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Aleshores,

01 0)\-1 1 2 3 5
3 —=1f 2 [+3-=2|=|1]+|-=-6|=[-5
21 4173 0 12 0 12

Exercici 16

—1 1 01
Calculeu 2)(2 30-5(-120

3 -221
Solucié:

Ates que la multiplicacié de matrius es fa fent files per columnes, tenim primer

-1 -2 =30
(2)(230):(4 6 0)
3 6 9 0

que:

Aleshores,

- 1 01, (-2 =30, (-5 0 - -7 -3 -
(2)(230)—5(—120=4 6 Ol+[5 —-10 0]|=l9 -4 0
3 221 ‘6 9 0o ‘10 —-10 =5 \16 -1 —

Exercici 17

1 -2
-1 0 ) feu els productes
2 -1
segiients si és possible, i si no és possible expliqueu per que:

Donades les matrius A=(1 2 —1), B:(_13) iC=

i)A-C
ii) C-B
iii) C- A
iv) B-A
Soluci6:

1 -
)A-c=(12 —1).(—1 0
2 -1

=(=3 -1

Es poden multiplicar, ja que A té 3 columnes i C té 3 files. La matriu resultant

té tantes files com A (1) i tantes columnes com C (2).
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UG

2 -1

ii) C-B=

Es poden multiplicar, ja que C té 2 columnes i B té 2 files. La matriu resultant

té tantes files com C (3) i tantes columnes com B (1).

1 —

-1 0).(1 2 —1)

2 -1

iii) Com que C té 2 columnes i A 1 fila, el producte C- A=

no és possible.

iV)B-A=( 13)-(1 2 —1)=(_13 _26 _3)

Es poden multiplicar, ja que B té 1 columna i A té 1 fila. La matriu resultant
té tantes files com B (2) i tantes columnes com A (3).

Exercici 18

Trobeu les matrius A i B tals que:
1 3 (0 0)
A2y 0= o

B4 2=l

Solucio:

Una primera forma de trobar A és aillant l'equacio. Aixi,

A=l (4 o= (3" )

Una segona forma consisteix a substituir A per la matriu adaptable per fer la

suma:

(al az) . ,.A+( 1 3)_(0 0) cranst (31 32)+( 1 3)_(0 0). |
as a4,a1x1. _10—0065 ransrorma en ay a, _10—001365-

hores pensant com se sumen les matrius, cal que a; =-1,a,=-3,a3=1ia4=0

. . -1 -
i consegtientment A={ |~ 7).

Com que no sabem dividir matrius, per trobar B només tenim el segon proce-
diment. Aixi, com que cal que la matriu B tingui dimensions 2 x 2, hem de

by bz)

substituir B per (b3 by
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o e 209

Com que sabem multiplicar matrius, obtenim la igualtat segiient:

by— b, 3by—4b, =(o 1)

i obtenim:

Resolent els sistemes [3b1 —4b,=0 ! 3b;—4by=1

. . , 4 3
by=4, b,=3, by= —1i by= —1i conseglientment B =(_1 _1).

Nota

Es habitual que en exercicis de molts passos com aquest, es comprovi al final la solucié
per tal d'assegurar-nos de no haver comes cap error de calcul. Si fem la multiplicacié de

tri (4 3)(1 3
matrius| _ )\ gy

) comprovarem que obtenim ((1) ?) Aquest fet mostra que hem

obtingut correctament la B, ja que precisament la B que ens demana l'exercici havia de

satisfer aquesta condicio6.

Exercici 19
Trobeu x, y, z i w per tal que es verifiqui la igualtat seglient:
x yy_ (-1 O) X —2) (0 l)(Z+W 4 )
2(2 W)_(() 3'(1/3 w/T ol 3 y—x
Solucio:

Desenvolupant totes dues bandes arribem a la igualtat:

(2x 2y)_( —x+3 2+y—x)
2z 2w/ \l4+z+w 3w+4

Igualant element a element de totes dues matrius obtenim el sistema:

2x=—x+3
2y=2+y—x
2z=14+z+w

2w=3w+4

De la primera equaci6 obtenim que x = 1. Aleshores, de la segona substituint

x per 1 obtenim 2y =2+ y -1, d'on s'obté y = 1. De la darrera obtenim w = -4

i de la tercera, substituint w per -4, obtenim 2z =1 + z -4 i, per tant, z=-3.
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Nota

Substituint x per 1, y per 1, z per -3 i w per -4 a

X y\_ (-10(x = (01)(Z+w 4). . .
2.(Z W)_( 0 3)-(1/3 W)+1 ol 3 y-x i fent les operacions a banda i banda, ob-

. . . - 2 2 )
tenim a cada banda exactament la mateixa matriu numerica (_ 6 — 8)’ fet que confirma

que els valors x, y, z i w han estat ben trobats i no hem comeés cap error de calcul.

Exercici 20

Trobeu els elements de la matriu A de dimensions 2 x 2 tals que:

(25 Jeals =002

Solucié:

A ha de ser una matriu 2 x 2, ja que ha de ser una matriu adaptable per fer les

operacions demanades. Aleshores, substituim A per (z Z) i operem:
3 4 (a b)(S 0)_3
(25 3+ oG D=0)-0 2

(%5 +le kG V=03

(3 4) (5a+4b b)_(S 6)
—5 2 \5c4+4d d=\1 2

(Sa+4b+3 b+4)_(3 6)
Sc+4d-5 d+2/7\1 2

D'aquesta manera, si analitzem la matriu membre a membre, obtenim quatre

equacions de primer grau:

Sa+4b+3=3
b+4=6
S5c+4d-5=1
d+2=2

Obtenim directament de la segona i quarta equacié que b=2 i d=0. Substi-

tuint aquests valors a la primera i tercera equaci6, obtenim a= _TS ic= %

Conseglientment, A=

8
-3 2)

of

vl

Exercici 21
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Trobeu una matriu A tal que (_11 _3 4) A= (2) (3 - 2)+( > 4).
Solucié:

Si operem:

(i 20 a=l Zd+(25 9

( a+3c b+3d )_(11 0)
—a—4c —-b—-4d/ ~\6 -6

Aixi doncs, obtenim un sistema de quatre equacions amb quatre incognites (o
dos sistemes de dues equacions amb dues incognites:

[a+3c:11[ b+3d=0
—a—4c=6\-b—-4d= -6

Si resolem els dos sistemes (per reduccié) obtenim c= —17, d=+6, a=62 i
b= —18. Aixi doncs,

62 —18)

Az(—17 6

Exercici 22

Dibuixeu en uns eixos de coordenades els punts:

a) (0,0)
b) (1,0)
< (1,1)
d) 3,5)
e) (-2,3)
D (-1,-3)
8) (0,4)
h) (4,-2)

Solucio:
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[

e

)

.
.

1

e .

Nota

Observeu que la unitat d'un eix i la unitat de l'altre no han de coincidir.

Exercici 23

Trobeu els vector de direcci6 segiients:

a) vector director d'origen A = (0,0) i final B = (1,1)

b) vector director d'origen C = (2,3) i final D = (3,4)

(-5,4) i final F = (-4,5)

d) vector director d'origen G = (-3,-2) i final H = (-2,-1)

c) vector director d'origen E

e) vector director d'origen I = (4,-1) i final J = (5,0)

Solucié:

Representant els punts, els vectors que en principi es formen sén:
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A partir de l'anterior visualitzacié dels vectors, tenim la sensacié que si des-
placem les fletxes una sobre les altres, aquestes van coincidint i que, per tant,
només tenim un unic vector representat en el dibuix.

Si calculem les components de cada vector, veurem l'encert d'aquesta percep-
ci6. Observeu que cada punt final es troba a una distancia d'una unitat en cada
eix. Es a dir, triat un punt inicial A, C, E, G o], si ens movem una unitat cap a
la dreta i una unitat cap amunt del punt inicial, arribem sempre al punt final
B,D,FEHi]J.

En el nostre exemple tots els vector tenen components (1,1) i, per tant, només

tenim un vector representat. Comprovem-ho:

AB=(1,1)-(0,0) = (1,1)
CD=(3,4)-(2,3)=(1,1)

EF = (-4,5) — (=5,4) = (1,1)
GH = (-2, -1) - (-3, -2) = (1,1)
IJ = (5,0) - (4, -1) = (1,1)

Exercici 24

Trobeu els vector de direcci6 segiients:

a) vector director d'origen A = (0,0) i final B = (4, -2)
b) vector director d'origen C = (3,3) i final D = (§,2)
¢) vector director d'origen E = (-3,1) i final F = (-1,1)
d) vector director d'origen G = (3,1) i final H = (1,2)

e) vector director d'origen K= (-2, -2) i final L = (-2, -1)

Solucié:

La representant dels punts i vectors en uns eixos cartesians és:
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El calcul dels vectors és:

AB = (4, -2) - (0,0) = (4, -2)
CDh=(52)-(3,3) =2, -1)
EF = (-1,1) - (-3,1) = (2,0)
GH=(1,2)-(3,1) = (-2,1)
KL = (=2, -1) - (=2, -2) = (0, 1)

Observem que el vector AB és el vector CD multiplicat per 2 i que el vector
GH és el vector CD multiplicat per —1. Aquest fet ens diu que El)), ABiGH

. . .z = . e . . . - z
tenen la mateixa direccio, que CD i AB tenen el mateix sentit i que GH té
sentit oposat als anteriors.

Exercici 25

Representeu en un sistema de coordenades tridimensional el punt de l'espai
(3,2,3).

Solucio:

Per tal de construir un sistema de coordenades tridimensional ens calen tres
rectes perpendiculars que passin pel mateix punt. Una de les rectes determi-
nara l'eix x; una segona, l'eix y, i una tercera, 1'eix z. Tot punt de la forma (x,),z)
quedara identificat per les distancies als plans que formen les rectes dues a
dues.

tz

B < e

(0,0,0) |

+X

~Z

Exercici 26
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Passeu a coordenades polars els punts (2,3) i (2, -3).

Solucié:

Si volem trobar les coordenades polars del punt (2,3), cal trobar la d i I'angle
6 que assenyala el dibuix segilient:

.............................................................................................................

A partir del triangle rectangle format, és molt senzill comprovar que

d=\{x2+y2 i0= arctg%. Per tant:

Per al punt (3,2) tenim que d= \/E i 6=56,3° (1r quadrant = angle entre 0°
i90°).

Per al (3, -2), d=V13 i 6 =360° - 56,3°=303,7° (4t quadrant = angle entre 270°
i 360°).
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: L.d
-2 N
3k
.......................................................................... L EEECE: TEEEPEELP TS
; : i : L : L :
Nota

Es molt habitual utilitzar 7 (de radi) per comptes de d (de distancia).

Exercici 27

Donada la suma de matrius seglient, trobeu-hi una utilitat en el moén del dis-
seny.

Solucio:

Imaginem un escenari amb tres objectes col-locats en les coordenades (1,3),
(3,5) i (-2, -5). Les coordenades finals de cada objecte son (2,4), (4,6) i (-1, -4).

Amb aquest tipus de suma de matrius podem representar una translaci6 en el

pla de vector (1,1).

De manera semblant, tota translacié de vector (a,b) en l'espai bidimensional
té per noves coordenades l'expressio seglient:

o si ho preferiu:

b

lo Yo)+(6)
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Exercici 28

Donada la multiplicacié de matrius segiient, trobeu-hi una utilitat en el mén
del disseny.

Solucié:

Imaginem un escenari amb tres objectes col-locats en les coordenades (1,3),
(3,5) i (-2, -5). Les coordenades finals de cada objecte sén (2,9), (6,15) i (-4,
-15).

Un usuari tindria la sensacié que hi ha hagut una expansié de l'univers on
vivien els objectes i que 1'expansi6 ha estat més gran en l'eix de les y que en

els de les x.

Aquest tipus de transformacions de les posicions dels objectes s'anomenen
transformacions de canvi d'escala. També permeten produir dilatacions o con-
traccions (en funcioé de si els valors sén superiors a 1 o entre 0 i 1) en les di-
mensions dels objectes segons les direccions dels eixos. El cas general es pot
escriure com:

=6 36)

Si p o g valen 1, no hi ha ni contraccié ni dilataci6é en l'eix corresponent.

Exercici 29

Donada la multiplicacié de matrius segiient, trobeu-hi una utilitat en el mén

del disseny.
X'\ (cosa —sina) (X
(}")=(sina cosa )()')
Solucio:

Aquest tipus de transformacions de les posicions dels objectes s'anomenen gir
en el pla respecte de 1'origen de coordenades (0,0).

Si « és positiu, s'obté una rotaci6 antihoraria, de sentit contrari a les agulles
del rellotge.

Exercici 30
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Donada la multiplicaci6 i suma de matrius seglient, trobeu-hi una utilitat en
el moén del disseny.

(;') B (cosa - sinot) (;— a) (3)
= \sina  cosa /\y—=b/T\b
Solucio:

Aquest tipus de transformacions de les posicions dels objectes s'anomenen gir
en el pla respecte del punt (a,b).

Si o és positiu, s'obté una rotacié antihoraria, de sentit contrari a les agulles
del rellotge amb el centre del moviment en el punt (a,b).

Exercici 31

Donada la multiplicacié de matrius seglient, trobeu-hi una utilitat en el mén

del disseny.

Solucié:
Aquest tipus de transformacions de les posicions dels objectes s'anomenen

simetria central respecte de I'origen de coordenades. Es un cas particular de
gir amb un angle de 180°.

(;')_(COSISO - sin180) (X)
')~ \sin180 cos180 /'
Exercici 32

Donada la multiplicaci6 i suma de matrius seglient, trobeu-hi una utilitat en
el moén del disseny.

x\ (=1 0)\(Xx—a qa
J=(5" D=+ (o
Solucio:
Aquest tipus de transformacions de les posicions dels objectes s'anomenen

simetria central respecte del punt (a,b). Es un cas particular de gir amb un
angle de 180°.

(;') _ (cosa - sina).(; - 3)+(a)
/7 \sina cosa -b/™\b


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m6_exercici31
http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m6_exercici32

© FUOC  PID_00215874 32 Matrius en el grafisme digital i en el desenvolupament de webs

Exercici 33

Un cinema que obre de dilluns a diumenge ha fet les vendes de butaques se-
glents al mati: 50, 48, 100, 30, 20, 40, 60. Les vendes de butaques a la tarda
han estat: 60, 70, 150, 45, 100, 200 i 150. Trobeu els ingressos del cinema si
el preu de l'entrada entre setmana és de 6 €, llevat del dimecres, que és de 4
€1ide 8 € el cap de setmana.

Solucio:

Una forma senzilla de fer aquest exercici és per mitja de la multiplicacié de

les matrius segiients:

(50 48 100 30 20 40 60)

_(2010)
60 70 150 45 100 200 150/| |~

5050

0 0NN PN

Observeu que les matrius proporcionen una visi6 senzilla i mecanica per tal

d'operar amb les dades d'un problema.
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