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Introduccio

En matematiques, una corba és una linia continua d'una dimensi6. Com a
exemple de corbes tancades tenim la circumferéncia o l'el-lipse i com a exem-

ple de corbes obertes, la recta o la parabola.

En aquest modul didactic de l'assignatura es treballen les corbes del pla. Aquest
tipus d'objectes sén imprescindibles per fer animacions realistes, com el mo-
viment d'un planeta al voltant del Sol o el moviment que segueix una pilota

que rodola per una taula i cau a terra.

El coneixement de les coordenades és imprescindible per poder seguir els exer-
cicis que mostren a poc a poc una teoria cent per cent aplicable a la practica.
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1. Conceptes basics

1.1. Rectes en el pla

Donat un punt de la recta (py, p,) i un vector director de la recta (vy, v)),

I'equacié matematica que serveix per trobar els infinits punts d'una recta és:
(y) = Py py) +t-(vy, vy), Ontamb te R
S'anomena equacié vectorial de la recta.
Es habitual escriure P(f) en comptes de (x,y) amb la idea que P(f) indica un
punt que depen del instant t. Aixi, P() té relaci6 fisica amb el temps i la posicio
espacial.
Observem que matricialment, I'anterior equacio és equivalent a:
(6,p) = (Px + tvy, py + E1))
Si separem per coordenades, obtenim el sistema segiient:

X=p, tlvy
y=pyt+tvx

que es coneix com a equacié parameétrica.

Aillant les t's i igualant obtenim 1'equaci6 de la recta anomenada continua

eliminant els denominadors i passant-ho tot a una banda obtenim el que

s'anomena l'equacié implicita de la recta:
VxY = VyX+Vyp, = Vxpy = 0

Finalment, aillant la y de l'equaci6 anterior s'obté I'equacid explicita de la

recta:

vy VxPy—VyP,
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1.2. Altres corbes del pla

L'equaci6 matematica d'un segment que uneix dos punts A i B és:

xy)=A+t- ABambt € [0,1] (o equivalentment 0 < t < ).
L'equacié matematica d'una circumferéncia de centre C = (a,b) i radi R és:
P(t) = (a + R - cos(t), b + R - sin(t)) amb 0° < t < 360°.

Tota corba del tipus (x,y) = (a - t - cos(t), a - t - sin(t)) amb 0 <t<b s'anomena
espiral d'Arquimedes.

Tota corba del tipus (x,y) = (a(1 + cos(t)) - cos(t), a(l + cos(t)) - sin(t)) amb
0<t<2rz s'anomena cardioide (per la seva forma de cor).

Tota corba de parametritzacio tipus (x,y) = (a - cos(?), b - sin(t)) amb 0<t<2x
és una el-lipse centrada a I'origen tal que talla l'eix x en els punts (a,0) i (- a,0)
il'eix y en els punts (0, b) i (0,- b).

Hi ha molts altres tipus de corbes en el pla: paraboles, hipérboles, sinusoidals,
etcetera. Els exercicis segiients tenen per missié mostrar les seves equacions en

parametriques per tal d'aclarir la teoria anterior.
1.3. Superficies
Una superficie és un objecte tridimensional que localment té I'aspecte d'espai

bidimensional. Hi ha molts tipus de superficies, com per exemple el cilindre
el-liptic, l'esfera o el tor.
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2. Exercicis amb solucio

L'objectiu d'aquesta seccio és recordar conceptes i técniques matematiques de
manera eminentment practica a partir d'exemples concrets.

Exercici 1

Parametritzeu la recta que passa pel punt A = (2,3) i té com a vector director
el vector (1,1).

Solucio:

El dibuix que representa el punt de la recta i el vector director de moviment és:
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La forma molt intuitiva de pensar aquest exercici és imaginar-nos que deixem
una formiga en el punt (2,3) i que la formiga només es mou en la direcci6 del
vector (1,1). Un punt immediat on la formiga pot anar és el punt (3,4). Pero
un cop en el (3,4), el punt segiient on la formiga pot anar és el punt (4,5).

Ateés que la formiga va movent-se en aquest sentit, ha de passar per tots els
punts intermedis. Per exemple, si la formiga esta en el punt (2,3) i es mou la
meitat del vector director, la formiga se situa en el punt (2.5,3.5).

Analogament, si la formiga canvia de sentit i es mou cap a l'altra banda, la
formiga passa pels punts (1,2), (0,1), (-1,0), (-2,-1)... I per tots els punts inter-

medis!


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici1
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El dibuix segiient assenyala els punts on pot estar la formiga:
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L'equacié matematica que serveix per trobar els infinits punts d'aquesta recta
és:

(%) =(2,3) + t- (1,1) amb t qualsevol nombre real (¢t € R).

P(t)=(2,3)+t-(1,1) amb t € R.

Observeu que com que P(0) = (2,3) + 0 - (1,1) = (2,3), es pot considerar que en

el moment inicial del moviment la formiga es trobaria en el punt (2,3).

Com que P(1) =(2,3) + 1 - (1,1) = (3,4), en l'instant t = 1 la formiga és trobaria
en el punt (3,4).

Ateés que t pot ser qualsevol valor, com 0,5, i que P(0.5) = (2.5,3.5) podem
deduir que en l'instant ¢t = 0.5 la formiga es trobaria a mig cami dels punts

inicial i final.

Observem que una segona opci6 d'equacié vectorial és:

xy)=0,1)+t-(2,2)ambte r

Tot i que pot semblar que obtindrem altres punts que els obtinguts amb
l'anterior, si substituim la t per nombres reals, anem obtenint els mateixos
punts anteriors de la recta. Aixi, per exemple, si £ = 1, obtenim el punt (2,3) i
si t = 1.5 obtenim el punt (3,4). Aixi, els punts per on es mou la formiga sén
els mateixos que abans!



© FUOC » PID_00215876 11

Grafisme digital 2D i 3D

La diferencia és que ara la formiga, a part de comencar en un altre punt de la
recta, es mou molt més de pressa que en l'altra equacio.

Exercici 2

Trobeu l'equaci6 en forma explicita de la recta que passa pel punt A = (2,3) i
té com a vector director el vector (1,1).

Demostreu que els punts de la recta sén de la forma (x, x + 1).
Solucio:
Tota equacio6 explicita d'una recta té una forma de l'estil y = mx + n. Per tro-

bar-la, sempre partirem de I'equacio vectorial de la recta i anirem transformant

en les altres equacions.

-2
k=241t =t
x»=(23)+t-(1,1) obé y=3+1- o bé y3 si igualem les t de les dues
T =t
. . y=3 x-2 . _ ;
equacions obtenim =~ =7, 0 equivalentment, y—3=x-2. Aillant la y,

obtenim y=x+ 1.

Per tant, els punts de la recta tenen les coordenades (x, x + 1).

Observeu que en el dibuix de la recta, sempre es compleix que la y és una
unitat més gran que la x.

AN SN W1 RN RO N N
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SRR IREREEE EEREEE ARREEES R SRRELES RERLS) SEREED b
b3
A W 1 S 2 N N
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S S W) 2000 OO N N
TTTTT . 4 . . R .
L / P i
-3 -2 1 1 2 3 4
o v, U o o o L
il
]

Observeu que els punts trobats en l'exercici anterior compleixen tots aquesta
condicio: (2/3)/ (314)1 (415)1 (lfo)f (25135)1 (lfz)f (Orl)r (_1!0)! (_21_1)'


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici2
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Nota

Observeu que els punts sén de la forma (x, x + 1).

Exercici 3

Parametritzeu el segment que va del punt A = (2,3) al punt B = (3,4).

Solucio:

Aquest és un cas restringit de moviment en una recta.

: ; s ly : : :
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: : L3 : : :
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. Lol 2 L S S L.

: ; P : :
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R N SR S Sl LI .
: ; L : : : :

S SRCEREE T e e s deeeene b
i L L3 P L .

Per tal de parametritzar aquest moviment prendrem la férmula matematica

segient:

xy)=A+t- ABambt € [0,1] (o equivalentment 0 <t < I)
Aleshores en el nostre cas concret,
x»)=23)+t-(1,1)amb t € [0,1]

Observeu que si prenem £ =0, t=0.51 ¢t = 1 obtenim el punt de partida A, el
punt intermedi d'A i B i el punt d'arribada B, tal com mostra el dibuix segtient:


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici3

13 Grafisme digital 2D i 3D

© FUOC » PID_00215876

ke I e e e e B R m
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2/3 obtenim els dos punts que divideixen

1/31it

el segment en tres parts iguals.

Observeu que si prenem ¢

i bl e e e e B R

i bl e e e e B R

e T T B L T

Prenent t = 1/4, t = 2/4 i t = 3/4 obtindriem els tres punts que divideixen el

segment en quatre parts iguals.

Prenent t = 1/5, t = 2/5, t = 3/5 1 t = 4/5 obtindriem els quatre punts que

divideixen el segment en quatre parts iguals.

Aquesta idea pot servir per situar objectes en una pantalla ben repartits per la

pantalla mateixal
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Exercici 4

Donada la grafica segilient:

SRS S Y D S e
AN e
b TR
R
-3 -2 -1 1 2 3 4
. R AL S S .
ST TS U3 R N N
SISO SRR 0= ISR U SO O

Trobeu les coordenades del punt en que la recta talla I'eix d'abscisses.
Solucié:

Ates que A = (-1,2) i B = (3,1), podem obtenir una parametritzaci6 de la recta
a partir de l'expressio (x, y)= A+ t(B— A) amb teR.

Per tant, (x,y)=(—12)+t(4,— 1)=(—-1+4t2—-1).

El punt de tall amb l'eix d'abscisses o eix de les x és el punt que té per coor-
denada y el valor 0. Aleshores podem obtenir el valor de t fent 2 — t = 0, que
equival a t = 2.

Les coordenades del punt seran, doncs, (x,y) =(-1+4-2,2-2) =(7,0).

Exercici 5

Donada l'equaci6 vectorial de la recta P(t)=(3,2)+t-(—4,—2), trobeu els punts
de tall amb els eixos.

Solucio:

Per al punt de tall amb l'eix y o eix d'ordenades cal que el valor de x sigui O.

Pertant,3—4t=00t= % Aleshores y=2-2- % = % Aixi doncs, el punt de tall

amb l'eix y és (0,%).


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici4
http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici5
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Per al punt de tall amb l'eix x o eix d'abscisses cal que y =0, per tant 2—-2t=0
ot=1

Aleshores x=3-4-1= — 1. Aixi doncs, el punt de tall amb l'eix d'abscisses és
(- 1,0).

Exercici 6

Una pilota es mou sobre la recta y = 4x + 10. Trobeu el punt de contacte amb
el sostre, si té per equacid y = 34, i amb el terra, si té per equacié y = 0. Feu un
dibuix d'una grafica amb les funcions recta, terra, sostre i marqueu els punts
on la pilota xoca amb el sostre i el terra.

Solucio:

La pilota toca el terra en y = 0, aixi: x =-10/4 = -2.5.

La pilota toca el sostre en y = 34, aixi x = 6.

y=34
- (634
o ]
r 1
r 1
o
r 1
C 1
L
—f,
-1
W]
g
r
# (0,10)
T
14+
1T
NS s
U
2
(0,0 -
2.5,0) y=0
Exercici 7

Donats els punts A = (-3,7) i B = (4,-1)

a) Demostreu utilitzant el teorema de Pitagores que la distancia d'A al punt
mitja entre A i B és igual que la distancia de B a aquest punt mitja.

b) Trobeu el punt que es troba entre A i B a triple distancia de A que de B.

Solucié:

La parametritzaci6 de la recta és: P(t)= (- 3 + 7t, 7 — 8t)


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici6
http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici7
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Trobem el punt mitja fent t = 0.5. Observeu que per a t =0 estem en A i per a
t=1 estem en B. Per tant, per a t = 0.5 estarem just a mig cami entre A i B.

El punt mitja és, doncs, P ,, = (0.5,3).

Si dibuixem en uns eixos els tres punts, podem construir dos triangles rectan-
gles de la manera segtient:

i ara podem comprovar que la distancia de A a P,, que per a Pitago-

res és la hipotenusa del primer triangle, és igual a la distancia de B a
P,, que per a Pitagores és la hipotenusa del segon triangle. I s6n iguals

ja que com que els catets son iguals, en tots dos casos la hipotenusa val

4243.5% = 5.31507290636732470399956095746...

Per trobar el punt que es troba en el segment a triple distancia de A que de B
fem t=0.75 i obtenim (2.25,1). Si repetim la idea de calcular les distancies amb
el teorema de Pitagores comprovarem que realment la hipotenusa del primer
és el triple que la del segon i, per tant, el punt esta situat a triple distancia de
A que de B.

Exercici 8

Digueu cinc punts de la recta que conté els punts A = (-100,100) i B = (100,0).


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici8
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Solucié:

Una possible parametritzacio de la recta és P(¢) = (-100,100) + ¢ - (200,-100).

Per obtenir cinc punts sobre la recta podem prendre cinc valors de t qualssevol.

Si prenem t = 0, obtenim (-100, 100), que és el punt A.

Si prenem t = 1, obtenim (100, 0), que és precisament B.

Observeu que aixo ens garanteix que anem bé¢, ja que hem obtingut dos punts
de la recta que passa per A i per B segur.

Si prenem t = 0.5, obtenim el punt mitja entre A i B, (0,50).

Si prenem t = -1, obtenim el punt simetric de B respecte de A, (-300, 200).

Si prenem t = 2, obtenim el punt simetric de A respecte de B, (300,-100).

-400 -350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 50 100 150 200 250 300 350 400
-50 :
-100 :
.......................................................................................... [ J
-150 :

Exercici 9

Dibuixeu la corba en el pla segiient:

P(t) = (t, sin(t)) amb t€ R

Solucio:

Donant valors a t i dibuixant els punts, hi ha dues opcions.


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici9
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Si el sinus esta en graus obtindriem:

Si el sinus esta en radiants obtindriem:

Podem observar que sempre obtenim una ona que es mou entre els valors —

1il.

Exercici 10

Dibuixeu les corbes en el pla segiients:

a) P(t) = (t, cos(t)) amb te R

b) P(t) = (t, 2 - cos(t)) amb te R
c) P(t) = (t, —cos(t)) amb te R

d) P(t) = (t, cos(2 - t)) amb te R

e) P(t) = (t, cos(t) + 3) amb te R


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici10
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f) P(t) = (t, cos(t+90)) amb te R

g P(t) =(t, 3 - cos(t+90)) amb te R

Solucié:

Suposarem que el cosinus esta en graus sexagesimals.

e

£ S}

B L L T L
'
'
'
'

S
'

e P

cosinus també és una ona d’amplada [-1,1]

u que la funcié

Observe

a)

Observeu que en multiplicar la funci6é cosinus per un nombre, 'amplitud de I'ona es multiplica pel mateix nombre.

b)



20 Grafisme digital 2D i 3D

© FUOC » PID_00215876

Observeu que en multiplicar la funcié cosinus per (-1), obtenim una simetria de la funcié respecte a I'’eix d’abscisses.

c)

7

(SRR A

Observeu que en multiplicar la x del cosinus per un nombre major que 1, creem més onades en el mateix espai.

Si el nombre és entre 0 i 1, en farem més onades i, per tant, el moviment sera menys ondulatori.

d)
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la baixarem.

-360 -270 -180 -90

-450

-630 -540

-720

Observeu que en sumar nombres al cosinus, podem aixecar la funci6. Si en restem

e)

Observeu que en sumar un valor a la x del cosinus, provoquem un desplagament de la funci6 cap a la dreta.

Si aquest valor és 90, obtenim exactament la funcié cosinus.

f)

Aixi, en aquest cas concret, en sumar 90 obtenim el sinus, i en multiplicar per 3 el cosinus, ampliem I'interval de moviment a [-3,3].

Observeu que diferents combinacions d’operacions anteriors, produeixen les combinacions ja estudiades una a una.

g)
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Exercici 11

Escriviu una parametritzacié de la circumferéncia de centre (3,2) i radi 4. Tro-
beu, amb l'ajuda de la parametritzacio, cinc punts sobre la circumferéncia.

Solucié:
Utilitzarem la parametritzacié P(t) = (@ + Rcos t, b+ Rsin t), 0 <t < 360°.
Aleshores P(t) = (3 + 4 - cos(t), 2 + 4 - sin(t))), 0 <t < 360°.

Per trobar cinc punts sobre la circumferéncia donem cinc valors a t. Per exem-
ple: 0, 45, 90, 1801 270.

PO)=3+4-c0s0,2+4-sin0)=3+4-1,2+4-00=3+4,2+0)=(7,2)

P (45) = (3 + 4c0s45, 2 + 4sin45) = 3 + 4 (V2/2), 2 + 4 (2/2)) = (3 + 2,828...,
2+2,828...) = (5,828..., 4,828...)

P (90) = (3 + 4c0s90, 2 + 45sin90) =(3+4 (0),2+4 (1))=(3+0,2+4)=(3, 6)

P (180) = (3 + 4c0s180, 2 + 4sin180) = (3 +4 (-1),2+4(0)=3B3-4,2+0)
= (_1/ 2)

P (270) = (3 + 4 c0s270, 2 + 4 sin270) = 3 + 4 (0), 2+ 4 (-1)) = (3 + 0, 2 -
4)=@3,-2)

Observeu que si marquem els punts en uns eixos de coordenades, obtindrem
on comenca el moviment i la direcci6 del gir.


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici11
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En l'exercici anterior, hem apres diferents transformacions que poden perme-

tre canviar la direcci6 de gir, la velocitat de gir o el punt de partida.

Aixi, per exemple:

Amb la parametritzacié P(f) = (3 +4 - cos(2 - t), 2+ 4 -sin(2 - t)), 0 <t < 180°,

obtenim la mateixa circumferéncia pero ara és recorreguda a doble velocitat.
Amb la parametritzacio P(f) = (3 + 4 - cos(t + 180), 2 + 4 - sin(t + 180)), 0 < ¢t
< 360° obtenim la mateixa circumferencia pero ara el punt d'inici és el punt
(-1,2).

Amb la parametritzacio P(t) = (3 + 4 - cos(t), 2 -4 - sin(f)), 0 < t < 360°, obtenim
la mateixa circumferencia pero ara és recorreguda en sentit horari a partir del
punt inicial (7,2).

Exercici 12

Parametritzeu la circumferéncia de centre (6,7) i radi 3. Trobeu les coordenades
dels punts situats sobre la circumferéncia amb valor x igual a 7. Dibuixeu-la.
Marqueu sobre el dibuix els punts obtinguts.

Solucio:

La parametritzaci6 de la circumferéncia de centre (6,7) i radi 3 és:

(x,y) = (6 + 3cos t, 7 + 3sen t)
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7 + (3 - sen(1.23095941734078))

Per trobar els punts amb x igual a 7 fem: 6 + 3cos t = 7; i obtenim un valor
Observem que per simetria podem trobar l'altre punt sobre la circumferéncia...
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t que compleix I'

6 + Rcos t

Aleshores
y=7-(3-sen(1.23095941734078))
El dibuix amb els punts marcats és:
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(2 —3cost, 1+3sint) on 0 <

valor de parametre t = O estiguem situats sobre el punt (-1,1). Dibuixeu-la.

Parametritzeu la circumferéncia de centre (2,1) i radi 3 de manera que per al
Donats els punts de la circumferéncia (5,1) i (2,4), trobeu en cada cas el valor
del parametre o angle t i indiqueu quina porci6 de volta hem fet. Recordeu
que la circumferéncia comenga en el punt (-1,1) i el gir és antihorari. Marqueu

sobre el dibuix ambdés punts donats.
a) En el punt (5,1), t=x o mitja volta.

Exercici 13
Solucio:
P(t)
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b) En el punt (2,4), t= %ﬂ o tres quarts de volta.
Exercici 14

Tenim dos punts d'una circumferéncia diametralment oposats A=(2,7) i
B=(2,3)

a) Trobeu el centre de la circumferéncia.
b) Trobeu el radi de la circumferéncia.

¢) Trobeu l'equacié parameétrica de la circumferéncia i feu-ne la representacio
grafica sobre uns eixos de coordenades.

d) Trobeu quatre punts interns a la circumferéncia i quatre punts externs.
Solucio:

a) El centre de la circumferéncia estara al punt mitja d'ambdoés punts diame-

tralment oposats: C = (2L22 7%3) =25

b) El radi, per tant, es pot calcular com la distancia del centre a un punt de la

circumferéncia: r = \/(2 — 2)2 +(7 - $2 =2

¢) Una parametritzaci6 de la circumferéncia de centre (a b) i de radi r és
(x, y)=(a+r-cost, b+r-sint), 0< t<2x. Per tant, substituint pels nostres valors
obtenim: (x, y)=(2+2-cost,5+2- sint).

d) Per trobar quatre punts a I'exterior, podem o bé fer-ho a ull, triant punts
molt allunyats del centre tals que la seva distancia al centre sigui superior a 2,
o bé agafar punts de circumferéncies centrades en (2,5) pero de radi superior a
2. Per exemple, r = 4. Aixi, (6,5), (2,9), (-2,5) i (2,1) sén quatre punts exteriors

a la circumferencia.

Per trobar quatre punts a l'interior, podem o bé fer-ho a ull, triant punts molt
propers del centre tals que la seva distancia al centre sigui inferior a 2, o bé
agafar punts de circumferéncies centrades en (2,5) pero de radi inferior a 1.
Per exemple, r = 1. Aixi, (3,5), (2,6), 1,5) i (2,4) sOn quatre punts interiors a

la circumferencia.
Exercici 15

a) Parametritzeu una circumferéncia de centre (5,0) i radi 5 de forma que per

al valor del parametre ¢t = O estiguem situats sobre el punt (0,0).
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b) Trobeu sis punts situats sobre la circumferéncia.

¢) Doneu quatre punts de l'interior de la circumferéncia i 2? punts de l'exterior
de la circumferencia.

d) Dibuixeu la circumferencia en uns eixos de coordenades i assenyaleu-hi tots
els punts.

Solucio:

Una parametritzacié de la circumferencia de centre (a,b) i de radi r és

(x,y) = (a + rcost, b + rsint).

Observem que en aquesta parametritzacio sempre que t =0, (x,y) = (a + 1, b).
A nosaltres, per a £ = 0 ens interessa estar en (x,y)=(a —r, b).

Teniem diferents opcions per parametritzar la circumferéncia. Ho podem fer
o bé traslladant el temps en 180 o bé jugant amb els signes de la suma. Veiem

alguns exemples:

1) (x,) = (5§ + Scos(t - 180), 5sin(t — 180))
2) (x,y) = (5 + 5cos(t - 180), Ssint)

3) (x,¥) = (5 + 5cos(t + 180), Ssint + 180))
4) (x,y) = (5 + Scos(t + 180), Ssint)

5) (x,y) = (5 = 5cost, 5sin(t + 180))

6) (x,y) = (5 — Scost, 5sint)

Observem que en tots els casos, quan t = 0 obtenim el punt (0,0).
Per trobar sis punts sobre la circumferéncia sols hem de donar sis valors a t.

Per trobar quatre punts a l'interior, o bé ho fem a ull prenent valors molts
propers al centre, o bé per assegurar-ho podem agafar punts de circumferéncies
centrades a (5,0) pero de radi més petit que 5. Per exemple r = 4. Es evident que
si calculem la distancia d'aquests punts al centre hem d'obtenir valors inferiors
as.

Per trobar quatre punts a l'exterior, podem o bé fer-ho a ull, triant punts molt
allunyats del centre tals que la seva distancia al centre sigui superior a 5, o bé
podem agafar punts de circumferencies centrades a (5,0) pero de radi superior

a 5. Per exemple, r=7.
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En principi la grafica amb els punts ha de tenir una estructura com la segiient,
amb sis punts sobre la circumferéncia, quatre dins i quatre fora.

Compte amb els arrodoniments!

Per exemple, el punt per a t = 60 amb (x,y) = (5 — Scos t, 5sint) és

(5 - 500860 , 55in60) = (5 -5 - 0.5, 5 - \3/2) =
(2.5, 4.33012701892219323381861585376...).
I no podem arrodonir! Ja que si, per exemple, fem (2.5 , 4.33), estem en un

punt proper perd no estem sobre la circumferéncia, ja que el que si que esta és
el que té per a y el valor 4.33012701892219323381861585376...

Exercici 16
Representeu en el pla bidimensional la parametritzacio seglient:

) =t tg (1)
Solucio:
La funci6 tangent té una forma molt diferent del sinus i cosinus a la que hem
vist anteriorment. Normalment només es dibuixa de —-90 a 90, ja que la funci6
es va repetint a partir d'aquests valors. Una curiositat que cal tenir en compte

és que la funcié no esta definida pels angles de 90° i -90°.

Contra més ens apropem al 90 més gran dona la tangent. Vegem-ho:
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tg(89) = 57,289961630759424687278147537113

tg(89,9) = 572,9572133542877311364201266223

tg(89,99) = 5729,5778931305902363893418143585

tg(89,999) = 57295,779507264556703365576736929

Aix0 fa que la funcié no acabi mai de pujar i pujar.

Com més ens apropem a -90 més gran en negatiu dona la tangent.

El dibuix de la parametritzacio si utilitzem graus com a valor de t és, doncs:

El dibuix de la parametritzacio si utilitzem radiants és:

Exercici 17

Representeu en el pla bidimensional la parametritzacio segiient:
Xy =t 1)
Solucio:

Aquesta és la parametritzaci6 de la parabola y = x> (observeu que si substituim

laxpert layeés Fies compleix que (x,y) = (t, ).
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Si anem donant valors a la t anem obtenint punts de la corba. Aixi:

Si t = 0 obtenim el punt (0,0)

Sit=1 obtenim el punt (1,1)

Si t = 2 obtenim el punt (2,4)

Si t = 0.5 obtenim el punt (0.5,0.25)

Si t =-1 obtenim el punt (-1,1)

Si t =-2 obtenim el punt (-2,4)

Una primera observacio és que tots els valors y de la corba han de ser positius.
Una segona observaci6 és que per a mateixos valors de t positius i negatius, la
y ha de ser la mateixa. Aix0 obliga a fer que la corba sigui simetrica respecte

de l'eix de les y.

El dibuix de la corba parametritzada és:
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Exercici 18

Representeu en el pla bidimensional la parametritzaci6 seglient:
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) = 10-1)

Solucié:

Aquesta és la parametritzacié de la parabola y = 10 — x* (observeu que si subs-

tituim la x per ¢, la y és 10 - Fies compleix que (x,y) = (t, 10 - )
Si anem donant valors a la f anem obtenint punts de la corba.

Si t = 0 obtenim el punt (0,10)

Si t=1 obtenim el punt (1,9)

Si t =-1 obtenim el punt (-1,9)

Si t = 2 obtenim el punt (2,6)

Si t =-2 obtenim el punt (-2,6)

Una primera observacio és que tots els valors y de la corba han de ser menors
que 10.

Una segona observaci6 és que per a mateixos valors de t positius i negatius, la
y ha de ser la mateixa. Aixo obliga a fer que la corba sigui simétrica respecte

de l'eix de les y.

El dibuix de la corba parametritzada és:
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Dominar el dibuix de paraboles és essencial per donar realisme a trajectories
de xut de pilotes, llancament de fletxes i qualsevol moviment relacionat amb
la caiguda d'un cos sobre el terra!

Exercici 19

Representeu en el pla bidimensional la parametritzaci6 seglient:

(xy) =t - +6t-8)

Solucio:
Aquesta €s la parametritzaci6 de la parabola y = — x*+ 6x-8.

Que davant de * hi hagi un negatiu no vol dir que tinguem (- 12, que sempre
és positiu. Aqui diu que primer fem t* t i el resultat el posem negatiu. Per tant

— # sempre és un nombre negatiu. Compte que aquest és un error molt tipic
en treballar amb paraboles!

Si anem donant valors a la f anem obtenint punts de la corba.
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Hi ha, perd, uns valors de t que sempre mirarem de tenir. S6n els valors en

0 tenim (0,-8) i si fem -+

O obtenim t =2 i t = 4. Aleshores per a t = 2 tenim el punt (2,0) i

4, el punt (4,0).

la corba talla els eixos de coordenades. Per a t =

N

queé

+6t+8
perat

Prendre com a t el valor intermedi dels dos valors que anul-len la parabola

1 punt que assenyala la

2

, que és e

proporciona sempre el vertex de la parabola

simetria d'aquest tipus de corba. En aquest exercici, el valor just entre 2 i 4 és

3. Aleshores el vertex de la parabola és (3, -9 + 18 - 8) = (3,1).

Obtenint punts i més punts, podem arribar al dibuix segiient:
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Exercici 20

Representeu en el pla bidimensional la parametritzaci6 segiient:

() =t - + 6t -10)

Solucio:

Donant valors a la t obtenim la representacio de la corba segiient:
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Si s'ha intentat trobar els punts de tall amb els eixos, només haurem trobat el

punt (0,-10) ja que la corba no talla mai l'eix de les x.

Aix0 ocasiona un problema a l'hora de trobar el vertex.

Recordem que donada una equaci6 de segon grau tipus at?+bt+c=0, els va-

_brvb?—dac ., —b-yb’—dac

lors soluci6 de l'equaci6 son t = 52 it 52 0 equiva-

_b b’ dac . —b  yb®—dac

lentment 5~ +— 75, i35, —— 3, - Observem que el valor intermedi

dels dos valors és exactament E—;), ja que sumem i restem la mateixa quantitat

(@

52 )per obtenir els valors solucié. Malgrat que l'arrel sigui negativa i no

trobem punts de tall amb I'eix de les x, aquest valor de E—;’ ens indica sempre

la t que identifica el vertex de la parabola.

[o)

2(-1

En el nostre cas concret de — £ + 6 — 10, la t del vertex és =31, per tant,

N

el punt del vertex de la parabola és (3,-1).

Exercici 21

Representeu en el pla bidimensional la parametritzacio6 segilient:
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(x,y) = (2tcost, 2tsint) amb 0<t <20
Solucié:
Tota corba del tipus (x,y) = (atcost, atsinf) amb 0<t<b s'anomena espiral

d'Arquimedes. Donant valors a la t i trobant punts trobariem la representacié
segilient de la corba:

Exercici 22

Representeu en el pla bidimensional la parametritzaci6 segiient:
(x,y) = (2tcost, 2tsint) amb —20<t<0
Solucié:
Tota corba del tipus (x,y) = (atcost, atsint) amb b <t <0 també forma una corba

tipus espiral. Donant valors a la t i trobant punts trobariem la representacio
segilient de la corba:


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici22

© FUOC » PID_00215876 35

Grafisme digital 2D i 3D

TN

TTTI T T I T(IT I T T T T T RT T TTTTT
0 0 10

TTIT IT T T I T T T T T T JTT
10 20 3

(=)

Ny
(=

Exercici 23
Representeu en el pla bidimensional la parametritzaci6 seglient:
(x,y) = (2tcost, 2tsint) amb —20<t<20
Solucio:
Ates que els punts de la corba sén els (x,y) = (2tcost, 2tsint) amb —20<t<0iels

(x,y) = (2tcost, 2tsint) amb 0<t<20, la representacié ha de ser la combinacié
de les dues espirals anteriors.

&
S

Exercici 24

Representeu en el pla bidimensional la parametritzaci6 segiient:
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(x%,9) = (1 + cos(t)) - cos(t), (1 + cos(t)) - sin(t)) amb 0<t<2x
Solucié:
Tota corba del tipus (x,y) = (a(1 + cos(t)) - cos(t), a(l + cos(t)) - sin(f)) amb

0<t<2x s'anomena cardioide (per la forma de cor...). Donant valors a la t i
trobant punts trobariem la representacio6 segiient de la corba:

02 04 06 08 1 12 14 16 18

Nota

Si volem girar el cor, podem fer una rotacié de 270° (o de -90°) per tal de tenir-lo en
posici6 vertical i no horitzontal com ara. En el modul de matrius, hem vist que 'operaci6é
segiient giraria o graus la corba:

x'\ (cosa —sina) (X
(Y')=(sinot cosa )(Y)
En el cas que ens interessa fem:

(;')_(005270 - sin270) ((1+C05(t))'COS(t))
Y~ \sin270  co0s270 /' \(1+cos(t))-sin(t)

(;-)_( 0 1) ((1+cos(t))-COS(t))
Y7 =1 0/'\(14cos(t))-sin(t)
cv)_( 0 1) ((l+cos(t))~COS(t))

Y=\=1 0/'\(1+cos(t))-sin(t)

(;(,' (1+cos(t))-sin(t) )
') = (-(1 +cos(t))-cos(t)

Si ara representem en el pla bidimensional la parametritzaci6 segiient:
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(x%,9) = ((1 + cos(t)) - sin(t), —(1 + cos(t)) - cos(t)) amb 0<t<2x

obtenim:

2 04 06 1 1,2

Recordeu que en el modul de matrius també vam veure que si volem la podem
desplacar amb una translacié de vector!

Imaginem, doncs, que per exemple ara volem moure el cor vertical cap a la
dreta, 10 unitats. Les coordenades de la transformaci6 sén ara:

x' (14cos(t))-sin(t) 10
(,v) = (-(1+cos(t)).cos(t))+( 0 )
o bé sumant les matrius,

(;') ((1+cos(t))'sin(t)+10)
YT\ <(14cos(t))-cos(t)

Si ara representem en el pla bidimensional la parametritzacio segiient:

(x%,9) = ((1 + cos(t)) - sin(t) + 10, —(1 + cos(t)) - cos(t)) amb 0<t<2x, obtenim:
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0,24

Finalment, si volem estilitzar el cor podem fer un canvi d'escala com el que

s'ha vist també en el modul de matrius:

(;‘) _ (1 ()) ((1+cos(t))-sin(t)+ 10)
Y70 2/'\ -(14cos(t))-cos(t)
o bé multiplicant les matrius,

(;') B ((1 +cos(t))-sin(t) + 10)
'} 7 \-0.5(14cos(t))-cos(t)

Si ara representem en el pla bidimensional la parametritzaci6 segiient:

(x,y) = ((1 +cos(t)) - sin(t) + 10, -0.5(1 + cos(t)) - cos(t)) amb 0 <t < 2x, obtenim:
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Nota

Observeu que ara el cor va de 0.5 a -4 mentre que abans només anava de 0.25 a -2, i que
I'amplada, o sigui els valors que ocupava a la x, no ha canviat.

Exercici 25

Representeu en el pla bidimensional la corba de parametritzaci6 segiient:
(x,y) = (5 - cos(t), 3 - sin(f)) amb 0<t<2x

Solucié:

Tota corba de parametritzacio tipus (x,y) = (a - cos(), b - sin(f)) amb 0 <t <2z és

una el-lipse centrada en l'origen tal que talla l'eix x en els punts (4,0) i (-a,0)

il'eix y en els punts (0, b) i (0,-b).

Aleshores el dibuix és:


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici25
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Imaginem que ara volem centrar 1'el-lipse en el punt (6,4). Les coordenades de
la transformaci6 son ara:

(;') (SCOS(t)) (6)
1= 3sine)) T4
o bé sumant les matrius,
(;') (5005(t)+6)
)~ Bsin(t)+4
Si ara representem en el pla bidimensional la parametritzacio segiient:

(x,y) = (5cos(t) + 6, 3sin(f) + 4) amb 0 <t <2z, obtenim:
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Exercici 26
Representeu en 1'espai tridimensional la corba de parametritzaci6 segiient:
(x,y,z) = (cos(t), sin(t), 0) amb 0<t<2x
Solucié:
Ates que el valor de z sempre és zero per a tot valor de £, la corba estara contin-

guda en el pla format per x i per y. Sabem que la corba és una circumferéncia
de radi 1. Aleshores la representacié de la corba és:

0,5

Per conveni, en el dibuix de corbes, prendrem l'angle en radiants. El fet que ¢
vagi de 0 a 2z ens indica que només tenim una volta.


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici26
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Exercici 27

Representeu en l'espai tridimensional la corba de parametritzaci6 segiient:
(x,5,2) = (cos(t), sin(f), t) amb 0<t< 15

Solucio:

Ates que el valor de z és diferent per a cada ¢, els punts del cercle es van di-

buixant i dibuixant cada vegada una mica més amunt. Aleshores la corba que
obtenim és una espiral. La representaci6 de la corba és:

Observeu que com que 15 > 2z + 2z, hem fet més de dues voltes de circum-

feréncia.

Si arribem a tenir (x,y,z) = (cos(f), sin(?), t) amb 0 <t <2z, el dibuix hagués estat:


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici27
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A vista d'ocell, veuriem el seglient:

Exercici 28

Observeu la superficie segiient.


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m8_exercici28
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2

A vista d'ocell, veuriem el seglient:

Quin nom rep aquesta superficie?

Solucio:

La superficie de 1'enunciat esta formada per cercles de radi 1 complets a dife-
rents alcades entre -2 i 2 de la z. D'aquesta manera, 1'aspecte global és el que

es presenta a l'enunciat.

La superficie que el dibuix ens mostra s'anomena cilindre circular.

Sabem que una superficie és un objecte tridimensional, que localment té
l'aspecte d'espai bidimensional. La idea és que si deixem una formiga en un
punt d'aquest objecte, li semblara que es pot moure en dues direccions per-
pendiculars, perd no en tres, com si que pot fer una mosca en l'espai tridimen-

sional.
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