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Introduccio

Els nombres sén construccions del nostre pensament. Es una nocié que anem

construint des de la infancia a partir de comparar conjunts d'objectes.

Un simbol és la representacié d'una idea de forma que aquesta idea pot ser
percebuda per algun dels nostres sentits.

&

AN

4

Aqui tenim un dibuix d'una poma. Un dibuix d'una poma no és una poma, ja que ni
és pot menijar ni fa la mateixa olor. El dibuix és un simbol, una espécie de metafora
que permet evocar una idea de la nostra ment.

Els simbols escrits 1, 2, 3 i 4, permeten evocar la idea dels nombres 1, dos,
tres i quatre.

Perd també els simbols escrits one, 2.100, IIi 3 + 1 permeten evocar la idea
dels nombres 1, dos, tres i quatre.

Com acabem de veure, un mateix nombre pot ser designat per diversos sim-
bols.

Dos simbols o expressions numeriques que evoquen la mateixa idea de nom-
bre s'anomenen simbols o expressions numeriques equivalents.

La teoria de nombres que es va presentant a mesura que se solucionen els
exercicis de la seccié "Exercicis amb solucié" té com a objectiu principal pre-
sentar tecniques matematiques que permetin obtenir simbols o expressions
numeriques equivalents en un format més simple. Per tal d'anar presentant
aquestes tecniques es treballara amb els diferents tipus de nombres presentats
en la segiient seccio.

El darrer exercici presenta una visio global i completa que permet veure en la
seva totalitat tots els subconjunts estudiats.
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1. Tipus de nombres

1.1. Els nombres naturals

El conjunt dels nombres naturals esta format per tots aquells nombres que es
poden utilitzar per a comptar objectes semblants de la natura.

Aixi, el nombre 15 és un nombre natural, ja que si tenim juntes quinze pomes,

obtenim aquest nombre en comptar-les.
1.2. Els nombres enters

El conjunt dels nombres enters és el conjunt que agrupa tots els nombres na-
turals amb signe + o — i el 0. Aixi, +3, -4 0 =100 s6n nombres enters.

1.3. Els nombres racionals
El conjunt dels nombres racionals és el conjunt que agrupa tots els nombres
que es poden escriure com a divisié de dos enters. Aixi, +3/5, 4/-3 o 0/-100

sén nombres racionals.

Els nombres racionals es poden representar en format decimal o de fracci6. Per
exemple, 1,5 es pot representar com a 3/2.

1.4. Els nombres irracionals

El conjunt dels nombres irracionals és el conjunt que agrupa tots els nombres

que no es poden escriure com a divisid de dos enters. Aixi, \E , T 0 el nombre

d'or sbn nombres irracionals.
1.5. Els nombres reals

El conjunt format per tots els nombres anteriors s'anomena conjunt de nom-

bres reals i se sol identificar amb una recta.

Es possible anotar nombres enters per mitja de potencies de deu, aquesta no-

tacio és utilitzada en nombres molt grans o molt petits.

Els nombres compleixen certes propietats que permeten simplificar expressi-
ons on apareixen operacions de sumes, restes, multiplicacio, divisié o combi-
nacions entre elles.
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Les incognites son nombres reals desconeguts que se solen trobar fent sumes,
restes, divisions o multiplicacions en expressions algebraiques.

Una expressio algebraica és una agrupacié amb sentit de nombres, paréntesis
i lletres separats pels signes de les operacions aritmetiques.

Aixi, 3x — 5 és una expressi6 algebraica tal que en substituir la x pel valor 4,
s'obté el valor numeric 7.

Quan es tenen dues expressions algebraiques separades per un signe d'igual,
es pot comprovar que passa en substituir les lletres per valors. Si la igualtat de
valors numerics no és certa per a algun valor de les lletres, direm que tenim
una equacio. Si la igualtat de valors numerics és certa en substituir qualsevol
valor per les lletres, direm que tenim una identitat.

Trobar els valors de les incognites que compleixen una equacié es un dels

exercicis més habituals en matematiques.
Dues equacions amb les mateixes solucions s'anomenen equivalents.

Una de les grans eines que coneixem per poder trobar les solucions d'una equa-
cio és la conversié d'una equaci6 en una altra equacié equivalent més facil de
resoldre a simple cop ull per mitja de la simplificacig, la suma, resta, multipli-
caci6 per un nombre diferent de O o divisié per un mateix nombre diferent
de 0 a cada costat.

Tota equaci6é de l'estil ax2+bx+c=0 s'anomena equaci6 de segon grau.

— b+ \b>—4ac

Aquest tipus d'equacions tenen per soluci6 els valors x = ———~———.

Cercar dos nombres reals que compleixen dues equacions alhora és un altre
dels exercicis més tipics en matematiques. Habitualment, els trobarem a partir
d'aillar una de les incognites d'una equacio, i substituir l'expressi6 algebraica
que esta igualada a la incognita en l'altra equaci6. En haver eliminat una de
les incognites, podem resoldre I'equacié amb els metodes anteriors. I en trobar
aquest valor, substituint en 1'expressi6 algebraica que iguala l'altra incognita,
obtindrem el valor de la segona incognita.

1.6. Els nombres algebraics

Una equacio de la forma c,x"+ ¢,.1x" '+ €1 4.+ 0x° + €1 + ¢o = 0 s'anomena
polinomi de grau n. Els nombres ¢, ¢,.1, ¢u.2, ..., €2, €1 1 ¢p S'anomenen els co-

eficients del polinomi.

Per exemple, 3x° - 2x +3=0¢és un polinomi de grau 5 amb coeficients enters, 3, 0, O,
0,-213.
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Els nombres algebraics son aquells nombres que sén solucié d'una equacio

polindmica amb coeficients enters. 2, -7, %, \E i E\E s6n nombres algebraics.

1.7. Els nombres transcendents

Els nombres transcendents s6n aquells nombres que no sén soluci6é de cap

equaci6 polinomica amb coeficients enters.

Hi ha molt pocs nombres transcendents coneguts. Demostrar que un nombre

és transcendent pot ser extremadament dificil.

7« és un nombre transcendent.
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2. Exercicis amb solucio

L'objectiu d'aquesta seccio és recordar conceptes i técniques matematiques de
manera eminentment practica a partir d'exemples concrets.

Exercici 1

Calculeu3+2-(5+1)

Solucio:

Donada una expressio que identifica un nombre natural amb nombres i ope-
radors de combinaci6é com paréntesis, suma, resta, multiplicaci6 o divisi6, uti-
litzarem iterativament la regla segiient fins a obtenir una expressié formada

per un sol nombre.

Regla de la simplificacio d'una expressi6é en matematiques:

1) En una expressié matematica en que apareixen paréntesis, primer
s'han d'eliminar els paréntesis.

2) En una expressi6 matematica sense parentesis, primer s'han

d'eliminar les multiplicacions i divisions.

3) En una expressié matematica sense paréntesis, multiplicacions i di-

visions, s'han d'eliminar les sumes i les restes.

Com que l'expressio 3 + 2 - (5 + 1) té paréntesis, en substituir (5 + 1) pel nombre
que representa obtenim I'expressio equivalent 3 + 2 - 6.

Aquesta nova expressié no té parentesis, pero si que té una multiplicaci6. En

realitzar-la i substituir-la en 1'expressié obtenim I'expressi6 equivalent 3 + 12.

Finalment, 'expressi6 no té parentesis ni multiplicacions o divisions. Com

que té una suma, cal calcular-la. Aleshores obtenim l'expressié numerica 15.

La regla ens assegura que l'expressié numerica 3 + 2 - (5 + 1) és el nombre 15.


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m2_exercici1
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Es molt interessant observar que l'expressi6 inicial té una estructura de nina
russa tipus matrioixca, ja que té nombres dins de nombres.

Exercici 2

Calculeu1+3*+(8+1)+(3-2)

La proporci6é Aurea

1+3%+@8+1)+(3-2)=1+3*+9+6=1+9+9+6=25

Documental Redes Eduard
Punset:

http://www.youtube.com/
watch?v=d_7l-uqgz_ic

Nota

Compte que 32 és una altra forma de dir 3 - 3!

Exercici 3
Calculeu 1+ (3+ (2 +5))

En aquest exemple tenim un paréntesi dins d'un altre paréntesi. Com que pri-
mer s'han d'eliminar els paréntesis, podem comencar substituint el més inte-
rior pel valor que representa. Aixi, ates que (2 + 5) representa el valor 7, el
paréntesi exterior representa el valor 3 + 7 = 10.

Pertant, 1+ 3+ (2+5))=1+10=11
Exercici 4
Calculeu (+2) + (+4) + (-1) + (-7)

Es molt facil visualitzar les operacions de suma amb nombres enters si pensem
que estem en una planta d'un edifici i els enters positius ens fan pujar i els

enters negatius ens fan baixar.

Aixi, (+2) + (+4) + (-1) + (-7) =-2, ja que de la planta segona anirem a la sisena,
ja que pugem 4 plantes, després anirem a la cinquena i finalment anirem a la
planta -2, que es pot visualitzar com la planta d'un parquing que esta a dues

plantes per sota de la planta baixa.

I ] I ] I ] |
I 1 1 I 1 T 1 T 1
Planta 10 Planta 10 Planta 10 Planta 10
rpLl | - | | r Ly | 11N |
I 1 r 1 T 1 1
Pl [ PI N1 Pl I}
anta9 | | i anta9 ' | 1 anta 9 1] i anta 9 111 i
Planta 8 i1} Plantas | [ Planta 8 WL Planta 8 | ]
Planta 7 ; Planta7 | ‘ ; Planta 7 | | ; Planta 7 [ | ;
Planta6 | ] pranta s, P[] Planta 6 | i Planta6 | | i
Planta5 ; +4 Planta 5 ; -1 Planta § LT : Planta § | ;
| i
Planta 4 1 Planta 4 1 Planta 4 | 1 Planta 4 ;
Planta 3 Planta 3 Planta 3 [ Planta 3 |
[ i
rana2 | (SO Planta2 | | | Pantaz | || | | Planta 2
Planta1 | 1111 F Planta 1 | [1T1]] ] Pantat (| || | F Planta 1 ]
Planta 0 | i Planta0 | l | | Planta 0 } | Planta0 | [
- 1 - e | ™y - ) R If R
Planta -1 | o) || )| ”” Planta -1 I Tn) ] 1 = ”W Planta -1 | o | | ) ”” Planta -1 I (3] [ D ””
panta-2  [[c0] | | D a2 [l [ | 0 Panta-2 [ | | D ranta-2  [[EEDEEI =5



http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m2_exercici2
http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m2_exercici3
http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m2_exercici4
http://www.youtube.com/watch?v=d_7I-uqz_ic
http://www.youtube.com/watch?v=d_7I-uqz_ic
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Exercici 5
Calculeu 2 + 4 + (-1) + (-3)

Sol ser habitual eliminar els pareéntesis utilitzant la regla de signes segiient:

Regla de signes 1:

Donat un nombre natural a,

Per exemple, si prenem a = 7

+(+7)=+7 -4+7)=-7
+(=7)= -7 -(=7)=+7

Aleshores2+4+(-1)+(-3)=2+4-1-3=+2(oiguala 2). Es molt interessant
coneixer el conveni que afirma que tot nombre enter positiu es pot escriure
sense signe, de manera que s'identifica amb un nombre natural. Aquest con-
veni permet que el conjunt de nombres enters contingui el conjunt de nom-
bres naturals.

Exercici 6
Calculeu (-2) - (-3) - (-2) -3 + 15

Primer, com els parentesis ja son expressions d'un sol nombre, no cal operar
res a dins. Per0 per eliminar la multiplicacié de paréntesis cal utilitzar una

altra regla de signes.

Regla de signes 2:

Donats dos nombres naturals a i b

(+a)-(+b)=a-b (+a)-(—b): —(a-b)

(-a)(-b)=ab (-a)-(+b)= ~(a-b)

Per exemple, si prenema=2ib=3

(+2)-(+3)= +6 G+2(-3)= —6
(-2(-3)=+6 (-2-(+3= -6


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m2_exercici5
http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m2_exercici6
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També cal recordar que la multiplicacié6 de nombres compleix la propietat as-

sociativa:

Propietat associativa de la multiplicacio:

a-b-c=(@-b)-c=a-b-o

La propietat associativa ens assegura que 2 - 3 - 4 = 24. Per tal de saber el resultat
amb signe de (-2) - (-3) - (-4), cal pensar que negatiu per negatiu és positiu, i
que, aleshores, aquest signe multiplicat per l'altre negatiu és negatiu. Aixi, (-
2)-(-3) - (-4) =-24.

Aleshores (-2) - (-3) - (-4)-3+27=-24-3+27=0
Nota
0 és I'anic nombre positiu i negatiu alhora, és a dir, -0 = +0 = 0.

Ates que el nombre representat pel simbol O pot considerar-se com el nombre
que correspon a comptar cap objecte, sovint és considerat com a nombre na-
tural. No us estranyeu, pero, si trobeu algun llibre de text en que l'autor no

consideri el 0 com a nombre natural. Es una qiiestié de conveni.

Exercici 7

Discutiu si les fraccions % i % son equivalents.

Solucié:

Dues fraccions s6n equivalents quan representen el mateix nombre ra-

cional.
Hi ha tres maneres diferents de veure que les fraccions son equivalents.

1) Comprovant que es pot passar duna fraccié a l'altra multiplicant

numerador i denominador de la primera per un mateix nombre.

2) Multiplicant en creu les fraccions i comprovant que obtenim el ma-
teix nombre.

3) Representant graficament els dos nombres com a parts d'un mateix
objecte i comprovant que la part representada per cada nombre és la

mateixa.

Comprovem de les tres maneres que les fraccions son equivalents.


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m2_exercici7
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1) Comprovant que es pot passar d'una fracci6 a l'altra multiplicant numera-
dor i denominador de la primera per un mateix nombre.

Ateés que quan multipliquem el numerador i denominador de la primera per
5 arribem a la segona, les dues fraccions son equivalents.

2) Multiplicant en creu les fraccions i comprovant que obtenim el mateix
nombre.

Aixi, com que 2 - 25 és 501 5 - 10 també és 50, les dues fraccions s6n equivalents.

3) Representant graficament els dos nombres com a parts d'un mateix objecte

i comprovant que la part representada per cada nombre és la mateixa.

En el nostre cas, en representar les dues fraccions en un quadrat obtenim la

mateixa part de la unitat, tal com es veu en el dibuix segiient:

Conseglientment, % i % son dues representacions en fraccions del mateix

nombre racional.

Nota

Compte que en matematiques no hi ha cap fraccié6 amb denominador 0.

Exercici 8

Trobeu el nombre racional simbolitzat per: é—(s) + é—(s)

Ateés que tenim el mateix denominador, amb la regla de calcul:

ols
)
+
S

ol
+
Il
o)

elresultatésl—0+1—0_M_E_ﬁ
25725 25 T 257 5¢

Graficament l'exercici el podriem haver resolt aixi:


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m2_exercici8
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L

1 1 1 5_4
+35=10-35+10-355 =(10+10)- 35 =20 - 55 =55 =35 =5 - 5=73 - |

Bls
N|>—‘
(9] (e}
Il
[T

Observeu que per tal d'entendre aquesta forma cal conéixer certes regles per
a operar amb nombres racionals i certes propietats de les operacions. Recor-
dem-ne algunes:

a+0=a a-l=a
a-(b+c)=a-b+a-c a-b+a-c:a-(b+c)

ab+Cb=(a+c)b abL=bi

a b _atb a b _a-b
C TCT =—-¢C C —C — ¢C
a4 ¢ _ac _a _c _ad
b 'd ~bd b ‘d “bc

Exercici 9

Demostreu analiticament i geomeétricament 1'expressio:
(a+b)2=a2+b2+2-a-b

Solucié:

Analiticament:

(a+b)2=(a+b)-(a+b)=a-a+a-b+b-a+b-b=a2+b2+a-b+b-a

—a*+b*+a-b+a-b=a*+b*+2-a-b

Geometricament:


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m2_exercici9
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El quadrat segilient té com a costats (a + b) i (a + b). La seva area és (a + b)z.
Perd l'area també la podem trencar com a” + b® + 2 - a - b. La igualtat de l'area

ens permet deduir que (a + b)2 =a*+b*+2-a-b.

Nota
(a—b)2=(a—b)-(a—b)=a~a—a-b—b-a+b-b=a2+b2—a~h—b-a=

=a*+b* -a-b-a-b=a*+b*-2-a-b
Exercici 10

Calculeu:

a) 3°

b) 3% .3
¢) 3% 33
d) 3!

e) 3’

f) 3%’

Solucié:

a)3*=3.33=27
b)32-3%*=3.3.3-3-3=3=3.3.3-3-3 = 243 (Observeu que aleshores a’ - a° = a"*)

—]2
—lw

03%:3%= =35 =3%=9 (Observeu que aleshores a” : a° = a”)

2
d) 3= % =% =3 (Observeu que aleshores tot nombre elevat a O és ell mateix)

2
e) 30= % =% =1 (Observeu que aleshores tot nombre elevat a 1 és ell mateix)


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m2_exercici10
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f) 3%)° =3%. 3% 3° = 37 (Observeu que aleshores (a")° = ")

Per tant, tenim les regles:

a’=1
a1=a

ab. ac=ab—c
(ab)c=ab~c

Exercici 11

o .

1

Calculeu la suma segiient: Z(zl)
=0

Solucié:

Per conveni, el simbol z, anomenat surmatori, és llegeix com a suma de
nombres. La lletra i ens indica que a mesura que anem posant el simbol
+, hem de canviar la i per un nombre enter comencant pel O i acabant

per l'infinit.

NIV (10 IV (P (VL (Y (LY ,
Aixi, Z(z) =(§) +(§) +(§) +(§) +(§) +(§) +...sempre podem anar jugant
=0
amb éls nombres de la i per a representar molts altres tipus de suma. Aixi, per
4

exemple, 1+2+3+4= Zi.
i=1

Aleshores, ates que tot nombre elevat a 0 és 1 i que tot nombre elevat a 1 és

ell mateix, tenim:

+7+

YT =) +(3) + () +d) +(3) =1

i=0

L
+g+

N|—
-Pl»—t
ool—

Aquesta suma la podem representar en la recta real per tal de veure que la suma
de tots aquests nombres és el nombre 2.


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m2_exercici11
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Observem que cada nombre que sumem és la meitat de 1'anterior (o I'anterior
- 0,5) i que aleshores sempre sumem la meitat de la distancia que ens falta per
arribar a 2. Per tant, per molt que anem sumant i sumant mai no arribarem a
2. Perd com que anem sumant i sumant meitats, mai no ens pararem abans
d'arribar al 2. Aixi,

—_——
N—
\—{_‘
Il
—_
[SS] =N
S—
[«
+
—_
D=
—
+
—_
=
S—
()
+
—_
D=
S—
(8]
+
—
=
—
+
Il
—_
+
[\S] [

L _
+16 +..=2

ool—

+

A=

+

La férmula que suma infinits termes de l'estila, a - r, a - rZ, ... és:

atart+ar’tar3tart+... = ﬁ

Observeu que aplicant aquesta formula amb r=0,5 i a = 1 obtenim:

1 1

43+ e+ S 1105+ 10,54+ 10,54 105 4. = (%) = 5.5 =2

N—
A=

tal com ha de ser.

Exercici 12

Demostreu que el nombre decimal periodic 9,9 és una representacié del nom-
bre 10.

Solucio:
Volem veure que 9,9999999999999... = 10

Observeu que podem escriure el nombre 9,9 com una suma d'infinits nombres
de la forma segiient:

9,9999999999999... = 9 + 09 + 0,09 + 0,009 + 0,0009 + .. =

9 9 9 9
9+70 * 7100 + 7000 * T0000 * -


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m2_exercici12
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Observeu que cada nombre del sumatori s'obté com l'anterior dividit per 10.
Anomenem § la suma segiient:

9,9 9 9
$=9+16 +700 * T000 * 10000 * -

Si dividim per 10 a cada costat, obtenim:

9,9 9 ,_9
10 =710 T 700 T 1000 T 10000 T

Aleshores,

S (6.2 ,9 9 9 9,9 9 ,_9
S‘10—(9+10+100+1000+10000+~-~)—(10+100+1000+1000o+-~-)

1 per tant,
S _
S-10=9
Si ara multipliquem per 10 a tots dos costats obtenim:

10S-S=90, o simplificant 9S=90 i, per tant, S=10, tal com voliem demostrar.

Nota

També es pot fer amb la férmula ﬁ prenenta=9ir=0,1.
Exercici 13

Trobeu el nombre racional simbolitzat per: % + 2—15

Solucio:

En aquest exercici veiem la utilitat de trobar diferents representacions per al

mateix nombre racional. En l'exercici 6 hem vist que % i é_(S) son dues repre-

sentacions del mateix concepte de nombre racional que la nostra ment associa

a la part ombrejada del total en el dibuix segiient:
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Aleshores

1

+t25 =

1

t25=2

—

1

o
Bls
I

(91

Del fet que 11 i 25 no tenen divisors comuns, podem deduir que no es pot
trobar cap fracci6 equivalent simplificada.

Exercici 14

Quan treballem amb expressions de nombres racionals, cal convenir que tot
nombre enter es pot escriure com un nombre racional tal que té com a nume-
rador el nombre i com a denominador el nombre natural 1. Aixi, per exemple,

2 . . .
2=9.Aquest conveni ens permet afirmar que els nombres racionals contenen

els nombres enters.

Exercici 15

Trobeu el nombre racional simbolitzat per: —21; + :—g

Una regla molt atil quan treballem amb nombres racionals és la segiient: po-
dem canviar els dos signes dels nombres numeradors i denominadors amb la

finalitat que el denominador sempre sigui positiu. Es a dir, :—g = %

| [
(98]

o0
Il
ool—
+
ooluwo
I
ool

Aleshores, % +

Observem que com tenim divisors comuns a 4 i 8, sabem que dividint cada
nombre per un dels divisors, trobarem fraccions simplificades. Aixi, si dividim
per 2 numerador i denominador obtenim una altra fraccié equivalent a la
primera. Ara bé, per conveni sempre dividirem pel maxim comu divisor i aixi
trobarem la fracci6 més simplificada possible. En el cas d'aquest exercici, hem

dividit numerador i denominador per 4 i aixi obtenim que % + :—g = %

Exercici 16

Trobeu el nombre racional simbolitzat per: —51; - _ig
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Una altra regla fonamental per a treballar amb racionals és la que afirma que
tot nombre racional sempre pot ser escrit com: + divisi6 de dos naturals.
La regla afirma:

Regla de signes 3

Donats dos nombres naturals a i b,

-+

a

&t

=+

a
b

(o[
(o2

—4a__ , a —4a__ _ a
b= b I~ b

A partir d'aquest fet podem aplicar les mateixes regles de signes 1 i 2 amb

nombres racionals en comptes de nombres enters. Per exemple,

=1_3
R

--E- 3 -

FN (0%}

Aleshores,

oot [ 41

OOI»—
o0)—

Exercici 17

Expresseu en notacié decimal els nombres racionals referenciats en les fracci-
ons seglients:

4
a) 5
63
b) 20
31257
)99

) 312740478
) 990000

Solucio:

Tota fracci6 es pot expressar sempre amb un nombre decimal limitat o
il-limitat periodic. Si fem la divisi6, obtenim uns quocients en forma decimal.

Aquest quocient és la representacié del nombre racional en format decimal.
Aixi:


http://cimanet.uoc.eu/06507/videos/m2_exercici17

© FUOC » PID_00215870 22

Teoria de nombres per a disseny

a) % =2. En aquest cas es diu que % admet una representacio decimal limi-

tada o exacta en forma de nombre enter.

b) g—g =3.15. En aquest cas es diu que S—S admet una representacié decimal

limitada o exacta amb dues xifres decimals i part entera 3.

31257

31257 =315.7272727272...=315.72. En aquest cas es diu que 90

9 99
una representacié decimal il-limitada periodica pura amb part entera 315

admet

i un periode de dues xifres.

a) LZEOL8 _ 315.8094727272727272... = 315.899472. En aquest cas es diu que
% admet una representacié decimal il-limitada periodica mixta

amb part entera 315 i un periode de dues xifres.

Exercici 18

Expresseu en fracci6é els nombres racionals referenciats en la forma decimal

seglient:

a)5
b) 1.52
¢) 31572

d) 3.8994735

Solucio:

Nota important

No hi ha un conveni tnic per
a l'expressié de decimals! A ve-
gades s'utilitza punt i a vega-
des s'utilitza coma. En I'Gs de
qualsevol programari, el lector
ha de tenir en compte aquest
detall per tal de no treballar in-
correctament amb les quanti-
tats numeriques amb decimals.
Per exemple, en Flash s'ha de
treballar amb punts per a re-
presentar decimals.
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Tot decimal limitat o il-limitat periodic es pot expressar sempre en forma de fracci6.
Per tal de trobar una fracci6 que representi el nombre decimal hi ha uns procediments
mecanics molt simples d'aprendre.

1) Procediment si el nombre és una representaci6é decimal limitada o exacta en forma
de nombre enter:

Ates que tot nombre enter es pot escriure en forma de fraccié amb denominador el
nombre 1, posarem el nombre dividit per 1.

2) Procediment si el nombre és una representacié decimal limitada o exacta amb una
xifra decimal o diverses:

Podem escriure'l en forma de racional com el nombre sense la coma dividit per un 1
seguit de tants zeros com digits hi ha rere la coma.

3) Procediment si el nombre és una representacié decimal il-limitada periodica pura:
Com a denominador posem el nombre sense coma fins on acaba el periode menys el
nombre fins on comenca el periode. Per denominador posem tants nous com digits
tingui el periode.

4) Procediment si el nombre és una representaci6é decimal il-limitada periodica mixta:
Com a denominador posem el nombre sense coma fins on acaba el periode menys
el nombre sense coma fins on comenca el periode. Per denominador posem tants

nous com digits tingui el periode seguits per tants zeros com digits hi hagi entre la
coma i el periode.

Seguint el procediment 1)

—ln

Seguint el procediment 2)

5

[

1
1.52=1

(o)
(=)

Seguint el procediment 3)

= _ 31572 -315 31257
3MST2=""0g =g

Finalment, seguint el procediment 4)

. 38994735—38994 38955741
3.8994735="""9990000 = 9990000

Exercici 19

Expresseu en forma de fraccio irreductible els nombres racionals referenciats
en la forma decimal segiient:

a)s
b) 1.52
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) 31572

Solucio:

Un nombre racional es pot escriure com una infinitat de fraccions dife-

rents, ja que només cal multiplicar o dividir numerador i denominador
. .. 152 304 _ 608 _ 1520

per un mateix nombre. Aixi, 7565 =300 =200 = 1000 = -

Es diu que un nombre racional esta expressat en la seva fraccio irre-
. 2 .2 . a g
ductible quan es t€ una expressio del tipus ¢ en la qual a i b no tenen

cap divisor comu excepte 1'1.

Tot nombre racional diferent de zero té una i només una expressio en
fracci6 irreductible amb denominador positiu. Aquesta representacio és
la que s'utilitza habitualment per a presentar resultats finals.

Conseqilientment, amb la teoria anterior, la soluci6 de I'exercici és:

a)s =% i com MCD(1,5) = 1, ja tenim la fracci6 irreductible.

b) Sabem que 152:%6- Si dividim numerador i denominador pel maxim

comu divisor dels dos nombres, obtenim sempre la fracci6 irreductible equi-

valent.

Per tal de trobar el MCD de dos nombres, comencarem escrivint cada nombre

com a producte de primers.

Recordeu que un nombre primer és aquell nombre que només és divi-
sible per ell mateix i pel nombre 1. Un exemple de nombre primer és el
nombre 2. Un exemple de nombre que no és primer el trobem amb el
nombre 6, ja que es pot dividir a més de per 6 i per 1, per 2 i per 3.

Atesque 100=2-2-5-5ique 152=2-2 -2 .19, veiem que els nombres
que es repeteixen a les dues descomposicions és 2 - 2. Aleshores el MCD dels
dos nombres és 2 - 2 = 4.

Ates que 1.52= % i que MCD(152,100) = 4, la fracci6 irreductible és ;—g
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¢) Una altra forma de trobar la fraccié irreductible és anar dividint nu-

merador i denominador per un mateix nombre fins que trobem que

cap nombre que divideix l'un, ja no pot dividir l'altre. Per exemple,
31257 _ 10419 _ 3473

3I572="95~="33  ="1T -

Observeu que primer hem dividit numerador i denominador per 3, ja que el 3
divideix el 991iel 31257. Després hem tornat a dividir per 3, ja que el 3 divideix
el 331iel 10419 a la vegada. Finalment, com que 1'inic nombre que divideix al
denominador és 1'11 i 1'11 no divideix el numerador, ja no podem continuar

simplificant i, per tant, hem arribat a la fraccié irreductible.
Exercici 20

Expliqueu que significa que el rectangle segiient de costats 5i 10 unitats tingui
una area de 50.

A
v

10

Solucio:

Observeu que tenim un rectangle de costats 5i 10 unitats. L'area d'un rectangle
es defineix com la multiplicaci6 de la base i I'alcada (en el cas que el rectangle
sigui un quadrat, 1'area és el costat al quadrat). Una area de 5 - 10 = 50 vol
dir que necessitem 50 quadrats de mides 1 x 1 per enrajolar tota la superficie
del rectangle. L'area, doncs, ens diu la quantitat de quadradets de mida 1 x 1
necessaris per a construir la figura.

Exercici 21

Expliqueu el significat geometric del teorema de Pitagores:

hipotenusa2 = catet,” + catet,’
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Solucio:
Recordem que un triangle rectangle és aquell que té un angle de 90°.

En un triangle rectangle els costats adjunts a I'angle de 90° s'anomenen catets,
i el costat enfrontat a I'angle de 90°, hipotenusa.

/%o,
%,
Catet Ss

\900

El teorema de Pitagores afirma que 'area del quadrat format amb la hipotenusa

Catet

coincideix amb la suma de les arees dels quadrats formats amb els costats.

Per exemple, si els catets mesuren 3 i 4 centimetres, la hipotenusa ha de fer

necessariament 5 centimetres, ja que s'ha de complir que h* = 3% + 42,

Exercici 22

Demostreu el teorema de Pitagores utilitzant el dibuix segiient:
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a C b

a
B

b

D

b
a
b A a
Solucié:

Observem que si igualem les arees obtenim F+2-a-b=(a+b)

Aleshores > +2-a-b=a*+b*+2-a-b,amb la qual cosa es dedueix que

E=a’+b?
Exercici 23

Expresseu en notacié decimal els nombres segiients:

a4
VI
oo
d) 400
) 125
5

Solucio:

Per conveni, donats dos nombres a i b positius, direm que Na =b si i

només si és cert que b"=a. En el cas particular n = 2, \/; = b si i només

si és cert que b =a.
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a) \/Z és el nombre 2, ja que 2 és 1"inic nombre positiu que ell multiplicat per
ell mateix déna 4.

b) \E és el nombre 1, ja que 1 és I'Gnic nombre positiu que ell multiplicat per

ell mateix déna 1.

©) \/0_ és el nombre 0, ja que 0 és I'anic nombre positiu que ell multiplicat per
ell mateix déna 0.

d) V400 =20, ja que 20 és lI'anic nombre positiu que ell multiplicat per ell
mateix dona 400.

e) N125 = 5, ja que 5 és 1"inic nombre positiu que ell multiplicat per ell mateix
i multiplicat per ell mateix doéna 125.

) \E =77?. Observem que el que podem dir segur és que no és 2, ja que 2 per
2 déna 4 i no 5. També podem assegurar que no és 3, ja que 3 per 3 dona 9
ino 5. Sembla evident que el nombre que cerquem esta entre 2 i 3. Aix0 ens

assegura que la part entera del nombre \E és 2.

Ates que 2,2 per 2,2 dbna 4,84, i que 2,3 per 2,3 dbna 5,29, el nombre que
cerquem es troba entre 2,21 2,3.

Ates que 2,23 per 2,23 d6na 4,9729, i que 2,24 per 2,24 déna 5,0176, el nombre
que cerquem es troba entre 2,23 i 2,24.

Ates que 2,236 per 2,236 dona 4,999696, i que 2,237 per 2,237 déna 5,004169,

el nombre que cerquem es troba entre 2,236 i 2,237. De moment tenim segur
que les dues primeres xifres decimals del nombre s6n 2 i 3.

Per tant, de moment \E =2,23...

En aplicar aquesta técnica un cop rere un altre, comprovem que obtenim el

nombre decimal \E =2,236067977499789696409173668731...

Exercici 24

Es el nombre \E =2,236067977499789696409173668731... un nombre racional?

- . . a .
Es a dir, es pot escriure de la forma { amb a i b nombres naturals?

Solucié:
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Els nombres irracionals sén aquells nombres que no es poden escriure

de la forma % amb a i b nombres enters.

Una caracteristica que identifica els nombres no racionals és que tenen

forma de nombre decimal il-limitat no periodic.

Tots els nombres amb expressio \/; amb p un nombre primer sén irracionals.

Aixi \E =2,236067977499789696409173668731... és un nombre irracional si ac-

ceptem l'afirmaci6 anterior.
7, e, log, 3 i el nombre d'or ¢ també sébn nombres irracionals.

Demostrar que un nombre no és racional és complicat i l'estudi de les tecniques
per a fer-ho van molt més enlla de les técniques que es presenten en aquest

curs de matematiques.

Tot i que és una tasca molt complicada, la comprensié6 d'una demostraci6
d'aquest estil és altament satisfactoria. Aquesta €s la ra6 per la qual la deixarem

escrita a continuacié. Potser algun dia us hi voldreu atrevir...

En el cas concret que ens ocupa, veurem la demostracié que \E no es racional
amb un argument que s'anomena Reductio ad absurdum. La idea és molt simple,
pero l'argument és d'una bellesa tan extrema, que hi té dedicat un annex al
magnific llibre de Carl Sagan Cosmos.

La idea de la reducci6 a l'absurd és que al principi se suposi una cosa, i quan
amb regles validades i demostrades s'arribi a una situacié impossible i inac-
ceptable per ningu, aleshores es conclogui que el que hem suposat a l'inici és
completament fals i ha de passar necessariament la cosa contraria al suposit
de partida.

Com a suposit inicial suposarem que \E és un nombre racional.

Ateés que suposem que \E és un nombre racional, aquest nombre es pot escriure
ez . . a .
en forma de fraccio irreductible tipus 1 amb a i b nombres naturals. Com que

hem triat la fracci6 irreductible, sabem que obligatoriament MCD(a,b) = 1,
és a dir, no pot haver cap nombre diferent de 1 que divideixi a la vegada els

nombres a i b.

Com que \E = %, aleshores sabem que % . % =50 el que és el mateix a2= 5-b%.
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Aleshores, com a la banda dreta hi surt un 5, a ha de ser un multiple de 5,
ja que si la seva descomposicié en forma de primers no conté el nombre 5,
no podriem tenir una banda maultiple de 5 i l'altra no multiple de 5 i dir que
tenim el mateix nombre.

Aleshores podem suposar que a =5 - k.

Aleshores a2 = 5.b” és el mateix que 25.k*>= 5-b% 0 bé 5-k*>= b’

Aleshores, com que a la banda esquerra surt el 5, b ha de ser un maltiple de 5.

Aqui acabem d'arribar a un fet impossible, ja que MCD(a,b) = 1 i acabem de
veure que el 5 divideix a i el 5 divideix b!

El fet d'arribar a un fet impossible indica que el suposit de partida és incorrecte.

Per tant, \E no és un nombre racional, ja que si ho fos arribariem a un fet
inacceptable.

Demostrar que certs nombres no sén racionals és un dels grans divertiments
dels matematics!

Hi ha demostracions precioses com la que demostra que el nombre e no és

racional. Si feu un recorregut per la web en trobareu un munt més!

Exercici 25

Quan demanem \E a una calculadora, un full de calcul tipus Excel o un pro-

grama informatic tipus Flash, ens ofereixen un valor numeéric per a l'expressio

tipus 2,23606797749979. Es aquest valor el valor real de 1'expressio \E ?
Solucié:

No. Sempre és una aproximacié. De fet, atés que 2,23606797749979

223606797749979 . . . .
=700000000000000 €S un nombre racional, si fos el valor exacte, y5 seria ra-

cional, i tal com hem vist a 1'exercici anterior, \E no es racional!

Exercici 26

Es possible obtenir l'expressié decimal exacte del nombre representat per \E ?

Solucié:
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No. Es impossible que cap maquina ens pugui oferir els infinits digits del nom-
bre \E , ja que necessitaria un temps infinit per a calcular-los. No obstant aixo,

si que és possible obtenir una representacié mental exacta del valor \E .

Per exemple, si utilitzem el teorema de Pitagores amb costats 1 i 2, la hipote-

nusa mesura exactament el valor \E .
Exercici 27

Simplifiqueu els nombres racionals segiients:

a) \/g

b) 454

C) \/7_2

e) 3
Jis

Solucié:

Una de les propietats més ttils per a simplificar equacions és la segiient:

Bfnp —a. &fp
En el cas particular n = 2,

Vazb =a-\b.

La segona propietat que cal tenir present és que:

Vada=a

a)\/§=\/22_~2=2\/5

b)A54 =433.2 =330

o712 =232 =23 =62
18 P2 152

D=5 =""7—"="3
3 3 3112 a2
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Exercici 28
Expresseu en forma de notacio cientifica els nombres reals segiients:

a) 5 320 000
b) 0.0000023

Solucié:

La notaci6 cientifica és una forma comode de representar un nombre molt

gran o molt petit utilitzant poténcies de base deu.

Aixi

a) 5320 000 = 5.32 -10°

Observeu que si el nombre és gran, s'escriu el nombre amb un sol decimal

seguit d'un 10 elevat a tants digits com nombres hi ha rere la primera xifra.
Aixi, com que rere el 5 hi ha 6 digits, el 10 ha d'estar elevat a 6.

b) 0.0000023 = 2.3 - 10°°

Observeu que si el nombre és petit, s'escriu el nombre que comenca després
dels zeros amb un sol decimal seguit d'un 10 elevat a tants digits zeros com hi
hagi abans del de l'esquerra amb signe negatiu. Aixi, com que tenim 6 zeros
fins al 2, el 10 ha d'estar elevat a —6.

Exercici 29

Expresseu en forma de nombre decimal els nombres reals segiients expressats
en notacié cientifica:

a) 6,3-10°
b) 2,315 - 10™

Solucio:
La idea que hi ha rerefons de la notaci6 cientifica és que sempre que multipli-
quem per 10 es mou la coma cap a la dreta, i sempre que dividim per 10 es

mou la coma cap a l'esquerra. Recordem, a més, que un negatiu a l'exponent

és un conveni que el 10 elevat a l'exponent esta dividint.

Aixi, 6,3 - 10% = 630 000 000 i 2,315 - 10 = 0,0002315.

Exercici 30
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Representeu en una recta horitzontal els punts 0, 1, 2, 3, -1, -2, -3, %, -2.81i \E .

Solucié:

Una recta és un objecte geometric de la nostra ment format per un con-
junt d'infinits punts infinitament llarg, i infinitament prim que no té
cap mena de curvatura.

Quan representem la recta, només som capacgos de fer una aproximaci6 a
aquesta idea.

Ateés que mai no es pot representar la idea de recta com a objecte infinitament
llarg, el que farem és suposar que el tros de recta que dibuixem es pot allargar

pels dos extrems fins a 1'infinit.

Ates que si fos infinitament prima, els nostres ulls no la veurien, ens imagina-
rem que quan la representem amb un llapis o amb l'ordinador a través dels
pixels el gruix del dibuix és 0.

Si acceptem aquests fets no tenim problemes perque el nostre cervell interpreti
el dibuix segiient com un objecte geometric ideal conegut com a recta.

Per tal de representar el O en la recta, triem un punt qualsevol d'aquesta recta.

Per tal de representar I'l, triem un punt qualsevol a la banda dreta del zero.
Compte que aix0 és per conveni. Posem els positius normalment a la dreta
pero no té per que ser aixi.

Un cop assignat el 01 1'1, tots els enters queden determinats. El 2, per exem-
ple, ha d'estar a la mateixa distancia de 1'1 que I'1 del O. El -1 ha d'estar a la
mateixa distancia que 1'1 del O pero a l'esquerra del 0. I aixi anem trobant la
representacio dels enters...
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®
®
®
o e
®
®
®

La representaci6 del nombre % es troba a mig cami entre el 0 i 1'l, ja que

dividim la unitat en dues parts i en prenem una.

A la practica, pero, se sol fer dividint la unitat en 10 parts i prenent 5, ja que

1 1
5-79=5-0.1=05=5.

0,5

Podem representar directament —-2.8 dividint en 10 parts la unitat que va de

-2 a -3 i prenent-ne 8.

Finalment, per a representar \E podem utilitzar Pitagores amb un triangle rec-

tangle de costats 1 i 1. La mida de la hipotenusa és el nombre \E . Amb un
compas podem marcar el nombre sobre la recta tal seguint la idea del dibuix
segient.

De totes maneres, a la practica, ateés que \E = 1,4142..., dividim el segment

que vad'l a 2 en 10 parts i marquem una mica més de 4 parts.

Exercici 31
Expliqueu quins nombres formen part dels conjunts de nombres segiients:

a) 1<x<56[1,5]
b) 1I<x<561[1,5)
c) 1<x<5
d) I<x<5

e/
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HIR

Solucio:

Recordeu que 1'expressio a a < b simbolitza que a és més petit que b, i
I'expressio a <b simbolitza que a és més petit o igual que b.

a) Aqui trobem tots els nombres reals des de 1'1 fins al 5, ambdos inclosos.
Observeu que els claudators tancats indiquen que els nombres dels extrems
de l'interval pertanyen al conjunt.

b) Aqui trobem tots els nombres reals des de I'1 fins al 5, amb I'1 inclos pero
el 5 no.

¢) Aqui trobem tots els nombres reals des de 1'1 fins al 5, amb el 5 inclos pero

1'1 no.

d) Aqui trobem tots els nombres reals des de 1'1 fins al 5, pero ni 1'1 ni el 5

estan inclosos.

e) En 7/ tenim tots els nombres enters.

f) En [R tenim tots els nombres reals.

Exercici 32

Justifiqueu si les igualtats d'expressions algebraiques segiients sén equacions
o identitats:

a)3x-5=x-1
b)x+1=x+1

Solucio:

Si substituim la x per 4 en l'expressié 3x — 5 = x — 3, obtenim en la primera
expressio algebraica el valor numeric 7, i en la segona, 1. Com que hem trobat
valors de les lletres pels quals la igualtat no és certa, podem dir que tenim una
equacio.

Si substituim la x per qualsevol nombre en l'expressio x +1 = x +1, obtenim tant
en la primera expressio algebraica, com en la segona, el mateix valor numeric.
Com que no podem trobar valors que en ser substituts de les lletres la igualtat

no sigui certa, podem dir aleshores que tenim una identitat.
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Exercici 33
Esbrineu si les equacions segiients son equivalents:

a)x-1=4ix=4+1
b)3-x=12ix=2%

Ox+1=2ix*=1
Solucié:

Les equacions x — 1 =41ix =4 + 1 s6n equivalents, ja que totes dues tenen per
Unica soluci6 el nombre 3.

Les equacions 3 - x=12ix =

1—32 sOn equivalents, ja que totes dues tenen per

unica solucié el nombre 4.

Les equacions x + 1 =2 i x* =1 no sé6n equivalents, ja que la primera només
té per tinica soluci6 el nombre 1, mentre que la segona té dues solucions, el
nombre 1 i el nombre -1.

Exercici 34
Trobeu la soluci6 de l'equacio segiient: 3x —2x -1 =3 + 2.
Solucié:

Per comptes de cercar les solucions de I'equacié 3x —2x — 1 = 3 + 2, cercarem la
soluci6 de l'equacié 3x - 2x = 1 + 3 + 2, la qual és equivalent a l'anterior ja que
només hem sumat 1 a cada costat. I per comptes de trobar la soluci6é de 3x —
2x =1+ 3 + 2 cercarem les de 'equaci6 simplificada x = 6, en la qual i d'un sol
cop d'ull podem veure que té per Unica solucié el nombre 6. Aixi trobant la
solucié6 de 'equaci6 equivalent x = 6, hem trobat la soluci6 de I'equacio6 3x - 2x
—1=3+ 2. Es pot comprovar que hem trobat el valor correctament amb el fet
que en substituir la x de 'equaci6 inicial pel valor 6 obtenim a tots dos costats

el mateix valor numeric: 3-6-2-6-1=18-12-1=51i3 + 2 =5 a l'altre.
Exercici 35

Trobeu les solucions de les equacions segiients:

a)xX*+x-20=0
b) x* =20 - x

) -x*-x+20=0
d)2x* +2x-40=0
e)x-(x+1)=20
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H)(x+5)x-4)=0

Solucié:

a) De l'equacio ¥+x-20= 0, prenenta =1,b=1ic= —20, obtenim les soluci-

—14+y2+80 —149 —1+9 : —1-9 8 : —10
ons x = 0 = 3 = 5 = 5 =4; -5, se-

gons s'explica en la secci6 1.5.
Comprovem, doncs, que 4 és solucio: 4°+4-20=16+4-20=20-20=0.

Comprovem ara que -5 també és solucio: (—5)2 +(-5)-20=25-5-20=25
-25=0.

b) x* = 20 - x és una equaci6é equivalent a una equaci6 de la forma
ax2+bx+c=0.

Concretament a l'equacié x* + x — 20 = 0. Per l'apartat a) ja sabem que les
solucions d'aquesta son els valors 4 i — 5.

2 A .z
¢c) - x - x + 20 = 0 és una equaci6 de segon grau. Prenent

a=—-1,b=—1ic=20, obtenim les solucions 4 i — 5. Una segona forma, pero,
de fer aquest exercici €és canviar els signes i obtenir I'equacié equivalent de
l'apartat a).

d) 2x* + 2x— 40 =0 és una equacio de segon grau. Prenenta =2,b=2ic= —40,
obtenim les solucions 4 i - 5. Una segona forma, pero, de fer aquest exercici és
dividir tots dos costats per 2, amb la qual cosa obtenim l'equaci6é equivalent
de l'apartat a).

) x - (x + 1) = 20 és una equacié equivalent a l'equacié x* + x = 20, la qual
és a la vegada equivalent a I'equaci6 de 'apartat a). Per tant, les solucions s6n

els valors 41i-5.

f) (x + 5)(x — 4) = 0 és una equaci6 equivalent a l'equacio X+ 5x—4x-20=
0, equaci6 equivalent a 'equaci6 de l'apartat a). Per tant, les solucions també
son els valors 4 i — 5. Una segona forma molt més rapida de fer aquest exercici
és cercant directament quan (x + 5) és 0, o quan (x — 4) és 0. Del primer traiem
la solucié -5. Del segon, traiem la soluci6 4.

Exercici 36

— b+ b — dac

Demostreu que les equacions ax2+bx+c=01ix = — 5, sonequiva-

lents.
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Solucio:
. , . Y o o
Multiplicant per 2a l'equacio x = ———_————, obtenim I'equaci6 equiva-

lent 2ax = —b=+yb?—4ac. Sumant a totes dues bandes b obtenim l'equacio

equivalent 2ax + b = +yb% — 4ac . Si elevem al quadrat totes dues bandes, sabem

que la igualtat s'ha de mantenir. Aixi (2ax + b)* = (i\lbz —4ac )2. Desenvolupant
el quadrat, i atés que positiu o negatiu al quadrat sempre és positiu obtenim
I'equacio: 4a*x* + b* + 4abx = b* - 4ac. Restant b* i sumant 4ac a totes dues
bandes, obtenim l'equacié 4a°x* + 4abx + 4ac = 0. Si traiem factor comu 4a

obtenim: 4a- (ax* + bx + ) = 0. Atés que a ha de ser diferent de 0, ja que sin6 no
tindriem una equaci6 de segon grau, podem dividir per 4a (recordeu que en
matematiques esta completament prohibit dividir per O!) a totes dues bandes

per a obtenir l'equacié equivalent: ax* +bx +c=0.

Com que hem passat d'una de les equacions a l'altra amb transformacions que
respecten l'equivaléncia de les equacions, tenim que les dues equacions sén
equivalents i que, per tant, si coneixem les solucions de l'una coneixerem les
solucions de l'altra.

— b o> — dac — b b — dac

Ates que x = ———H_——— t€ per solucions els valors A
— L— 2_
i W, l'equaci6é ax2+bx+c=0 té per solucions els valors
—b+dp?—dac , —b— b 4ac
2a ! 2a )

Exercici 37

Trobeu les solucions de les equacions segtients:

a)x-2=0
b)x+7=0
c)2x-5=0
d)x*-5=0
e)x’-2=0
Solucié:

a) x — 2 = 0 té per soluci6 el nombre natural 2.
b) x + 7 = 0 té per soluci6 el nombre enter —7.

c) 6x — 1 =0 té per soluci6 el nombre racional %

d)x*-5=0té per solucions els nombres irracionals \E i —\E .
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e)x’-2=0té per soluci6 el nombre irracional E\E .

El fet que aquests nombres sén soluci6 d'una equacié polinomica amb coefici-

ents enters permet afirmar que 2, -7, —é, \E ) —\E i 3\/5 s6n nombres algebraics,

tal com s'ha definit en la secci6 1.6.
Exercici 38

2x+3y=11
x—2y=2

Resoleu el sistema segiient:
Solucio:

De la segona equacio tenim que x=2+2y.

Aleshores en la primera equacio substituim la x per I'expressio 2+ 2y. Per con-

veni posarem entre paréntesis l'expressié encara que en certs casos concrets
potser no caldria.

Aixi, tenim que 2 - (2+2y)+3y= 11 0 el que és el mateix, 4+4y+3y =11, res-
tant 4 a tots dos costats, obtenim l'equacié equivalent: 4y+3y=11-4, que
simplificant és 7y =7, la qual té per soluci6 y=1. Atés que x=2+2yilay és
1, 1a x necessariament és 4.

Exercici 39

Demostreu que tots els nombres naturals, enters, racionals i alguns nombres
que contenen arrels son nombres algebraics.

Solucié:

Si n és un nombre natural, n és algebraic, ja que l'equacié x — n = 0 té per
soluci6 el nombre n.

Si z és un nombre natural, z és algebraic, ja que 'equacio6 x — z = 0 té per soluci6

el nombre z.

Si r = a/b és un nombre racional, r és algebraic, ja que 1'equacié ax - b =0 té

per soluci6 el nombre r.

Tot nombre de l'estil +yp 0 — \/; amb p primer és un nombre algebraic, ja que

I'equacio X - p = 0 té per solucions els nombres +\/; i-— \/; .

Exercici 40
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Expliqueu el dibuix segiient:

Algebraics
V2

Naturals Transcendents
—>

Irracipnals

Solucio:

El dibuix és una representaci6 dels diferents subconjunts de nombres estudiats
fins ara. Té una estructura tipus matrioixca que permet entendre el perque de
tots els exercicis treballats.

En l'oval més petit trobem el conjunt dels nombres naturals amb alguns exem-
ples de nombres naturals, com ara el O, I'1, el 2 i el 3. Una N denota aquest

conjunt. Observem que el O és considerat aqui com a nombre natural.

El conjunt dels enters és denotat per z. En la imatge és possible observar clara-
ment que l'oval de N és una part inclosa dins de 1'oval de z. Recordem que
per conveni tot nombre natural és a la vegada un nombre enter. Fora de 1'oval
dels naturals pero dins del oval dels nombres enters trobem els exemples de
nombres enters negatius, -1, -2 i -3.

El conjunt dels racionals és denotat per Q. En la imatge també és possible
observar clarament que 'oval dels enters és una part inclosa dins de 1'oval dels
racionals. Recordem que per conveni ja sabiem que tot nombre enter és un
nombre racional amb divisor el nombre 1.

Els exemples triats com a nombres racionals que no son enters sén el 2, el -2/3
iel 2,25. El fet de posar un decimal permet recordar que tot nombre racional
també es pot escriure en forma de decimal limitat o il-limitat periodic.
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El conjunt segiient que inclou els racionals és el conjunt dels nombres alge-
braics. En un exercici anterior ja hem vist que els racionals sén nombres alge-

braics i que \E i-— \E sO6n nombres algebraics. L'altre nombre és anomenat el
nombre auri. En els apunts de 'assignatura es demostrara que aquest també és
un nombre algebraic. El simbol que els denota és Ap.

Com a exemples de nombres transcendents trobem els nombres «, e i — 2.

Aquests tres nombres, juntament amb \E , —\E i 1+2\/Z , sOn els exemples de

nombres irracionals, és a dir, aquells que no es poden escriure en forma de a/b

amb a i b enters.

Finalment trobem que I'oval que inclou tots els nombres esta denotat per una
R de real. Qualsevol nombre que ens puguem imaginar de la recta real esta en

alguna part d'aquest dibuix.
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