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Objectius

Geometria meétrica

Es presentaran eines basiques instrumentals per a resoldre els problemes més
basics de tipus metric en geometria bidimensional i tridimensional. Els pro-
blemes de tipus meétric tenen relacié amb la distancia, 1'apartat o la longitud
d'un vector, I'angle. L'aplicaci6 fonamental es donara en construcci6 de bases
adequades per I'Gs en transformacions geometriques. Al llarg de tot el modul
treballem, sense que calgui explicitar-ho, en els espais |[R2 (bidimensional) i

IR3 (tridimensional).
Transformacions geometriques 2D

Les transformacions geomeétriques s6n una eina molt potent per a la construc-
ci6 geometrica i I'animacid. En aquest apartat presentarem la formulaci6 ana-
litica de les més importants, les transformacions afins elementals, per a propo-
sits de programaci6. Totes aquestes transformacions estan incorporades com
a funcionalitats disponibles en la gran majoria dels programes de grafisme i

animacio.
Transformacions geomeétriques 3D

Les transformacions geometriques tridimensionals s6n una eina molt potent
per a la construccié geometrica i 'animaci6. En aquest apartat presentarem la
formulaci6 analitica de les més importants en dimensio 3, les transformacions
afins elementals, per a proposits de programaci6. Totes aquestes transforma-
cions estan incorporades com a funcionalitats disponibles en la gran majoria

de programes de grafisme i animaci6 tridimensionals.
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1. Geometria metrica

1.1. Norma d'un vector

Donat un vector w no nul, es defineix una direcci6 i un sentit o orientacio
de l'espai. També estem interessats en la longitud (o, en sentit equivalent, el

modul o la norma).
En el cas bidimensional, considerant el vector m = (a, b) del grafic segiient, el

modul o longitud es pot calcular aplicant el teorema de Pitagores al triangle

rectangle corresponent:

Imll= li(a, b)ll= a® +b°

Aquesta és la férmula de la norma d'un vector bidimensional.

En el cas dels vectors de la base ordinaria del pla RxR, tenim:

ey = (1,0);es= N12+0°=1
e, = (1,0);es)= 12 +0°= 1

Observeu un exemple addicional:| (2, 3)|= (/2% + 3% = /13)

Observeu que un vector w és nul si i només si la seva norma és zero.
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En el cas tridimensional, considereu el vector w = (a, b, ¢) (vegeu el diagrama
posterior).

Considerant el triangle rectangle OAD (rectangle en A), i aplicant el teorema
de Pitagores, obtenim OD = d = ./a2 + b2. Aplicant ara el mateix teorema al

triangle rectangle ODP (rectangle en D), tenim:

wl= S+ = (@ +p)+ = Ja+ b2+

Vegem quina és la norma dels vectors de la base usual de l'espai tridimensional:

ey = (1,0,0)eq= V12+0*+0> =1
ey = (0,1,0);es]= NO*+1°+0* =1
e; = (0,0, 1);es]|= NO*+0%+ 17 =1

1.1.1. Vectors unitaris i unitaritzacio

Es diu que un vector és unitari si la seva norma €s la unitat. Ho son, per exem-
ple, els vectors de les bases usuals dels espais bidimensionals i tridimensionals:
1,0),0,1),(1,0,0),(0,1,0), 0,0, 1).

En determinades situacions en les quals tenim una direccié donada per un
vector w no nul, només estem interessats en la direcci6, pero no en el modul
o norma del vector, que resulta ser irrellevant. Llavors podem estar interessats

a disposar d'un vector unitari, de norma 1, que sigui de la mateixa direcci6
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que w, és a dir, que determini la mateixa direcci6. Es possible obtenir aquest
vector dividint w per la seva norma ||w|| (qQue és no nul-la, ja que w és no nul).
Aquest procés és el d'unitaritzacid del vector w:

1

Wy = —W
b dwl

Vegem-ne dos exemples:

w= (L1l = J1°+1% = 2w, = mw - %2(1, y=(L

= Ll = P = Ban = = LD = (e

1.2. Producte escalar

El producte escalar de dos vectors u, v es denota amb u - v i es defineix de
la manera segiient:

En dimensi6 2: u=(a, b), v=(a, b'), u-v=aa' + bb'
En dimensié 3: u=(a, b, c),v=(a', b, c"), u-v=aa'+ bb' + cc
Per exemple (1,2, 3)-(-2,0,4)=1-(-2)+2-0+3-4=10.

Vegem quins sén els productes escalars dels vectors de les bases usuals en els

espais bidimensionals i tridimensionals:

e; = (1,0);e, =(0,1);;-¢,=1.0+0.1=0
e; = (1,0,0);e, = (0,1,0);e; = (0,0,1);e; - €, =1.0+0.1+0.0=0se;-e5=0;e,-€35=0
Es possible formular una relacié entre norma i producte escalar: |w| = Jw-w
1.2.1. Distancia entre dos punts

Donats els punts P, Q, la distancia d(P, Q) és la norma del vector PQ: d(P, Q)
=[IPQ]|.

Per aplicaci6 del teorema de Pitagores, es pot arribar a les férmules finals en
termes de coordenades. L'exposicié d'aquestes férmules ens obliga a un des-

glossament per dimensions.

En dimensio 2, si P = (x1,1),Q = (X2,)2), €s:

d(P,Q) = J(x,-x1)*+ (y2- 1)
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En dimensio 3, si P = (X1,01,21),Q = (X2,V2,Z,) , €s:

A(P.Q) = J(xo—X)*+ (- 1)+ (23-21)
1.2.2. Angle

Si els vectors u, v s6n no nuls, i si a és I'angle que formen, tenim:

u-v

cosa = —
vl

V0= arcos
laall "

El resultat corresponent a la segona férmula esta compres entre O i . En el cas
del pla, s'obté l'angle en magnitud, pero sense signe; el signe d'angle (angle
amb signe) és el signe del determinant det(u, v), si no son linealment depen-
dents.

1.2.3. Ortogonalitat

Dos vectors sén ortogonals si el seu producte escalar és nul. Es a dir, u,
v son ortogonals si i només si u - v = 0. Tenint en compte la férmula

— u-v _ _T p .. Lo o
a= arcosm = arcos0 = 5, dos vectors son ortogonals si, i només si,

I'angle que formen és de 90 graus.

Els vectors de les bases usuals en l'espai bidimensional i tridimensional sén
ortogonals dos a dos, com hem vist anteriorment. Aixo significa que els angles
que formen dos a dos so6n de 90 graus.

Rectes perpendiculars

Si u, v s6n els vectors directors de dues rectes, aquestes son perpendiculars si i
nomeés si els vectors u, v son ortogonals (de producte escalar u - v nul).

Direcci6 perpendicular a un pla

En moltes aplicacions resulta important disposar de la direcci6 perpendicular
a un pla d'equacié donada: imaginem que necessitem parametritzar la trajec-
toria d'animaci6 d'un mobil que parteix d'un pla i s'hi desplaca perpendicu-

larment.

Si I'equaci6 del pla és ax + by + cx + d = 0, llavors el vector N = (g, b, ¢) és or-
togonal al pla. Qualsevol recta que tingui N com a vector director és perpen-

dicular al pla.
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1.2.4. Bases ortonormals

Es diu que una base de l'espai vectorial és ortonormal si els seus vectors com-
pleixen les dues condicions segiients:

1) Tots els vectors sOn unitaris, és a dir, de norma o modul 1.

2) Els vectors de la base sén ortogonals dos a dos, és a dir, de producte escalar

nul.

Tal com s'ha anat veient anteriorment:

1) En l'espai bidimensional, la base e; = (1,0);e, = (0,1) és una base ortonor-

mal.

2) En l'espai tridimensional, la base e, = (1,0,0);e, = (0,1,0);e5 = (0,0,1) és
una base ortonormal.

Un sistema de coordenades és cartesia si la base corresponent és una base or-
tonormal.

1.3. Producte vectorial
Una de les operacions de construccié de nous vectors, a partir de dos vectors
donats, és 'operaci6 del producte vectorial. S'aplica a dos vectors tridimensi-

onals i el resultat és un nou vector tridimensional.

El producte vectorial resol el problema d'obtenir una tercera direcci6é perpen-
dicular a dues direccions donades.

Suposant que estem treballant en la base ortonormal habitual, donats els vec-

tors:

U = (Uy,Up,Uz),V = (V1,V2,V3)

es defineix el producte vectorial de u, v en I'ordre que s'indica com a:

UAV = (UpVy—Volz,Villy — Uy V3, UV, — Villy)

1.3.1. Propietats

Algunes de les propietats del producte vectorial son les segilients:

1) No és commutatiu: u AV = -v A U.
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2) Dos vectors son linealment dependents si i només si el seu producte vec-
torial és nul.

El producte vectorial u A v és ortogonal als vectors u, v.

3) Si u, v sOn unitaris i ortogonals, el producte vectorial és unitari.

El producte vectorial de dos vectors és perpendicular a tots dos. Ara bé, com
orienta el producte vectorial la direccié que determina? El grafic seglient mos-
tra quin és el resultat. El criteri intuitiu és el seglient: si un tirabuix6 gira de

manera que el vector u se superposa sobre el vector v segons el menor dels an-
gles possibles, llavors el tirabuix6 avancara en el sentit del producte vectorial.

Uiy

1.4. Construccio de sistemes de coordenades cartesianes

L'as de la capacitat de construir nous sistemes de coordenades cartesianes per-
metra definir transformacions geometriques bidimensionals i tridimensionals,

que es podran utilitzar per a proposits de construccié i animacio.

1.4.1. Exemple

Vegem amb un exemple una construccié possible, en el cas tridimensional.

Considereu la recta r que passa per l'origen i té vector director w = (1, 1, 1).
Construirem un sistema de coordenades cartesianes d'orientacié positiva que
tingui com a tercer eix de coordenades la recta r, orientat per w, i tal que el nou
origen O' disti 3 unitats de I'origen O i que estigui situat a 'octant x,y,z>0.

Hi ha més d'una soluci6 possible.
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Resposta: només donarem una de les possibles variants de solucio.

Escollirem el tercer vector com el resultat de normalitzar w, de norma

w 1 1 1
_ 2 2 2 _ A . e = _ i . .
it = T T - B esadin o = i = ()

Quant al primer vector, no tenim cap classe de restriccié respecte a la seva

direcci6 a part de la de ser ortogonal a e's;. Facilment podem escriure un vector

ortogonal a ¢'3: per exemple, @, = , que s'ha d'unitaritzar, ja que

(L%

V33

lay "= Jz Per tant ¢,’= L,fh& (—i, = 0). Finalment, podem obtenir el
3 lav’l NG ’

segon vector pel producte vectorial dels obtinguts anteriorment, en l'ordre

que convingui perque la nova base sigui de determinant positiu (ja sortira

normalitzat, com a producte vectorial d'unitaris ortogonals):

euWM_@;A%

2 — 03 1\ > >

16 /6 I

Col-locarem el nou origen O' sobre la recta que passa per l'origen O antic i té

vector director w (per exemple). Com que e'; és unitari en aquesta direccio,

n'hi haura prou d'escollir, per a complir la condici6 de la distancia (i alhora la

1 1 1 3 3 3
condici6 d'octant), 0" = 3¢y = 3| —=,—=,—) = |—=.—=—=].
“ ) v )
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2. Transformacions geometriques 2D

2.1. Transformacions geomeétriques generals 2D

Estem interessats en les transformacions geomeétriques d'un cert tipus, entre

les infinites tipologies de transformacio6 possibles.

Les transformacions geometriques que estudiarem seran les anomenades
transformacions afins, que corresponen a l'estructura (P, P' sobn vectors po-

sici6):

P=fiP=AP+W
En l'expressi6 anterior A és una matriu 2x2, i W és un vector bidimensional.
Es diu que AP és la part lineal de la transtormacio afi, i que W és el vector de

translacid, per motius que veurem a la seccio segiient.

En termes matricials,
(- (2 296G
’
Y Ay Qo) \Y: w
Efectuant els calculs matricials,
(X') _ (au dip (X) n (WI _ (allx + ‘112}') i (Wl _ (allx Tapytwy
v Az Q) \Y, w Ay X+ axy w X+ dyy+w
resulta que en coordenades l'expressio és:

{XI =dpXtapytw,
Y = anxtazpytw,

Donant contingut als diferents coeficients de les formules anteriors
s'obtindran les transformacions concretes. En particular, les anomenades
transformacions afins elementals o basiques, com es veura a les seccions

posteriors de la resta del modul.

A continuacié estudiarem les transformacions afins elementals: translacio,
canvi d'escala, rotacio i simetria central. La composicié d'aquestes transforma-
cions déna lloc a transformacions més complexes, que permeten resoldre gran

quantitat de problemes constructius.
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2.1.1. Translacions bidimensionals

Les translacions en l'espai bidimensional corresponen a les transformacions
més senzilles possibles.

Donat un vector w = (a, b), es defineix la translacié de vector w, i es denota
T, com la transformacio:

T,(P)=P+w
En termes de coordenades,
T,(x,y) = (x,y)+(a,b) = (x+a,y+Db)

Si desglossem per coordenades, amb P = (x, y) i amb P' = (x',y), la transformaci6

per la translacié esmentada resultara:
(X,,Y,) - P, - W(P) - TW(X’}/) - (X’y)+(a’b) - (X+a,}/+b)

d'on resulten les equacions de la translacio

X =x+a
y =y+b
Per exemple, si w = (2 - 3), la translaci6 corresponent és:

{x’ =x+2
y =y-3

També es pot expressar en termes matricials:

La translacioé de vector —w, T_, és la translacioé inversa de la translaci6é de vector

w, Ty.
2.1.2. Canvis d'escala en el pla

Les transformacions de canvis d'escala permeten produir dilatacions o con-
traccions en les dimensions dels objectes segons les direccions dels eixos.

Per a aix0 es necessitaran dos factors escalars de canvi d'escala, una per a cada
eix, estrictament positius.
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El canvi d'escala més senzill és el que es fa respecte a 1'origen, de manera que
és l'origen el centre del canvi d'escala.

En aquest cas, si tenim:
p: factor de canvi d'escala en la direcci6 de 1'eix x
q: factor de canvi d'escala en la direcci6 de l'eix y,

la transformacio6 corresponent sera:

{x’ px
Y =qy

Si, per exemple, p = 2, es duplicara la dimensi6 segons l'eix x; si g = 0,5, es

reduira a la meitat la dimensié segons l'eix y. Si ¢ = 1, no es produeix cap
alteraci6 de la dimensi6 en la direcci6 de I'eix y. Si un factor de canvi d'escala és
major que 1, es produeix dilatacio en la direccié de coordenades corresponent;

si és menor que 1, es produeix una contraccio.

Les equacions anteriors es poden expressar en forma matricial:
xN\ _ (p 0)\(x
(y:) (O q) (y)

La matriu associada a la transformacio és:

-4

El canvi d'escala de factors d'escala p (segons l'eix x), g (segons l'eix y) respecte
del centre C = (a, b), punt del pla, es defineix com la concatenacio:

El"" = TeoE,!

El lector pot obtenir les equacions en aquest cas general.

2.1.3. Girs en el pla respecte a un punt

Vegem en primer lloc 'expressié d'una rotacid respecte de 1'origen de coor-
denades, d'angle a. Si a és positiu, amb I'expressio matricial segiient s'obtindra

una rotacio antihoraria, de sentit contrari a les agulles del rellotge. No efectu-
em aqui la deducci6 del que segueix.

a _ (cosa —sina
R, = :
sina cosa
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Les equacions s'obtenen aplicant la matriu anterior a un vector arbitrari:
(xj - R a(X) _ (cosa —sina) (x) _ (x cosa —ysina)

V. o \y sina cosa/\y xsina + ycosa
amb la qual cosa:

x” = xcosa-—ysina
y’ = xsina +ycosa

Si la rotacié es dona respecte a un punt qualsevol C, llavors cal fer la maniobra
auxiliar de "reducci6" o "pas" a l'origen, situacié en que ja sabem resoldre el
problema d'efectuar una rotacié. Si l'angle de rotaci6 es troba en y la volem
antihoraria (amb a positiu), llavors:

Rc‘Z = TCORO“OT—C

L'estudiant pot obtenir les equacions finals de la transformaci6 en termes de
coordenades.

2.1.4. Simetria central en el pla
La simetria central és la simetria respecte a un punt C del pla. Aquesta trans-
formacié no és més que un cas particular de rotacio, concretament un gir de

180 graus respecte a C.

L'expressio de la transformaci6é com a concatenacié de transformacions és:

180

SC = RC = TCOR0180°T7C

En coordenades, si C = (a, b), resultara:

() - 1d(Gniso ~eors) () () - (G DG D)

d'on:

() - 7@ D65 - 38 - i)+ () - (5250)

2.1.5. Transformacions afins per a construccio geometrica

En la transformaci6 afi general, vegem quin és el significat geomeétric del vector

W i dels vectors de columnes de la matriu A. Suposem que estem treballant

amb la base ordinaria e; = (1,0); e; = (0,1).



© FUOC ¢ PID_00150790 18 Annex 2. Transformacions geométriques

En primer lloc, observeu que f{O) = AO + W = W, amb la qual cosa resulta que el
punt el vector posici6 del qual és W és el transformat de l'origen. Ja que l'efecte
de sumar W és simplement el de traslladar, estudiem la part lineal g(P) = AP.

Si ara calculem les imatges dels vectors de la base per a la transformaci6 cor-
responent a la part lineal g(P) = AP, obtenim:

Per al primer vector,
(Xj _ (all ‘113(1) _ (“111""1120) _ (‘hl)
Yy Ay A/ \0 a1+ a0 as

S'obté, doncs, la primera columna de la matriu A. Vegem que el transformat

del segon és precisament el vector de la segona columna de la matriu:
(X') _ (‘111 ap (0) _ (‘111O + ‘1121) _ (‘112

V' Ay Ay \1 a0 +ay1 a
Aixo significa que podem definir transformacions afins generals indicant:

e quins han de ser els vectors imatges o transformats dels vectors de la base;

e quin és el transformat de l'origen.

Amb el primer cas podem formular la matriu A; amb el segon, tenim el vector
w.

En relacié amb el primer cas normalment construirem noves bases ortonor-

mals que siguin adequades per a la transformaci6 que volem fer.

2.1.6. Composicioé de transformacions

Vegem un parell d'exemples de composicioé de transformacions. Convé tenir
en compte que en general la composicié o concatenaci6é no és commutativa.

La lectura és de dreta a esquerra segons el conveni que adoptem. El simbol °

correspon a la concatenacié de transformacions.
Exemple

Escriurem les equacions del gir en el pla d'angle a = n/6 = 30 graus i centre
C=(2,3).

Resolucio:

Suposem que hem de transformar el punt genéric del pla P = (x, y); sigui P' =
(%', y) el transformat per la rotaci6 indicada en l'enunciat del problema.
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En no ser una rotacio respecte a l'origen de coordenades, cal efectuar la mani-

obra que es descriu a continuacio:
Pl = (TcROaT_C)P
Primera maniobra

En primer lloc, efectuem una translacié a l'origen, de vector -C, és a dir, apli-

quem la translacié T.c=T_3 3)=T(_2,3). Sera:

rer=13) = ()+(3) - (-3

Amb aix0 aconseguim reduir el problema a un de rotacié equivalent, pero
respecte a l'origen, per al qual disposem de la expressié matricial corresponent.

Segona maniobra

Apliquem al resultat anteriorment obtingut la matriu de rotaci6é d'angle reque-

rit, respecte a 1'origen de coordenades:

o _ (cosoc —sino
0 sinoe  cos

Sera, per tant:

Ry{(T o(P)) = (cosoc —sing)(x—Z) _ ((x—Z)cosoc —(y—3)sing)

sinae  coso/\y-3 (x—2)sina +(y—3)cos
Tercera maniobra
Es tracta de tornar a la situacio inicial desfent la translaci6 auxiliar efectuada al

principi, és a dir, aplicar al resultat anterior la translaci6é T, = Ty, 3). Resultara,

finalment:

XN _ o _ _ ((x=2)coso —(y—3)sina) _
(37) = TR (T oPy)) = Te = (3 comer 1= 300 )

_ ((X—Z)cosoc —(y—3)sing) +(2) :((X—Z)cosoc —(y—3)sinoc+2)
(x—2)sina +(y—3)cos 3 (x-2)sina +(y—3)cosa+3

Per tant, les equacions son:

x'= (x—2)coso. —(y—3)sino+2
y'= (x-2)sina +(y—3)cosa+3

Ara només queda substituir a pel seu valor i acabar els calculs...
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La rotacio és antihoraria per a angles positius.

2.1.7. Exemple

Obteniu les equacions resultants d'efectuar, en l'ordre que s'indica a continu-
acio, les transformacions del pla segiients: un gir o rotaci6 d'angle o = 60° res-
pecte del punt C = (1, 4) en sentit antihorari, seguida d'una translacié de vec-
tor D = (6, -2).

Resolucid

Heu de seguir la resolucié de l'exemple anterior, ja que és essencialment la
mateixa, llevat que al final cal efectuar una transformaci6 addicional més, la
translaci6 de vector D. D'aquesta manera, seria:

TyTeR T

Prenem, doncs, els desenvolupaments de la resoluci6 de l'exemple i els com-
pletem:

XN _ o _ (x-1)cosa—(y—4)sino+ 1Y) _
(y’) ToTeRo Toc(P) TD((X—1)sin0c+(y—4)cosoc+4)

((x— 1)coso— (y—4)sino + 1) +(62) _ ((x— 1)cosoz—(y—4)sin(x+9
(x-1)sina+ (y—4)coso. +4 — (x-1)sino+ (y—4)coso +

Per tant, les equacions son:

x" = (x-1)coso—(y—4)sina+7
y' = (x—1)sina+ (y—4)coso + 2

Ara només falta substituir I'angle pel seu valor i acabar els calculs...
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3. Transformacions geometriques 3D

3.1. Transformacions geomeétriques generals 3D

En aquest apartat hi ha un gran paral-lelisme amb l'apartat dedicat a les trans-

formacions geometriques bidimensionals.

Estem interessats en les transformacions geometriques d'un cert tipus, entre

les infinites tipologies de transformacio possibles.
Les transformacions geometriques que estudiarem seran les anomenades
transformacions afins, que corresponen a l'estructura (P, P' sobn vectors posi-
cio):

P=fP)=AP+W
En l'expressié anterior, A és una matriu 3x3, i W és un vector tridimensional.
Es diu que AP és la part lineal de la transformacio afi, i que W és el vector de

translacid, per motius que veurem a la seccio segiient.

En termes matricials:

x’ dqy dyp A1z || X w1

V| T | 21 Az ay Yy T ow,
’

4 a3y dzp A3 4 W3

Efectuant els calculs matricials,

x’ a1 Ay dg3 X W AnX+ dppy+ dqi3Z Wy

V| T | 21 Ay a3 YT wo | T | Gux+ apy+ ayz |7 wy | T
’

Z asy Adsp dss 4 W3 Az X+ dz)y+ dz3Z W3

A X+ aqpy+ a3Z+wy
A1 X+ dypV+ dy3Z + W,

az1X+ d3zp)+ dizZ + w3

resulta que en coordenades l'expressié d'una transformaci6 afi és:

X T apx+ apy+ dpztw,
V' = auX+ apy+ apzt+w,

Z = Az X+ azy+ AzzZ+ Wi
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Donant contingut als diferents coeficients de les férmules anteriors,
s'obtindran les transformacions concretes; en particular, les anomenades
transformacions afins elementals o basiques, com es veuran a les seccions
posteriors de la resta del modul.

Vegem-ne un exemple. La transformaci6 segiient és una transformaci6 afi:

=
Il

"=x-y+4z+5
y' =2x+7y+3z
z=-3y+z+6

La matriu associada A i el vector de translacié6 W sén:

1-14 5
A=1273W=|o0
0-31 6

El transformat del punt P = (1, 1, 0) s'obtindra per simple substituci6 en les

férmules anteriors:

X =x-y+4z+5=1-140+5=15

y =2x+7y+3z=2+7+0=9

zZ=-3y+z+6=-3+0+6 =3
Amb aixo resulta P' = (5, 9, 3).
Estudiarem a continuacié les transformacions afins elementals: translacio,
canvi d'escala, rotacio i simetries. La composicié d'aquestes transformacions
doéna lloc a transformacions més complexes, que permeten resoldre gran quan-
titat de problemes constructius.

3.1.1. Translacions tridimensionals

Les translacions en l'espai tridimensional corresponen a les transformacions

més simples possibles.

Donat un vector w = (a, b, c), es defineix la translaci6 de vector w, i es denota

Ty, com la transformaci6 seglient:

T,(P) = P+w

En termes de coordenades:

T,x,y,z) = (x,y,z)+(a,b,c) = (xta,y+b,z+¢)
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Si desglossem per coordenades, amb P = (x, y, z) i P' = (¥', ¥, Z), el transformat
per a la translaci6 esmentada, resultara:

Xy, z') =P =T,P) =Tyx,y,2) = (X, y,2) *(a,b,c) = (x+a,y+b,z+¢)

d'on resulten les equacions de la translacio:

X =x+2
Y =y-3
zZ=z+5

X X a
)2 I
7z’ z c

Correspondria a considerar les matrius:

100 a
A=1010W=|b»p
001 c

La translacio de vector -wT_,,, és la translacié inversa de la translacié de vector

-wr

wT,,.

3.1.2. Canvis d'escala en 1'espai tridimensional

Les transformacions de canvis d'escala permeten produir dilatacions o con-
traccions en les dimensions dels objectes segons les direccions dels eixos de

coordenades x, y, z, separadament o independentment.

Per a aix0 es necessitaran tres factors escalars de canvi d'escala, un per a cada

eix, estrictament positius.
Canvi d'escala respecte de 1'origen

El canvi d'escala més senzill és el que es fa respecte de 1'origen, de manera que
és l'origen el centre del canvi d'escala.
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En aquest cas, tenim:

p: factor de canvi d'escala en la direcci6 de l'eix x

q: factor de canvi d'escala en la direcci6 de l'eix y

r: factor de canvi d'escala en la direcci6 de 1'eix z

La transformaci6 corresponent sera:

x" = px
Y =qy
zZ =1z

Si, per exemple, p = 2, es duplicara la dimensi6 segons l'eix x; si g = 0,5, es
reduira a la meitat la dimensi6é segons l'eix y. Si g = 1, no es produeix cap
alteraci6 de la dimensi6 en la direcci6é de l'eix y. Si r = 3, la dimensi6 en la
direcci6 de l'eix z es triplica. Si un factor de canvi d'escala és major que 1, es
produeix dilataci6é en la direcci6 de coordenades corresponent; si és menor

que 1, es produeix una contraccio.

Les equacions anteriors es poden expressar matricialment:

x’ p0O0O |l x
Y {1710q0] vy
z’ 00r z

La matriu A associada a la transformacio i el vector de translacié sén:

p0o0 0
A=E" = 0g0[W=]0
007 0

Canvi d'escala respecte d'un centre

El canvi d'escala de factors d'escala p (segons l'eix x), g (segons l'eix y), r (segons
l'eix z) respecte del centre C = (a, b, ¢), punt de l'espai, es defineix com la
concatenacio segiient:

ECP, q4r _ TCOEOP, 4,70 T—C

Podeu obtenir les equacions en aquest cas general.
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3.1.3. Rotacions en l'espai respecte d'un eix

En l'espai tridimensional, i a diferéncia del que ocorre en el pla bidimensional,
les rotacions ho son respecte d'una recta o eix.

En una rotaci6 intervenen dos ingredients:

e l'angle de rotaci6 a
e l'eix de rotaci6 (recta orientada) r

Considereu el punt p no pertanyent a la recta r. Sigui Q el pla que passa per
P, perpendicular a la recta r. Sigui M la intersecci6 del pla Q amb la recta r. El
transformat de P per la rotacié d'angle a i d'eix r és un punt P' per al qual es
compleixen les propietats segiients:

e P'pertany al pla Q
e distancia(P, M) = distancia(P', M)
e langle PMP' ésa

Hi ha dues solucions possibles. Per a obtenir-ne només una cal fixar un sentit

de rotacié. La situacio s'il-lustra en els esquemes que segueixen:

eix
angle positiu

w
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angle negatiu

Tractar les rotacions respecte de qualsevol eix a escala analitica ens allunyaria
dels objectius d'aquesta publicacid, i per aixo considerarem tnicament les ro-
tacions respecte dels eixos de coordenades del sistema de coordenades carte-

sianes.

¢ Rotacions respecte dels eixos de coordenades

Considerarem les rotacions positives respecte dels eixos de coordenades.
Suposant que l'angle de rotaci6 és positiu, les rotacions relatives a un eix
es veuran antihoraries, observades des del semieix positiu, sobre el pla de
coordenades perpendicular a l'eix. El grafic segiient il-lustra aquesta idea.
Per exemple, en el cas de la rotacio respecte de I'eix x, una rotaci6 de 90
graus transforma el semieix y+ en el semieix z+, i la rotacio sobre el pla yz
es veu com a antihoraria des de x+.

Analogament per a les rotacions respecte dels altres eixos de coordenades.
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Estem interessats a veure quines equacions i quines matrius de transfor-

maci6 produiran l'efecte descrit anteriorment; ho descrivim a continuacio.

* Rotacio positiva respecte de l'eix de coordenades Ox (R,”)
La matriu corresponent a una rotaci6 positiva d'angle a respecte de l'eix

X és:

1 O 0
0 cosa —sina
0 sina cosa

Les equacions, derivades de

x’ 1 0 0 b X

y' | 7| O cosa-sina || y | = | ycosa-z sina

z 0 sina cosa z ysina +z cosa
sén

x' = x

= cosd-—zsina
z’ = ysina+ zcosa

Amb aquestes equacions, si l'angle a és positiu, la rotacié es veu com a
antihoraria (sobre el pla perpendicular a l'eix x, el pla yz, observant-la des
de z+).

® Rotacid positiva respecte de l'eix de coordenades Oy (Ry")
La matriu de la rotaci6 positiva d'angle b respecte de 1'eix Oy és:
cosb 0O sinb

0O 1 O
—sinb 0 cosb
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De
x’ cosb O sinb X xcosb + zsinb
yo| = 0O 1 0 y | = y
z' —sinb 0 cosb z —xsinb + zcosh

deduim les equacions de la rotacié positiva respecte de I'eix y:

’

= xcosb + zsinb
=y
z' = —xsinb + zcosb

’

* Rotacid positiva respecte de 1'eix de coordenades Oz (R,°)

La matriu de la rotaci6 positiva d'angle ¢ respecte de l'eix de coordenades

7+ és:
cosc —sinc 0
sinc cosc 0
0 0 1
A partir de
x’ cosc —sinc O || x xcosc—ysinc
y | = | sinc cosc O || y | = | xsinc+ycosc
z 0 0 1)z z

escrivim les equacions corresponents:

’

Xxcosc—ysinc

’

xsinc + ycosc

’

z = Z

3.1.4. Simetries en l'espai

e Simetria axial
La simetria axial és la transformacié de simetria respecte d'un eix. No és
més que la rotaci6é de 180 graus respecte d'aquest eix. Per tant, no és més

que un cas particular de rotaci6 en l'espai.

e Simetria especular

Es la simetria respecte d'un pla. La situaci6 en la qual resultara de més uti-
litat sera en el cas en el qual el pla és un pla de coordenades o paral-lel a un
dels altres. Considerem les simetries respecte dels plans de coordenades.
Aquesta transformaci6 pot ser interessant per a obtenir objectes simetrit-
zats d'un altre, amb l'estalvi de temps consegiient. Una situaci6 que servei-
xi com a exemple de la seva utilitat: imaginem que s'esta desenvolupant
un model amb simetria bilateral (un insecte, per exemple). Només caldra
construir determinades peces una sola vegada (la mandibula d'una formi-
ga, per exemple): les altres es podran obtenir per simetritzacio.
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Simetria especular respecte del pla xy.
SiP=(x,y, z) és un punt generic de l'espai, el simetric P, simetric respecte
del pla xy, sera P' = (x, y, —z). Les equacions corresponents son:

X' =x
7 _

y =Y
z' =z

Simetria especular respecte del pla xz.
SiP=(x, y, z) és un punt generic de l'espai, el simetric P!, simetric respecte
del pla xz, sera P' = (x, -y, z). Les equacions corresponents son:

X =x
’

y ==y
zZ =z

Simetria especular respecte del pla yz.
Si P =(x,y, z) és un punt generic de l'espai, el simetric P, simetric respecte
del pla yz, sera P' = (—x, y, z). Les equacions corresponents son:

NoOo®
([
N <

L'obtenci6 de les equacions de la simetria respecte d'un pla arbitrari és més

complexa técnicament i no es tractara aqui.

3.1.5. Transformacions afins tridimensionals per a construccid

geomeétrica

En la transformacio afi general, vegem quin és el significat geometric del vector
W i dels vectors columna de la matriu A. Suposem que estem treballant amb
la base ordinaria e; = (1, 0, 0); e, = (0, 1, 0); e3 = (0, O, 1).

En primer lloc, noteu que f{O) = AO + W = W, amb la qual cosa resulta que el
punt el vector posici6 del qual és W és el transtormat de l'origen. Ja que l'efecte

de sumar W és simplement el de traslladar, estudiem la part lineal g(P) = AP.

Si ara calculem les imatges dels vectors de la base per a la transformaci6 cor-
responent a la part lineal g(P) = AP, obtenim:

Per al primer vector,

x’ a1 dip dys 1 apl+a;p0+a,;0 ai;

V| T G2 Gz || 0| T | anl+ap0+ay0 || ax
’

z Az Az as; )\ 0 as 1+a30+as0 )\ as
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S'obté, doncs, la primera columna de la matriu A. Analogament el transfor-
mat del segon és precisament el vector de la segona columna de la matriu; el
transformat del tercer vector de la base es transforma en el vector de la tercera
columna de la matriu.

Aix0 significa que podem definir transformacions afins generals indicant:

¢ Quins han de ser els vectors imatge o transformats dels vectors de la base.
e Quin és el transformat de l'origen.

Amb el primer podem formular la matriu A; amb el segon, tenim el vector W.

En relacié amb el primer normalment construirem noves bases ortonormals

que siguin adequades per a la transformacié que volem fer.

Se'n poden veure diversos exemples d'as aplicats a I'obtenci6 de parametritza-
cions de corbes i superficies en posicions arbitraries als capitols posteriors. A
més, en relacié amb la construccié geometrica amb MaxScript, al capitol de
laboratori corresponent es poden veure diversos exemples d'as de les transfor-

macions.

Les transformacions geometriques es poden compondre, com ja hem vist en

el cas del canvi d'escala respecte d'un centre qualsevol, i en altres situacions.

Convé tenir en compte que en general la composicié o concatenaci6é no és
commutativa. La lectura és de dreta a esquerra segons el conveni que adoptem.

El simbol ° correspon a la concatenaci6 de transformacions.

3.2. La projeccid

El principal repte geomeétric que implica representar en una pantalla
d'ordinador una escena tridimensional és, naturalment, que la pantalla de
l'ordinador és bidimensional. El procés pel qual representem la realitat tridi-
mensional en dues dimensions, tenint en compte el punt de vista d'un hipo-
tetic observador, l'anomenem projeccid.

Per a poder fer una projeccié hem de treballar en un espai projectiu, i no en
l'espai euclidia en el qual ens hem mogut fins ara. En els espais projectius
hem d'usar coordenades homogenies.

3.2.1. Coordenades homogeénies

On un punt en un espai euclidia de tres dimensions es representa amb un vec-
tor tridimensional de l'estil (x, y, z), en un espai projectiu, usant coordenades
homogenies, els punts es representen amb vectors de dimensio 4, de 1'estil (x,

V) Z, W).
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Diem que dos vectors (x, y, z, w) i (x', ', Z', w') sén proporcionals si existeix

un nombrectalquex=c-x',y=c-y,z=c-Z,w=c-w.

En coordenades homogenies dos vectors proporcionals qualssevol representen
el mateix punt. Aixi, per exemple, els vectors (2, 5, 7, 1), (4, 10, 14, 2)i (1, 2,5,
3,5, 0,5) denoten el mateix punt.

Donat un punt (x, y, z, w) en coordenades homogenies, la seva representacio
en coordenades cartesianes és (x/w, y/w, z/w). Aixi, el vector en coordenades
homogenies (2, 5, 7, 1) correspon al vector de coordenades cartesianes (2, 5,
7), i es pot comprovar que tots els vectors que representen un mateix punt

donen lloc a les mateixes coordenades cartesianes, com caldria esperar.

Com us podeu imaginar, no ens interessara tractar el cas en qué w =0, ja que
no es correspon amb cap punt de 'espai euclidia en el qual estem acostumats
a treballar.

Per al cas en el qual treballem, el més habitual sera que fixem w =1, considerant
sempre vectors de l'estil (x, y, z, 1). Si trobem un vector la quarta coordenada
del qual, w, sigui diferent d'1, sempre podrem dividir per w, i obtenir un vector

equivalent:

x/w, ylw, zfw, wiw) = (x/w, y/w, z{w, 1)
la quarta coordenada del qual si que val 1.
3.2.2. Les transformacions habituals
Hem vist anteriorment quines sén les matrius que representen les diferents
transformacions tridimensionals en un espai euclidia. Passem a veure algunes
de les matrius corresponents quan treballem en un espai projectiu; com és

natural, passarem a treballar amb matrius 4x4.

Per a traslladar un punt segons el vector (x, y, z) de l'espai euclidia la matriu

sera:

100 x
010y
001z
0001

Per a fer una rotaci6 d'angle « al voltant de l'eix x la matriu sera:



© FUOC ¢ PID_00150790 32 Annex 2. Transformacions geométriques

1 O 0 O
0 cosa —sina O
0 sino coso O
0 O 0o 1

Per a fer una rotaci6 d'angle g al voltant de l'eix y la matriu sera:

cosP 0 sinf O

0 1 0 O
—sinf 0 cosP 0
0 0 0 1

Per fer una rotaci6 d'angle y al voltant de l'eix z la matriu sera:

cosy —siny 0 O
siny cosy 00
0 0 10
0 0 01

Finalment, per a fer un escalat de factors sx, sy, sz en els eixos x, y, z, la matriu

sera:

sx 0 00
0sy 00
0 0sz0
0001

3.2.3. Aplicar la perspectiva

Si volem que la projeccio obtinguda sobre la pantalla sigui realista, haurem
d'aplicar la perspectiva. Aixi, la mida aparent dels objectes representats sera
menor a mesura que s'allunyin de la camera. Suposarem que, mitjancant la
combinacié adequada de les transformacions vistes fins ara, hem col-locat la
camera en l'origen de coordenades, de manera que estigui "mirant" en la di-
recci6 i sentit marcats pel semieix positiu de les z, i de manera que 1"esquerra"
de la camera la marqui el semieix positiu de les x i "dalt" estigui determinat
pel semieix positiu de les y.

Per a aplicar la perspectiva, haurem d'aplicar distorsions en funcié de l'angle
de visi6 que vulguem. Definim dos angles, y i v. py sera l'angle definit per una
recta que surt de la camera per l'eix z i el pla que passa per la camera i el limit
dret de la pantalla. v sera I'angle definit per una recta que surt de la camera per
l'eix z i el pla que passa per la camera i el limit superior de la pantalla.

A més, a I'hora de representar objectes en pantalla, només representarem els
punts que es trobin a una certa distancia de la camera. Definirem una distancia

minima, que anomenarem F, i una distancia maxima, B.
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La matriu que representa el cas general és:

1

— 0 0 0
tanp
1
tanv 0 0
B+F -2BF
0 0 B-F B-F

En el cas que prenguem B = « (és a dir, representem tots els punts per davant
de la camera a partir d'una distancia minima), considerarem la matriu:

1 00
tanpu
1
tanv
0 0 1-2F
0 0 10

Habitualment p i v es determinen de manera que la representacié en pantalla
sembli correcta. Se solen prendre de manera que la tangent de u estigui entre 1
i 95,1, sila pantalla sobre la qual volem fer la representaci6 té format 4/3, pren-
drem v de manera que tan py = 4/3 - tan v. Aixi, per exemple, en una pantalla
en format 4/3 i fixant tan u = 3, si volem representar els objectes que estiguin

en una distancia minima 1 de la camera, treballarem amb la matriu:

)
=)

)
=)

=l el e
|
—_
|
[\S]

S O VI O

[
=)
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Activitats

Exercicis
Problema 1

Donats els punts A, B, escriviu l'expressié del punt del segment AB que dista de B un ter¢
de la distancia de A a B.

Resolucio:

Considerem la parametritzacié P(f) = A + t(B — A). El punt M buscat es descriu de manera
equivalent com el que dista de A dos tercos de la longitud AB. N'hi haura prou d'elegir t =
2/3 en la parametritzaci6 anterior, de manera que resulta M = A + (2/3) (B - A).

També podem escriure una altra variant, Q(f) = B + s (B — A). Llavors cal prendre s = 1/3 per
a obtenir el punt M buscat.

Problema 2

Donats els punts P, Q, escriviu I'expressié del punt del segment PQ que dista de P una quarta
part de la distancia de P a Q.

Resolucio:

La parametritzacio6 del segment és T(t) =P+t (Q—-P), amb 0<t< 1. Obtenim el punt demanat
amb £ = 1/4. Aixi, M= T (1/4) =P + (1/4) (Q - P).

Problema 3

Un punt animat parteix de A = (0, 1, 1) i es desplaca sobre el pla vertical yz al quadrant de
coordenades no negatives y >0, z>0, de manera que s'allunya de l'origen segons una trajec-
toria rectilinia que forma un angle de 30 graus amb el semieix y+. Es deté quan ha recorregut
200 unitats. Parametritzeu la trajectoria.

Resolucio:

Si w és un vector director de la recta que és la base de la trajectoria, llavors es parametritza
amb P(t) = A + tw, amb t > 0. Cal obtenir un vector que, a part de donar-nos la direccié
de la trajectoria, orienti la recta segons la condicié de l'enunciat sobre la seva progressié al
quadrant y+z+, allunyant-se de l'origen. A més, atenent a la condici6 del recorregut de 200
unitats, resultara comode que el vector sigui unitari, és a dir, de norma o modul 1 (en cas
que el vector que s'obtingui no ho sigui, unitaritzarem dividint per la norma o modul).

El vector w = (0, cos 30, sin 30) satisfa tots els requisits. La trajectoria que s'inicia en A es pot
parametritzar amb P(f) = A + tw, amb f positiva o nul-la. El punt final B s'obtindra amb el
valor t adequat del parametre, de manera que s'hagin recorregut 200 unitats. Si w és unitari,
n'hi ha prou d'elegir t = 200, és a dir, B = P(200) = A + 200w.

Aixi doncs, cal parametritzar el segment AB:Q(s) = A + s(B—A) = A + 200sw, amb 0<t<1.
Concretant,

Q(s) = (0,1, 1)+ 5(0, 200 cos 30, 200sin30) = (0, 1+ 200cos30s, 1 +200s
= ((0,1+5100, 1 +5100./3), con(0 <t<1))

També s'hauria pogut trobar directament un vector director o de modul 200, concretament
u = (0, 200 cos 30, 200 sin 30). En aquest cas, B = A + u. El resultat final és el mateix: G(r)
=A+rB-A)=A+ru.

Problema 4

Considereu el triangle ABC, amb A =(3,0,0), B=(0, 3,0),C=(0,0, 3). IsiguiM=(1,1, 1),
punt del pla determinat per aquests tres punts. Un punt animat parteix de M, s'allunya de
l'origen i es mou segons una trajectoria perpendicular al pla ABC fins a recérrer 300 unitats.
Parametritzeu la trajectoria d'animacio.

Resolucio:

La principal dificultat és obtenir una direccié (un vector w) perpendicular al pla ABC. El
pla ABC divideix l'espai en dos semiespais, uns dels quals conté l'origen de coordenades. Ja
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que s'ha de complir la condicié d'allunyament de I'origen, haurem d'elegir w de manera que
"apunti cap al semiespai que no contingui 1'origen".

El procediment estandard per a obtenir una direccié perpendicular a dues direccions donades
és el producte vectorial. Elegim dos vectors no alineats del pla ABC: el més comode és fer-ho
a partir dels punts dels quals disposem de les coordenades. Siguin:

u;=AB=B-A=(0,3,0) - (3,0,0) = (-3,3,0)
u,=AC=C-A=(0,0,3)-(3,00) = (-3,0,3).

Calculem w; = u; Au, =(9,9,9). L'orientaci6 de la direccié que determina és la requerida.

Ja que cal recérrer una distancia en la direccié donada pel vector anterior, és convenient
unitaritzar, és a dir, dividir per la norma, que €és |w|= (/92 + 92+ 92 = 9./3). Aixi, finalment
we Loy, - (L0

wil ™ \3°3 3
El final del recorregut sera F = M + 300w. Per tant, la parametritzaci6 de la trajectoria és:

300 300 300

P(t) = M+ t(F-M) = M+ t300w = (1,1,1)+t(ﬁ,ﬁ,ﬁ),0st31

Problema 5

Donats els punts A, B de I'espai, escriviu l'expressié del punt C del segment AB que dista de
A un ter¢ de la longitud del segment AB. Raoneu la resposta.

Resolucio:
C=A+(1/3) (B-A).

Els punts del segment AB sén de la forma P(f) = A + t(B — A), amb t que varia entre 0 i 1.
El punt C és el que correspon al parametre t = 1/3. Ho justificarem en termes de distancia.
Imposem la propietat de l'enunciat: (1/3)d(A, B) = d(A, P(t)). Per tant,

(1/3)d(A, B) = d(A, P(t) = |[P()- Al = |A + B — A) - Al = |[tB - A)|| = |¢] |IB - Al = td(4, B).
Ha de ser, per tant, t = 1/3.

Problema 6

En l'espai tridimensional, I'equacié y = x és 'equacié d'un pla perpendicular al pla horitzontal
z=0. Cert o fals? Raoneu la resposta.

Resolucio:

Cert. L'equaci6 y = x correspon al pla perpendicular a z = 0 que talla aquest pla segons la
bisectriu del primer quadrant. La resposta es pot esbrinar calculant vectors normals als plans
indicats i comprovant que sén ortogonals, és a dir, de producte escalar nul. Ara bé, recordeu
que si ax + by + cz+ d =0, llavors N = (a, b, ¢) és un vector perpendicular al pla. Reescrivint
el pla y = x en aquesta forma, és adir,comal-x-1-y+0-z+0=0, resultaque N=(1, -
1, 0) és un vector normal al pla. Quant al pla z=0, N' = (0, 0, 1) és normal al pla horitzontal
z=0. Vegem que el seu producte escalar és nul:

N-N=(1,-1,0)-(0,0,1)=1-0+(-1) - 0+ 0 - 1 =0. Per tant, els plans respectius sén
perpendiculars.

Problema 7

Donat el pla determinat pels punts A = (2, 0, 0), B = (0, 3, 0), C = (0, 0, 1), construiu un nou
sistema de coordenades d'acord amb la descripci6 segiient:

El nou origen O' ha de ser el baricentre de A, B, C.
El segon eix del nou sistema ha de ser perpendicular al pla determinat per A4, B, C, orientat
positivament cap al semiespai que conté l'origen O del sistema de coordenades usual,
sistema en el qual hi ha expressats els punts A, B, C.

® El nou sistema de coordenades ha de ser de coordenades cartesianes.
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Els detalls que quedin sense especificar queden al lliure criteri de l'estudiant, que haura de
descriure les decisions que prengui.

Mostreu tots els passos de la construccio.
Problema 8

Escriviu el vector director de la recta del pla z = 0, que passa per 1'origen de coordenades, tal
que el seu angle d'inclinaci6 (amb I'eix Ox+) és de 30 graus.

Resoluci6:

Hi ha més d'una possibilitat. Si es pren unitari d'entrada, sera:

w = (cos(mnt/6), sin(n/6), 0).

També es podria prendre qualsevol multiple escalar no nul d'aquest.
Problema 9

Donada la recta que passa per A i és de vector director v, doneu el punt que dista n unitats
de A segons la direcci6 del vector v.

Resolucio:

12 N
Parametritzem utilitzant un vector unitari P(f) = A+ fm. N'hi haura prou de prendre t=n,

és a dir, P(n).

Problema 10

Quina forma tenen els vectors que sén ortogonals aw = (1, 1, 1)?
Resolucio:

Sigui v = (g, b, ¢) un vector ortogonal a w. Aquest fet equival que sigui nul el producte escalar
de tots dos. Per tant: 0=v-w=(a, b,¢)-(1,1,1)=a-1+b-1+c-1=a+b+c. Per tant,
son de la forma v = (a, b, ¢) = (a, b, —a — b), amb a, b qualssevol.

Problema 11

Donada la recta r que passa pel punt A = (1, 2, 0) i té direccié donada pel vector v = (1, 1,
1), construiu un nou sistema de coordenades cartesianes que tingui com a eix z' (tercer eix
de coordenades) la recta donada, pero orientada en sentit oposat al de 'orientacié donat pel
vector v. El nou sistema ha de ser d'orientaci6 positiva.

Resolucio:

El nou sistema de coordenades sera §’ = ( A;{?nﬁz, 33}). Presentarem una resoluci6 esquema-

tica; el lector suplira els detalls de calculs intermedis com ara el calcul de normes o els pro-
ductes vectorials.

> 15 1 1 1
En primer lloc, tenim || = ,/3, amb la qual cosa podem elegir U3 = -V = —| —=,—=,—= /.
p [ VE q p 8 v (ﬁ. J3 ﬁ)
Obtindrem ara una direcci6 ortogonal al vector anterior, efectuant el producte vectorial

amb un altre vector que no determini la mateixa direcci6, com per exemple 33 = (0,0,1)-

L2 > > 1 1 S 2 . .
Sigui V1 =e3aluz = (— -—, 0). La seva norma és || = A/:, i ara podem unitaritzar:
g Ve Il = 3 p
i = ! V= ( ! ! 0) Aconseguirem una tercera direccié ortogonal a les dues anteriors
=53V = \l7=——7=0). u
Bl 22 8 &

L1 —%) Que
T

da per resoldre el tema de l'orientaci6, una cosa que podriem haver fet a mesura que feé-
iem els productes vectorials, controlant l'orientaci6 final. També es pot fer al final: calculem

det(i, i1, 3 ), que resulta ser negatiu. Per tant, finalment, ja que volem mantenir el tercer

> > >
(i ja unitaritzada) mitjancant un nou producte vectorial: U2 = U1 All3 = (

vector per a ajustar-nos a l'enunciat, podem optar per canviar 'ordre dels dos primers o bé
canviar-ne un de signe.

Problema 12
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Imaginem que tenim el problema constructiu de col-locar una esfera amb centre a una certa
distancia d'un punt i segons una certa direccié. Donada la semirecta amb origen en el punt Pi
amb vector director en v, considerem la parametritzaci6 corresponent: Q(t) = P + tv, con t>0.
Obteniu el punt sobre la semirecta que dista 2 unitats de p.

Resolucio:

|4

Considerem la parametritzaci6 alternativa amb vector director unitari: R(s) = P+ S N'hi

ha prou d'escollir s = 2. Per tant, en la parametritzacié donada escollim t = 2/||v||, amb la qual
cosa el punt buscat és Q(2/||v||)-

Problema 13

Suposem que volem programar animacions de translacié segons plans paral-lels al x = y.
Quina forma tenen els vectors w amb qué es poden produir translacions T,, segons plans
paral-lels al pla x = y? Raoneu la resposta.

Resolucio:

Es pot resoldre obtenint els vectors ortogonals al pla x — y = 0, que és de vector normal N =
(-1, 1, 0), és a dir, els vectors w = (a, b, c), el producte escalar del qual amb N és nul: 0 = N
-(a,b,c)=(1,-1,0) - (a, b, c) =a-b. SO6n de la forma, doncs, w = (a, b, ¢) = (a, a, ¢), amb
a, ¢ nombres reals qualssevol.

Exercicis 2
Problema 1

Sigui CO la circumferéncia de centre l'origen i radi R = 1 i sigui Q l'el-lipse de centre (4, 5),
semieixos 2, 3, i el semieix major del qual forma un angle de 30 graus amb el semieix positiu
de les abscisses. Obteniu una concatenaci6 de transformacions geometriques que transformi
COen Q.

Resolucio:

Considerem CO la circumferencia de centre C = O = (0, 0) i radi R = 1. Sigui Q 'el-lipse que es
descriu en 'enunciat, resultat final d'aplicar una seqtiéncia de transformacions geomeétriques
a C0.

Proposarem una solucié possible, en el benentés que aquest tipus de problemes es poden
resoldre en general de més d'una manera. L'ordre segons el qual s'apliquen les transformaci-
ons és important.

Primera transformacio

Convertirem la circumferéncia CO en una el-lipse CI que sigui métricament identica a CO,
encara que amb el centre en C = O = (0, 0) i amb els eixos principals respectivament coinci-
dents amb els eixos de coordenades. Aix0 es pot aconseguir mitjancant un canvi d'escala,

concretament EO3’ 2, canvi d'escala respecte a l'origen amb factors de canvi d'escala: 3, segons

la direccio6 de l'eix de les x; 2, segons la direcci6 de I'eix y. Aquest canvi d'escala triplica la
dimensi6 dels objectes en la direccié de I'eix Ox i duplica la corresponent a I'eix Oy. Aixi,
tindrem:

C1 = E,>?(C0)

Segona transformacio

Efectuem una rotaci6 de CI respecte a l'origen, d'angle 30 graus. Es a dir, apliquem la trans-
formacié R 030 a C1. El resultat és una el-lipse C2, metricament idéntica a C1 i a a l'el-lipse

final Q: Q €2 = R,*(C1).
Tercera transformacio

Només queda efectuar una translaci6 de vector w = (4, 5), per a obtenir l'el-lipse fi-
nal:Q = T,(C2) = T4 5(C2)

Transformaci6é completa
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Per tant:

Q = T\(C2) = Ty 5(Ro™(C1)) = Tey 5, (Ro™(Eg”*(€0))) = (T4 5°Ro" °Eq”*)(CO)

Aixi doncs, la concatenaci6 de transformacions basiques (llegint de dreta a esquerra) és:

30 3,2
T(4,5)°Ro °Eo

Observacio

Observeu que una modificacié simple del desenvolupament anterior ens permetria transfor-
mar un cilindre de base la circumferéncia donada, en el pla z = 0, en un "cilindre", de base
elliptica (cilindre el-liptic), de base I'el-lipse donada:

30 5 3,21
T(4‘ s, 0)°Rz °E,

Problema 2

Considereu la figura F1, formada pel rectangle de vertexs A = (1, 2), B=(5,2),C=(5,4),D =
(1, 4). Considereu la figura F5, formada pel quadrat de costat 2 que té un veértex en el punt (1,
0), un costat paral-lel a larecta y = x/3 i esta totalment contingut en el semipla y = 0. Formuleu
una composici6 de transformacions geometriques afins del pla que transformi F1 en F5.

Resolucio:

Indiquem A = (1, 2), B=(5, 2), C= (5, 4), D = (1, 4), vértexs del rectangle, que indiquem
amb F1. Observeu que els costats del rectangle sén respectivament paral-lels als eixos de
coordenades. Els costats del rectangle tenen longitud 4 (amplada, segons l'eix x), 2 (altura,
segons l'eix y). Us recomanem que aneu dibuixant les figures F que s'aniran considerant.

Metode 1
Utilitzarem les transformacions geometriques més basiques possibles.
Primera transformaci6

Efectuem una "translacié a l'origen", que portara el punt A a l'origen de coordenades. El vec-
tor de translacio ha de ser -4, i la translaci6é sera T, = T3, = T ). La figura resultant
sera el rectangle F2 = T ,(F1), rectangle amb les mateixes mesures que F1I i de costats res-

pectivament paral-lels als eixos de coordenades. Els vertexs A, B, C, D s'han transformat, res-
pectivament,en A'=0= (0, 0), B'=(4,0), C'=(4, 2), D'= (0, 2).

Segona transformacié

Aplicarem un canvi d'escala a la figura obtinguda anteriorment a fi que la converteixin en
un quadrat de costat 2, métricament idéntica a la figura final. Aixo es pot fer mitjancant un

canvi d'escala respecte a l'origen, amb la qual cosa es produeix la figura F3: F3 = E,**V(F2).
Els vertexs A', B', C', D' s'han transformat, respectivament, en A" = (0, 0), B" = (2, 0), C" =
(2,2),D"=(0,2).

Tercera transformacio
Efectuarem una rotaci6 de centre 1'origen i angle a, amb a = arctan(1/3), d'acord amb l'equaci6

de la recta i la condici6 sobre la inclusi6 en el semipla de les y positives. Si els vertexs A", B",
C", D" es transformen en A", B"', C", D", aquest és I'angle que el costat A"'B"" ha de formar

amb el semieix x+. Per tant, apliquem F4 = R,‘(F3).

Quarta transformacio

L'altima transformacié produira la figura definitiva: FS = T (,(F4), resultat de la translacié
de vector (1, 0).

Aixi doncs, resumint, la concatenacié de transformacions geometriques sera (llegint de dreta
a esquerra):
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a (0.5,1)
T(1,0)°Ro °Eo OT(fer)

Altres metodes
Hi ha més possibilitats. Indiquem M = (1, 0).

Alternativa 1: Ry"oT g5 0E, ">

Alternativa 2: Ry "oE,,**"o T, -2

Problema 3

Escriviu les equacions de la transformacié geometrica en el pla resultat de concatenar, en
I'ordre que s'indica, les transformacions segiients:

1. La rotacié6 en el pla d'angle 45 graus i de centre el punt C = (2, 3).
2. La translaci6 de vector u = (-1, 2).
Resoluci6:

La rotaci6 que es demana s'obté per concatenacié o composicié de les transformaci-

ons basiques T T . R 045(', en l'ordre que s'indica a continuacié, de dreta a esquerra:
R F“S“ = TcoR 045"07"{. Si volem obtenir l'expressi6é en coordenades, 1'hem d'aplicar a un punt

arbitrari P = (x, y), amb el qual operarem com a matriu columna g C45" P = (TR 045"0 T o)(P)-

En termes matricials resulta:

(37) = ke o(3) = To(Ro™ (7(3)))

O
==
>
[

= e (3 3)) = (43 eas)G3) -

_ (cos4S —sin4S5)(x-2 2
a (sin45 cos45) (y— 3) * (3)
Efectuant les operacions matricials, resultara:

() = (Snss “eonas) 23 (3) = (G 2)emas - Beonds + )

Tenint en compte que sin45 = cos45 = %,

(x—2)§2—(y—3)§+1

A2 A2
2

X" _ ((x—2)cos4S —(y—3)sin45 +2) _
( :) ( ) +(y73)72+3

y (x—2)sin45 + (y—3)cos45 + 3 x-2)

Al resultat obtingut cal aplicar a continuacio la translacié de vector u:

J2 2
, o (x-2)5 - (y-3)27+1

(x—2)72+(y—3)72+5

L'expressié en coordenades sera, doncs:
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X" = (x—2)§—(y—3)g+l

V= (X*2)£2+(}/*3)£+5
2 2
Problema 4

Escriviu les equacions de la transformacié geometrica en el pla resultat de concatenar, en
I'ordre que s'indica, les transformacions segtients:

1. Translaci6é de vector u = (a, b).

2. La rotaci6 en el pla d'angle ti de centre el punt P = (x0, y0).
3. Translaci6 de vector v = (c, d).

Resolucié:

Escrivim en primer lloc les equacions de la translacié T,,, en termes matricials.
G)-0)+G -Gip)

v y \b y+b
En segon lloc, escrivim les equacions de la rotacié R,' = T,°R,°T p:

(59 = w3 - (3 205239+ GO) - (o oyt

Ara cal substituir x', ' pels valors anteriors en funcié de x, y:

(x’) _ ((x’—xO)cost— (y’—yO)sinterO) _ ((x+a—x0)cost7 (y+b7y0)sint+x0)

v (x’=x0)sint- (y' —y0)cost+y0/) ~ \(x+a —x0)sint- (y+b - y0)cost+ y0

En tercer lloc, escrivim matricialment la translacié de vector v:
() -5+ - 19

y Y yo+
Finalment substituim x", y" pels seus valors respectius:

(X") - ((X*'a*XO)COSF (y+b7y0)sint+x0+‘c1j

v (x+a-x0)sint- (y+b—y0)cost+y0 +

Les equacions sén, per tant:

x” = (x+a-x0)cost— (y+b—-y0)sint+x0+c
y” = (x+a-x0)sint- (y+b-y0)cost+y0+d

Problema 5

Sigui C un punt del pla. Considereu les translacions T¢, T ¢ i la transformaci6 E,*’ de canvi
d'escala respecte a I'origen i factors d'escala g, b. Escriviu el canvi d'escala E,*” en termes de

les transformacions T, T ., E.“".
Resposta:

E" = TePEg""°T ¢

Exercicis 3

Problema 1

Escriviu les equacions de la translacié T, en l'espai tridimensional de vector w = (2, 3, 4).
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Resposta:
X' =x+2
’ y+3
z’=z+t4

Problema 2

Escriviu les equacions de la rotaci6 positiva de 30 graus respecte de I'eix de coordenades Ox
de I'espai tridimensional.

Resposta:

En termes matricials és:

x’ 1 0 0 X
¥ | =| 0 cos30 —sin30 || y
z 0 sin30 cos30 z

Per tant, efectuant el producte matricial:

=X
ycos30 —zsin30
z’ = ysin30 + zcos 30

X’
yr

&

N'hi ha prou ara de substituir: cos30 = sin30 = %

2 ’
Problema 3

Escriviu les equacions del canvi d'escala respecte de 'origen O i de factors d'escala 0, 5, 0, 75,
1, 5 segons les direccions dels eixos x, y, z, respectivament.

Resposta:

En primer lloc, en termes matricials resulta:

x’ 0.5 0 O X
y|=| 0 075 0 y
z’ 0O 0 1.5 z

En coordenades, efectuant el producte matricial:

x" = 0.5x
y' = 0.75y
z' = 1.5z

Problema 4

Escriviu les equacions de la rotaci6 positiva R%s. de 45 graus respecte de 1'eix de coordenades
z de l'espai tridimensional.

Resposta:

En termes matricials és:

x’ cos45 —sin45 0 X
y' | T | sin4S cos45 O || y
z' 0 0 1 z

Efectuant el producte matricial:
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x" = x cos45 - ysin45
Y =y sin45+y cos45
zZ =z

Ara n'hi haura prou de substituir: cos45 = sin45 = g

Problema 5

Escriviu les equacions de la rotaci6é positiva de 60 graus respecte de I'eix que passa per C =
(2, 3, 0) i que és perpendicular al pla xy.

Resposta:
Recordem que 60 graus son a = 1t/3 radiants.

En primer lloc, efectuarem una primera translacié de vector —C, és a dir T_¢ . En resulta, per
tant:

X X -2 X=x-2
pl=]y|*] -3 ,ienresulta: {y = y-3.
Z z 0 zZ=1z

Seguidament cal aplicar al resultat anterior una rotaci6 de 60 graus respecte de I'eix de co-
ordenades Oz:

x cosa —sina 0 X Xcosa—ysina (x-2)cosa—(y-3)sina
’y‘ = | sina cosa 0 v Xsina+jycosa | = | (x-2)sina+ (y-3)cosa
7 0 0 1 Z Z z

Finalment, cal desfer la translacié auxiliar inicial, aplicant la translaci6 de vector C a l'altim
resultat. En resulta finalment:

x’ x 2
)2 I IRV Il I
z 7 0

x" = (x-2)cosa—(y—3)sina+2
(x—-2)sina+ (y—3)cosa+3

=<
I

zZ =2

Problema 6

Volem deformar 1'esfera de radi 20, de centre I'origen de coordenades, fins a transformar-la
en un objecte resultat d'aplicar una reduccié del 50% en les dimensions segons la direcci6 de
I'eix Ox, una reducci6 del 25% en les dimensions relatives a I'eix Oy, i deixant inalterades les
dimensions segons 1'eix Oz. Escriviu la transformacié geometrica que cal aplicar a 1'esfera.

Resolucio:

Cal aplicar una transformacié de canvi d'escala amb els factors de reescalat segiients, respecte
de l'origen de coordenades:

a=0,5 (segons l'eix x),
b =0,25 (segons l'eix y)
¢ =1 (segons l'eix z)

Per tant, la transformacio és:
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x’ 05 0 O X 0.5x
y 1 =] 0 02501 y|=| 0.25y
z' 0O 0 1 z z
Finalment:
x" = 0.5x
y’ = 0.25y
z =1z
Problema 7

Considereu el triangle T determinat pels punts (3, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 3). Suposeu que cal
construir un cilindre QI de radi 2 i altura 7 de manera que I'eix del cilindre sigui perpendicular
al triangle T i passi pel seu baricentre. Suposem que una de les bases es troba sobre el pla del
triangle T'i que el cilindre esta contingut en el semiespai que no conté l'origen, entre els dos
semiespais determinats pel pla de T. Establiu una concatenaci6 de transformacions afins que
permeti obtenir aquest cilindre Q1 a partir del cilindre QO de radi 1, altura 1, eix Oz, base en
el pla xy, contingut en el semiespai de les z positives.

Resolucio:

Establim notacié: A = (3, 0, 0), B = (0, 3, 0), C = (0, 0, 3). El baricentre és
= %(A+B+C) =(1,1,1).

Indiquem amb Q1 el cilindre que cal construir. Sigui QO el cilindre que s'indica (de radi 1,
altura 1, eix Oz, base al pla xy, amb l'afegit d'estar contingut en el semiespai de les z positives).

Calculem una direccié perpendicular al pla ABC, direccié que sera la de 1'eix del cilindre Q1
que volem construir. Aixo es pot fer facilment mitjancant el producte vectorial:

w=ABAAC = (B-A)A(C-4) =(9,9,9)

Per tant, l'eix del cilindre QI que cal construir és la recta que passa per M i que té vector
director w. Denotarem per e aquest eix.

El cilindre Q1 que cal construir per concatenacié de transformacions geomeétriques té una
de les bases sobre el triangle ABC. Ara bé, el pla ABC divideix l'espai en dos semiespais, i cal
considerar quin conté el cilindre Q1, cas que donaria lloc a dos problemes o dues solucions
possibles. Suposarem que el cilindre Q1 esta contingut en el semiespai que no conté l'origen
de coordenades.

El problema fonamental és saber convertir el semieix z+, eix del cilindre QO, en l'eix e, con-
venientment orientat, per concatenacié de rotacions respecte dels eixos de coordenades. Per
a aixo hem d'utilitzar els angles a, b de I'esquema segiient. L'angle a és l'angle format pel
semieix x+ i la projeccié ortogonal del vector w sobre el pla xy, i és I'angle que formen els
vectors (1, 0, 0) i (9, 9, 0) o, equivalentment, entre (1, 0, 0) i (1, 1, 0). Aquest angle es pot

calcular amb la férmula: cosa = % = % En aquest cas és a = 45 graus.

L'angle b s'obté de manera semblant:

(0,0,1).(1,1,1) 1

1
R e
O = 0,0, DN, 1, D g3+ Ab b=arcos 7
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eix del cilindre

e

Primera transformacio. Crearem un cilindre Q2 metricament idéntic al cilindre final Q1, pero
situat en la posicié del QO. Es tracta d'aplicar un canvi d'escala no uniforme, concretament

E,>%7. Amb aquesta transformacio el radi es duplica i l'altura es multiplica per 9. Aixi,
doncs Q2 = E,**7(Q0)-
Segona transformacio. Convertim el cilindre Q2 en una copia idéntica Q3, I'eix del qual passi

per l'origen de coordenades, estigui situat sobre el pla de coordenades xz, i formi un angle b
amb el semieix z+. Per a aix0 podem aplicar una rotaci6 positiva d'angle b respecte de 1'eix

¥+ Q3 = R (Q2).

Tercera transformacio. Convertim el cilindre Q3 en un altre identic Q4, amb l'eix que passi
per l'origen de coordenades i paral-lel a l'eix e del cilindre final Q1. Per a aixo, n'hi ha prou

d'aplicar la rotacié Q4 = R,°(Q3).

Quarta transformacio. Cal transformar el centre de la base inferior de Q4, que coincideix
amb l'origen, en el punt M, mitjancant la translacié corresponent, de vector OM, és a dir,

QS = Ty(Q4).
Finalment, doncs, la concatenaci6é de transformacions, llegint de dreta a esquerra, és:

b g 227
TMORZHOR}, oE,

Observacié: hi ha altres solucions possibles.
Problema 8

Escriviu les equacions de la composici6 de les transformacions geomeétriques que s'indiquen
a continuacio, en l'ordre en que s'indiquen.

1. Translaci6 de vector w = (1, 2, 3)
2. Rotacio positiva d'angle 45 graus respecte de 1'eix Ox.
Resposta:

Obtindrem I'expressi6 de la transformacio.

Translacio:
x’ X X 1 x+1
v iThy| Tyt 2T ye2
z’ z z 3 z+3



© FUOC ¢ PID_00150790 46

Annex 2. Transformacions geomeétriques

x” y x’ 1 0 0 x’ x’
v | =Ry | =] 0 cosd5 —sind5 || y' | =| y'cos45-2z'sind5 | =
” z 0 sin45 cos45 z’ y’sin45 + z’cos45
¥
W22
= V22
N2 A2
e

Concatenant totes dues transformacions s'obté:

x’ x+1
x* 2,2 o2 2
vl=| Y277 | = (y+2)%5 - (2+3)%
y 5 +2z > (y+2)2 +(z+3)2

Les equacions deriven immediatament de l'expressi6 matricial anterior:

x” =x+1

y = (22 23yl
2 2

2= Lz +3)2

Problema 9

Escriviu les equacions de la rotacié positiva de 45 graus respecte de l'eix que passa pel punt

(2, 3, 0) i és paral-lel a I'eix Oz.

Resposta:

En primer lloc, 45 graus sén a = n/4 radiants; tinguem en compte que cosa

w=(2, 3, 0), cal calcular R%, = T,,°T",°ty, si e és I'eix de rotacid. Escrivim:

x’ x-2 cosa —sina 0 || x-2 2

a a
y | =R = T,|R, 3 sina cosa 0 || y-3 |*| 3|7
z' z z 0 0 1 z 0

(x-2)cosa—(y—3)sina+2
| (x-2)sina+(y—-3)cosa+3
z

Amb la qual cosa:

x" = (x-2)cosa—(y-3)sina+2
y' = (x-2)sina+ (y-3)cosa+3
zZ =1z

Ara només falta substituir sin a i cos a pels seus valors respectius.

Problema 10

2

sina. Si

Es tracta de programar una funcié per a produir 1'animacié d'una esfera mobil EM que es

desplaga de manera que el seu centre recorre una circumferencia fixa CF.
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Descripci6 de la circumferéncia fixa CF: és de radi R, el seu centre C = (0, 0, ZC) esta situat
sobre l'eix de coordenades Oz, a una altura ZC (relativa al pla z = 0) (ZC pot ser positiva, nul-la
o negativa); el pla que conté la circumferéncia CF conté I'eix de coordenades Oz i s'obté com
aresultat d'aplicar la rotacié positiva d'angle ALFA, respecte de 1'eix Oz, al pla de coordenades
vertical xz.

El punt d'inici de 'animacié ha de ser el punt més alt de la circumferencia CF.

Tots els aspectes no definits aqui (per exemple, el sentit de recorregut sobre la circumferéncia)
queden a lliure elecci6.

Nom de la funcié: AnimacioEsferaSobreCircumferencia.

Arguments que li passarem:

REM: radi de I'esfera mobil EM

ALFA: angle de rotacio

ZC: altura del centre de la circumferencia CF

R: radi de la circumferéncia CF

Com a exemple d'Gs cal crear una escena en la qual hi hagi 4 esferes animades obtingu-
des mitjancant la funcié anterior, totes sobre circumfereéncies del mateix radi R, amb esferes
d'identic radi REM i amb ZC = R per a totes la circumferéncies. Cal prendre diferents angles
ALFA per a obtenir les variants segiients:

Esfera sobre el play =0

Esfera sobre el plax=0

Esfera sobre el pla x =y
Esfera sobre el pla x = -y

Totes les esferes estan inicialment superposades amb centre en el punt més alt de la trajec-
toria.
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Exercicis d'autoavaluacio

1. El modul del vector (1, 1, 1) és...

a)l

b) V3

)2

d) 1/43

e) Cap dels anteriors.

2. Normalitzar un vector no nul...

a) és dividir-lo pel seu modul.

b) és multiplicar-lo pel seu modul.

¢) No existeix tal operacio.

d) és duplicar el seu modul.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

3. El modul del vector director de la bisectriu del primer quadrant del pla bidimensional és...

a) 3
b) V2
o1

d) 142

e) Cap dels anteriors

4.5i1P=(2,3,0),Q=(1,-1, 1), el mddul de PQ és...

a) 3v2

b) 2

)2

d) Cap dels anteriors

5. Si una recta r té la direccié donada pel vector (u, v), son perpendiculars a aquesta les rectes
de vector director...

a) (-u, -v)
b) (~v, u)

o) (v, u)
d) (-u, -v)
e) Cap dels anteriors.

6. Els vectors ortogonals al vector (1, 1, 0) s6n
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a) només els de la forma (0, 0, z).
b) els de la forma (-x, x, z).

c) només els de la forma (-x, x, 0).
d) només els de la forma (-x, x, 0).
e) Cap dels anteriors.

7. Les rectes de l'espai tridimensional perpendiculars a la bisectriu del primer quadrant x+ y+
del pla z = O tenen direccié donada per...

a)(a, 1-a,0).

b) (0, 0, 0).

C) (-a, a, b).

d)(1,1,1).

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

8. Els vectors ortogonals a la bisectriu del quadrant x—y- del pla xy son...

a) multiples escalars (no nuls) de (-1, -1, 0).
b) de la forma (a, —a, b)

c) No es pot determinar.

d) No té sentit.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

9. Els vectors perpendiculars a (1, 1, 1)...

a) son els de la forma (x, y, -x - y).

b) sén els multiples escalars (no nuls) de (1, 1, 1).
c) son els vectors maltiples escalars de (1, 1, 0).
d) No es pot determinar.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

10. En l'espai tridimensional, x = y...

a) no és cap pla.

b) és un pla perpendicular al pla xy.

c) és un pla paral-lel al xy.

d) és un pla perpendicular al pla vertical yz.
e) Cap dels anteriors.

11. Donats els punts A, B, C no alineats de l'espai tridimensional, AB A AC

a) és un vector perpendicular al pla ABC.

b) és un vector paral-lel a AB.

c) és un vector paral-lel a AC.

d) és perpendicular a AC, pero no a BC.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

12. Com podem obtenir un vector ortogonal a wia u?

a) No es pot obtenir.

b)w-u

c) Mitjancant u A w, pero now A u

d)usrw

e) Cap de les respostes anteriors no €és correcta

13. Si P, Q, R s6n punts no alineats del plaax + by + cz+d=0,iN=(a, b, ¢)...

a) N és ortogonal a PQia PR.

b) N és ortogonal a PQ, pero no a PR.

c) N no és multiple escalar del producte vectorial PQ A PR.
d) Cap de les opcions anteriors no €és correcta.

14. Si els vectors (1, a, 1), (2, 1, -1) s6én ortogonals, és a = ...

a) -1

b) 0

o1

d) No es pot determinar.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.
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15. Si els vectors (1, a, -1), (2, 2, b) soén ortogonals, es compleix

a)b=0
b)b=2.a-2
c)b=2-a+2

d) Cap dels anteriors.

16. Donada una recta r de l'espai tridimensional...

a) hi ha una tnica direcci6 perpendicular a r.

b) hi ha exactament dues direccions perpendiculars a r.
¢) hi ha infinites direccions perpendiculars a r.

d) Cap de les opcions anteriors no €és correcta.

17. Si dues rectes tridimensionals, de vectors directors respectius u, v, defineixen la mateixa
direcci6, llavors

a) u.v=0

b)uv=0

couv 1o

d)vu 1o

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

18. El punt del segment AB que dista de B 1/4 de la distancia de A a B, s'obté mitjancant la
parametritzacié A + (B — A) mitjancant

a)t=1/4

b) t=3/4

ot=1

d) t=2/4

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

19. Si w és unitari, P = A + tw dista 300 unitats de A si...

a)t=1

b)t=1/2

c) t=300

d) £t=300/2

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

20. Sigui A el punt situat sobre la bisectriu del quadrant de coordenades no negatives (x 2 0,
y 2 0) del pla horitzontal z = 0, ja que dista 200 unitats de 'origen de coordenades. Llavors:

a) A = (200, 200, 0)

b) A =200(1, 1, 0)

c) A = (200 cos(rt/3), 200 sin(mn/3), 0)

d) A = (200 cos(rt/4), 200 sin(n/4), 0)

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

21. Si T indica la translacié de vector C i 120(n/180)R indica la rotacié d'angle a respecte
de l'origen O, la rotaci6 d'angle a respecte del punt C es pot obtenir com (llegint de dreta
a esquerra)...

a) TcoR, 0T,

b) T.coR, o Te

c) TcoR,

d R 0T¢

e) T_coR,

f) Cap dels anteriors.

22. Indiqueu quina de les equacions segiients correspon a la rotacié antihoraria en el pla
bidimensional respecte de I'origen (a > 0):

a)x'=xcosa+ysinag; y'=-xsina+icosa
b) X' =xcosa+ysina; y'=-xsina+y cosa
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c) Cap de les anteriors.

23. Considereu la parabola PO, d'equacié y = 2x* + 12, i la parabola P1, d'equacio6 x = -2)* +
13. Considereu diverses seqiiencies ordenades de transformacions geometriques (llegint de
dreta a esquerra). Indiqueu quina (o quines) transformen la figura PO a la figura P1 (si n'hi
ha alguna).

a) Tz, 000R, 900 T, -12)
b) T3,000R, 9OOT(_lz, 0)
¢) To,-12 0 R, 900 Ta3, o)
d) Tz 00R, 900 T, -12)
e) Cap de les anteriors.

24. En el pla bidimensional, la rotaci6é antihoraria de 90 graus respecte de l'origen de coor-
denades té equacions...

ax=yy=x
b)X‘=_yly‘=X
Ox'=yy==x

d)x'=x-y,y=x+y
e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

25. En el pla bidimensional, la rotaci6 horaria de 90 graus respecte de 1'origen de coordenades
té equacions...

a)x=yy=x
b)x' =-y,y' =x
Ox'=yy==x

d)x'=x-y,y=x+y
e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

26. Les equacions de la translacié de vector (2, 3) son...

a)x'=x+2,y=y+3

b)yx=x-2,y=y-3

o) x'=2x,y =3y

d) No es pot efectuar.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

x'=2x+4y+3 |

27. La matriu de la transformaci6 afi és
y'=-x+6y+5

()
()
:

16
o

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

a)

=)
I

(g}
~
oW

2 0 5
28. Donada l'afinitat de matriu 4 =( J i de vector de translacié W = [6] , les seves
equacions son...

aA)x=2x-y+5,y=-2y+6
b)x'=-x-2y+S5,y=2x+6
O)x'=2x+5,y=-x-2y+6
d)x'=-2y+5,y=2x-y+6
e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.
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29. El canvi d'escala respecte de 'origen que triplica la dimensi6 segons l'eix Ox i duplica la
dimensi6 segons I'eix Oy té equacions...

a)x = (1/3)x, ' = (1/2)y

b) x'=3x,y' =2y

c)x'=2x,y =3y

d) No es pot aplicar.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

30. Donat el canvi d'escala respecte de 1'origen d'equacions x' = 4x, y' = (1/2)y...

a) duplica la dimensi6 en la direcci6 de I'eix Ox i quadruplica la dimensi6 segons I'eix Oy.
b) cuadriplica la dimensi6 en la direcci6 de I'eix Ox i redueix a la meitat la dimensi6 segons
I'eix Oy.

c) redueix en un 50% la dimensi6 segons I'eix Ox.

d) No té sentit.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

31. El resultat d'aplicar la transformaci6 geomeétrica filX) = AX + W, amb

=2 Nw=[?] apuntr 1,-1)é
= = ,alpunt P= (1, -1) és
o 17 Tl7) P

a) (8, -6)
b) (2, 0)
c) (-8, 6)
d) (4, 5)
e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

1 a1l 2 3
32.Si + = , llavors a = ...
S RN

a) 2

b) -1

c)0

d) 4

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

2 3 -1
33. En la transformaci6 [4 SJ[X] +[ 1 J , el transformat de I'origen és
y
a) (0, 0)
b) (-1, 1)
o@1,-1
)NCVRY)

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

34. En la transformacié geomeétrica {x =2x+3y+9 el transformat de P = (1, 1) és...
y'=—-x+y-6

a) (0, 0)

b)(1,1)

c) (14, -6)

d) (-6, 14)

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

cosa —sina

35. Sia <0, la matriu de rotacié ( J produeix un gir...

sing cosa

a) horari.

b) antihorari.

c) No es pot determinar si és horari o antihorari: depen de a.
d) No produeix cap gir.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.
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36. La transformaci6 geometrica afi f{X) = AX per ala qual f(1, 0) = (0, 1), f(0, 1) = (-2, -1) és...
a)x'=-2x,y'=y-x

b)x'=-2y,y'=y-x

O)x'=-2y,y=x-y

d)x'=x+y,y=x-y

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

cosa sina

37. Sia <0, la matriu )
—sina cosa

J produeix un gir

a) antihorari.

b) horari.

¢) No es pot determinar si és horari o antihorari: depén de a.
d) No produeix cap gir.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

2 0
38. La matriu [0 BJ produeix

a) una rotaci6 en el sentit de les agulles del rellotge.
b) una rotacié antihoraria.

c) un canvi d'escala.

d) una translacio.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

1 0
39. La matriu
0 -1

a) no pot ser matriu de rotacio respecte de l'origen.

b) és la matriu de rotacié de 180 graus respecte de 1'origen.
c) correspon a una translacio6 en el pla.

d) no correspon a una transformaci6 afi.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

40. La matriu -1o és...
0 -1

a) la matriu de la rotacié horaria de 90 graus respecte de 1'origen de coordenades.

b) la matriu de la rotacié antihoraria de 180 graus respecte de l'origen de coordenades.
¢) la matriu d'una translacié.

d) la matriu de la rotacié antihoraria de 90 graus respecte de 1'origen de coordenades.

41. El simétric del punt P = (a, b, c) respecte del pla de coordenades xz és...

a) (a, b, 0)
b) (a, 0, ¢
c) (¢, a, b
d) (a, 0,0
e) Cap de les opcions anteriors.

42. Les equacions de la rotaci6 positiva d'angle a respecte de 1'eix Ox sén...

a)x'=x;y'=ycosa-zsina; z' =ysin a+ z cos a.
b)x' =xcosa+zsinag; y' =y, z'=-xsina + z cos a.
c)x'=xcosa-ysina;y'=xsina+ycosa; z' =z
d) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

0 0 1

43. La matriu | cosa -—sina 0

sing cosa O

a) és la matriu de rotaci6 positiva d'angle a respecte de 1'eix x.
b) és la matriu de rotaci6 positiva d'angle a respecte de 1'eix y.
c) és la matriu de rotacio positiva d'angle a respecte de l'eix z.
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d) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

0 cosa -sina

44. La matriu |0 sina cosa
1 0 0

a) és la matriu de rotaci6 positiva d'angle a respecte de l'eix x.
b) és la matriu de rotaci6 positiva d'angle a respecte de l'eix y.
c) és la matriu de rotaci6 positiva d'angle a respecte de l'eix z.
d) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

0 1 0
45. La matriu | cose 0 sina

—-sina 0 cosa

a) és la matriu de rotaci6 positiva d'angle a respecte de 1'eix x.
b) és la matriu de rotaci6 positiva d'angle a respecte de 1'eix y.
¢) és la matriu de rotaci6 positiva d'angle a respecte de l'eix z.
d) Cap de les opcions anteriors no €és correcta.

46. Les equacions de la rotaci6 positiva de 90 graus respecte de l'eix x (vista com a antihoraria
des de x+) son...

AxX=xy=z272=-y
byxX=-z;y=y,2=x
Ox=xy=-z72=y
DX =xy=-22=-y
e) Cap dels anteriors.

47. El simetric del punt P = (g, b, c) respecte de I'eix de coordenades Oz és

a) (-a, -b, ¢

b) (-a, -b, 0)

c) (a, -b, ¢

d) (—(1, b/ C)

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

-1 0 0
48. Lamatriu | 0 -1 0.
0 0 1

a) és la matriu de la rotaci6 positiva de 90 graus respecte de l'eix Oz.
b) és la matriu de la rotaci6 positiva de 180 graus respecte de l'eix Oz.
c) és la matriu de la rotacié positiva de 90 graus respecte de I'eix Ox.
d) és la matriu de la rotaci6é de 180 graus respecte de l'eix Oy.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

2 0 0
49. La matriu |0 4 0 [ ésla matriu de...
0 0 05

a) el canvi d'escala respecte de I'origen, de factors 2 (eix x), 4 (eix y), 0,5 (eix z).

b) un canvi d'escala respecte de 1'origen que redueix a la meitat la dimensio segons I'eix y.
c) la translacié de vector (2, 4, 0,5).

d) una rotacio respecte d'un eix de coordenades.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

0 0 2
50. La matriu |0 4 0| correspon a...
300

a) una rotacio6 respecte de l'eix Oy.
b) un canvi d'escala de factors d'escala 2, 4, 3.
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c) la translacié de vector (2, 4, 3).
d) la translacié de vector (3, 4, 2).
e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

1 0 0
51.Sia<0,lamatriu |0 cosa -sina | produeix...

0 sina cosa

a) una rotaci6 respecte de l'eix y, antihoraria vista des de y+.
b) una rotacié respecte de l'eix x, antihoraria vista des de x—.
¢) una rotaci6 respecte de l'eix z, horaria vista des de z—.

d) un canvi d'escala.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

52. La rotaci6 de 45 graus respecte de l'eix perpendicular al pla z = 0 que passa pel punt C

=(2,5,0)és..

a) TCoRZ45 oT

b) TcoR, ¥ oT¢

o TcoR,®o0Tc

d)TcoR,oTe

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

53. La composicio T_¢c o R;‘S oTc...

a) R o Ry9o
b) R,
OR™
d) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

54. La composici6 de rotacions en l'espai tridimensional...

a) és sempre commutativa.

b) en general no és commutativa.

c) no sempre es pot efectuar.

d) només es pot efectuar si els eixos respectius sén perpendiculars.
e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

55. La matriu R, ...

a) és una rotaci6 d'angle b respecte de 1'eix x.
b) és una rotacio respecte de I'eix y, horaria vista des de y+ si b < 0.
c) és una rotaci6 respecte de l'eix y, horaria vista des de y+si b > 0.

d) és una rotaci6 respecte de l'eix y, antihoraria vista des de y—si b > 0.

e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

cose sina O

2 00
56. La composicié |0 3 0|l —sina cosa 0| correspon a efectuar...
0 01

0 0 1

a) primer una rotaci6 respecte de l'eix x, seguida d'un canvi d'escala.
b) primer un canvi d'escala, seguit per una rotacio respecte de I'eix z.
¢) primer una rotacié respecte de l'eix x, seguit d'una altra rotacié respecte de l'eix y.

d) primer una rotaci6 respecte de l'eix z, seguit d'un canvi d'escala.
e) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

57. Volem convertir el cub de centre 1'origen, longitud d'aresta 2, i de costats respectivament
paral-lels als eixos de coordenades, en un altre cub situat d'idéntica manera pero d'aresta 3.

Cal aplicar...

a) una rotacio6 respecte de l'eix x.
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2 0 0
mlo 2 0
00 2
300
olo 3 0
00 3
203 0 0
al 0 23 0
0 0 2/3
372 0 0
e 0 3/2 0
0 0 32

f) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

58. Si hem d'efectuar una reducci6 del 50% de la dimensi6 d'un prisma segons la direcci6 de

I'eix x i un increment del 200% en la direcci6 de l'eix y, aplicarem.

50 0 0
a)l 0 200 0
0 0 1
05 0 0
b0 2 0
0 01
c) No es pot aplicar cap transformacio.
05 0 0
df 0 2 0
0 0 2

e) Cap de les anteriors.

1 =2
59. Les equacions de la transformacio afi de matriu A=(-3 0
4 5
-1
lacio W=| 2 | son...
1

A x=x-2y-—z-1;y=-3x+3z+2;2=4x+5y+6z+1
b)x'=-3x+3z+2;y'=x-2y-z-1;Z=4x+5y+6z+1
O)X'=4x+5y+6z+1;y'=-3x+32+2;7=x-2y-2z-1
d) Cap de les opcions anteriors no és correcta.

60. Les equacions de la translaci6 de vector (3, 5, 7) son...

A x=x-3;y=y-527=z-7
b)xX=x+3;,y=y+52=z+7
Ox'=3x;y'=5y,2=7z

-1
3
6

i de vector de trans-
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Solucionari

Exercicis d'autoavaluacio

1.b

10. a
11.a
12.d
13.a
14. a
15. ¢
16. ¢
17.b
18.b
19.¢
20.d
21.a
22.b
23.a,b
24.b
25.¢
26. a
27.b
28.c
29.b
30.b
31.e
32.¢c
33.b

34.c
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35.a

36. c

37.a

38.c

39. a

40.b

41.b

42. a

43.d

44.d

45.d

46. c

47. a

48.b

49. a

50. e

51.b

52.a

53.d

54.b

55.b

56.d

57.e

58.b

59.a

60. b
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