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Objetivos

Geometria métrica

Se presentaran herramientas basicas instrumentales para resolver los proble-
mas mas basicos de tipo métrico en geometria bidimensional y tridimensional.
Los problemas de tipo métrico guardan relacién con la distancia, el apartado
o la longitud de un vector, el d&ngulo. La aplicaciéon fundamental se dard en
construccién de bases adecuadas para su uso en transformaciones geométricas.
Alo largo de todo el médulo trabajamos, sin que haga falta explicitarlo, en los

espacios |[R2 (bidimensional) y |IR3 (tridimensional).
Transformaciones geométricas 2D

Las transformaciones geométricas son una herramienta muy potente para
construccién geométrica y animacion. En este apartado presentaremos la for-
mulacién analitica de las mdas importantes, las transformaciones afines ele-
mentales, para prop0sitos de programacion. Todas estas transformaciones es-
tan incorporadas como funcionalidades disponibles en la gran mayoria de los

programas de grafismo y animacion.
Transformaciones geométricas 3D

Las transformaciones geométricas tridimensionales son una herramienta muy
potente para construccion geométrica y animacién. En este apartado presen-
taremos la formulacion analitica de las més importantes en dimensién 3, las
transformaciones afines elementales, para propdsitos de programacién. Todas
estas transformaciones estan incorporadas como funcionalidades disponibles
en la gran mayoria de programas de grafismo y animacion tridimensionales.
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1. Geometria meétrica

1.1. Norma de un vector

Dado un vector w no nulo, se define una direccién y un sentido u orienta-
cién del espacio. También estamos interesados en la longitud (o, en sentido
equivalente, el médulo o la norma)

En el caso bidimensional, considerando el vector m = (a, b) del grafico siguien-

te, el médulo o longitud del mismo puede calcularse aplicando el teorema de
Pitagoras al tridngulo rectangulo correspondiente:

Imll= li(a, b)ll= a® +b°

Esta es la formula de la norma de un vector bidimensional.

En el caso de los vectores de la base ordinaria del plano RxR, tenemos:

ey = (1,0);es= N12+0°=1
e, = (1,0);es)= 12 +0°= 1

Observad un ejemplo adicional:|(2, 3)|= (/2% + 3% = J/13)

Observad que un vector w es nulo si y sOlo si su norma es cero.
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En el caso tridimensional, considerad el vector w =(a,b,c) (observad el diagra-
ma posterior).

Considerando el tridngulo rectangulo OAD (rectangulo en A), y aplicando el
teorema de Pitdgoras, obtenemos OD = d = ./a2 + b2. Aplicando ahora el mis-

mo teorema al tridngulo rectadngulo ODP (rectangulo en D), tenemos:

wl= S+ = (@ +p)+ = Ja+ b2+

Veamos cudl es la norma de los vectores de la base usual del espacio tridimen-
sional:

ey = (1,0,0)eq= V12+0*+0> =1
e, = (0,1,0);es]= NO*+ 1%+ 0> =1
e; = (0,0, 1);es]|= NO*+0%+ 17 =1

1.1.1. Vectores unitarios y unitarizacion

Se dice que un vector es unitario si su norma es la unidad. Lo son, por ejem-
plo, los vectores de las bases usuales de los espacios bidimensionales y tridi-
mensionales: (1,0), (0,1), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

En determinadas situaciones en las que tenemos una direccién dada por un
vector w no nulo, s6lo estamos interesados en la direccion, pero no en el mo-
dulo o norma del vector, que resulta ser irrelevante. Entonces podemos estar
interesados en disponer de un vector unitario, de norma 1, que sea de la mis-



© FUOC « PID_00150817 9

Anexo 2. Transformaciones geométricas

ma direccion que w, es decir, que determine la misma direccién. Es posible
obtener este vector dividiendo w por su norma ||w|| (que es no nula, ya que w
es no nulo). Este proceso es el de unitarizacion del vector w:

1

Wy = —W
b dwl

Veamos dos ejemplos:

w= (L1l = J1°+1% = 2w, = mw - %2(1, y=(L

= Ll = P = Ban = = LD = (e

1.2. Producto escalar

El producto escalar de dos vectores u,v se denota por u.v y se define de la
forma siguiente:

En dimensién 2: u=(a,b), v=(a',b'), u.v=aa'+bb'
En dimensién 3: u=(a,b,c), v=(a',b',c'), u.v=aa'+bb'+cc'
Por ejemplo, (1,2,3).(-2,0,4)=1.(-2)+2.0+3.4=10.

Veamos cudles son los productos escalares de los vectores de las bases usuales

en los espacios bidimensionales y tridimensionales:

e; = (1,0);e, =(0,1);;-¢,=1.0+0.1=0
e; = (1,0,0);e, = (0,1,0);e; = (0,0,1);e; - €, =1.0+0.1+0.0=0se;-e5=0;e,-€35=0
Es posible formular una relacién entre norma y producto escalar:|jw| = J/w-w
1.2.1. Distancia entre dos puntos

Dados los puntos BQ, la distancia d(PQ) es la norma del vector PQ:
dBQ=(|PQ|.

Por aplicacién del teorema de Pitagoras, se puede llegar a las férmulas finales
en términos de coordenadas. La exposicion de las mismas nos obliga a un

desglose por dimensiones.

En dimension 2, si P = (x1,y1),Q = (X,,)5), €s:

d(P,Q) = J(x,-x1)*+ (y2- 1)
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En dimension 3, si P = (X1,1,21),Q = (X2,/2,25) , €S:

A(P.Q) = J(xo—X)*+ (- 1)+ (23-21)
1.2.2. f\ngulo

Si los vectores u,v son no nulos, y si a es el angulo que forman, tenemos:

cosa = =g = arcos LV
v’ el

El resultado correspondiente a la segunda férmula estd comprendido entre O
y n. En el caso del plano, se obtiene el angulo en magnitud, pero sin signo; el
signo del angulo (angulo con signo) es el signo del determinante det(u,v), si

no son linealmente dependientes.
1.2.3. Ortogonalidad

Dos vectores son ortogonales si su producto escalar es nulo. Es decir,
u,v son ortogonales si y sb6lo si u.v=0. Teniendo en cuenta la férmula

u-v T . .
a= aTCOSW = arcos0 = > , dos vectores son ortogonales si, y sOlo si, el

angulo que forman es de 90 grados.

Los vectores de las bases usuales en el espacio bidimensional y tridimensional
son ortogonales dos a dos, como hemos visto anteriormente. Esto significa
que los angulos que forman dos a dos son de 90 grados.

Rectas perpendiculares

Si u,v son los vectores directores de dos rectas, éstas son perpendiculares si y
sélo si los vectores u,v son ortogonales (de producto escalar u.v nulo).

Direccion perpendicular a un plano

En muchas aplicaciones resulta importante disponer de la direccién perpendi-
cular a un plano de ecuacién dada: imaginemos que necesitamos parametrizar
la trayectoria de animacion de un moévil que parte de un plano y se desplaza

perpendicularmente al mismo.

Si la ecuacion del plano es ax + by + cx + d = 0, entonces el vector N = (a,b,c)
es ortogonal al plano. Cualquier recta que tenga N como vector director es

perpendicular al plano.
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1.2.4. Bases ortonormales

Se dice que una base del espacio vectorial es ortonormal si sus vectores cum-
plen las dos condiciones siguientes:

1) Todos los vectores son unitarios, es decir, de norma o médulo 1.

2) Los vectores de la base son dos a dos ortogonales, es decir, de producto

escalar nulo.

Tal como se ha ido viendo anteriormente:

1) En el espacio bidimensional, la base e; = (1,0);e, = (0,1) es una base orto-

normal.

2) En el espacio tridimensional, la base e; = (1,0,0);e; = (0,1,0);e5 = (0,0,1)
es una base ortonormal.

Un sistema de coordenadas es cartesiano si la base correspondiente es una base
ortonormal.

1.3. Producto vectorial
Una de las operaciones de construccién de nuevos vectores, a partir de dos
vectores dados, es la operacion del producto vectorial. Se aplica a dos vectores

tridimensionales y el resultado es un nuevo vector tridimensional.

El producto vectorial resuelve el problema de obtener una tercera direccion
perpendicular a dos direcciones dadas.

Suponiendo que estamos trabajando en la base ortonormal habitual, dados

los vectores:

U = (Uy,Up,Uz),V = (V1,V2,V3)

se define el producto vectorial de u,v en el orden que se indica como:

UAV = (UpVy—Volz,Villy — Uy V3, UV, — Villy)

1.3.1. Propiedades

Algunas de las propiedades del producto vectorial son las siguientes:

1) No es conmutativo:u Av = —v A uU.
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2) Dos vectores son linealmente dependientes si y s6lo si su producto vectorial

es nulo.

El producto vectorial u A v es ortogonal a los vectores u,v.

3) Si u,v son unitarios y ortogonales, el producto vectorial es unitario.

El producto vectorial de dos vectores es perpendicular a ambos. Ahora bien,
;como orienta el producto vectorial la direccion que determina? El siguiente
grafico muestra cudl es el resultado. El criterio intuitivo es el siguiente: si un
sacacorchos gira de manera que el vector u se superpone sobre el vector v se-
gun el menor de los angulos posibles, entonces el sacacorchos avanzara en el

sentido del producto vectorial.

Uiy

1.4. Construccion de sistemas de coordenadas cartesianas

El uso de la capacidad de construir nuevos sistemas de coordenadas cartesianas
permitird definir transformaciones geométricas bidimensionales y tridimen-

sionales, que podran utilizarse para propoésitos de construcciéon y animacion.

1.4.1. Ejemplo

Veamos con un ejemplo una construccion posible, en el caso tridimensional.

Considerad la recta r que pasa por el origen y tiene vector director w=(1,1,1).
Construiremos un sistema de coordenadas cartesianas de orientacion positiva
que tenga como tercer eje de coordenadas la recta r, orientado por w, y tal
que el nuevo origen O' diste 3 unidades del origen O y que esté situado en el

octante x,y,z>0. Hay mas de una solucién posible.
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Respuesta: s6lo vamos a dar una de las posibles variantes de solucion.

Vamos a escoger el tercer vector como el resultado de normalizar w, de norma

, w 1 1 1
= 2 2 2 _ ir ey = — = | —,—,—|.
Iwl = J1%+1%+1% = /3, es decir, €3 T (ﬁ 7 ﬁ)

En cuanto al primer vector, no tenemos ninguna clase de restricién con res-

pecto a su direcciéon que la de ser ortogonal a e3'. Facilmente podemos escribir

un vector ortogonal a e3": por ejemplo,d;” = , que hay que unita-

1 1
S

’

. , 2 ,_ 1 _ 1 1 .
rizar, ya que ||a,’|= 3 Por tanto, €, = mfh = —TZ, E 0). Finalmente, po-

demos obtener el segundo vector por producto vectorial de los anteriormente
obtenidos, en el orden que convenga para que la nueva base sea de determi-
nante positivo (ya saldrd normalizado, como producto vectorial de unitarios
ortogonales):

e — e ner- (L L%)

2 — b3 1\ s >

16 /6 I

Vamos a colocar el nuevo origen O' sobre la recta que pasa por el origen O an-

tiguo y tiene vector director w (por ejemplo). Siendo e;' unitario en esta direc-

cion, bastara escoger, para cumplir con la condicion de la distancia (y al mismo

, , 1 1 1 3 3 3
tiempo la condicién de octante), 0" = 3e;” = 3(ﬁﬁ’ﬁ) = (ﬁﬁﬁ)
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2. Transformaciones geométricas 2D

2.1. Transformaciones geométricas generales 2D

Estamos interesados en las transformaciones geométricas de un cierto tipo, de

entre las infinitas tipologias de transformacion posibles.

Las transformaciones geométricas que estudiaremos serdn las llamadas trans-
formaciones afines, que corresponden a la estructura (siendo P, P' vectores
posicion):

P'=f(P)=AP+W
En la expresion anterior A es una matriz 2x2, y W es un vector bidimensional.
Se dice que AP es la parte lineal de la transformacion afin, y que W es el vector

de traslacion, por motivos que veremos en la siguiente seccion.

En términos matriciales,
()~ 6 560G
’
Y Ay Qo) \Y: w
Efectuando los calculos matriciales,
(X') _ (au dip (X) n (WI _ (allx + ‘112}') i (Wl _ (allx Tapytwy
v Az Q) \Y, w Ay X+ axy w X+ dyy+w
resulta que en coordenadas la expresion es:

X = apXx+apy+tw,
YV = anx+ayy+w,

Dando contenido a los distintos coeficientes de las férmulas anteriores se ob-
tendran las transformaciones concretas. En particular, las llamadas transfor-
maciones afines elementales o basicas, como se verd en las secciones posterio-

res del resto del moédulo.

A continuacion estudiaremos las transformaciones afines elementales: trasla-
ciébn, cambio de escala, rotacion y simetria central. La composicion de estas
transformaciones da lugar a transformaciones mas complejas, que permiten

resolver gran cantidad de problemas constructivos.
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2.1.1. Traslaciones bidimensionales

Las traslaciones en el espacio bidimensional corresponden a las transforma-
ciones mas sencillas posibles.

Dado un vector w = (a,b), se define la traslacién de vector w, y se denota T,

como la transformacion:
T,P)=P+w

En términos de coordenadas,

T,(x,y) = (x,y)*+(a,b) = (x+a,y+b)

Si desglosamos por coordenadas, siendo P = (x,y) y siendo P' = (x',y’) el trans-
formado por dicha traslacion, resultara:

xLy)=P =TuP) = Ty(x,y) = (x,y)+(a,b) = (x+a,y+Db)
de donde resultan las ecuaciones de la translacién

x'=x+a

y =y+b

Por ejemplo, si w = (2,-3), la traslacién correspondiente es:

{x’ =x+2
y =y-3

También se puede expresar en términos matriciales:

La traslacion de vector —w, T.,,, es la traslacion inversa de la traslacién de vector

w, Ty,.

2.1.2. Cambios de escala en el plano

Las transformaciones de cambios de escala permiten producir dilataciones o
contracciones en las dimensiones de los objetos segtin las direcciones de los

ejes.

Para ellos se necesitaran dos factores escalares de cambio de escala, una para
cada eje, estrictamente positivos.
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El cambio de escala mas sencillo es el que se realiza con respecto al origen, de
manera que es el origen el centro del cambio de escala.

En este caso, si tenemos:
p: factor de cambio de escala en la direccién del eje x
q: factor de cambio de escala en la direccion del eje y,

la transformacion correspondiente sera:

{x’ px
Y =qy

Si, por ejemplo, p = 2, se duplicara la dimensién segtn el eje x; si g = 0,5, se

reducird a la mitad la dimensién segan el eje y. Si g = 1, no se produce ninguna
alteracion de la dimension en la direccién del eje y. Si un factor de cambio de
escala es mayor que 1, se produce dilatacién en la direccién de coordenadas

correspondiente; si es menor que 1, se produce una contracciéon.

Las ecuaciones anteriores se pueden expresar de modo matricial:
xN\ _ (p 0)\(x
(y:) (O q) (y)

La matriz asociada a la transformacion es:

-4

El cambio de escala de factores de escala p (segtin el eje x), q (segtn el eje y) res-
pecto del centro C = (a,b), punto del plano, se define como la concatenacién:

El"" = TeoE,!

El lector puede obtener las ecuaciones en este caso general.

2.1.3. Giros en el plano con respecto a un punto

Veamos en primer lugar la expresiéon de una rotacion respecto del origen de
coordenadas, de angulo a. Si a es positivo, con la siguiente expresion matri-

cial se obtendrd una rotacién antihoraria, de sentido contrario a las agujas del
reloj. No efectuamos aqui la deduccién de lo que sigue.

a _ (cosa —sina
R, = :
sina cosa
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Las ecuaciones se obtienen aplicando la matriz anterior a un vector arbitrario:
(xj - R a(X) _ (cosa —sina) (x) _ (x cosa —ysina)

V. o \y sina cosa/\y xsina + ycosa
con lo que:

x” = xcosa-—ysina
y’ = xsina+ycosa

Si la rotacion se da con respecto a un punto cualquiera C, entonces hay que
hacer la maniobra auxiliar de "reducciéon" o "paso" al origen, situacion en la
que ya sabemos resolver el problema de efectuar una rotacion. Si el angulo de
rotacién es a y la queremos antihoraria (con a positivo), entonces:

Rc‘Z = TCORO“OT—C

El estudiante puede obtener las ecuaciones finales de la transformacién en

términos de coordenadas.

2.1.4. Simetria central en el plano

La simetria central es la simetria con respecto a un punto C del plano. Esta
transformacion no es mas que un caso particular de rotacién, concretamente

un giro de 180 grados con respecto a C.

La expresion de la transformacién como concatenacién de transformaciones
es:

180 180

SC = RC = TCORO OT*C

En coordenadas, si C = (a,b), resultara:
() = md(Giniso ~eonts0) () + () - el DGZ5)
de donde:

() =@ DG - e - G+ () - C525)
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2.1.5. Transformaciones afines para construcciéon geométrica

En la transformacion afin general, veamos cudl es el significado geométrico
del vector W'y de los vectores de columnas de la matriz A. Supongamos que

estamos trabajando con la base ordinaria e; = (1,0); e; = (0,1).

En primer lugar, observad que f{O) = AO + W = W, con lo que resulta que el
punto cuyo vector posicion es W es el transformado del origen. Dado que el
efecto de sumar W es simplemente el de trasladar, estudiemos la parte lineal
8g(P) = AP.

Si ahora calculamos las imagenes de los vectores de la base para la transforma-

cién correspondiente a la parte lineal g(P) = AP, obtenemos:

Para el primer vector,
(Xj _ (all ‘113(1) _ (“111""1120) _ (‘hl)
Yy Ay A/ \0 a1+ a0 as

Se obtiene, pues, la primera columna de la matriz A. Veamos que el transfor-
mado del segundo es precisamente el vector de la segunda columna de la ma-

triz:
(X') _ (‘111 ap (0) _ (ano"'alzl) _ (‘112
y Ay dy/\1 a0 +ayl a,

Esto significa que podemos definir transformaciones afines generales indican-
do:

e cuales deben ser los vectores imagenes o transformados de los vectores de
la base;

e cudl es el transformado del origen.

Con lo primero podemos formular la matriz A; con lo segundo, tenemos el

vector W.

En relacion con lo primero normalmente construiremos nuevas bases orto-

normales que sean adecuadas para la transformacién que queremos hacer.
2.1.6. Composicion de transformaciones

Veamos un par de ejemplos de composicion de transformaciones. Conviene
tener en cuenta que en general la composicién o concatenacién no es conmu-
tativa. La lectura es de derecha a izquierda segiin el convenio que adoptemos.

El simbolo o corresponde a la concatenacién de transformaciones.
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Ejemplo

Escribiremos las ecuaciones del giro en el plano de angulo o = 7 /6 = 30 grados
y centro C = (2,3).

Resolucion:
Supongamos que debemos transformar el punto genérico del plano P = (x,y);
sea P' = (x',y') el transformado por la rotacién indicada en el enunciado del

problema.

Al no ser una rotacion con respecto al origen de coordenadas, hay que efectuar

la maniobra que se describe a continuacién:
Pl = (TcROaT_C)P
Primera maniobra

En primer lugar, efectuamos una traslacion al origen, de vector —C, es decir,

aplicamos la traslacién T.¢c = T_(3,3) = T(2,-3) . Sera:

rer=13) = ()+(3) - (-3

Con esto conseguimos reducir el problema a uno de rotacién equivalente, pe-
ro con respecto al origen, para el cual disponemos de la correspondiente ex-
presion matricial.

Segunda maniobra

Aplicamos al resultado anteriormente obtenido la matriz de rotacién del an-
gulo requerido, con respecto al origen de coordenadas:

o _ (cosoc —sino
0 sinoe  cos

Serd, por tanto:

o _ (cosa —sino\(x—-2) _ ((x—2)coso —(y—3)sina
Ro (T-c(P)) (sinoc cos (y73) ((fo)sinoc +(y73)coso<)

Tercera maniobra
Se trata de volver a la situacién inicial deshaciendo la traslacion auxiliar efec-

tuada al principio, es decir, aplicar al resultado anterior la traslacion T.=T 3 3).

Resultar4, finalmente:
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XN _ o _ _ ((x=2)coso —(y—3)sina) _
(37) = TR (T oPy)) = Te = (3 comer 1= 300 )

_ ((X—Z)cosoc —(y—3)sing) +(2) :((X—Z)cosoc —(y—3)sinoc+2)
(x—2)sina +(y—3)cos 3 (x-2)sina +(y—3)cosa+3

Por tanto, las ecuaciones son:

x'= (x—2)coso. —(y—3)sino+2
y'= (x-2)sina +(y—3)cosa+3

Ahora s6lo queda sustituir a por su valor y terminar los calculos...

La rotacion es antihoraria para d&ngulos positivos.

2.1.7. Ejemplo

Obtened las ecuaciones resultantes de efectuar, en el orden que se indica a
continuacidn, las siguientes transformaciones del plano: un giro o rotaciéon de
angulo a=60° respecto del punto C = (1,4) en sentido antihorario, seguida de
una traslacién de vector D = (6, -2).

Resolucion

Debéis seguir la resolucion del ejemplo anterior, ya que es esencialmente la
misma, salvo que al final hay que efectuar una transformacion adicional mas,
la traslaciéon de vector D. De este modo, seria:

TyTeR T

Tomamos, pues, los desarrollos de la resolucién del ejemplo y los completa-
mos:

XN _ o _ (x-1)cosa—(y—4)sino+ 1Y) _
(y’) ToTeRo Toc(P) TD((X—1)sin0c+(y—4)cosoc+4)

((x— 1)coso— (y—4)sino + 1) +(62) _ ((x— 1)cosoz—(y—4)sin(x+9
(x-1)sina+ (y—4)coso. +4 — (x-1)sino+ (y—4)coso +

Por tanto, las ecuaciones son:

x" = (x-1)coso—(y—4)sina+7
y' = (x—1)sina+ (y—4)coso + 2

Ahora sélo falta sustituir el &ngulo por su valor y terminar los célculos...
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3. Transformaciones geométricas 3D

3.1. Transformaciones geométricas generales 3D

En este apartado existe un gran paralelismo con el apartado dedicado a las

transformaciones geométricas bidimensionales.

Estamos interesados en las transformaciones geométricas de un cierto tipo, de

entre las infinitas tipologias de transformacion posibles.
Las transformaciones geométricas que estudiaremos seran las llamadas trans-
formaciones afines, que corresponden a la estructura (siendo B, P' vectores po-
sicién):

P'=f(P)=AP+W
En la expresion anterior, A es una matriz 3 x 3, y W es un vector tridimensional.
Se dice que AP es la parte lineal de la transformacioén afin, y que W es el vector

de traslacion, por motivos que veremos en la seccion siguiente.

En términos matriciales:

x’ dqy dyp A1z || X w1

V| T | 21 Az ay Yy T ow,
’

4 a3y dzp A3 4 W3

Efectuando los calculos matriciales,

x’ a1 Ay dg3 X W AnX+ dppy+ dqi3Z Wy

V| T | 21 Ay a3 y T ws Ay X+ A+ psZ | 7| Wy | =
’

Z asy Adsp dss 4 W3 Az X+ dz)y+ dz3Z W3

A X+ aqpy+ a3Z+wy
A1 X+ dypV+ dy3Z + W,

az1X+ d3zp)+ dizZ + w3

resulta que en coordenadas la expresiéon de una transtormacion afin es:

X T apx+ apy+ dpztw,
V' = auX+ apy+ apzt+w,

Z = Az X+ azy+ AzzZ+ Wi
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Dando contenido a los distintos coeficientes de las férmulas anteriores, se ob-
tendran las transformaciones concretas; en particular, las llamadas transforma-
ciones afines elementales o bdsicas, como se verd en las secciones posteriores del
resto del moédulo.

Veamos un ejemplo. La siguiente transformacién es una transformacién afin:

=
Il

"=x-y+4z+5
y' =2x+7y+3z
zZ=-3y+z+6

La matriz asociada A y el vector de traslaciéon W son:

1-14 5
A=1273W=|o0
0-31 6

El transformado del punto P= (1,1,0) se obtendra por simple sustitucion en las

férmulas anteriores:

X =x-y+4z+5=1-140+5=15

y =2x+7y+3z=2+7+0=9

zZ=-3y+z+6=-3+0+6 =3
Con ello resulta P'= (5,9,3).
Estudiaremos a continuacién las transformaciones afines elementales: trasla-
cién, cambio de escala, rotacion y simetrias. La composicion de estas transfor-
maciones da lugar a transformaciones mas complejas, que permiten resolver
gran cantidad de problemas constructivos.

3.1.1. Traslaciones tridimensionales

Las traslaciones en el espacio tridimensional corresponden a las transforma-

ciones més simples posibles.

Dado un vector w=(a,b,c), se define la traslacién de vector w, y se denota T,,,,

como la transformacion siguiente:

T,(P) = P+w

En términos de coordenadas:

T,x,y,z) = (x,y,z)+(a,b,c) = (xta,y+b,z+¢)
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Si desglosamos por coordenadas, siendo P=(x,y,z) y siendo P'=(x'y’,z'), el trans-
formado por dicha traslacion, resultara:

Xy, z') =P =T,P) =Tyx,y,2) = (X, y,2) *(a,b,c) = (x+a,y+b,z+¢)

de donde resultan las ecuaciones de la translacion:

Por ejemplo, si w=(2,-3,5), la traslacioén correspondiente es:

X =x+2
I:y_3
zZ=z+5

También se puede expresar en términos matriciales:

X X a
)2 I
7z’ z c

Corresponderia a considerar las matrices:

100 a
A=1010W=|b»p
001 c

La traslacién de vector —w, T, es la traslacion inversa de la traslacién de vector

w,Ty,.

3.1.2. Cambios de escala en el espacio tridimensional

Las transformaciones de cambios de escala permiten producir dilataciones o
contracciones en las dimensiones de los objetos segtin las direcciones de los

ejes de coordenadas x, y, z, separadamente o independientemente.

Para ello se necesitaran tres factores escalares de cambio de escala, una para
cada eje, estrictamente positivos.

Cambio de escala respecto del origen

El cambio de escala mas sencillo es el que se realiza respecto del origen, de
manera que es el origen el centro del cambio de escala.
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En este caso, tenemos:

p: factor de cambio de escala en la direccion del eje x

q: factor de cambio de escala en la direccion del eje y

r: factor de cambio de escala en la direccion del eje z

La transformacién correspondiente sera:

N ==
|
RN
=<

Si, por ejemplo, p=2, se duplicara la dimensién segtn el eje x; si g=0,5, se re-
ducira a la mitad la dimension segun el eje y. Si g=1, no se produce ninguna
alteracion de la dimensién en la direccién del eje y. Si r=3, la dimensién en la
direccion del eje z se triplica. Si un factor de cambio de escala es mayor que
1, se produce dilatacion en la direcciéon de coordenadas correspondiente; si es

menor que 1, se produce una contraccion.

Las ecuaciones anteriores se pueden expresar matricialmente:

X p0O0O |l x
Y {1710q0] vy
z’ 00r z

La matriz A asociada a la transformacién y el vector de traslacion son:

p0o0 0
A=E" = 0g0[W=]0
0

00r
Cambio de escala respecto de un centro
El cambio de escala de factores de escala p (segin el eje x), g (segin el eje y), r
(segun el eje z) respecto del centro C=(a,b,c), punto del espacio, se define como
la concatenacién siguiente:

ECP, q4r _ TCOEOP, 4,70 T—C

Podéis obtener las ecuaciones en este caso general.
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3.1.3. Rotaciones en el espacio respecto de un eje

En el espacio tridimensional, y a diferencia de lo que ocurre en el plano bidi-
mensional, las rotaciones lo son respecto de una recta o eje.

En una rotacién intervienen dos ingredientes:

e el angulo de rotacién a
e el eje de rotacion (recta orientada) r

Considérese el punto P no perteneciente a la recta r. Sea Q el plano que pasa
por Py es perpendicular a la recta r. Sea M la interseccién del plano Q con la
recta r. El transformado de P por la rotacion de 4ngulo a y de eje r es un punto
P' para el cual se cumplen las propiedades siguientes:

e P'pertenece al plano Q
e distancia(P,M)=distancia(P',M)
e el angulo PMP'es a

Existen dos soluciones posibles. Para obtener s6lo una hay que fijar un sentido

de rotacion. La situacidn se ilustra en los esquemas que siguen:

eje . .
J angulo positivo
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angulo negativo

Tratar las rotaciones respecto de cualquier eje a escala analitica nos alejaria
de los objetivos de esta publicacion, por lo que consideraremos tnicamente
las rotaciones respecto de los ejes de coordenadas del sistema de coordenadas
cartesianas.

¢ Rotaciones respecto de los ejes de coordenadas
Consideraremos las rotaciones positivas respecto de los ejes de coordena-
das. Suponiendo que el angulo de rotacion es positivo, las rotaciones rela-
tivas a un eje se verdn antihorarias, observadas desde el semieje positivo,
sobre el plano de coordenadas perpendicular al eje. El grafico siguiente
ilustra esta idea.
Por ejemplo, en el caso de la rotacion respecto del eje x, una rotacion de
90 grados transforma el semieje y+ en el semieje z+, y la rotacion sobre el
plano yz se ve como antihoraria desde x+.
Anéalogamente, para las rotaciones respecto de los otros ejes de coordena-
das.
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Estamos interesados en ver qué ecuaciones y qué matrices de transforma-

cién produciran el efecto anteriormente descrito; lo describimos a conti-

nuacion.

* Rotacidn positiva respecto del eje de coordenadas Ox (R,”)

La matriz correspondiente a una rotacion positiva de dngulo a respecto

del eje x es:

1 O 0
0 cosa —sina
0 sina cosa

Las ecuaciones, derivadas de

x’ 1 0 0

y’ 0 cosa —sina

z’ 0 sina cosa
son:

’ — X

= cosd-—zsina
z’ = ysina+ zcosa

Con estas ecuaciones, si el angulo a es positivo, la rotacién se ve como
antihoraria (sobre el plano perpendicular al eje x, el plano yz, observandola

desde z+).

® Rotacidn positiva respecto del eje de coordenadas Oy(Ryb)

La matriz de la rotacion positiva de dngulo b respecto del eje Oy es:

==

N

27
—-—..._|______...—-"’E

X
ycosa—z sina
ysina+z cosa



© FUOC « PID_00150817 28 Anexo 2. Transformaciones geométricas

cosb O sinb

0O 1 O
—sinb 0 cosb
De
x’ cosb O sinb X xcosb + zsinb
Y11= 0 1.0 Y- y
z' —sinb 0 cosb z —xsinb + zcosh

deducimos las ecuaciones de la rotacioén positiva respecto del eje y:

’

= xcosb +zsinb
T

=Y
—xsinb + zcosh

’

z

* Rotacidn positiva respecto del eje de coordenadas Oz(R,°)
La matriz de la rotacion positiva de angulo c respecto del eje de coordena-

das z+ es:

cosc —sinc O
sinc cosc O

0 0 1
A partir de
x’ cosc —sinc O || x xcosc—ysinc
y | = | sinc cosc O || y | = | xsinc+ycosc
z 0 0 1)\ z z

escribimos las ecuaciones correspondientes:

’

= Xcosc—ysinc

’

= xsinc+ycosc

’

z = Z

3.1.4. Simetrias en el espacio

e Simetria axial
La simetria axial es la transformacién de simetria respecto de un eje. No
es mas que la rotacién de 180 grados respecto de este eje. Por tanto, no es

mas que un caso particular de rotacién en el espacio.

e Simetria especular
Es la simetria respecto de un plano. La situacién en la que resultara de ma-
yor utilidad serd en el caso en el cual el plano es un plano de coordenadas o
paralelo a uno de ellos. Consideremos las simetrias respecto de los planos
de coordenadas. Esta transformacién puede ser interesante para obtener
objetos simetrizados de otro, con el consiguiente ahorro de tiempo. Una
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situacion que sirva como ejemplo de su utilidad: imaginemos que se esté
desarrollando un modelo con simetria bilateral (un insecto, por ejemplo).
Solo hara falta construir determinadas piezas una sola vez (la mandibula de
una hormiga, por ejemplo): las otras podran obtenerse por simetrizacion.
Simetria especular respecto del plano xy.

Si P=(x,y,z) es un punto genérico del espacio, el simétrico P, simétrico res-
pecto del plano xy, serd P'=(x,y,-z). Las ecuaciones correspondientes son:

X =X
v =y
z = -z

Simetria especular respecto del plano xz.
Si P=(x,y,z) es un punto genérico del espacio, el simétrico P', simétrico res-
pecto del plano xz, serd P'=(x,-y,z). Las ecuaciones correspondientes son:

X =x
’

y ==y
Z =1z

Simetria especular respecto del plano yz.
Si P=(x,y,z) es un punto genérico del espacio, el simétrico P', simétrico res-
pecto del plano yz, sera P'=(-x,,z). Las ecuaciones correspondientes son:

X = —x
7’

y =Y
zZ =z

La obtencion de las ecuaciones de la simetria respecto de un plano arbi-

trario es mas compleja técnicamente y no se tratard aqui.

3.1.5. Transformaciones afines tridimensionales para

construccion geométrica

En la transformacion afin general, veamos cudl es el significado geométrico del
vector W'y de los vectores columnas de la matriz A. Supongamos que estamos
trabajando con la base ordinaria e¢;=(1,0,0);e,=(0,1,0);e3=(0,0,1).

En primer lugar, obsérvese que f{O)=A0O+W=W, con lo que resulta que el punto
cuyo vector posicion es W es el transformado del origen. Dado que el efecto

de sumar W es simplemente el de trasladar, estudiemos la parte lineal g(P)=AP.

Si ahora calculamos las iméagenes de los vectores de la base para la transforma-
cién correspondiente a la parte lineal g(P)=AP, obtenemos:

Para el primer vector,
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x’ a1 dip dys 1 apl+a;p0+a,;0 ai;

V| T G2 Gz || 0| T | anl+ap0+ay0 || ax
’

z Az Az as; )\ 0 as 1+a30+as0 )\ as

Se obtiene, pues, la primera columna de la matriz A. Andlogamente el trans-
formado del segundo es precisamente el vector de la segunda columna de la
matriz; el transformado del tercer vector de la base se transforma en el vector

de la tercera columna de la matriz.

Ello significa que podemos definir transformaciones afines generales indican-
do:

e cuales deben ser los vectores imagenes o transformados de los vectores de
la base.
e cudl es el transformado del origen.

Con lo primero podemos formular la matriz A; con lo segundo, tenemos el

vector W.

En relacion con lo primero normalmente construiremos nuevas bases orto-

normales que sean adecuadas para la transformacién que queremos hacer.

Se pueden ver varios ejemplos de uso aplicados a la obtencién de parametri-
zaciones de curvas y superficies en posiciones arbitrarias en los capitulos pos-
teriores. Ademads, en relacion con construccion geométrica en MaxScript, en
el capitulo de laboratorio correspondiente, pueden verse varios ejemplos de

uso de las transformaciones.

Las transformaciones geométricas pueden componerse, como ya hemos visto
en el caso del cambio de escala respecto de un centro cualquiera, y en otras

situaciones.

Conviene tener en cuenta que en general la composicién o concatenaciéon no
es conmutativa. La lectura es de derecha a izquierda segin el convenio que

adoptamos. El simbolo ° corresponde a la concatenaciéon de transformaciones.

3.2. La proyecciéon

El principal reto geométrico que supone representar en una pantalla de orde-
nador una escena tridimensional es, naturalmente, que la pantalla del orde-
nador es bidimensional. Al proceso por el que representamos la realidad tridi-
mensional en dos dimensiones, teniendo en cuenta el punto de vista de un
hipotético observador le llamamos proyeccidn.
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Para poder hacer una proyecciéon debemos trabajar en un espacio proyectivo,
y no en el espacio euclideo en el que nos hemos movido hasta ahora. En los
espacios proyectivos debemos usar coordenadas homogéneas.

3.2.1. Coordenadas homogéneas

Donde un punto en un espacio euclideo de tres dimensiones se representa
con un vector tridimensional del estilo (x, y, z), en un espacio proyectivo,
usando coordenadas homogéneas, los puntos se representan con vectores de
dimension 4, del estilo (x, y, z, w).

Decimos que dos vectores (X, y, zZ, W) y (X' y' z' w') son proporcionales si existe

un namero c tal que x=c-x', y=c-y', z=c-z', w=c-w'.

En coordenadas homogéneas dos vectores proporcionales cualesquiera repre-
sentan el mismo punto. Asi, por ejemplo, los vectores (2, 5, 7, 1), (4, 10, 14,
2)y (1, 2.5, 3.5, 0.5) denotan el mismo punto.

Dado un punto (x y z w) en coordenadas homogéneas, su representacion en
coordenadas cartesianas es (x/w y/w z/w). Asi, el vector en coordenadas ho-
mogéneas (2, 5, 7, 1) corresponde al vector de coordenadas cartesianas (2, 5,
7), y puede comprobarse que todos los vectores que representan un mismo

punto dan lugar a las mismas coordenadas cartesianas, como podria esperarse.

Como puede imaginarse, no nos interesard tratar el caso en que w=0, ya que
no se corresponde con ningin punto del espacio euclideo en que estamos
acostumbrados a trabajar.

Para el caso en el que trabajamos, lo mds habitual serd que fijemos w=1, con-
siderando siempre vectores del estilo (X, y, z, 1). Si encontramos un vector cu-
ya cuarta coordenada, w, sea diferente de 1, siempre podremos dividir por w,
obteniendo un vector equivalente:

(x/w, y/w, z/w, w/w)=(x/w, y/w, z/w, 1)
cuya cuarta coordenada si vale 1.
3.2.2. Las transformaciones habituales
Hemos visto con anterioridad cuales son las matrices que representan las dife-
rentes transformaciones tridimensionales en un espacio euclideo. Pasamos a
ver algunas de las matrices correspondientes cuando trabajamos en un espacio

proyectivo, Como es natural, pasaremos a trabajar con matrices 4x4.

Para trasladar un punto segun el vector (x, y, z) del espacio euclideo la matriz

sera:
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100 x
010y
001z
0001

Para hacer una rotaciéon de dngulo a alrededor del eje x la matriz sera:

1 0 0 O
0 cosa —sina O
0 sino coso O
0 O 0o 1

Para hacer una rotacién de angulo 8 alrededor del eje y la matriz sera:

cosPB O sinf} O

0 1 0O
—sinfB O cosp O
0 0 0 1

Para hacer una rotacién de angulo y alrededor del eje z la matriz sera:

cosy —siny 0 O
siny cosy 00
0 0 10
0 0 01

Finalmente, para hacer un escalado de factores sx, sy, sz en los ejes X, y z, la

matriz sera:

sx 0 00
0sy 00
0 0szO
0001

3.2.3. Aplicar la perspectiva

Si deseamos que la proyeccién obtenida sobre la pantalla sea realista, debere-
mos aplicar la perspectiva. Asi, el tamafio aparente de los objetos representa-
dos sera menor a medida que estos se alejen de la cAmara. Supondremos que,
mediante la combinacion adecuada de las transformaciones vistas hasta ahora
hemos colocado la camara en el origen de coordenadas, de manera que esté
"mirando" en la direccién y sentido marcados por el semieje positivo de las z,
y de forma que la "izquierda" de la cAmara la marque el semieje positivo de las
x y "arriba" venga determinado por el semieje positivo de las y.

Para aplicar la perspectiva, deberemos aplicar distorsiones en funcion del an-
gulo de vision que deseemos. Definimos dos angulos, p y v. p sera el angulo
definido por una recta que sale de la cAmara por el eje z y el plano que pasa
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por la cdmara y el limite derecho de la pantalla. v serd el dngulo definido por
una recta que sale de la cimara por el eje z y el plano que pasa por la cdmara
y el limite superior de la pantalla.

Ademas, a la hora de representar objetos en pantalla, s6lo representaremos los
puntos que se encuentren a una cierta distancia de la cAimara. Definiremos una

distancia minima, a la que llamaremos F, y una distancia maxima, B.

La matriz que representa el caso general es:

1 0 0
tanp
1
tanv 0 0
B+F —2BF
O O FFBF

En el caso en que tomemos B = « (es decir, representamos todos los puntos

por delante de la cdmara a partir de una distancia minima), consideraremos

la matriz:
1 00
tanpu
1
0O —0 0
tanv
0 0 1-2F
0 0O 10

Habitualmente p y v se determinan de forma que la representacion en pantalla
parezca correcta. Se suelen tomar de forma que la tangente de p esté entre 1y
5,y, si la pantalla sobre la que queremos hacer la representacion tiene formato
4/3, tomaremos v de forma que tan p=4/3-tan v. Asi, por ejemplo, en una
pantalla en formato 4/3 y fijando tan p=3, si queremos representar los objetos
que estén a una distancia minima 1 de la cdmara, trabajaremos con la matriz:

)
=)

)
=)

=l el e
|
—_
|
[\S]

S O VI O

[
=)
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Actividades

Ejercicios

Problema 1

Dados los puntos A,B, escribid la expresion del punto del segmento AB que dista de B
un tercio de la distancia de A a B.

Resoluci6n:

Consideremos la parametrizaciéon P(t) = A + t(B — A). El punto M buscado se describe de
forma equivalente como el que dista de A dos tercios de la longitud AB. Bastara elegir t =
2/3 en la parametrizacién anterior, de modo que resulta M = A + (2/3) (B - A).

También podemos escribir otra variante, Q(t) = B + s (B — A). Entonces hay que tomar s
= 1/3 para obtener el punto M buscado.

Problema 2

Dados los puntos P,Q, escribid la expresiéon del punto del segmento PQ que dista de P
una cuarta parte de la distancia de P a Q.

Resoluci6n:

La parametrizacién del segmento es T(t) =P + t (Q — P), con (Q <t < 1>. Obtenemos el
punto pedido con t=1/4. Asi, M =T (1/4) =P + (1/4) (Q-DP).

Problema 3

Un punto animado parte de A = (0,1,1) y se desplaza sobre el plano vertical yz, en el

cuadrante de coordenadas no negativas y >0, z= 0, de modo que se aleja del origen

seglin una trayectoria rectilinea que forma un angulo de 30 grados con el semieje y+. Se
detiene cuando ha recorrido 200 unidades. Parametrizad la trayectoria.

Resolucién:

Si w es un vector director de la recta que es la base de la trayectoria, entonces se para-
metriza por P(t) = A + tw, con t>0. Hay que obtener un vector que, aparte de darnos la
direccién de la trayectoria, oriente la recta segin la condiciéon del enunciado sobre la
progresion de la misma en el cuadrante y+z+, alejandose del origen. Ademas, atendiendo
a la condicién del recorrido de 200 unidades, resultard comodo que el vector sea unita-
rio, es decir, de norma o mdédulo 1 (en caso de que el vector que se obtenga no lo sea,
unitarizaremos dividiendo por la norma o médulo).

El vector w = (0, cos30, sin30) satisface todos los requisitos. La trayectoria que se inicia
en A se puede parametrizar por P(t) = A + t w, con t positiva o nula. El punto final B se
obtendra con el valor t adecuado del pardmetro de manera que se hayan recorrido 200
unidades. Siendo w unitario, basta elegir t = 200, es decir, B = P(200) = A + 200w.

Asi pues, hay que parametrizar el segmento AB:Q(s) = A + s(B — A) = A + 200sw, con
0 <t<1.Concretando,

Q(s)

((0,1+5100, 1+5100./3), con(0<t<1))

También se hubiera podido hallar directamente un vector director u de médulo 200,
concretamente u = (0, 200c0s30, 200sin30). En este caso, B = A + u. El resultado final es
el mismo: Gr) =A +r(B-A)=A + ru.

Problema 4

Considerad el triangulo ABC, conA=(3,0,0),B=(0,3,0),C=(0,0,3).YseaM=(1, 1,
1), punto del plano determinado por estos tres puntos. Un punto animado parte de M,
se aleja del origen y se mueve segiin una trayectoria perpendicular al plano ABC hasta
recorrer 300 unidades. Parametrizad la trayectoria de animacion.

Resolucién:

La principal dificultad es obtener una direcciéon (un vector w) perpendicular al plano
ABC. El plano ABC divide el espacio en dos semiespacios, uno de los cuales contiene el
origen de coordenadas. Dado que se tiene que cumplir la condicién de alejamiento del
origen, deberemos elegir w de manera que "apunte hacia el semiespacio que no contenga
el origen".

El procedimiento estandar para obtener una direcciéon perpendicular a dos direcciones
dadas es el producto vectorial. Elijamos dos vectores no alineados del plano ABC: lo mas
cémodo es hacerlo a partir de los puntos de los que disponemos de las coordenadas. Sean:

u;=AB=B-A=(0,3,0)-(3,0,0) = (-3,3,0)
u,=AC=C-A=(0,0,3) - (3,0,0) = (-3,0,3).

Calculemos w; = u; A, =(9,9,9). La orientacién de la direccién que determina es
la requerida.

(0,1, 1) +s(0, 200 cos 30, 200sin30) = (0,1 +200cos30s, 1 +200s
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Dado que hay que recorrer una distancia en la direccién dada por el vec-
tor anterior, es conveniente unitarizar, es decir, dividir por la norma, que es

1 1 1 1
- 2 2 2 _ . Asi, finalmente, W = ——W; = | —,—,—|.
W= (V97 +97+97=9./3) T )

El final de recorrido serd F = M + 300w. Por tanto, la parametrizacién de la trayectoria es:

P(t) = M+ t(F-M) = M+ 300w = (1,1, 1)+t(@ 300 @),osts 1

NERERINE

e Problema 5

Dados los puntos A,B del espacio, escribid la expresion del punto C del segmento AB que

dista de A un tercio de la longitud del segmento AB. Razonad la respuesta.

Resolucidn:

C=A+(1/3) (B-A).

Los puntos del segmento AB son de la forma P(t) = A + t (B-A), con t variando entre O y

1. El punto C es el que corresponde al parametro t = 1/3. Vamos a justificarlo en términos

de distancia. Imponemos la propiedad del enunciado: (1/3)d(A,B) = d(A,P(t)). Por tanto,

(1/3)d(A,B)=d(A,P(t)= || P()-Al| = [|A+t(B-A)-A || = || t(B-A)|| = [t] |[B-AJ| = t d(A,B). Debe

ser, por tanto, t=1/3.

e DProblema 6

En el espacio tridimensional, la ecuacién y = x es la ecuacién de un plano perpendicular

al plano horizontal z = 0. ;Cierto o falso? Razonad vuestra respuesta.

Resolucién:

Cierto. La ecuacién y = x corresponde al plano perpendicular a z = 0 que corta a este

plano segun la bisectriz del primer cuadrante. La respuesta se puede averiguar calculando

vectores normales a los planos indicados y comprobando que son ortogonales, es decir,
de producto escalar nulo. Ahora bien, recordad que si ax + by + cz+ d = 0, entonces N =

(a, b, ¢) es un vector perpendicular al plano. Reescribiendo el plano y = x en esta forma,

es decir, como 1.x-1.y+0.z+0=0, resulta que N = (1,-1,0) es un vector normal al plano.

En cuanto al plano z = 0, N' = (0,0,1) es normal al plano horizontal z = 0. Veamos que

su producto escalar es nulo:

N.N'=(1,-1,0).(0,0,1)= 1.0+(-1).0+0.1=0. Por tanto, los planos respectivos son perpendi-

culares.

e Problema 7

Dado el plano determinado por los puntos A = (2,0,0), B = (0,3,0), C = (0,0,1), construid

un nuevo sistema de coordenadas de acuerdo con la siguiente descripcion:

— El nuevo origen O' debe ser el baricentro de A, B, C.

— El segundo eje del nuevo sistema debe ser perpendicular al plano determinado por
A, B, C, positivamente orientado hacia el semiespacio que contiene al origen O del
sistema de coordenadas usual, sistema en el que estan expresados los puntos A, B, C.

— El nuevo sistema de coordenadas debe ser de coordenadas cartesianas.

Los detalles que queden sin especificar quedan al libre criterio del estudiante, que debera
describir las decisiones que tome.
Mostrar todos los pasos de la construccion.
e Problema 8
Escribid el vector director de la recta del plano z = 0, que pasa por el origen de coordenadas
y tal que su angulo de inclinacién (con el eje Ox+) es de 30 grados.
Resolucidn:
Hay mas de una posibilidad. Si se toma unitario de entrada, sera:
w= (cos(rt /6),sen(r /6),0).
También se podria tomar cualquier multiplo escalar no nulo de éste.
e Problema 9
Dada la recta que pasa por A y es de vector director v, dar el punto que dista n unidades
de A segtn la direccién del vector v.
Resolucién:

v
Parametricemos utilizando un vector unitario P (t) = A+ tm . Bastara tomar t =n, es

decir, P(n).

e Problema 10
;Qué forma tienen los vectores que son ortogonales a w = (1,1,1)?
Resolucidn:
Sea v = (a,b,c) un vector ortogonal a w. Este hecho equivale a que sea nulo el producto
escalar de ambos. Por tanto: O=v.w=(a,b,c).(1,1,1)=a.1+b.1+c.1=a+b+c. Por consiguiente,
son de la forma v=(a,b,c)=(a,b,-a-b), con a,b cualesquiera.

e DProblema 11
Dada la recta r que pasa por el punto A = (1,2,0) y tiene direccién dada por el vector
v=(1,1,1), construid un nuevo sistema de coordenadas cartesianas que tenga como eje
z' (tercer eje de coordenadas) la recta dada, pero orientado en sentido opuesto al de la
orientacion dado por el vector v. El nuevo sistema debe ser de orientacién positiva.
Resolucidn:
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El nuevo sistema de coordenadas serd§’ = (A;{ 3132, 33}). Vamos a presentar una re-

solucién esquematica; el lector suplira los detalles de célculos intermedios tales como
calculo de normas o productos vectoriales.

En primer lugar, tenemos H?/” = ﬁ, con lo que podemos elegir

1 1 1 )
V= —(—,—,— . Vamos a obtener ahora una direccién ortogonal al vec-
(] 333

tor anterior, efectuando producto vectorial con otro vector que no determine la misma

> 1>
u3=__

. . . - > oy > (1 1
direccién, como por ejemplo e; = (0,0, 1) Sea V1 = €3All3 = |—,— . Su

NEINEY

norma es ||31|| = A/Z y ahora podemos unitarizar: fll = %1?/ = (l, —i, O) . Con-
3 HV1|| J20 2

seguiremos una tercera direccion ()rt()gonal a las dos anteriores (y ya unltarlzada) me-
to vect 1 A ( B B Q d 1-
diante un nuevo produc o vectorial: U2 u us . Queda pOI reso.

ver el tema de la orientacién, algo que podriamos haber hecho a medida que realizaba-
mos los productos vectoriales, controlando la orientacién final. También se puede ha-

cer al final: calculamos det(fn, flz, 33 ), que resulta ser negativo. Por tanto, finalmente,

puesto que deseamos mantener el tercer vector para ajustarnos al enunciado, podemos
optar por cambiar el orden de los dos primeros o bien cambiar uno de ellos de signo.
Problema 12

Imaginemos que tenemos el problema constructivo de colocar una esfera con centro a
una cierta distancia de un punto y segin una cierta direcciéon. Dada la semirrecta con
origen en el punto Py con vector director en v, consideramos la parametrizacion corres-
pondiente Q(f) = P + tv, con t = 0. Obtened el punto sobre la semirrecta que dista 2
unidades de P.

Resolucién:

Consideremos la parametrizacién alternativa con vector director unita-

14
rio:R(s) = P+s M Basta escoger s = 2. Por tanto, en la parametrizaciéon dada escoge-

mos t=2/||v||, con lo que el punto buscado es Q(2/||v]|).

Problema 13

Supongamos que queremos programar animaciones de traslacién segin planos paralelos
al x = y. ;Qué forma tienen los vectores w con los que se pueden producir traslaciones
T,, segtn planos paralelos al plano x = »? Razonad vuestra respuesta.

Resolucidn:

Se puede resolver obteniendo los vectores ortogonales al plano x —y = 0, que es de vector
normal N = (1,-1,0), es decir, los vectores w = (a,b,c), cuyo producto escalar con N es
nulo: 0=N.(a,b,c)=(1,-1,0).(a,b,c)=a-b. Son de la forma, pues, w = (a,b,c) = (a,a,c), con a,c
nameros reales cualesquiera.

Ejercicios 2

Problema 1

Sea CO la circunferencia de centro el origen y radio R = 1 y sea Q la elipse de centro
(4,5), semiejes 2,3, y cuyo semieje mayor forma un dngulo de 30 grados con el semieje
positivo de las abscisas. Obtened una concatenacién de transformaciones geométricas
que transforme CO en Q.

Resolucién:

Consideremos C0 la circunferencia de centro C = O = (0,0) y radio R=1. Sea Q la elipse que
se describe en el enunciado, resultado final de aplicar una secuencia de transformaciones
geométricas a CO.

Vamos a proponer una solucion posible, en el bien entendido de que este tipo de proble-
mas pueden resolverse por lo general de mas de una manera. El orden segin el cual se
aplican las transformaciones es importante.

Primera transformacion

Vamos a convertir la circunferencia CO en una elipse C1 que sea métricamente idéntica
a C0, aunque con el centro en C = O = (0,0) y con los ejes principales respectivamente
coincidentes con los ejes de coordenadas. Esto se puede conseguir mediante un cambio

de escala, concretamente EO3’ 2 cambio de escala con respecto al origen con factores de

cambio de escala: 3, segtn la direccion del eje de las x; 2, segin la direccién del eje y. Este
cambio de escala triplica la dimension de los objetos en la direccion del eje Ox y duplica
la correspondiente al eje Oy. Asi, tendremos:

C1 = E,>?*(C0)

Segunda transformacién
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Efectuemos una rotacién de C1 con respecto al origen, de dngulo 30 grados. Es decir,
apliquemos la transformacién RO3O a C1. El resultado es una elipse C2, métricamente

idénticaa C1yaalaelipse final @ Q C2 = R,*(CI1)-
Tercera transformaciéon
S6lo queda efectuar una traslacion de vector w = (4,5), para obtener la elipse fi-

nal:Q = T,(C2) = Ty 5(C2)

Transformacién completa
Por tanto:

Q = T\(C2) = Ty 5 (R (C1)) = Ty 5)(Ro™(Eo”*(C0O))) = (Tia5°Ro’ °Ep”?)(CO)

Asi pues, la concatenacion de transformaciones basicas (leyendo de derecha a izquierda)
es:

30 3,2
T(4, 5)°Ro °Eq

Observaciéon

Observad que una modificacién simple del desarrollo anterior nos permitiria transformar
un cilindro de base la circunferencia dada, en el plano z = 0, en un "cilindro", de base
eliptica (cilindro eliptico), de base la elipse dada:

30 3,21
T(4, 5, 0)°Rz °Eg

e Problema 2
Considerad la figura F1, formada por el rectangulo de vértices A = (1,2), B=(5,2), C =
(5,4), D = (1,4). Considerad la figura F5, formada por el cuadrado de lado 2 que tiene un
vértice en el punto (1,0), un lado paralelo a la recta y = x/3 y estd totalmente contenido
en el semiplano y>0. Formulad una composicién de transformaciones geométricas afines
del plano que transforme F1 en F35.
Resolucidn:
Indiquemos A =(1,2), B=(5,2), C=(5,4), D = (1,4), vértices del rectangulo, que indicamos
por F1. Observad que los lados del rectingulo son respectivamente paralelos a los ejes
de coordenadas. Los lados del rectdngulo tienen longitud 4 (anchura, segin el eje x), 2
(altura, segun el eje y). Se os recomienda que vayais dibujando las figuras F que se iran
considerando.
Método 1
Vamos a utilizar las transformaciones geométricas mas basicas posibles.
Primera transformacion
Efectuamos una "traslacién al origen", que llevara el punto A al origen de coordenadas. El

vector de traslacion debe ser —A, y la traslacion sertdT 4 = T (3 5y = T(_; ). La figura

resultante sera el rectangulo F2 = T_,(F1), rectingulo con las mismas medidas que

F1 y de lados respectivamente paralelos a los ejes de coordenadas. Los vértices A, B, C, D
se han transformado, respectivamente, en A'=0 = (0,0), B'= (4,0), C' = (4,2), D' = (0,2).
Segunda transformacién

Aplicaremos un cambio de escala a la figura anteriormente obtenida con el fin de con-
vertirla en un cuadrado de lado 2, métricamente idéntica a la figura final. Esto puede
realizarse mediante un cambio de escala con respecto al origen, con lo que se produce la
figura F3: F3 = EO(O'S'D(FZ). Los vértices A', B!, C', D' se han transformado, respecti-
vamente, en A'' = (0,0), B" = (2,0), C"'=(2,2), D" = (0,2).

Tercera transformaciéon

Vamos a efectuar una rotacion de centro el origen y angulo a, siendo a = arctg (1/3), de
acuerdo con la ecuacién de la recta y la condicién sobre la inclusion en el semiplano
de las y positivas. Si los vértices A", B, C", D" se transforman en A"', B"', C""', D'",
éste es el angulo que el lado A"'B""" debe formar con el semieje x+. Por tanto, aplicamos

F4 = R, (F3).
Cuarta transformaciéon
La tltima transformacion produciré la figura definitiva: FS = T(; ¢,(F4), resultado de

la traslacion de vector (1,0).
Asi pues, resumiendo, la concatenacién de transformaciones geométricas serd (leyendo
de derecha a izquierda):

a 0.5,1)
T(1,0)°Ro oEg OT(fl,fz)

Otros métodos
Hay mas posibilidades. Indiquemos M = (1,0).
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Alternativa 1: Ry “oT o 5 0E,"*"

. 5,1
Alternativa 2: Ry “oEy """ T, _,,

e Problema 3
Escribid las ecuaciones de la transformacion geométrica en el plano resultado de conca-
tenar, en el orden que se indica, las siguientes transformaciones:
1. La rotacién en el plano de dngulo 45 grados y de centro el punto C = (2,3).
2. La traslacién de vector u = (-1,2).
Resolucién:
La rotacién que se pide se obtiene por concatenacién o composicion de las transforma-

. Lo 0 i 3. . ‘2
ciones basicas Te, T RO45 , en el orden que se indica a continuacion, de derecha a
b -0

0 0
L L a5 45 . L.
izquierda: R:™ = TeoRy™ oT Si queremos obtener la expresion en coordenadas,
debemos aplicarla a un punto arbitrario P = (x,y), con el que operaremos como matriz

0 0
columna, g #°p = (T.oRy™ oT o)(P):

En términos matriciales resulta:

() = @o(j) = 1elr" (1))

TN
==
N
|

- Tero™(523)) - (i o) (23 -

“ (S5 cosas)23)+ ()

Efectuando las operaciones matriciales, resultara:

() = (Gnas eonas) 53+ () = (2 5imas + 0 3eonds + 3

Teniendo en cuenta que sin45 = cos45 = %,

') ((x-2ZcosdS—(y-Fsnd5+ 2] (x—Z]ﬁi';g—(y—Ejli';E+2
¥ - (x—2)sin 45+ (y—3cosd5+ 3 - (x—zj§+(y—3j:f§+3

Al resultado obtenido hay que aplicarle a continuacién la traslacién de vector u:

() -

T(;) - (;j ! (; 22 N /2

(x—2)72+(y—3)72+5

La expresion en coordenadas serd, pues:
x” = (x—2)§2—(y—3)§2+ 1

y’ = (x72)§2+(y73)§+5

e Problema 4
Escribid las ecuaciones de la transformacion geométrica en el plano resultado de conca-
tenar, en el orden que se indica, las siguientes transformaciones:
1. Traslacién de vector u = (a,b).
2. La rotacién en el plano de dngulo t y de centro el punto P = (x0,y0).
3. Traslacién de vector v = (c,d).
Resolucién:

Escribamos en primer lugar las ecuaciones de la traslacion Ty, en términos matriciales.
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3) =6+ =G5

En segundo lugar, escribamos las ecuaciones de la rotaciéon R P’ = T»°R O“OT_I, :

() - %) - (S 20039+ GO - (sl ot

Ahora hay que sustituir x',y’ por los valores anteriores en funcién de x,y:

(x”) _ ((x’—xO)costf (y’fyO)sint-kxO) _ ((x+afx0)cost— (y+b—y0)sint+x0>

y” (x’—x0)sint- (y’ —y0)cost+y0/)  \(x+a—x0)sint- (y+b-y0)cost + y0

En tercer lugar, escribamos matricialmente la traslacién de vector v:
G- (49 - (579
rrr) T ” - ”
Y Y yor

Finalmente sustituimos x',y"’ por sus respectivos valores:
(X”j _ ((x +a-x0)cost— (y+b—y0)sint + x0 +9
" (x+a—-x0)sint- (y+b—y0)cost+y0 +

Y
Las ecuaciones son, por tanto:

x” = (x+a-x0)cost— (y +b—y0)sint+x0+c

y” = (x+a-x0)sint— (y+b-y0)cost+y0+d

Problema 5
Sea C un punto del plano. Considerad las traslaciones T¢, T ¢ y la transformacién E " b
de cambio de escala con respecto al origen y factores de escala a,b. Escribid el cambio de

escala EO“"’ en términos de las transformaciones Te, T, EC“’b .
Respuesta:

E™" = TPE""°T ¢

Ejercicios 3

Problema 1

Escribir las ecuaciones de la traslacion T,, en el espacio tridimensional de vector
w=(2,3,4).

Respuesta:

X =x+2
4 y+3
'=7z+4

N <
([l

Problema 2
Escribir las ecuaciones de la rotacion positiva de 30 grados respecto del eje de coordenadas
Ox del espacio tridimensional.

Respuesta:

En términos matriciales es:
x’ 1 0 0 X
Y | 7| 0 cos30 —sin30 || y
z’ 0 sin30 cos30 z

Por tanto, efectuando el producto matricial:
X =x

’

y’ = ycos30-zsin30
z’ = ysin30 + zcos30
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Basta ahora sustituir: cos 30 =

ol

, sin30 =

N=

e Problema 3
Escribir las ecuaciones del cambio de escala respecto del origen O y de factores de escala
0,5, 0,75, 1,5 segtn las direcciones de los ejes x,y,z, respectivamente.
Respuesta:
En primer lugar, en términos matriciales resulta:

x’ 0.5 0 O X
y = 0 075 0 y
z’ 0 0 15)\ z

En coordenadas, efectuando el producto matricial:

x’ = 0.5x
y’ = 0.75y
z =1.5z

e Problema 4
Escribir las ecuaciones de la rotacién positiva R%s. de 45 grados respecto del eje de coor-
denadas z del espacio tridimensional.
Respuesta:
En términos matriciales es:

x’ cos45 —sin45 0 X
y" | = | sin45 cos45 0 || y
z’ 0 0 1 z

Efectuando el producto matricial:

’

X" = x cos4S5 — ysin4S

’

Y =y sin4S+y cos45

’

zZ = Z

Ahora bastara sustituir: cos45 = sin45 = % .
e Problema 5
Escribir las ecuaciones de la rotacion positiva de 60 grados respecto del eje que pasa por
C=(2,3,0) y que es perpendicular al plano xy.
Respuesta:
Recordemos que 60 grados son a=n /3 radianes.
En primer lugar, vamos a efectuar una primera traslacion de vector -C, es decir, T_ .

Resulta, por tanto:

X X -2 X=x-2
7=y + 3| resultando:{y = y—3.
Z z 0 Z=12Z

Seguidamente hay que aplicar al resultado anterior una rotacién de 60 grados respecto
del eje de coordenadas Oz:

X cosa —sina 0 || X Xcosa—ysina (x—2)cosa—(y—3)sina
Y | = | sina cosa O y | = | Xsina+ycosa | = | (x—2)sina+ (y-3)cosa
7 0 0 1 Z Z z

Por ultimo, hay que deshacer la traslacién auxiliar inicial, aplicando la traslacién de vec-
tor C al dltimo resultado. Resulta finalmente:
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x’ x 2
Y1~ 7T 3
z > 0

=
Il

"= (x-2)cosa—(y-3)sina+2

y' = (x-2)sina+ (y-3)cosa+3
zZ =z
Problema 6

Queremos deformar la esfera de radio 20, de centro el origen de coordenadas, hasta trans-
formarla en un objeto resultado de aplicar una reduccién del 50% en las dimensiones
segun la direccion del eje Ox, una reduccién del 25% en las dimensiones relativas al eje
Oy, y dejando inalteradas las dimensiones segun el eje Oz. Escribir la transformacién geo-
métrica que hay que aplicar a la esfera.

Resolucion:

Hay que aplicar una transformacién de cambio de escala con los factores de reescalado
siguientes, respecto del origen de coordenadas:

a=0.5 (segun el eje x),

b=0.25 (segun el eje y)

c=1 (segun el eje z)

Por tanto, la transformacion es:

x’ 05 0 O] x 0.5x
y 1 =| 002501 y |~ | 0.25y
z’ 0O 0 1 z z
Finalmente:
x’ = 0.5x
y’ = 0.25y
7z =z
Problema 7

Considérese el tridngulo T determinado por los puntos (3,0,0), (0,3,0), (0,0,3). Supéngase
que hay que construir un cilindro Q1 de radio 2 y altura 7 de forma que el eje del cilindro
sea perpendicular al tridngulo Ty pase por su baricentro. Supongamos que una de las
bases esté sobre el plano del tridngulo T'y que el cilindro esta contenido en el semiespacio
que no contiene al origen, de entre los dos semiespacios determinados por el plano de
T. Establecer una concatenacién de transformaciones afines que permita obtener este
cilindro QI a partir del cilindro QO de radio 1, altura 1, eje Oz, base en el plano xy,
contenido en el semiespacio de las z positivas.

Resolucién:

Establezcamos notacion: A=(3,0,0), B=(0,3,0), C=(0,0,3). El baricentro es

M = %(A+B+C) =(1,1,1).

Indiquemos por QI el cilindro que hay que construir. Sea QO el cilindro que se indica
(de radio 1, altura 1, eje Oz, base en el plano xy, con el afiadido de estar contenido en
el semiespacio de las z positivas).

Calculemos una direccién perpendicular al plano ABC, direccién que va a ser la del eje
del cilindro QI que queremos construir. Esto se puede realizar facilmente mediante el
producto vectorial:

w=ABAAC = B-A)A(C-A) =(9,9,9)

Por tanto, el eje del cilindro Q1 que hay que construir es la recta que pasa por M y que
tiene vector director w. Denotaremos por e este eje.

El cilindro QI que hay que construir por concatenacién de transformaciones geométricas
tiene una de las bases sobre el tridngulo ABC. Ahora bien, el plano ABC divide el espacio
en dos semiespacios, y hay que considerar cudl de ellos contiene el cilindro QI, caso que
daria lugar a dos problemas o dos soluciones posibles. Vamos a suponer que el cilindro
Q1 esta contenido en el semiespacio que no contiene al origen de coordenadas.

El problema fundamental es saber convertir el semieje z+, eje del cilindro QO, en el
eje ¢, convenientemente orientado, por concatenaciéon de rotaciones respecto de los
ejes de coordenadas. Para ello debemos utilizar los dngulos a,b del esquema siguien-
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te. El angulo a es el angulo formado por el semieje x+ y la proyeccién ortogonal del
vector w sobre el plano xy, y es el dngulo que forman los vectores (1,0,0) y (9,9,0) o,
equivalentemente, entre (1,0,0) y (1,1,0). Este 4ngulo puede calcularse por la féormu-

la: cosa = (1,0.0).4,1,0) = L En este caso es a=45 grados
' 11, 0,001, 1,01 /2 '

El 4ngulo b se obtiene de forma parecida:
0,0,1).d1,1,1) 1

0,0, DIL L DI 3

1
. Asi, b=arcos —.

J3

cosb =

eje del cilindro

Primera transformacién. Vamos a crear un cilindro Q2 métricamente idéntico al cilindro
final Q1, pero situado en la posicién del QO. Se trata de aplicar un cambio de escala no

uniforme, concretamente, 02’ 2.7, Con esta transformacién el radio se duplica y la altura

se multiplica por 9. Asi, pues, Q2 = EOZ’ 2 7(Q()).

Segunda transformacion. Convirtamos el cilindro Q2 en una copia idéntica Q3, cuyo eje
pase por el origen de coordenadas, esté situado sobre el plano de coordenadas xz, y forme
un angulo b con el semieje z+. Para ello podemos aplicar una rotacién positiva de &ngulo

b respecto del eje y+: Q3 = Ryb(Q2)~

Tercera transformacion. Convirtamos el cilindro Q3 en otro idéntico Q4, con el eje pasando
por el origen de coordenadas y paralelo al eje e del cilindro final Q1. Para ello, basta

aplicar la rotaciéon Q4 = R,”(Q3).

Cuarta transformacion. Hay que transformar el centro de la base inferior de Q4, que coin-
cide con el origen, en el punto M, mediante la traslacién correspondiente, de vector OM,

es decir, Q5 = T,(Q4).

Finalmente, pues, la concatenacién de transformaciones, leyendo de derecha a izquierda,
es:

b 2,2,7
TMORZaORy OEO

Observacién: hay otras soluciones posibles.
e Problema 8
Escribir las ecuaciones de la composiciéon de las transformaciones geométricas que se
indican a continuacién, en el orden que se indican.
1. Traslacién de vector w=(1,2,3)
2. Rotacion positiva de angulo 45 grados respecto del eje Ox.
Respuesta:
Vamos a obtener la expresion de la transformacion.
Traslacion:

x’ X X 1 x+1
VI Ty Tyt 2T ez
z' z z 3 z+3

Rotacion:



© FUOC « PID_00150817 44 Anexo 2. Transformaciones geométricas

x” i x’ 1 0 0 x’ x’
y | =Ry | =] 0 cos45 —sind5 || ' | = | y'cos45—z’sin45
z” z’ 0 sin45 cos45 z’ y’sin45 + z’cos45
Xl
W2 A2
=| Vot
W2, A2
Vg vy
Concatenando ambas transformaciones se obtiene:
x’ x+1
X W22 L2 N
y// = y 272 2 = (y+2)27(2+3)2
z’ N2 W2 2 2
y% +z§ (y+2)%+(z+3)%
Las ecuaciones derivan inmediatamente de la expresiéon matricial anterior:
x” =x+1
” 2 2
=R

= (y+2)§2+(z+3)%2

N
|

e Problema 9
Escribir las ecuaciones de la rotacion positiva de 45 grados respecto del eje que pasa por
el punto (2,3,0) y es paralelo al eje Oz.
Respuesta:

En primer lugar, 45 grados son a=n /4 radianes; tengamos en cuenta que

_ W2

cosa = = = sina. Si w=(2,3,0), hay que calcular R"=T,,°T",°t,,, siendo e el eje de

rotacion. Escribamos:

x’ X xX—2 cosa —sina 0 || x—2 2

a a
y | =R\ y | =TWR | y-3 || =| sina cosa 0 || y-3 |*| 3 |=
z' z z 0 0 1 z 0

(x—2)cosa—(y—-3)sina+2
(x-2)sina+ (y—3)cosa+3
z

Con lo cual:
x" = (x-=2)cosa—(y-3)sina+2
(x—2)sina+(y—-3)cosa+3
z

N
([

Ahora so6lo falta sustituir sen a y cos a por sus valores respectivos.

e Problema 10
Se trata de programar una funcién para producir la animacién de una esfera moévil EM
que se desplaza de forma que su centro recorre una circunferencia fija CF.
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Descripcién de la circunferencia fija CF: es de radio R, su centro C=(0,0,ZC) esta situado
sobre el eje de coordenadas Oz, a una altura ZC (relativa al plano z=0) (ZC puede ser
positiva, nula o negativa); el plano que contiene la circunferencia CF contiene el eje de
coordenadas Oz y se obtiene como resultado de aplicar la rotacién positiva de angulo
ALFA, respecto del eje Oz, al plano de coordenadas vertical xz.

El punto de inicio de la animacién debe ser el punto mas alto de la circunferencia CF.
Todos los aspectos no definidos aqui (por ejemplo, el sentido de recorrido sobre la cir-
cunferencia) quedan a libre eleccién.

Nombre de la funcién: AnimacionEsferaSobreCircunferencia.

Argumentos que se le pasaran:

REM: radio de la esfera mévil EM

ALFA: d4ngulo de rotacién

ZC: altura del centro de la circunferencia CF

R: radio del la circunferencia CF

Como ejemplo de uso hay que realizar una escena en la que haya 4 esferas animadas
obtenidas mediante la funcién anterior, todas ellas sobre circunferencias del mismo radio
R, con esferas de idéntico radio REM y con ZC=R para todas la circunferencias. Hay que
tomar distintos dngulos ALFA para obtener las variantes siguientes:

— Esfera sobre el plano y=0

- Esfera sobre el plano x=0

-  Esfera sobre el plano x=y

— Esfera sobre el plano x=-y

Todas las esferas estan inicialmente superpuestas con centro en el punto més alto de la
trayectoria.
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Ejercicios de autoevaluacion

1. El médulo del vector (1,1,1) es...

a)l

b) V3
)2
d) 143

e) Ninguno de los anteriores.

2. Normalizar un vector no nulo...

a) es dividirlo por su médulo.

b) es multiplicarlo por su médulo.

¢) No existe tal operacion.

d) es duplicar su médulo.

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

3. El moédulo del vector director de la bisectriz del primer cuadrante del plano bidimensional
es...

a) 3
b) V2
o1l

d) 142

e) Ninguno de los anteriores

4. Si P=(2,3,0), Q=(1,-1,1), el moédulo de PQ es...

a) 3y2
b) 2
)2

d) Ninguno de los anteriores

5. Si una recta r tiene la direccién dada por el vector (u,v), son perpendiculares a la dada las
rectas de vector director...

a) (-u,-v)

b) (-v,u)

©) (v,u)

d) (-u,-v)

e) Ninguno de los anteriores.
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6. Los vectores ortogonales al vector (1,1,0) son

a) so6lo los de la forma (0,0,z).
b) los de la forma (x,-x,z).

¢) solo los de la forma (x,-x,0).
d) sélo los de la forma (-x,x,0).
e) Ninguno de los anteriores.

7. Las rectas del espacio tridimensional perpendiculares a la bisectriz del primer cuadrante x
+y+ del plano z=0 tienen direccién dada por...

a) (a,1-a,0).

b) (0,0,0).

c) (-a,a,b).

d) (1,1,1).

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

8. Los vectores ortogonales a la bisectriz del cuadrante x—y— del plano xy son...

a) maltiplos escalares (no nulos) de (-1,-1,0).

b) de la forma (a,-a,b)

c) No se puede determinar.

d) No tiene sentido.

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

9. Los vectores perpendiculares a (1,1,1)...

a) son los de la forma (x,y,-x-y).

b) son los multiplos escalares (no nulos) de (1,1,1).
c) son los vectores multiplos escalares de (1,1,0).
d) No se puede determinar.

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

10. En el espacio tridimensional, x=y...

a) no es ningtn plano.

b) es un plano perpendicular al plano xy.

¢) es un plano paralelo al xy.

d) es un plano perpendicular al plano vertical yz.
e) Ninguno de los anteriores.

11. Dados los puntos A,B,C no alineados del espacio tridimensional, AB A AC

a) es un vector perpendicular al plano ABC.

b) es un vector paralelo a AB.

c) es un vector paralelo a AC.

d) es perpendicular a AC, pero no a BC.

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

12. ;Coémo obtener un vector ortogonal a wy a u?

a) No se puede obtener.

b)yw-u

c) Mediante u A w, peronow A u

dyuaw

e) Ninguna de las respuestas anteriores es correta

13. Si PQ,R son puntos no alineados del plano ax+by+cz+d=0, y N=(a,b,c),...

a) N es ortogonal a PQ y a PR.

b) N es ortogonal a PQ, pero no a PR.

¢) N no es multiplo escalar del producto vectorial PQ A PR.
d) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

14. Si los vectores (1,a,1), (2,1,-1) son ortogonales, es a=...

a) -1
b) 0
o1
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d) No se puede determinar.
e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

15. Si los vectores (1,a,-1), (2,2,b) son ortogonales, se cumple

a) b=0

b) b=2.a-2

c) b=2.a+2

d) Ninguno de los anteriores.

16. Dada una recta r del espacio tridimensional,...

a) hay una tnica direccién perpendicular a r.

b) hay exactamente dos direcciones perpendiculares a r.
c) hay infinitas direcciones perpendiculares a r.

d) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

17. Si dos rectas tridimensionales, de vectores directores respectivos u,v, definen la misma
direccioén, entonces

a) u.v=0

b)uv=0

cuv 1o

dvu'lo

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

18. El punto del segmento AB que dista de B % de la distancia de A a B, se obtiene mediante
la parametrizacién A+t(B-A) mediante

a) t=1/4

b) t=3/4

c) t=1

d) t=2/4

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

19. Si w es unitario, P=A+tw dista 300 unidades de A si...

a) t=1

b) t=1/2

c) t=300

d) t=300/2

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

20. Sea A el punto situado sobre la bisectriz del cuadrante de coordenadas no negativas (x
> 0,y 2 0) del plano horizontal z=0, ya que dista 200 unidades del origen de coordenadas.
Entonces:

a) A=(200,200,0)

b) A=200(1,1,0)

¢) A=(200cos(1t/3),200sin(rnt/3),0)

d) A=(200cos(nt/4),200sin(m/4),0)

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

21.Si T, indica la traslacion de vector C'y 120(n/180)R indica la rotacién de angulo a respecto
del origen O, la rotacion de dngulo a respecto del punto C se puede obtener como (leyendo
de derecha a izquierda)...

a)TcoR,"0T¢

b) TcoR, 0oTc

c) TcoR,

d) R, 0T

e) T.coR,

f) Ninguno de los anteriores.
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22. Indicar cudl de las ecuaciones siguientes corresponde a la rotacién antihoraria en el plano
bidimensional respecto del origen (a > 0):

a) X'=X cos a+y sin a; y'=—x sina + y cos a
b) x'=x cos a+y sin a; y'=—x sina + y cos a
c) Ninguna de las anteriores.

23. Considérese la parabola PO, de ecuacioén y=2x2 + 12, y la pardbola P1, de ecuacion x=-2y2
+ 13. Considérense varias secuencias ordenadas de transformaciones geométricas (leyendo
de derecha a izquierda). Indicar cudl (o cuales) transforma la figura PO en la figura P1 (si hay
alguna).

9

a) T30 0 R, 00T g,.12)
9

b) T(130 0 Ry 0 0T 12,0
9

©) To-12 0 Ry 0T 13,0

-9
d) T13,0 0 R, 0 0T 9,12
e) Ninguna de las anteriores.

24. En el plano bidimensional, la rotacién antihoraria de 90 grados respecto del origen de
coordenadas tiene ecuaciones...

a) x'=y, y'=x
b) x'=-y, y'=x
C) X'=y,y'=—X

d) x'=x-y, y'=x+y
e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

25. En el plano bidimensional, la rotacién horaria de 90 grados respecto del origen de coor-
denadas tiene ecuaciones...

a) X'=y, y'=x
b) X‘:_YI Y':X
C) X'=y,y'=—Xx

d) x'=x-y, y'=x+y
e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

26. Las ecuaciones de la traslacién de vector (2,3) son...
a) X'=x+2, y'=y+3

b) x'=x-2, y'=y-3

c) x'=2x, y'=3y

d) No se puede efectuar.

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

x'=2x+4y+3
es

27. La matriz de la transformacion afin
y'=—x+6y+5

 7)
{9
{_21 5
o, )

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

a)

=
I

(g}
~
W

2 0 5
28. Dada la afinidad de matriz 4= ( 1 2} y de vector de traslacion W = [6] , Sus ecua-
ciones son...
a) X'=2x-y+5,y'=-2y+6

b) x'=—x-2y+5, y'=2x+6
C) X'=2x+35, y'=—x-2y+6
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d) x'=-2y+35,y'=2x-y+6
e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

29. El cambio de escala respecto del origen que triplica la dimension segtn el eje Ox y duplica
la dimensién segtn el eje Oy tiene ecuaciones...

a) x'=(1/3)x, y'=(1/2)y

b) x'=3x, y'=2y

c) x'=2x, y'=3y

d) No se puede aplicar.

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

30. Dado el cambio de escala respecto del origen de ecuaciones x'=4x, y'=(1/2)y,...

a) duplica la dimensién en la direccién del eje Ox y cuadruplica la dimensién segtn el eje Oy.
b) cuadriplica la dimension en la direccién del eje Ox y reduce a la mitad la dimensién segin
el eje Oy.

c) reduce en un 50% la dimensién segtn el eje Ox.

d) No tiene sentido.

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

31. El resultado de aplicar la transformacién geométrica f(X)=AX+W, con

4= Nw=’] a to P=(1,-1)
= = , al punto P=(1,-1) es
o 1)"77) P

a) (8,-6)
b) (2,0)
) (-8,6)
d) (4,5)
e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

1 ayfl 2 3
32. Si + = , entonces a=...
o e

a)2

b) -1

c)0

d) 4

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

2 3\«x -1
33. En la transformacién [4 5][ ]+[ 1 J , el transformado del origen es
y

a) (0,0)
b) (-1,1)
o (1,-1)
d) (1,1)
e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

34. En la transformacién geométrica {x =2x+3y+9 el transformado de P=(1,1) es...
y'=-x+y-96

a) (0,0)

b) (1,1)

c) (14,-6)

d) (-6,14)

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

cosa —sina

35. 35. Si a < 0, la matriz de rotacién ( )
sina cosa

J produce un giro...

a) horario.
b) antihorario.
¢) No se puede determinar si es horario o antihorario: depende de a.
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d) No produce ningtn giro.
e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

36. La transformacién geométrica afin f(X)=AX para la cual f(1,0)=(0,1), f(0,1)=(-2,-1) es ...

a) x'=-2x, y'=y-x
b) x'=-2y, y'=y—x
©) X'=-2y, y'=x-y
d) x'=x+y, y'=x-y
e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

cosa sina

37. Sia <0, la matriz )
—sina cosa

] produce un giro

a) antihorario.

b) horario.

c) No se puede determinar si es horario o antihorario: depende de a.
d) No produce ningtn giro.

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

2 0
38. La matriz (0 3] produce

a) una rotacioén en el sentido de las agujas del reloj.
b) una rotacién antihoraria.

¢) un cambio de escala.

d) una traslacion.

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

1 0
39. La matriz
0 -1

a) no puede ser matriz de rotacién respecto del origen.

b) es la matriz de rotacién de 180 grados, respecto del origen.
c) corresponde a una traslaciéon en el plano.

d) no corresponde a una transformacion afin.

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

-1 0
40. La matriz es...
0 -1

a) la matriz de la rotacion horaria de 90 grados respecto del origen de coordenadas.

b) la matriz de la rotacién antihoraria de 180 grados respecto del origen de coordenadas.
¢) la matriz de una traslacion.

d) la matriz de la rotacién antihoraria de 90 grados respecto del origen de coordenadas.

41. El simétrico del punto P=(a,b,c) respecto del plano de coordenadas xz es...

a) (a,b,0)
b) (a,0,0)
) (c,a,b)
d) (a,0,0)
e) Ninguna de las opciones anteriores.

42. Las ecuaciones de la rotacién positiva de angulo a respecto del eje Ox son...

a) X'=X; y'=y cos a-z sin a; z'=y sin a+z cos a.

b) x'=x cos a+ z sin a; y'=y; z'=-x sin a+z cos a.

€) X'=X COs a-y sin a; y'=X sin a+y cos a; z'=z.

d) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.
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0 0 1
43. La matriz | cosa —-sina 0

sing cosa O

a) es la matriz de rotacién positiva de angulo a respecto del eje x.
b) es la matriz de rotacién positiva de angulo a respecto del eje y.
) es la matriz de rotacion positiva de 4ngulo a respecto del eje z.
d) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

0 cosa -sina

44. La matriz |0 sina cosa
1 0 0

a) es la matriz de rotacién positiva de angulo a respecto del eje x.
b) es la matriz de rotacién positiva de angulo a respecto del eje y.
c) es la matriz de rotacion positiva de dngulo a respecto del eje z.
d) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

0 1 0
45. La matriz | cosa 0 sina

—-sina 0 cosa

a) es la matriz de rotacién positiva de angulo a respecto del eje x.
b) es la matriz de rotacién positiva de angulo a respecto del eje y.
c) es la matriz de rotacion positiva de dngulo a respecto del eje z.
d) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

46. Las ecuaciones de la rotacién positiva de 90 grados respecto del eje x (vista como anti-
horaria desde x+) son...

a) x'=X; y'=z; z'=-y

b) x'=-z; y'=y; z'=x

C) X'=X; y'=-z; z'=y

d) x'=x; y=-7; z'=-y

e) Ninguno de los anteriores.

47. El simétrico del punto P=(a,b,c) respecto del eje de coordenadas Oz es

a) (-a,-b,c)

b) (-a,-b,0)

c) (a,~b,c)

d) (-a,b,c)

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

-1 0 0
48.Lamatriz| 0 -1 0f...
0 0 1

a) es la matriz de la rotacion positiva de 90 grados respecto del eje Oz.
b) es la matriz de la rotacion positiva de 180 grados respecto del eje Oz.
c) es la matriz de la rotacion positiva de 90 grados respecto del eje Ox.
d) es la matriz de la rotacién de 180 grados respecto del eje Oy.

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

2 0 0
49. Lamatriz |0 4 0 | esla matriz de...
0 0 05

a) el cambio de escala respecto del origen, de factores 2 (eje x), 4 (eje y), 0.5 (eje z).

b) un cambio de escala respecto del origen que reduce a la mitad la dimensién segtn el eje y.
c) la traslacién de vector (2,4,0.5).

d) una rotacién respecto de un eje de coordenadas.

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.
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00 2
50. La matriz| 0 4 0| corresponde a...
300

a) una rotacion respecto del eje Oy.

b) un cambio de escala de factores de escala 2,4,3.
c) la traslaciéon de vector (2,4,3).

d) la traslacién de vector (3,4,2).

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

1 0 0
51.Sia<0,lamatriz|0 cosa -—sina | produce...

0 sina cosa

a) una rotacion respecto del eje y, antihoraria vista desde y+.
b) una rotacién respecto del eje x, antihoraria vista desde x-—.
€) una rotacién respecto del eje z, horaria vista desde z-.

d) un cambio de escala.

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

52. Larotacién de 45 grados respecto del eje perpendicular al plano z=0 que pasa por el punto
C=(2,5,0) es...

a) TcoR,* oT¢

b) Tco R, * 0T

c)Tco RZ45 oT¢

d) TcoR,™ oTe

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

53. La composicién T.c 0 R, ® oTe...

90 90
a)R, " oR,

b) R,

O R

d) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

54. La composicion de rotaciones en el espacio tridimensional...

a) es siempre conmutativa.

b) en general no es conmutativa.

€) no siempre se puede efectuar.

d) sélo se puede efectuar si los ejes respectivos son perpendiculares.
e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

55. La matriz RZ'QO...

a) es una rotaciéon de dngulo b respecto del eje x.

b) es una rotacion respecto del eje y, horaria vista desde y+ si b < 0.

¢) es una rotacion respecto del eje y, horaria vista desde y+ si b > 0.

d) es una rotacion respecto del eje y, antihoraria vista desde y-si b > 0.
e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

2 0 0Y cosa sina O
56. La composiciéon [0 3 0| —sine cosa 0| corresponde a efectuar...
0 01 0 0 1

a) primero una rotacion respecto del eje x, seguida de un cambio de escala.

b) primero un cambio de escala, seguido por una rotacién respecto del eje z.

c) primero una rotacién respecto del eje x, seguido de otra rotacién respecto del eje y.
d) primero una rotacién respecto del eje z, seguido de un cambio de escala.

e) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.



© FUOC « PID_00150817 54 Anexo 2. Transformaciones geométricas

57. Queremos convertir el cubo de centro el origen, longitud de arista 2, y de lados respecti-
vamente paralelos a los ejes de coordenadas, en otro cubo situado de idéntica manera pero

de arista 3. Hay que aplicar...

a) una rotacién respecto del eje x.

2 0 0
plo 2 0
00 2
300
olo 3 0
00 3
2/3 0 0
dl 0 213 0
0 0 2/3
342 0 0
el 0 3/2 0
0 0 342

f) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

58. Si tenemos que efectuar una reduccién del 50% de la dimensién de un prisma segin la
direccién del eje x y un incremento del 200% en la direccién del eje y, aplicaremos...

50 0 0
a)| 0 200 0
0 0 1
05 0 0
b0 2 0
0 01
c) No se puede aplicar ninguna transformacion.
05 0 0
d| 0 2 0
0 0 2

e) Ninguna de las anteriores.

1 -2 -1
59. Las ecuaciones de la transformacién afin de matriz A=|-3 0 3 | y de vector de
4 5 6
-1
traslacion W =| 2 | son...
1

a) x'=x-2y-z-1; y'=—-3x+32+2; 7'=4x+5y+62+1
b) x'=-3x+32+2; y'=x-2y-z-1; z'=4x+5y+6z+1
C) X'=4x+5y+6z+1; y'=-3x+32+2; z'=x-2y-z-1
d) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

60. Las ecuaciones de la traslacion de vector (3,5,7) son...

a) x'=x-3; y'=y-5; z'=z-7
b) x'=x+3; y'=y+5; z'=z+7
¢) x'=3x; y'=3y; z'=7z
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Solucionario

Ejercicios de autoevaluacion
1.b

2.a

10. a
11.a
12.d
13.a
14. a
15. ¢
16. ¢
17.b
18.b
19.¢
20.d
21.a
22.b
23.a
24.b
25.¢
26. a
27.b
28.c
29.b
30.b
31.e
32.¢c
33.b

34.c
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35.a

36. c

37.a

38.c

39. a

40.b

41.b

42. a

43.d

44.d

45.d

46. c

47. a

48.b

49. a

50. e

51.b

52.a

53.d

54.b

55.b

56.d

57.e

58.b

59.a

60. b
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