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Introduccio

Aquest modul tractara sobre el calcul de primitives, que es pot considerar com
la operaci6 inversa a la derivacio. Gracies a la derivaci6, podem calcular la
velocitat v(t) d’'una particula sabent quin n’és el desplacament x(t). Aixo és
possible, ja que v(t) = %x = X/(t). El procediment invers pot tenir interés,
per exemple, si coneixem la velocitat v(t) d'una particula i en volem calcu-
lar el desplacament x(t). Aquest procediment invers és el que ens permetra
fer aquest tipus de calculs. De manera més precisa, es presentara el concepte
de primitiva d'una funcio, o integral indefinida. Seguidament, es presentaran
els metodes principals per a calcular primitives: primitives immediates, qua-
siimmediates, métode d’integracié per parts, metode del canvi de variable i,

finalment, la integraci6 de funcions racionals.
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1. Primitives i integral

El calcul de primitives s’ha de considerar com 1’operaci6 inversa a la derivacio.
Per exemple, si considerem la funcié f(x) = x2, la seva derivada és f’(x) = 2x.
Aix0 ho podem representar d’aquesta manera:

f)=x* = f(x)=2x

Basicament, el que estem fent és transformar la funcié f(x) = x* en la funci6
f'(x) = 2x, en queé f'(x) rep el nom de la funcio derivada.

Ara bé, si ho mirem justament en el sentit contrari, és a dir, si ara la nostra fun-
ci6 d’origen és la funci6 g(x) = 2x, la funci6é G(x) = x> rep el nom de primitiva
de la funci6 g(x). Ho podem representar de la manera segiient:

g =2x = G =x°

1.1. Primitives d’una funcio

Seguint amb 1’exemple anterior, no solament la funcié f(x) = x*> té derivada

2x. Fixeu-vos que si considerem les funcions segiients i les seves derivades,
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L) =x>+2, fr(x)=2x,
() =x"+3, fi(x) =2x,
fe)=x*+C,CeR, fb(x)=2x,

tant la funci6 x?, com x* + 3 o com x? + C s6n primitives de la funci6 x>.

Tota funci6 té infinites primitives que difereixen només per una cons-

tant. Dit d’'una altra manera, si F; i F, son dues primitives qualssevol de
la funcio6 f(x), aleshores existeix una constant C tal que

F,-F,=C.

A vegades, no és tan facil detectar que dues funcions sén primitives de la
mateixa funcio.

Exemple 1

2t
Les funcions F;(x) = tan?(x) i F2(x) = sec?(x) sén primitives de la funci6 f(x) = CO:ZH ((X)).
X
En efecte, tot i que no ho sembli,

F1(x) = F>(x) = tan?(x) - sec?(x) = -1,

ja que

2 1
F1(0) - F2(x) = tan®(x) - sec’(x) = (5322?;)) "~ cos2(x)

_sinf() -1 -cos’(x)

cos2(x)  cos2(x)

en que en la pendltima igualtat hem utilitzat la propietat ben coneguda que sin®(x) +
cos?(x) = 1 que ens permet substituir sin?(x) — 1 per —cos?(x).

1.2. Integral indefinida d’una funcié

Com hem vist abans, donada una funci6 f(x), existeixen infinites primitives
que difereixen només per constants.

Calcul de primitives
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Tot i que la notacié d'una primitiva o de la integral indefinida és la mateixa,
es distingeixen en funci6 de si el resultat és una inica funcié o un conjunt de
funcions. Per exemple,

/ cos(x)dx = sin(x) + 2
és una primitiva de cos(x), mentre que
/cos(x)dx =sin(x)+C, CeR

és la integral indefinida de la funci6 cos(x).

Exemple 2

Ja hem vist que
/2xdx=x2+C,Ce]R,

/ cos(x)dx =sin(x) +C, C € R,
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Aleshores, utilitzant la propietat de linealitat, tenim que

/(Zx + cos(x))dx = /Zxdx + /cos(x)dx =x*+sin(x)+C, C€R

/8 cos(x)dx = 8 / cos(x)dx = 8sin(x) + C, C € R.
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2. Calcul de primitives

Com hem dit, el calcul de primitives €s el procediment invers de la deriva-
ci6. Algunes d’aquestes primitives es podran calcular molt facilment: son les
anomenades primitives immediates o quasiimmediates. En altres casos, sera
necessari utilitzar meétodes més elaborats, com ara la integracié per parts, el

canvi de variable o la descomposici6 en fraccions simples.

2.1. Primitives immediates

Les primitives immediates son les que es poden calcular directament si llegim
ala inversa una taula de derivades. Es a dir, quan la funcié que hem d’integrar
és directament la derivada d’una funci6 elemental. Com diem, en aquest cas,
el calcul de la primitiva és immediat mirant una taula d’integrals com la tau-
la1.

Taula 1. Primitives d’algunes funcions elementals

Funcions simples

Funcions compostes

/x”dx = %x”*l +C,n#1
n+

/u’u”dx = %u"*l +C,n#1
n+

!
/u—dx=ln|u|
u

/u’e“dx =é"+C

/cos(x)dx =sin(x) + C

/u/ cos(u)dx = sin(u) + C

/sin(x)dx =-cos(x)+C

/ ' sin(u)dx = —cos(u) + C

1
/ ——dx = arctan(x) + C
1+x2

/
/ uidx = arctan(u) + C
1+u?

1
/ mdx =tan(x)+ C

/
/ de =tan(u) +C

cos2(u)

1 u
————dx = arcsin(x) + C / dx = arcsin(u) + C
/ V1-x2 ¢ V1-u?
/ ! dx = arccos(x) + C / v dx = arccos(u) + C
V1-x2 V1-u2

X
/a"dx: a +C,a>0a+#1
In(a)

u
/u’a"dx:h;1%+C,a>O,a7!l
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Exemple 3

Per calcular una primitiva de la funcié x2, la taula 1 ens déna directament la resposta:

3
/xzdx:§+C,CeR.

A més, és facil comprovar que el resultat és correcte, ja que

Es important saber que a vegades cal multiplicar o dividir per alguna constant

per a poder utilitzar la informaci6 de la taula.

Exemple 4

Per a calcular una primitiva de la funcié ¢, hem d’utilitzar 'entrada de la taula 1 que
ens dona la primitiva de la funcié exponencial per a funcions compostes. En aquest cas
tenim

/es"dx = %/Sesxdx = %es" +C,CeR.

Fixeu-vos que en aquest cas u = 5x, per tant per a poder aplicar la taula hem d’introduir
la derivada ©’ = 5 dins la integral, i dividir per un cinque per a no modificar el resultat.

A més, és facil comprovar que el resultat és correcte, ja que
1 !
|:7€5X + C} = —5e% =5,
5 5
Exercici 1 Calculeu una primitiva de les funcions

a) e* ¢) cos(5x)

b) L d)

-

2.2. Primitives quasiimmediates

Les primitives quasiimmediates son les que es poden calcular directament fent
servir la regla de la cadena i la taula 1. Hem volgut representar aquestes inte-
grals també en la taula 1, pero en una segona columna. D’aquesta manera, pot

observar-se I’analogia amb les integrals immediates.

Recordeu!

Per a comprovar si hem
calculat bé la primitiva,
només cal derivar el resultat i
verificar que obtenim la
funcié inicial.
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Si F(x) és una primitiva de la funcio f(x), és a dir,

[ feodx=Fe,
i considerem una altra funci6 g(x), aleshores,

/ FE0)g (dx = FE().

Aquestes primitives reben el nom de quasiimmediates.

Del que es tracta, doncs, en aquest tipus d’integrals, és d’identificar quina
funci6 fa el paper de la f(x) i quina el paper de la g(x). Al principi, aixd pot

costar una mica, pero més endavant semblara més natural.

Exemple 5

Si volem calcular la primitiva de la funcié

cos(x)
sin(x)’

no veiem en la taula 1 cap esquema similar. No obstant aixo, si que podem identificar
els elements segiients: una funcié sinus ubicada en el denominador, i la derivada de la
funci6 sinus al numerador. Es a dir, si considerem les funcions f(x) = % ig(x) =sin(x), en
que g’ (x) = cos(x), tenim que

cos(x)
sin(x)  sin(x)

cos(x) = f(g(x))g’ (x).

Per tant, per a calcular la primitiva nomes cal calcular la primitiva de f(x) i avaluar-la en
8(x). Donat que la primitiva de f(x) = | és F(x) = In |x| + C, tenim finalment que

/ CF)S(X) dx = /f(g(x))g/(x)dx =F(gx) =In|sin(x)|+C, C € R.

sin(x)

A més, és facil comprovar que el resultat és correcte, ja que

[In | sin()| + €]’ = —— cos(x) = 25%).
sin(x) sin(x)
Exercici 2 Calculeu les primitives segiients:
3x7 —sin(x)
Y de )/ 1+ COSZ(X)

2
b) / 2xe® dx d) / T

Quasiimmediates o canvi
de variable?

Veureu al subapartat 2.4 que
les integrals quasiimmediates
es poden considerar com un
cas particular de la integracio
per canvi de variable. Es per
aixo que en alguns llibres no
les consideren o, fins i tot, en
anglés no hi ha cap paraula
per a referir-s’hi.

Regla de la cadena

Recordeu que la derivada de
la composicié de dues
funcions és

(f ©8)() = F/(g)g’' (1). Ho
necessitareu per a comprovar
les integrals quasiimmediates.
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2.3. Metode d’integracioé per parts
El metode d’integracié per parts és un metode molt potent que permet, en
general, calcular la integral del producte de dues funcions. El metode es basa

a reexpressar la integral inicial en una de més senzilla que la inicial.

El metode d’integracio per parts prové de calcular la derivada del producte de

dues funcions. En efecte, si considerem les funcions u(x) i v(x),
(V)] = v Cvx) + u(x)v' (x).

Si ara aillem el terme de la dreta del tot i apliquem la integral a cada terme,

obtenim:
/ u(x)v' (x)dx = / [u(x)v(x)] dx - / vou' (x)dx
= u(x)v(x) — / vou' (x)dx.

Es a dir, si la integral de ’esquerra no és facil de calcular, es pot mirar de

reexpressar amb l’objectiu que la integral de la dreta sigui més senzilla.

Si u(x) i v(x) son dues funcions derivables, aleshores
/ u(x)vV' (x)dx = u(x)v(x) - / veOu' (x)dx,

que també podem representar com

/udv=uv—/vdu,

on dv =V (x)dx i du = u'(x)dx.

Exemple 6

Per exemple, per calcular la integral indefinida de f(x) = xe*, aplicarem el metode d’inte-
gracio per parts. Considerarem les parts segiients: u = x i dv = e*dx.

Un cop idendificats u i dv, hem de calcular du i v. Aix0 es fa derivant I'expressié d'u i
integrant l’expressié dv com es veu a continuacio:

derivem
u=x = du = dx

integrem
dv = e¥dx = y=e*
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Aleshores,
/xe"dx: u=x = du=dx
dv=edx = v=e¢*
=uv—/vdu=xe"—/e"dx
=x*-*+C=x-1)¢"+C,CeR
Si per calcular la mateixa integral, escollim les parts de forma contraria, és a oy [ e b
dir, de uidv
) Es important escollir bé les
derivem funcions u i dv perqué en
u=e* = du = e*dx aplicar la férmula
d’integraci6 per parts
arribem a una integral més
integrem 2 senzilla que la inicial.
X
dv = xdx = V=5
aleshores,

2

av=xdx = szi

uv—/vdu:xe"—/e"dx

x2e* x2e
= ‘_/ 5

u=e = du=¢e'dx
/xe)‘dx=

Com es pot veure, la nova integral que apareix és més complexa que la primera

que teniem.

Per tant, per a aplicar correctament el metode d’integracid per parts és impor-
tantissim identificar correctament qui sén u i dv. A vegades, una de les dues
funcions no esta detallada de manera explicita com veurem en l'exemple se-

glient.

Exemple 7

Per a calcular la integral indefinida de f(x) = In(x) només tenim una funci6, pero fixeu-
vos que la podem reescriure com a f(x) = 1 - In(x). Aleshores,

u=Inx) = du= ldx
/ln(x)dx =/1 -In(x)dx = X
dv = dx = y=Xx

=uv—/vdu:xln(x)—/%dx:xln(x)—/ldx

=xIn(x)-x+C,C e R.
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Recordeu que és importantissim, quan hem calculat una integral, comprovar-ne el resul-
tat. En aquest cas, aplicant la derivada d'un producte tenim

[xIn(x) -x+C]" =In(x) + % -1=In(x).
Exercici 3 Calculeu les primitives segiients:

a) / x cos(x)dx c) / arctan(x)dx

b)/ x> dx

2.4. Metode de canvi de variable

Aquest metode utilitza un canvi de variable o la substitucié6 d’una variable

amb l'objectiu de reescriure la integral inicial en una altra de més senzilla.

Si tenim una funcié continua f(x) i considerem el canvi de variable
t = g(x) en que la funci6 g és una funci6 derivable, aleshores

/ FE00)8 (dx = / Fdt.

Es important observar que, en fer el canvi de variable, fem dues substitucions.
La primera és canviar g(x) per t, perd observeu que també canviem g’(x)dx per
dt. Es a dir, la igualtat s’obté de

/ F(500) ¢ (Wdx = / Fyt.
~ ——

t dt

Exemple 8

Per exemple, per calcular la integral indefinida de la funcié xv'1 - x2, aplicarem el métode
de canvi de variable. Considerarem el canvi t = 1 - x?.

Un cop idendificat el canvi, també hem de calcular el canvi per als diferencials. Aixo es
fa derivant el canvi t = 1 - x? a l'esquerra respecte de t i a la dreta respecte de x. Es a dir

t = 1-x2

derivem respecte de t l l derivem respecte de x

1-dt = -2xdx

Integrals
quasiimmediates

Les integrals quasiimmediates
de la forma [ f(g(x))g’ (x)dx
es poden resoldre per canvi
de variable utilitzant el canvi

t=g(x).
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Per tant, en aquest cas tenim que t = 1 -x? i que df = -2xdx. Amb aix0 ja podem aplicar
el canvi de variable a la integral

/xx/l—xzdx= [ t=1-x* ] =—%/\/1—x2-(—Zx)dx:—%/\/fdt

dt = -2xdx

1 [ 12 4, 1
S dt=-22P24Co2\/B4C
2/ 230 F 3\er

=—%\/(1—x2)3+C, CeR,

en qué, en I'Gltim pas, desfem el canvi de variable perque el resultat ens quedi en funcié
de la variable original x i no de t.

Fixeu-vos que aquesta integral també es pot considerar de tipus quasiimmediata, ja que
podem identificar les funcions f(x) = v/x i g(x) = 1-x%, en queé g’(x) = —2x, de manera que

T2 = -2 (20VT-2 = L flg0)g' 0.

L'hauriem pogut resoldre directament, o com hem fet, considerant el canvi t = g(x) =

1-x2.
Exemple 9
1
Considerem el calcul d'una primitiva de la funcié P utilitzant el canvi de variable
x=t2
Aleshores

1 x =t2 1 2t
dx = =/72tdt=/—dt=
/1+\/)? |:dx=2tdt} 1+VE2 1+t

_/Mdt_/(z_i) it
- 1+t - 1+t

=2t-2In|1+t¢|

=2vx-2In|1+ Vx| = 2v/x-21In(1 + VX).

Exercici 4 Calculeu les primitives segiients utilitzant els canvis de variable donats

en cada cas:
VX 1
a)/%dx, t=x C)/ex+e_xdx, t=¢e"
5 3.3 3 In(x)
b)/x(1+2x)dx, t=1+2x d) P dx, t=In(x)

2.5. Primitives de funcions racionals

Finalment, vegem com es calculen primitives de funcions racionals, és a dir,

de funcions de la forma % en queé P(x) i Q(x) sén polinomis a coeficients

reals, com per exemple
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X +x2-1 i
X2-2x+1 "
En aquest modul, com diem, veurem com s’integren quocients de polinomis

mitjancant la seva descomposicié en fraccions simples. Més concretament,

estudiarem com s’integren els termes de la forma

A A Mx+N
x-a’ (x—aym’ X2+px+q’

que formen part, generalment, de qualsevol descomposicié en fraccions sim-
ples.

Per exemple, es pot comprovar que:

9x° —29x* + 25x3 + 45x* + 102x - 264 _ 2 L3 10 . 4x+5
X6 —4x5 —2x*+69x2-36x-108 ~ x+1 x-2 (x-3)2 x2+3x+6

Ara no ens centrarem en com s’expressa una funcié racional com a suma de
fraccions simples, ja que ho veurem més endavant en el modul 3 sobre funci-
ons racionals. Per tant, en aquest subapartat només ens centrarem a aprendre
com s’integra cada una de les fraccions simples per separat. No obstant aixo,
podem avancar que les fraccions simples dependran de les arrels del polinomi
del denominador Q(x).

Les fraccions simples associades a arrels reals (simples o multiples) te-
nen com a primitiva

/idx =Aln|x-a|+C,
Xx-a
en el cas de les simples, i

[ wam

A(X _ a)—m+1
-m+1

/A(x —a)"dx =

A

m=Dx-ayon * ¢

en el cas de les maltiples.

Exemple 10

A . . . .
i ——— dona lloc a integrals immediates
x-a (x-am
(llevat que, a vegades, cal arreglar una mica les constants). A continuacié es donen alguns
exemples de com es calculen primitives d’aquest tipus de fraccions simples.

La integraci6 dels termes de la forma

Descomposicio en
fraccions simples

Aquest modul cal
complementar-lo amb el
modul 3 sobre funcions
racionals, en que aprendreu a
expressar les funcions
racionals com a suma de
fraccions simples.
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/ 4
x+3

5
4-x

/ ! dx:/ ! /—dx-71n|x 3|
2x-6 2(x—3) 2

dx=4In|x+ 3|

—/idx=_51n|x_4|
x-4

1
-5 —4
/( dx-4/(x+4) dx- (x+4) (x+4)4
1 3 30 -2 __i 1
/(2x+6)% /25(“3)3 8/(X+3) dx = 8(X+3) R v T
_ o2y = _10(x - -1 = _ 10
/ 4x+4 /( _10/(x 27%dx =-10(x-2) =

Polinomi irreductible

Les fraccions simples associades a arrels complexes (que tenen per deno-

minador un polinomi de grau dos irreductible) tenen com a primitiva Un polinomi x2 + px + g és

irreductible quan I’'equacié
X% + px+q = 0 no té solucions

X-r reals.
arctan (T) +C

MxxN_ dx—Mln|x2+ X + |+N+Mr
X2+px+q 2 px+q

onr=-p/2is=+\/q-p*/4.

Tot i I'expressio6 tancada que acabem de donar per a les primitives de fraccions
simples associades a arrels complexes, és a dir, a polinomis de grau 2 irreduc-
tibles, és més util aprendre la mecanica per a calcular la integral que no pas
aprendre la formula de memoria. El més important és recordar que la primiti-
va sempre ens ha de quedar com a suma d'un logaritme més una arctangent
(o a vegades només un dels dos termes). A continuacié veurem quatre exem-
ples que mostraran com es calculen aquests tipus de primitives sense utilitzar
directament la férmula.

Exemple 11. Integrals que dénen lloc a un logaritme

Calculem / ﬂdx.
X2 -5x+1

Observem que, en aquest cas, el numerador coincideix exactament amb la derivada del
denominador. Som, per tant, davant d’una integral quasiimmediata (o que podriem re-
soldre utilitzant el canvi de variable ¢ = x2 — 5x + 1). En efecte,

2x-35
/Xidx:1n|x2—5x+l|+c.
X2 -5x+1

De manera similar,

/L / 2x+2 1ln\x2+2x+5|+C.
X+2x+5 2 x2+2x+5 2
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Exemple 12. Integrals que dénen lloc a una arctangent

En aquest cas hem de calcular / dx, en que en el numerador no hi tenim la deri-

2
x> +4
vada del denominador sin6 una constant. Tot i aix0, veiem que la funci6 es pot arreglar

perque ens aparegui la derivada d'una funci6 arcangent. En efecte,

1 1/2 1 X
dx = Zarctan () +C.
/x2+4x /4<f+ 4/ )+1 2/ zarcan<2>+

Cal insistir que, en I’exemple anterior, el denominador x> +4 és un polinomi irreductible.

De manera similar, es pot utilitzar la tecnica de completacié de quadrats per a simplificar

. z 2 .
el denominador quan aquest n(é és de la forma x“ + ¢, essent ¢ una constant. En efecte, Completacié de quadrats
considerem el calcul de / mdx. En aquest cas el denominador x? + 2x + 5 conté
X2 +2x + 4
el terme addicional 2x, que no ens permet aplicar la técnica anterior directament. Tot i La completaci6 de quadrats
aix0, fixem-nos queé si considerem (x+1)? = x? + 2x + 1, recuperem els dos primers termes consisteix az reexpressar un
del denominador. Per tant, el denominador el podem escriure com a (x+1)2+4 = x2+2x+5. polinomi x* + px + q

irreductible com a suma d’un
quadrat més una constant, és
adir, X2 +px+q = (x+m)2+n.

Fent els calculs, es pot arribar
X X = X = i
/x2+2x+5 /(X+1)z+4 / <(x+1)2+1 /(x+1)2+1 aveure quem = p/2i

Aleshores,

n=q-@p/2)>
= arctan (M) +C.
2

La mateixa técnica s’aplica en I'exemple segilient:

/71 dx —/71 dx—/li1 dx—l/il/3 dx
X2 +8x+25 S oa+424+9 oz T 3 ) (241

1 arctan (ﬂ> +C.
3 3

En aquest cas, el denominador és x% + 8x + 25. La técnica de completaci6é de quadrats ens
ha de permetre reescriure el denominador perque no aparegui el terme 8x, per tant, hem
de considerar (x + 4)2 = x2 + 8x + 16. Un cop fet aix0, veiem que ens falten 9 unitats per
a obtenir la constant 25 del denominador, per tant, tal com s’ha expressat anteriorment,
X2 +8x+25=(x+4)2+09.

Exemple 13. Integrals que dénen lloc a un logaritme més una arctangent

Quan en el numerador apareix un polinomi de grau 1 que no és un maltiple de la de-
rivada, el primer que cal fer és fer aparéixer la derivada. Aix0 es pot veure en I'exemple
seglient:

4 6 2(2 2)+2 2 2 2
/de =/dez/(2 X+2 L )dx
X2 +2x+5 X2 +2x+5 X2 4+2x+5 x242x+5

:Zln\xz+2x+5|+/#dx
x+1)2+4

Fixeu-vos que en la primera igualtat hem fet apareixer la derivada del denominador. En
efecte, la derivada del denominador x2+2x+5 és 2x+2, mentre que en el numerador tenim
4x + 6. En aquest cas, fixeu-vos que hem de multiplicar la derivada 2x + 2 per 2 perqué
ens aparegui el terme 4x. Es a dir, 2(2x + 2) = 4x + 4, i després, per a obtenir la constant
6 del numerador, només ens cal afegir 2 unitats més per a obtenir 4x + 6 = 2(2x + 2) + 2,
com s’ha detallat anteriorment.

Un cop fet aix0, hem d’acabar de resoldre la segona integral igual que hem fet en 1’exem-
ple anterior.
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21n\x2+2x+5\+/#dx=21n(x2+2x+5)+/11# X
x+1)2+4 41241
=21n [x% + 2x + 5| + lli
(571

1
=2In|x® +2x+ 5| + arctan(x%) +C.

Exercici 5 Calculeu les primitives segiients de funcions racionals:

10 1
a)/ Zx—SdX d)/x2+2x+2dx

1 1
b)/ 2x2+2dx e)/x2+x+1dx

3 3x+2
C)/ x2+64dx P x2+2x+2dx
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Solucions als exercicis

La)xe® b)liniza, o LsinGx), d)2vx
3 2 5

2.a)tan(x®), b)e*, o) arctan(cos(x)), d)In|1+x?|

3.a) cos (x) +xsin(x), b) (x¥*-2x+2)¢*, c)xarctan (x)— % In (x* +1)

4.a)2evV*, b) %(1 +2x%*%  ©)arctan(e®), d) %(ln(x))2

5.a)5In|2x-5|, b) %arctan(x), C) %arctan(%), d) arctan(x + 1),

e) % arctan <2)\c/gl ), f) % In(x? + 2x + 2) —arctan(x + 1)



© FUOC e PID_00212663 23

Calcul de primitives

Resolucio detallada dels exercicis

1)

a) Per a calcular una primitiva de la funci6 €3*, hem d’utilitzar I’entrada de la taula 1, que
ens dona la primitiva de la funcié exponencial per a funcions compostes. En aquest cas
tenim

. 1 ; 1,
3x 3x 3x
dx =~ [ 3e>dx = Ze>*.
/ e X / e X (4

Fixeu-vos que en aquest cas u = 3x, per tant, per a poder aplicar la taula, hem d’introduir
la derivada v’ = 3 dins la integral, dividint per un ter¢ per a no modificar el resultat.

b) Per a calcular una primitiva de la funcio 2—1)(, hem d’utilitzar I'’entrada de la taula 1, que
ens dona la primitiva de la funcié % per a funcions simples. Aix0 si, primer cal aplicar la

linealitat de la integraci6 per a treure la constant fora de la integral

1 1 1 1
/—dx=f/fdx=fln\x\.
2x 2/ x 2

¢) Per a calcular una primitiva de la funci6 cos(5x), hem d’utilitzar I’entrada de la taula 1,
que ens dona la primitiva de la funcié cosinus per a funcions compostes. En aquest cas
tenim

/cos(Sx)dx = %/5 cos(Sx)dx = %sin(Sx).

Fixeu-vos que en aquest cas u = 5x, per tant, per a poder aplicar la taula, hem d’introduir
la derivada «/ = 5 dins la integral, dividint per un cinque per a no modificar el resultat.

d) Per a calcular una primitiva de la funcié ix, hem d’utilitzar 'entrada de la taula 1, que

ens doéna la primitiva de la funci6 x” per a funcions simples. Primer, pero, cal reescriure
la funci6 en aquesta forma:

/%dx = /x‘l/zd)c: U%x1/2+C=2ﬁ.

; __1
Fixeu-vos que en aquest cas 1 = —5.

2)
a) Observem que podem identificar els elements segiients en la integral: una funcié x3

ubicada en el denominador, i la derivada de la funcié 3x2 en el numerador. Es a dir, si

considerem les funcions f(x) = m ig(x) =x3, en que ¢’ (x) = 3x2, tenim que

3x2 1
cos?(x3) ~ cos2(x3)

3x% = fg)8’ (%)

Per tant, per a calcular la primitiva només cal calcular la primitiva de f(x) i avaluar-la en

g(x). Atés que la primitiva de f(x) = ﬁz(x) és F(x) = tan(x), tenim finalment que

3x2 ,
/ COT(XS)"" = / F§(x)g' Wdx = F(g(x)) = tan(x*).
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Aquesta integral també 1’hauriem pogut resoldre utilitzant I’entrada de la taula 1, que
ens dona la primitiva de la funcié COSIZ ~ ber a funcions compostes prenent u = g(x) = x3.
A més, és facil comprovar que el resultat és correcte, ja que aplicant la regla de la cadena

de la derivaci6 tenim que

1 32 = 3x2 '
cos2(x3) cos2(x3)

{tan(x3)] -

b) Observem que podem identificar els elements segiients en la integral: una funcié x? ubi-
cada en "exponent de la funci6 exponencial, i la derivada de la funcié 2x multiplicant.
Es a dir, si considerem les funcions f(x) = ¢* i g(x) = X2, en queé g’(x) = 2x, tenim que

2x¢” = ¢ 2x = F(3(0)g' (1).

Per tant, per a calcular la primitiva només cal calcular la primitiva de f(x) i avaluar-la en
g(x). Atés que la primitiva de f(x) = e* és F(x) = ¢*, tenim finalment que

/ 2xe dx = / Fg())g' (Vdx = Fg(x)) = e~

Aquesta integral també ’hauriem pogut resoldre utilitzant ’entrada de la taula 1, que
ens dona la primitiva de la funcié exponencial per a funcions compostes prenent u =
g = x2.

A més, és facil comprovar que el resultat és correcte, ja que aplicant la regla de la cadena
de la derivaci6 tenim que

!
= 2Xx = Z.
[exz] & 2x = 2x¢*

c) Observem que podem identificar els elements segiients en la integral: una funcié cos(x)
ubicada en el denominador, i la derivada de la funci6 —sin(x) en el numerador. Es a dir,

si considerem les funcions f(x) = 1+1X2 i g(x) = cos(x), en que g’(x) = —sin(x), tenim que

—sin(x)
1 + cos2(x)

=)’ ).

Per tant, per a calcular la primitiva només cal calcular la primitiva de f(x) i avaluar-la en

g(x). Atés que la primitiva de f(x) = ﬁ és F(x) = arctan(x), tenim finalment que

/ Ln(x)dx = /f(g(x))g’(x)dx = F(g(x)) = arctan(cos(x)).

1 + cos2(x)

Aquesta integral també I’hauriem pogut resoldre utilitzant 'entrada de la taula 1, que ens
déna la primitiva de la funcié —, per a funcions compostes prenent u = g(x) = cos(x).
A més, és facil comprovar que el resultat és correcte, ja que aplicant la regla de la cadena
de la derivaci6 tenim que

1 —sin(x)

larctan(cos )] = s (sin@) = 1= 605

d) Observem que podem identificar els elements segiients en la integral: una funci6 1 + x?
ubicada en el denominador, i la derivada de la funcié 2x en el numerador. Es a dir, si
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considerem les funcions f(x) = % ig(x) =1+x% en qué g’ (x) = 2x, tenim que

2x

=88’ ).

1+x2

Per tant, per a calcular la primitiva només cal calcular la primitiva de f(x) i avaluar-la en
g(x). Atés que la primitiva de f(x) = % és F(x) = In |x|, tenim finalment que

[ 12ix= | fstorg x = Figt) = 1+ 2.

1+x2

Aquesta integral també 1’hauriem pogut resoldre utilitzant I’entrada de la taula 1, que
ens dona la primitiva de la funci6 % per a funcions compostes prenent u = g(x) = 1 + x2.
A més, és facil comprovar que el resultat és correcte, ja que aplicant la regla de la cadena
de la derivaci6 tenim que

ro1 oy = 2x
T1+x277 T 1427

[ln\l +x2\)]

3)

a) Per calcular la integral indefinida de f(x) = x cos(x), aplicarem el métode d’integraci6 per
parts. Considerarem les parts seglients: u = x i dv = cos(x)dx.
Aleshores,

u==x ES du = dx
/ X cos(x)dx =
dv =cos(x)dx = v=sin(x)

=uy- / vdu = xsin(x) — / sin(x)dx = x sin(x) + cos(x).

Recordeu que és importantissim, quan hem calculat una integral, comprovar el resultat.
En aquest cas, aplicant la derivada d'un producte tenim

[x sin(x) + cos(x)]’ = sin(x) + x cos(x) — sin(x) = x cos(x).

b) Per calcular la integral indefinida de f(x) = x2¢*, aplicarem el métode d’integracié per
parts. Considerarem les parts segiients: u = x> i dv = e*dx.
Aleshores,

=x2 =2
/xze"dx= u=x = du=2xdx
dv=e‘dx = v=¢*

:uv—/vdu:xzex—/2xexdx.

Veiem que, després d’aplicar una vegada la regla d’integracié per parts, obtenim una
integral més senzilla (polinomi de grau 1 en lloc de grau 2) pero que cal resoldre aplicant
la integraci6 per parts un altre cop. Aquest cop prendrem u = 2x i dv = e*dx.

/xze"dx = xze"—/2xe"dx

| u=2x = du=2dx
dv=edx = v=¢*
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=x%e¥ - (uv—/vdu)
=x%e* - <2xe" - / Ze"dx)

=x%e" —2xe* + / 2¢%dx = x2e¥ - 2x¢* + 2¢*
= (x% = 2x + 2)~.
Comprovem el resultat. En aquest cas, aplicant la derivada d’un producte tenim

[x sin(x) + cos(x)]’ = sin(x) + x cos(x) — sin(x) = x cos(x).

¢) Per a calcular la integral indefinida de f(x) = arctan(x) només tenim una funcid, pero
fixeu-vos que la podem reescriure com a f(x) = 1 - arctan(x). Aleshores,

u =arctan(x) = du= ﬁdx
/ arctan(x)dx = / 1 - arctan(x)dx = 1+x
dv = dx = y=x
=uy- / vdu = x arctan(x) —/ de = xarctan(x) — 1 2x
1+x2 2/ 1+x2

1 1
= xarctan(x) — 3 In|1+ x2| = xarctan(x) — 5 In(1 + x?).

Observeu que en l'Gltima igualtat hem tret el valor absolut, ja que la funcié 1 + x% és
sempre positiva.
Comprovem el resultat aplicant la derivada d’un producte i la regla de la cadena

1 ! 1 1
xarctan(x) — 2 In(1+x%)| =arctan(x) + X

1+x2 21+x2

= arctan(x) + * arctan(x)
N 1+x2 1+x2 '
4)
e\/)?
a) Considerem el calcul d’'una primitiva de la funci6 7 utilitzant el canvi de variable
X
t = v/x. Aleshores
z t=vx 1
Cax = 1 =2/eﬁ—dx=2/etdt=26t:26ﬁ.
VX dt = ——dx 2vx

2Vx

b) Considerem el calcul d’una primitiva de la funcié x*(1 + 2x) utilitzant el canvi de
variable t = 1 + 2x3. Aleshores
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dt = 6x%dx

_ 3
/x2(1+2x3)3dx - { b=1+2x } =%/(1+2x3)36x2dx= %/r”dt

Lol i(l +2x3)%,
6-4 24

utilitzant el canvi de variable

1
¢) Considerem el calcul d’'una primitiva de la funci6
e +eX
t = ¢*. Aleshores

1
/7dx =
e+ e

t=e*
dt = e*dx

_/ex(ex e—x) /(X)Z

/ o dt = arctan(t) = arctan(e").

utilitzant el canvi de variable

d) Considerem el calcul d'una primitiva de la funcié

t = In(x). Aleshores

In(x)
X

/ e 4 - t=1n1(x) - / tdt = % - %(ln(x))z.

X dt = —dx
X

5)

10 2
a)/Zx—SdX_S/Zx—
b) / ! dx = / ! / dx = 7arctan(x)

2x2+2 2(x2+1) “2) ¥+

3 1/8 3 X
C)/x2+64dx_/64< +1) 64/( ) /( gy
1
d ——dx= | —————dx = arct. 1
)/x2+2x+2 ! /(X+1)2+1 X =arcanter D
1 1 1 1 1
A T S Y S S
)/x2+x+1 (x+l)2+§ i(i(x+1)2+1> i (%ngl)z’rl
] a3 VR o (22) = Zaraan (221
3/ Zdpre1 (2“1)2+1 6 V3 /o V3 V3

3x+2 %(2x+2)—1 2x +2 1 3 )
f)/ —/7 / / dx = = In|x* +
x2+2x+2 X2 +2x+2 T2 x2+2x+2 X2 4+2x+2 2

2x + 2| —arctan(x + 1) = 2 In(x? + 2x + 2) —arctan(x + 1)

dx=51In2x- 3|
5
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