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Resum/Resumen/Abstract 

 
El projecte e-Math pretén fomentar i difondre la utilització i integració de les eines 
tecnològiques actuals (Internet i programari especialitzat) en els curricula de 
diverses assignatures quantitatives aplicades pertanyents a diferents titulacions 
universitàries. Els resultats del projecte (material docent, articles, conclusions, etc.) 
són de difusió general, ja que es pretén que puguin ser d'utilitat per a qualsevol 
universitat (presencial o virtual) interessada a fer ús dels recursos tecnològics en 
honor d'obtenir una millora substancial en la qualitat docent de les seves 
assignatures quantitatives aplicades.. 
 
El proyecto e-Math pretende fomentar y difundir la utilización e integración de las 
herramientas tecnológicas actuales (Internet y software especializado) en los 
curricula de varias asignaturas cuantitativas aplicadas pertenecientes a diferentes 
titulaciones universitarias. Los resultados del proyecto (material docente, artículos, 
conclusiones, etc.) son de difusión general, ya que se pretende que puedan ser de 
utilidad para cualquier universidad (presencial o virtual) interesada en hacer uso de 
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los recursos tecnológicos en aras de obtener una mejora sustancial en la calidad 
docente de sus asignaturas cuantitativas aplicadas..  
 
The project e-Math pretends to boost and spread the utilisation and integration of the 
current technological tools (Internet and skilled software) in the curricula of several 
quantitative subjects applied pertaining to different university degrees. The results of the 
project (educational material, articles, conclusions, etc.) are of general diffusion, since it 
pretends that they can be of utility for any university (face-to-face or virtual) interested in 
doing use of the technological resources in plough to obtain a substantial improvement in 
the educational quality of his quantitative subjects applied. 
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Proyecto E-MATH 
"Uso de las TIC en asignaturas 
cuantitativas aplicadas" 

 
 
Nota informativa: Este trabajo ha sido subvencionado por el Programa de Estudios y 
Análisis (Convocatoria de 2002) de la Dirección General de Universidades del Ministerio 
de Educación, Cultura y Deporte. 

Introducción 

PRESENTACIÓN 

  
La aparición y difusión de Internet, junto con la evolución que ha experimentado el 
software estadístico y matemático en general -especialmente en la última década-, nos 
ofrecen nuevas formas de enseñar, aprender y aplicar conceptos y técnicas 
cuantitativas.  

 
Sorprendentemente, en muchas de nuestras universidades estas nuevas posibilidades 
no han supuesto cambios significativos en la didáctica de muchas asignaturas 
cuantitativas. Para ello sería necesario un proceso de innovación metodológica que 
todavía no se ha producido, al menos al nivel que muchos de nosotros desearíamos 
(Bautista, G. & Juan, A. (2001)). En este sentido, el proyecto e-Math pretende fomentar y 
difundir la utilización e integración de las herramientas tecnológicas actuales (Internet y 
software especializado) en los curricula de varias asignaturas cuantitativas aplicadas 
pertenecientes a diferentes titulaciones universitarias. Los resultados del proyecto 
(material docente, artículos, conclusiones, etc.) son de difusión general, ya que se 
pretende que puedan ser de utilidad para cualquier universidad (presencial o virtual) 
interesada en hacer uso de los recursos tecnológicos en aras de obtener una mejora 
sustancial en la calidad docente de sus asignaturas cuantitativas aplicadas.  

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
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OBJETIVOS INICIALES 
Los objetivos iniciales del proyecto fueron los siguientes: 

• Definir pautas genéricas que posibilitasen integrar con éxito el uso de software 
especializado y de Internet en el diseño y desarrollo de asignaturas cuantitativas 
universitarias aplicadas a los ámbitos de conocimiento siguientes: Economía y 
Empresa, Informática, y Ciencias de la Información.  

• Construir y recopilar los elementos básicos (materiales didácticos, actividades y 
metodologías) que, haciendo uso de las tecnologías y recursos citados, permitiesen 
mejorar el diseño y desarrollo de asignaturas cuantitativas encuadradas dentro de las 
cinco áreas que abarca el proyecto: Estadística, Econometría, Investigación 
Operativa, Análisis Matemático y Álgebra Lineal. 

PUNTO DE PARTIDA 

  

Para llevar a cabo los objetivos anteriores, tomamos como punto de partida: 

• La experiencia propia de la UOC (Universitat Oberta de Catalunya - La 
Universidad Virtual), donde en los últimos años hemos venido apostando por el 
uso de las tecnologías en el diseño curricular de las asignaturas (cuantitativas o 
no). 

• La experiencia de profesores de varias universidades nacionales y de otros 
especialistas que han venido colaborando activamente con la UOC en el diseño 
de asignaturas, materiales, y actividades docentes del área cuantitativa -
pertenecientes a diferentes titulaciones-, en las cuales se ha ido haciendo un 
cada vez mayor uso de estas tecnologías. 

OBJETIVOS CONCRETOS 
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Los objetivos generales anteriormente citados pueden desglosarse (siguiendo un 
orden temporal) en: 

• Obtener, mediante exploración documental, información sobre otros proyectos 
similares, tanto a nivel nacional como internacional.  

• Recopilar y seleccionar recursos docentes y/o de investigación, disponibles en 
Internet, que aporten valor añadido al proceso de aprendizaje de asignaturas 
cuantitativas en los ámbitos matemáticos que se contemplan. 

• Para cada uno de los ámbitos matemáticos de acción, elaborar material 
didáctico que, con ayuda del software específico asociado,  

o Facilite el aprendizaje de conceptos y técnicas clave. 

o Motive al estudiante por ser materiales con un alto grado de 
interactividad y de aplicabilidad a casos reales en diferentes ámbitos 
profesionales. 

o Sea fácilmente accesible, adaptable y actualizable vía Internet. 

o Contemple diferentes niveles de profundización en los contenidos. 

o Se pueda integrar en diferentes planes de estudio. 

• Crear pautas y modelos para el diseño curricular de asignaturas cuantitativas, 
de nivel universitario, en las que se contemple la inclusión de este tipo de 
materiales. 

• Difundir y compartir con otras universidades los materiales, experiencias y 
resultados del proyecto. 

RESULTADOS DEL PROYECTO Y CONCLUSIONES 

  

Pensamos que este proyecto ha contribuido a crear un marco de referencia teórico y 
práctico que puede ser de utilidad para cualquier equipo de profesores responsable del 
diseño de asignaturas cuantitativas en la enseñanza universitaria, en especial cuando 
éstas tengan un carácter netamente aplicado.  

Cabe destacar la gran cantidad de material didáctico generado -el cual se puede 
consultar en la sección Materiales-, tanto en los llamados math-blocks -unidades 
didácticas en formato pdf, altamente autocontenidas y en las que se potencia el uso de 
Internet (vía la selección y recomendación de recursos de la web) y de software 
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especializado (mediante el estudio de casos y ejemplos resueltos)-, como en los 
materiales asociados de carácter interactivo o complementario (ficheros xls, avi, mcd, 
mtw, etc.). A nuestro entender, este espacio constituye un paso muy importante hacia la 
consecución de una excelente base de datos documental, accesible vía Internet, abierta 
a colaboraciones con otras universidades, y que responda a las inquietudes que originan 
el proyecto. 

Por otro lado, y fruto del proceso de documentación y análisis de recursos web, hemos 
construido la sección de Enlaces destacados. En dicha sección, tratamos de recopilar los 
que a nuestro entender podrían ser los "top 10" enlaces asociados a cada área de 
conocimiento trabajada en el proyecto. 

El proyecto ha servido también para crear y consolidar una sharing network virtual, 
formada por expertos y profesores -pertenecientes a diversas universidades españolas-, 
los cuales comparten un interés manifiesto por el uso de las tecnologías de la 
información y la comunicación en la formación de los estudiantes universitarios. Como 
consecuencia de la configuración de esta red, han aparecido ya publicados dos artículos 
de corte divulgativo en la revista Fórum Tecnológico (ISSN: 1579-3818), los cuales 
pueden obtenerse también en formato digital:  

• ¿Cómo aprender estadística en un entorno virtual?  

• Matemáticas, software y e-learning  

  

En base a nuestra experiencia docente en la UOC, estamos convencidos de que es 
posible diseñar y estructurar -a partir del material didáctico generado en este proyecto- 
una gran cantidad de cursos formativos diversos e interdisciplinares en los que las 
tecnologías de la información y la comunicación faciliten la adquisición de conceptos y 
técnicas cuantitativas y permitan al estudiante, convenientemente orientado por su 
profesor, disponer tanto de un arsenal de recursos de aprendizaje como de un auténtico 
laboratorio de simulación estadístico-matemático en su ordenador personal. 

Fundamentos 

PRÓLOGO 
 
Profesores y maestros han utilizado durante muchos años la tecnología en los procesos 
educativos en la medida en la que ésta se ponía a su alcance. El valor añadido que 
ofrece a la formación la utilización de medios tecnológicos como, en este caso, Internet y 
el software científico, debe ser la justificación para utilizarlos. La aparición y difusión de 
las tecnologías de la información y la comunicación, junto a la evolución que ha 
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experimentado el software matemático -especialmente en la última década-, ofrecen 
nuevas formas de enseñar y aprender matemáticas y materias afines, así como nuevas 
aplicaciones de los conceptos y métodos matemáticos. Aun así, los contenidos que 
forman parte del currículum de estas asignaturas se vienen enseñando de la misma 
forma, utilizando en su planificación los mismos recursos y metodologías de enseñanza y 
aprendizaje de hace varias décadas. E-Math nace con el espíritu de iniciar un proceso de 
innovación, que consideramos necesario, en el ámbito de la didáctica específica de las 
materias cuantitativas en la enseñanza superior. 
 
La utilización de recursos de software o de comunicación y acceso a la información por 
medio de redes informáticas no debe ser sustitutorio de otros medios que son necesarios 
y que han dado resultados positivos en el planteamiento de procesos de enseñanza y 
aprendizaje. Los recursos utilizados para la formación deben, por principio estar 
planteados como complementarios a los existentes. Si unas sencillas figuras de cartón, 
unas tablas estadísticas de papel o una calculadora científica nos dan excelentes 
resultados no debemos sustituirlos por que si, hasta encontrar elementos que den valor 
añadido y mejoren la eficiencia del aprendizaje que conseguimos con estos. De hecho, la 
propia dinámica y la puesta en práctica harán que, si se considera conveniente, unos 
recursos dejen de utilizarse y otros se utilicen más intensamente. Por ejemplo, es 
bastante impensable, hoy por hoy, afrontar el aprendizaje de algunas materias sin utilizar 
un formato de presentación de los contenidos clásico como es el papel, sin embargo, 
esto no excluye que parte del proceso para el aprendizaje de estas materias se realice 
utilizando otros medios, como por ejemplo el software o la comunicación entre 
estudiantes mediante redes telemáticas de ordenadores (básicamente Internet).  
 

FUNDAMENTACIÓN PEDAGÓGICA  
 
El proyecto e-Math, en su primera fase, intenta desarrollar unidades didácticas (math-
blocks1), por lo que básicamente se centra en uno de los aspectos más importantes de 
cualquier planteamiento didáctico: los recursos para enseñar y aprender. Es evidente 
que cuando se planifica una acción formativa, los recursos de los que se dispone o los 
que se plantea utilizar, condicionarán en parte la metodología que se utiliza. En este 
sentido, en el contexto del e-Math, el cambio de metodología para la enseñanza y el 
aprendizaje de las materias cuantitativas en niveles educativos superiores es un objetivo 
al que se llegará como consecuencia de la inclusión de los recursos que este proyecto 
desarrolla y también de la utilización de software especializado como uno de los 
elementos que facilitará el aprendizaje de los alumnos.  
Sin embargo, no creemos que el medio2 en el que se desarrolla la formación condicione 
la práctica docente y la tarea del alumno en igual medida que los recursos directamente 
relacionados con el aprendizaje utilizados en la acción formativa. Nos estamos refiriendo 
a la diferenciación que suele hacerse entre medio presencial y medio digital (o virtual) 
cuando se trata de plantear metodologías y a cómo muchas veces, por error o 
desconocimiento, se atribuyen necesariamente a uno y otro medio, A pesar de que cada 
uno de los entornos (físicos y virtuales) presenta sus particularidades, defendemos la 
                                                

1 Hemos denominado math-blocks a unidades didácticas u objetos de aprendizaje que desarrollan de forma completa un concepto o un tema 
de diferentes materias. Se caracterizan por incluir todo aquello que el estudiante necesitará para alcanzar los objetivos planteados, además de 
ofrece la posibilidad de profundizar y recurrir a otras fuentes de información (documentación y recursos electrónicos seleccionados de 
Internet), que pueden ayudar en el aprendizaje, así como propuestas prácticas con software especializado, lo que le da un enfoque 
eminentemente aplicado a lo que se propone aprender. 
2 Denominamos medio a los recursos o espacios (físicos o virtuales) que posibilitan la interacción entre profesores y alumnos (aula presencial, 
tutorías, correo electrónico, aula virtual, foros digitales de discusión, etc). 
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idea de que el entorno que media la interacción profesor-alumno, alumno-alumno, no 
debe actuar como factor determinante a la hora de plantearse una u otra metodología 
para el proceso formativo. Contrariamente a lo que se podría pensar, tampoco atribuimos 
el uso de unos determinados recursos a la formación mediada por un entorno virtual (por 
ejemplo unos materiales didácticos multimedia) y el uso de otros más tradicionales a la 
formación llevada a cabo con presencia física de los protagonistas (en este caso es 
habitual asignar a este tipo de formación un material en soportes más tradicionales, 
como es el papel). Defendemos la idea de que cualquier material y recurso puede ser 
usado en uno u otro entorno y que su utilización no debe estar supeditada al medio, sino 
al planteamiento metodológico y a la posibilidades reales de que, tanto alumnos como 
profesor, dispongan de él y puedan utilizarlo con garantías de un buen uso. Los 
materiales generados a partir de este proyecto son tan válidos para unas propuestas 
formativas mediadas por un entorno presencial tradicional como por un entorno virtual o 
en el que la comunicación se realiza mediante redes de ordenadores (e-learning3). 

Pero, ¿qué teorías de la enseñanza y el aprendizaje subyacen en la elaboración y 
planteamiento de este proyecto?. El punto de partida de la fundamentación pedagógica 
del e-Math surge de la idea de que un buen proceso de enseñanza y aprendizaje de 
materias del ámbito cuantitativo en enseñanza superior debe basarse fundamentalmente 
en el cambio conceptual y debe promover/facilitar el aprendizaje significativo4. 
Esta idea se vincula tanto a la metodología planteada como a los recursos utilizados. 

Lo primero que cabe aclarar es qué entendemos el aprendizaje significativo como todo 
un proceso en el que basar el planteamiento pedagógico de una acción formativa, y no 
como únicamente el resultado de la formación, acepción que con frecuencia se le 
atribuye al concepto. 

LOS CONOCIMIENTOS PREVIOS 
 
Los math-blocks desarrollados en este proyecto parten del primer elemento que debe 
tener la estructura y la planificación de una acción formativa: los objetivos de 

                                                

3 ¿Por qué hemos utilizado el término e-learning? Es importante que desde el inicio de este artículo, aclaremos cuál es la definición que damos 
al concepto de e-learning y por qué utilizamos este anglicismo. Nos parece que actualmente, el término e-learning es el que mejor representa 
la modalidad educativa en la que se engloba el aprendizaje colaborativo en entornos virtuales de enseñanza y aprendizaje. La definición que 
hacemos de e-learning es la siguiente: proceso de enseñanza-aprendizaje mediado, en parte o por completo, por ordenadores conectados a 
una red telemática (generalmente Internet) que permiten la comunicación e interacción frecuente entre los protagonistas del proceso: 
estudiante, profesor y recursos sin que estos tengan que coincidir en el espacio ni en el tiempo. 
Con este concepto evitamos también aquellas críticas que suscita el concepto "virtual" acompañado por los términos aprendizaje (virtual), 
enseñanza (virtual), docencia (virtual), universidad (virtual). Es evidente que el aprendizaje, la enseñanza, la docencia y las universidades no 
pueden ser virtuales, sino reales. Es el medio el que es virtual, como sinónimo de digital y electrónico, y entendiendo lo virtual como aquello 
que intenta, por medios técnico-electrónicos, imitar y asemejarse al medio real, ofreciendo el máximo de posibilidades y ventajas que tiene 
éste y a su vez presentando características propias, que hacen que con lo virtual puedan definirse aspectos y características propios de sí 
mismo (Guillermo Bautista, 2001). 
4 La definición del "aprendizaje significativo" y la ideas que subyacen en él han sido utilizadas por diferentes autores como Piaget, Vygotsky, 
Kelly, etc, así como por otros planteamientos teóricos, además de por el propio Ausubel, que puede ser considerado como padre de esta teoría. 
En nuestro caso es en este autor y en autores continuadores de su obra como Novak, Hanesian, etc. del que recogemos las principales ideas 
sobre el término. Según Moreira (2000) la teoría de Ausubel entiende el aprendizaje significativo como el proceso a través del cual una misma 
información se relaciona, de manera no arbitraria y sustantiva (literal), con un aspecto relevante de la estructura cognitiva del individuo. Es 
decir, en este proceso la nueva información interacciona con una estructura que Ausubel llama "concepto subsumidor" o , simplemente, 
"subsumidor", existente en la estructura cognitiva de quien aprende. El subsumidor es, por tanto, un concepto, una idea, una proposición ya 
existente en la estructura cognitiva capaz de servir de "anclaje" para la nueva información de modo que esta adquiera, de esta manera, 
significados para el individuo…. En contraposición, Ausubel define el aprendizaje mecánico (o automático) como aquel en el que nuevas 
informaciones se aprenden prácticamente sin interacción con conceptos relevantes existentes en la estructura cognitiva, sin ligarse a 
conceptos subsumidores existente. Ausubel (1976) defendía el aprendizaje significativo por resultar "el mecanismo humano por excelencia 
para adquirir y almacenar la vasta cantidad de ideas e informaciones representadas por cualquier campo del conocimiento". 
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aprendizaje. En cada math-block están especificados estos objetivos específicos, que 
deben enmarcarse en una definición de objetivos genérica de cada materia. 
 
Otro elemento básico, que en este caso afecta también al diseño didáctico de los math-
blocks, se refiere a la primera acción propia de un proceso formativo desde la óptica de 
la teoría del aprendizaje significativo: averiguar y considerar qué saben los estudiantes o 
qué necesitan saber (requerimientos de la estructura cognitiva) para afrontar con 
garantías el aprendizaje de nuevos contenidos. Según Ausubel (1978), averiguar los 
conocimientos previos, que el alumno presenta antes de iniciar el aprendizaje y que 
son potencialmente relacionables con los nuevos contenidos a aprender, es uno de los 
factores fundamentales que influyen en el progreso de los alumnos. Esto deberá tenerse 
en cuenta por los docentes que se dispongan a utilizar los recursos generados en este 
proyecto.  
 
Los math-blocks son en su conjunto objetos de aprendizaje interrelacionables y que 
pueden, directa o indirectamente a través de referencias externas, utilizarse como 
recurso para adquirir los conocimientos previos que se requieren para aprender los 
contenidos que cada uno de ellos presenta. Escapa de una propuesta metodológica 
razonable para una formación de nivel superior que los profesores averigüen de forma 
individualizada cual es la organización cognitiva de cada uno de los estudiantes, por este 
motivo es sensato esperar -en lo referente a los conocimientos previos- que el estudiante 
sea tratado de una forma genérica (en relación a la totalidad de estudiantes-grupo clase). 
De hecho, el docente quizás deberá fijar más sus esfuerzos en plantear los requisitos 
para afrontar el aprendizaje de los nuevos contenidos que en averiguar lo que los 
estudiantes conocen y cómo lo conocen. De todos modos, es necesario tener presente 
que, para que la estructura cognitiva preexistente influya y sea facilitadora del 
aprendizaje, es preciso que los conocimientos previos que el estudiante presente en 
relación al tema hayan sido adquiridos de una forma significativa y no arbitraria o literal 
(Moreira, 2000). Aunque esto influirá en el resultado final del proceso, tampoco será 
habitual que, en los niveles educativos en los que se enmarca este proyecto, el docente 
pueda averiguar y considerar este hecho de una forma muy afinada, pero es necesario 
que, por lo menos, se tenga en cuenta en el momento de plantear la metodología 
haciendo uso de los math-blocks y de software especializado.  

El proyecto ha considerado que se pueden realizar tres cosas al respecto. 

• En primer lugar, dentro de cada unidad didáctica o math-block deberán 
referenciarse con detalle los conocimientos previos necesarios para afrontar los 
contenidos presentados.  

• Por otro lado, los math-blocks han sido clasificados por materias y niveles de 
dificultad, por lo que, como norma general, se deberán estudiar primero los de un 
nivel de dificultad inferior.  

• Por último, se recomienda que los profesores reflexionen también sobre qué 
capacidades y conocimientos deberá disponer el estudiante y averigüen cuál es 
el nivel del que parten éstos con algún tipo de actividad para averiguar el nivel de 
conocimientos previos y de significatividad de éstos. 
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Desde este punto de vista, el aprendizaje siginificativo se producirá cuando el estudiante 
sea capaz de relacionar los conceptos, ideas, leyes, proposiciones, etc. de las que 
dispone en su mapa cognitivo, con las que se le están presentando como nuevas. 

 

Veamos un ejemplo de este hecho. Revisemos uno de los math blocks confeccionados 
en este proyecto, concretamente el que trata sobre los métodos de Simulación de 
Montecarlo. En él se prevé que los alumnos/as conozcan algunos conceptos 
estadísticos, como por ejemplo el de muestreo aleatorio, el de variable aleatoria discreta, 
variable aleatoria continua, etc. (subsumidores). Estos conceptos, relacionados con otros 
nuevos para el estudiante (que deben ser presentados de forma significativa), como la 
capacidad de los ordenadores para generar números pseudo-aleatorios y automatizar 
cálculos y, en definitiva, un concepto más genérico como es el principal del math-block 
(la Simulación de Monte Carlo), harán modificar la estructura inicial de conocimiento. El 
proceso integrará y relacionará los nuevos conocimientos con los que ya poseía el 
estudiante, y todo ello desembocará en la formación de un nuevo mapa cognitivo a partir 
del que el estudiante será capaz de extraer sus propias conclusiones, usando un modelo 
matemático que simula la realidad5. 

El profesor podrá observar hasta aquí que el éxito del proceso formativo y de la 
efectividad de las unidades de aprendizaje planteadas en e-Math dependerán en igual 
medida, del correcto planteamiento en la estructura didáctica que las unidades 
presentan, como de la gestión que el docente haga del nivel y tipo de conocimientos del 

                                                

5 Obsérvese que a partir de este tipo de actividades se logra fomentar la creatividad del estudiante, su capacidad de análisis y reflexión , 
modelando matemáticamente un proceso o situación real. 
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que parten los estudiantes. Para ello deberá disponer de recursos, entre ellos los propios 
math-blocks, para trazar una estrategia que le posibilite dotar a los estudiantes de unos 
organizadores previos6 si el nivel de conocimientos de los estudiantes no fuera suficiente 
para afrontar los nuevos aprendizajes. Proponemos en este sentido, que se diseñen 
actividades de discusión, de análisis de casos o problemas resueltos, lectura de textos o 
actividades que contemplen el uso intensivo de la red Internet, por ejemplo, con la 
búsqueda en la red de documentos y referencias a recursos electrónicos o publicaciones 
digitales sobre los temas o conceptos que puedan servir como organizadores previos a 
los temas que se deben aprender.  

LABORATORIOS DE APRENDIZAJE 
 
Hasta aquí hemos considerado lo que se refiere a la importancia de los conocimientos 
previos. Pero e-Math resalta también la importancia de la significatividad misma de los 
nuevos contenidos a aprender y destaca que, la utilización de software especializado en 
diferentes materias del ámbito cuantitativo servirá para que el estudiante observe y 
experimente las leyes, conceptos y teorías que habrá aprendido de forma teórica.  
La estructura de los math-blocks desarrollados en el proyecto presenta dos partes bien 
diferenciadas.  
 
En la primera se realiza una presentación de los contenidos teóricos, con el objetivo 
claro de que el estudiante realice un aprendizaje por recepción. El aprendizaje por 
recepción, según Ausubel, es aquel en el que lo que debe aprenderse se presenta al 
estudiante en su forma final. Optamos por un aprendizaje por recepción significativo 
porque creemos que es el más eficaz en el nivel educativo7 para el que se destinan los 
materiales en el que prima sobre todo la adquisición de contenido cognitivo.  
 
Posteriormente esta presentación se refuerza y complementa con una propuesta de una 
utilización significativa de los contenidos teóricos. Esto último constituye la segunda 
parte de la estructura de los math-blocks. En ella se proponen una serie de ejemplos 
prácticos que el estudiante puede realizar utilizando software especializado. La 
utilización de estos recursos no debe confundir al docente, que podría pensar que se 
plantea un aprendizaje por descubrimiento8. Lo que se pretende es que los estudiantes 
utilicen el software como laboratorios digitales, en los que podrá experimentar, 
demostrar, comprobar, a un bajo coste de medios, tiempo y esfuerzo, todo aquello que 
anteriormente se le ha presentado.  
 

 
                                                

6 Según Ausubel (1978), la principal función del organizador previo es la de servir de puente entre lo que el aprendiz ya sabe y lo que precisa 
saber para que pueda aprender significativamente la tarea frente a la que se encuentra. 
7 Nivel educativo en el que los estudiantes presentan un estadio evolutivo avanzado de madurez cognitiva. 
8 Según Ausubel, el aprendizaje por descubrimiento es aquel en el que el alumno debe descubrir durante el proceso por el mismo aquellos 
contenidos que se pretende que aprenda. De todos modos, según el mismo autor, el aprendizaje por descubrimiento sólo será significativo si el 
contenido descubierto establece ligazones a conceptos subsumidores relevantes ya existentes en la estructura cognitiva (Moreiras, 2000). 
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El proceso de experimentación guiada que se propone en los materiales, sin duda, 
también facilitará algunas situaciones de aprendizaje por descubrimiento, puesto que las 
demostraciones prácticas y ejemplos de utilización que se proponen al estudiante, junto 
a la posibilidad que tendrá éste de interactuar con las herramientas posteriormente y 
hacer él sus propias pruebas, harán que consolide y perciba a un nivel de mayor 
profundización sobre lo que habrá trabajado anteriormente de una forma teórica, 
descubriendo así aspectos que quizás, con el sólo aprendizaje receptivo, no habían 
llegado a un nivel de significatividad suficiente.  

Véase que para la consecución de un proceso de aprendizaje significativo es muy 
importante que el material en sí también lo sea: el material ha de ser potencialmente 
significativo y tener una lógica interna que permita relacionar los conceptos, ideas, 
procedimientos, etc, en él expuestos. En definitiva, según Moreiras (2000), que lo sitúen 
dentro del dominio de la capacidad humana de aprender. 
 
Evidentemente, el significado psicológico del material es una situación idiosincrásica que 
dependerá de cada uno de los estudiantes, de su aptitud y su actitud frente al proceso. 
Como ya se ha comentado antes, el proyecto contempla el hecho de que un grupo de 
estudiantes del mismo nivel presenta un cierta cultura similar con relación a los 
conceptos y proposiciones de una materia, como para esperar un nivel bastante 
equiparable en todos ellos. También se ha apuntado anteriormente que será tarea del 
docente averiguar este nivel general y cuál es la naturaleza de los conocimientos que se 
poseen (significativos o no).  
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Materiales 

INTRODUCCIÓN A LAS MATEMÁTICAS 
Código Nombre del math-block Fecha de 

publicación 
Adjuntos 

MAT-I01 Límites y continuidad de funciones 
reales 

10ene03 
 

MAT-I02 Números 14ene03  
MAT-I03 Sistemas de ecuaciones lineales 22ene03  
MAT-I04 Ecuaciones 22ene03  
MAT-I05 Matrices y determinantes 28ene03  
MAT-I06 Polinomios 03feb03  
MAT-I07 Aplicaciones de la derivada 18feb03  
MAT-I08 Inecuaciones 21feb03  
MAT-I09 Integrales 25feb03  
MAT-I10 Derivadas 26feb03  
MAT-I11 Asíntotas 03mar03  
MAT-I12 Teoría de conjuntos 11mar03  
MAT-I13 Aritmética de números enteros 21mar03  
MAT-I14 Principio de inducción 31mar03  
MAT-I15 Funciones booleanas 28abr03  
MAT-I16 Representación gráfica de funciones 22may03  
 

ESTADISTICA BÁSICA 
  
Código Nombre del math-block Fecha de 

publicación 
Adjuntos 

EST-I01 Distribuciones muestrales 16oct02 
 

EST-I02 Distribución normal 16oct02 
 

EST-I03 Estadística descriptiva 15jul03 
 

EST-I04 Estimación por intervalos de confianza 16oct02 
 

EST-I05 Introducción al Minitab 16oct02 
 

https://web.archive.org/web/20100607233334/http:/www.if.ufrgs.br/public/ensino/N2/pozo.htm
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EST-I06 Distribuciones continuas (I) 21oct02 
 

EST-I07 Distribuciones continuas (II) 21oct02 
 

EST-I08 Distribuciones discretas 21oct02 
 

EST-I09 Actividades (I): Estadística descriptiva + 
distrib. Binomial 

24oct02 
 

EST-I10 Actividades (II): La distribución Normal 24oct02 
 

EST-I11 Actividades (III): IC para 1 población 24oct02 
 

EST-I12 Actividades (IV): IC y CH para 1 y 2 
poblaciones 

24oct02 
 

EST-I13 Actividades (V): Correlación y regresión 
lineal simple 

24oct02 
 

EST-I14 Regresión lineal simple 05feb03 
 

EST-I15 Contraste de hipótesis para 1 población 21feb03 
 

EST-I16 Contraste de hipótesis para 2 
poblaciones 

03mar03 
 

EST-I17 Modelos de probabilidad 21mar03 
 

EST-M01 Ajuste de datos 16oct02 
 

EST-M02 Análisis de conglomerados (cluster 
analisys) 

11nov02 
 

EST-M03 Análisis de componentes principales 11nov02 
 

EST-M04 Series temporales 11nov02 
 

EST-M05 Tests Chi-Cuadrado (bondad ajuste, 
independencia y homogeneidad) 

11nov02 
 

EST-M06 Análisis de la varianza (ANOVA) 08may03 
 

     
ECONOMETRIA 
  
Código Nombre del math-block Fecha de 

publicación 
Adjuntos 

ECO-M01 Modelo Regresión Lineal Múltiple 16oct02 
 

ECO-M02 Restricciones Lineales 16oct02 
 

ECO-A01 Introducción al MRLG 02oct02 
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ECO-A02 Heteroscedasticidad 02oct02 
 

ECO-A03 Autocorrelación 02oct02 
 

ECO-A05 Modelos multiecuacionales 02oct02 
 

ECO-A06 Regresión logística 02oct02 
 

ECO-M03 Multicolinealidad y Observaciones 
atípicas 

24oct02 
 

ECO-M04 Modelos de regresión dinámica 08nov02 
 

ECO-M05 Análisis de especificación 31mar03 
 

   

INVESTIGACIÓN OPERATIVA 
  
Código Nombre del math-block Fecha de 

publicación 
Adjuntos 

IOP-I01 Introducción a la IO 02oct02 
 

IOP-I02 PL y PLE con Excel y Lindo 02oct02 
 

IOP-I03 Dualidad 16oct02 
 

IOP-M01 Simulación de Monte Carlo 16oct02 
 

IOP-I04 Stocks: modelos deterministas 24oct02 
 

IOP-I05 Planificación Agregada 24oct02 
 

IOP-I06 Aplicaciones de la PL 28oct02 
 

IOP-I07 Análisis de sesibilidad 26may02 
 

  

ALGEBRA LINEAL 
  
Código Nombre del math-block Fecha de 

publicación 
Adjuntos 

ALG-I01 Álgebra de matrices 16oct02 
 

ALG-I03 Determinantes 16oct02 
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ALG-I04 Ecuaciones con Word y Álgebra Lineal 
con Excel 

16oct02 
 

ALG-I05 Matriz inversa 16oct02 
 

ALG-I06 Uso básico del Mathcad 18oct02 
 

ALG-I07 Modelos matemáticos 18oct02 
 

ALG-I08 Resolución de Sistemas de Ec. 
Lineales 

18oct02 
 

ALG-I09 Discusión de Sistemas de Ec. Lineales 18oct02 
 

ALG-I10 Diagonalización de matrices 21oct02 
 

ANÁLISIS MATEMATICO 
  
Código Nombre del math-block Fecha de 

publicación 
Adjuntos 

ANA-I01 Integral definida 16oct02 
 

ANA-I02 Aplicaciones de las derivadas 28oct02 
 

ANA-I03 Representación de funciones en 2D 28oct02 
 

ANA-I04 Integral indefinida 28oct02 
 

ANA-I05 Derivación de funciones 05nov02 
 

ANA-I06 Funciones reales de variable real 05nov02 
 

ANA-I08 Series de números reales 05nov02 
 

ANA-I07 Sucesiones de números reales 05nov02 
 

ANA-I09 Uso básico del Mathcad en Análisis 
(I) 

12nov02 
 

ANA-I09 Uso básico del Mathcad en Análisis 
(II) 

7nov02 
 

ANA-I10 Límites de funciones 08nov02 
 

ANA-I11 Continuidad de funciones 08nov02 
 

ANA-I12 Introducción a Maple 04dic02 
 

ANA-I13 Integración analítica y numérica con 
Maple 

04dic02 
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ANA-M01 Funciones de varias variables (I) 28oct02 
 

ANA-M02 Funciones de varias variables (II) 28oct02 
 

ANA-M03 Números Complejos 05nov02 
 

ANA-M04 Series de potencias 05nov02 
 

ANA-A01 Vuelos de Lévy 07nov02 
 

ANA-A01-E Lévy flights 07nov02 
 

  

CONFIABILIDAD ESTADÍSTICA 
  
Código Nombre del math-block Fecha de 

publicación 
Adjuntos 

FIA-A01 Conceptos básicos de confiabilidad 
estadística 

18oct02 
 

FIA-A02 Identificación y descripción gráfica 
de los datos 

18oct02 
 

FIA-A03 Análisis paramétrico de los tiempos 
de fallo 

18oct02 
 

FIA-A04 Análisis no paramétrico de los 
tiempos de fallo 

18oct02 
 

FIA-A05 Comparación no paramétrica de 
muestras 

23oct02 
 

FIA-A06 Tests de vida acelerada 23oct02 
 

FIA-A07 Modelos de regresión para 
observaciones censuradas 

23oct02 
 

FIA-A08 Análisis probit (éxito/fracaso) 23oct02 
 

   

 CONTROL ESTADÍSTICO DE LA CALIDAD 
  
Código Nombre del math-block Fecha de 

publicación 
Adjuntos 

SPC-A01 Herramientas para la planificación de 
la calidad 

03feb03 
 

SPC-A02 Análisis de stmas. de medición 03feb03 
 

SPC-A03 Gráficos de control por variables 1 03feb03 
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SPC-A04 Gráficos de control por atributos 03feb03 
 

SPC-A05 Gráficos de control por variables 2 03feb03 
 

SPC-A06 Capacidad de procesos 03feb03 
 

   

Líneas futuras 

AUMENTAR LA BASE DE DATOS DOCUMENTAL 

  
En su fase actual, el proyecto e-Math cuenta ya con una excelente colección de 
documentos asociados a diferentes asignaturas cuantitativas de carácter aplicado. Uno 
de nuestros principales desafios de futuro es seguir enriqueciendo los fondos 
documentales propios mediante la actualización de documentos ya existentes y, sobre 
todo, a través de la incorporación de nuevos materiales docentes -fruto de nuestra 
experiencia académica en la UOC. 

 
CREAR UNA SHARING-NETWORK   
INTERUNIVERSITARIA 
 

 
 

Los miembros de este proyecto forman un cluster de conocimiento, un nodo de lo que 
puede llegar a ser una red virtual de conocimiento -explícito y tácito- centrado en el 
uso intensivo de Internet y de software especializado en la docencia de las 
asignaturas cuantitativas. Nuestra apuesta por ser parte de una sharing-network es 
total y, por tal motivo, estamos abiertos a colaboraciones con cualquier otro cluster 
de profesores y/o profesionales que compartan la filosofía del e-Math.  
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DIFUNDIR LA FILOSOFÍA Y RESULTADOS DEL 
PROYECTO 

  

La difusión de la filosofía y los resultados del proyecto resulta una actividad clave en aras 
de profundizar en las líneas anteriormente citadas. No hay que olvidar, además, que 
estamos ante un nuevo paradigma docente en el ámbito cuantitativo y que, como tal, es 
fundamental saber transmitir el gran abanico de posibilidades que las TIC posibilitan en 
un mundo tan habitualmente tradicional como es la docencia de las matemáticas y la 
estadística. 

  
MEDIR EL IMPACTO DEL USO DE LAS TIC 
 

 

Tal vez el reto más difícil -y, probablemente uno de los más importantes- sea el 
contrastar cualitativa y cuantitativamente los esperados efectos positivos que 
proporciona la integración de las TIC en los curricula de las asignaturas universitarias. 
Nuestra experiencia en la UOC nos hace pensar que los resultados de tales 
mediciones y análisis serán de sumo interés para la comunidad universitaria.  

Enlaces 

SHARING-NETWORK 
Web "Invitación a las matemáticas" http://wmatem.eis.uva.es/~matpag/  

Web "Proyecto Descartes" (MECD) www.pntic.mec.es/Descartes/index.html  

E-books de la Universidad Politécnica de 
Cataluña (UPC) 

www.edicionsupc.es/virtuals/fmatcat.htm 

Web de Salvador Vera Ballesteros (Univ. 
Málaga). 

http://batllo.informatica.uma.es/ 
matap/svera/index.html  

https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/wmatem.eis.uva.es/~matpag/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.pntic.mec.es/Descartes/index.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.edicionsupc.es/virtuals/fmatcat.htm
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/batllo.informatica.uma.es/matap/svera/index.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/batllo.informatica.uma.es/matap/svera/index.html
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Web "El paraíso de las Matemáticas" www.matematicas.net/php/main.php 

Método interactivo para estudiar 
Matemáticas 

www.aprendes.com  

   

ENLACES DE INTERÉS GENERAL 
Principal distribuidor en España de 
software científico 

www.addlink.es 

Web oficial del paquete estadístico Minitab www.minitab.com 

Recursos de MS Excel www.mathtools.net/Excel/  

Web oficial del programa Lindo 
(Programación Lineal) 

www.lindo.com 

Web de recursos on-line sobre 
matemáticas 

www.mathematics.com 

11 ENLACES DE ESTADÍSTICA 
www.ine.es  Página oficial del Instituto Nacional de 

Estadística 

www.seeingstatistics.com Teoría, ejemplos y applets de conceptos 
estadísticos tanto básicos como avanzados 

http://huizen.dds.nl/~berrie Applets de Java asociados a conceptos 
estadísticos 

www.kuleuven.ac.be/ucs/java/index.htm Applets de Java asociados a conceptos 
estadísticos 

www.udc.es/dep/mate/recursos.html Selección de recursos en Internet para la 
enseñanza-aprendizaje de la Estadística 

http://members.aol.com/johnp71/ 
javastat.html 

Recursos generales para la enseñanza y 
aprendizaje de la Estadística 

www.ucm.es/BUCM/est/05.htm Biblioteca de Ciencias Políticas y Sociología. 
Enlaces nacionales e internacionales a datos 
estadísticos de carácter general 

http://fc.udg.es/~caegb/material_esp.html Enlaces generales a recursos de Estadística 

www.statistics.com Enlaces generales a recursos de Estadística 

https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.matematicas.net/php/main.php
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.aprendes.com/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.addlink.es/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.minitab.com/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.mathtools.net/Excel/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.lindo.com/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.mathematics.com/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.ine.es/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.seeingstatistics.com/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/huizen.dds.nl/~berrie/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.kuleuven.ac.be/ucs/java/index.htm
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.udc.es/dep/mate/recursos.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/members.aol.com/johnp71/javastat.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/members.aol.com/johnp71/javastat.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.ucm.es/BUCM/est/05.htm
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/fc.udg.es/~caegb/material_esp.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.statistics.com/
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www.stat.ufl.edu/vlib/statistics.html The World Wide Web Virtual Library: 
Statistics 

http://ima.udg.es/Docencia/02- 
03/3105100015/Dossier_Rev.pdf  

Colección de ejercicos resueltos con Minitab 
(Universidad de Girona, en Catalán) 

   

7 ENLACES DE ECONOMETRÍA 
http://www.feweb.vu.nl/econometriclinks/index.html  The Econometrics 

Journal On-Line 

http://www.elsevier.com/hes/books/02/menu02.htm  Libro on-line: 
Handbook of 
Econometrics Vols. 1-5 

http://www.oswego.edu/~kane/econometrics/ 
stud_resources.htm  

Online Resources for 
Econometric Students 

http://www.econ.uiuc.edu/~morillo/links.html  Econometric Sources: a 
collection of links in 
econometrics and 
computing. University 
of Illinois 

http://www.econometrics.net/ Econometrics, 
Statistics, Mathematics, 
and Forecasting 

http://ideas.uqam.ca/EDIRC/ectrix.html  Economics 
Departments, Institutes 
and Research Centers 
in the World: 
Econometrics, 
Mathematical 
Economics 

http://elsa.berkeley.edu/users/mcfadden/discrete.html Libro on-line: 
Structural Analysis of 
Discrete Data and 
Econometric 
Applications 

   

10 ENLACES DE INVESTIGACIÓN OPERATIVA 
www.math.niu.edu/~rusin/known-math/index/90- Web con recursos sobre 

https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.stat.ufl.edu/vlib/statistics.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/ima.udg.es/Docencia/02-03/3105100015/Dossier_Rev.pdf
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/ima.udg.es/Docencia/02-03/3105100015/Dossier_Rev.pdf
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.feweb.vu.nl/econometriclinks/index.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.elsevier.com/hes/books/02/menu02.htm
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.oswego.edu/~kane/econometrics/stud_resources.htm
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.oswego.edu/~kane/econometrics/stud_resources.htm
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.econ.uiuc.edu/~morillo/links.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.econometrics.net/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/ideas.uqam.ca/EDIRC/ectrix.html
https://web.archive.org/web/20100607233115fw_/http:/www.uoc.edu/in3/e-math/q%09http:/elsa.berkeley.edu/users/mcfadden/discrete.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.math.niu.edu/~rusin/known-math/index/90-XX.html
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XX.html programación lineal 

www.personal.psu.edu/faculty/t/m/tmc7/tmclinks.html Web con recursos sobre 
programación lineal 

www.rpi.edu/~mitchj/sites_or.html Enlaces a webs sobre 
investigación operativa 

http://lionhrtpub.com/ORMS.html ORMS Journal 

www.informs.org/ Página de INFORMS, la 
Sociedad Americana de 
Investigación Operativa 

http://carbon.cudenver.edu/~hgreenbe/courseware/ 
LPshort/intro.html 

Curso sobre Programación 
Lineal 

www.statslab.cam.ac.uk/~rrw1/opt/diet_history.html Historia del problema de la 
dieta 

www.e-
optimization.com/directory/trailblazers/dantzig/ 
interview_dietg.cfm 

Cómo George Dantzig 
resolvió el problema de la 
dieta 

www.maths.abdn.ac.uk/~igc/tch/index/mx3503/notes/ 
node14.html 

Curso básico de 
Programación Lineal y 
temas afines de la 
Universidad de Aberdeen 

www.pitt.edu/~jrclass/or/or-intro.doc Artículo introductorio a la 
Investigación Operativa y 
sus aplicaciones 

   

11 ENLACES DE ÁLGEBRA 
www.planetmath.org/encyclopedia/LinearAlgebra.ht
ml 

Enciclopedia de 
PlanetMath.org sobre 
álgebra lineal. 

www.math.miami.edu/~ec/book/ Libro on-line sobre álgebra 
con especial énfasis en 
álgebra lineal: "Elements of 
Abstract and Linear Algebra" 
escrito por Edwin H. Connell. 

www.math.gatech.edu/~carlen/1502S/cnotes.html Libro on-line sobre álgebra: 
"Beginning with Linear 
Algebra", escrito por Eric 
Carlen y Conceicao 

https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.personal.psu.edu/faculty/t/m/tmc7/tmclinks.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.rpi.edu/~mitchj/sites_or.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/lionhrtpub.com/ORMS.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.uoc.edu/in3/e-math/%20/www.informs.org/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/carbon.cudenver.edu/~hgreenbe/courseware/LPshort/intro.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/carbon.cudenver.edu/~hgreenbe/courseware/LPshort/intro.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.statslab.cam.ac.uk/~rrw1/opt/diet_history.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.e-optimization.com/directory/trailblazers/dantzig/interview_dietg.cfm
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.e-optimization.com/directory/trailblazers/dantzig/interview_dietg.cfm
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.e-optimization.com/directory/trailblazers/dantzig/interview_dietg.cfm
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.maths.abdn.ac.uk/~igc/tch/index/mx3503/notes/node14.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.maths.abdn.ac.uk/~igc/tch/index/mx3503/notes/node14.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.pitt.edu/~jrclass/or/or-intro.doc
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.planetmath.org/encyclopedia/LinearAlgebra.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.planetmath.org/encyclopedia/LinearAlgebra.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.math.miami.edu/~ec/book/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.math.gatech.edu/~carlen/1502S/cnotes.html
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Carvalho. 

http://joshua.smcvt.edu/linalg.html Libro on-line: "Linear 
Algebra" escrito por Jim 
Hefferon. 

www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Indexes/ 
Algebra.html 

Web de la School of 
Mathematics and Statistics 
(University of St Andrews, 
Scotland). 

www.math.unl.edu/~tshores/linalgtext.html Libro on-line sobre álgebra 
lineal y sus aplicaciones. 

www.numbertheory.org/book/ Libro on-line sobre álgebra 
lineal. 

www.math.technion.ac.il/iic/ILAS.html Web de "The International 
Linear Algebra Society". 

www.tu-chemnitz.de/iic/ela/  Web de "The Electronic 
Journal of Linear Algebra". 

www.netlib.org/utk/people/JackDongarra/la-sw.html Información relacionada con 
el software disponible 
gratuitamente en la red para 
la resolución de problemas 
de álgebra lineal. 

http://ist.uwaterloo.ca/ic/mathcad/videos/linalg  Web de la Universidad de 
Waterloo, con gran cantidad 
de recursos para mathcad; 
entre éstos son destacables 
los videos (ficheros AVI) que 
muestran el funcionamiento 
del programa. 

   

10 ENLACES DE ANÁLISIS MATEMÁTICO 
www.dma.fi.upm.es/docencia/primerciclo/ 
calculo/grupo15t/  

Teoria, ejercicios, 
problemas y enunciados 
de exámenes de cálculo. 

www.lafacu.com/apuntes/matematica/  Resumen sobre la teoría 
del cálculo infinitesimal. 

www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/ Problemas y ejercicios de 
cálculo. 

https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/joshua.smcvt.edu/linalg.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Indexes/Algebra.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Indexes/Algebra.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.math.unl.edu/~tshores/linalgtext.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.numbertheory.org/book/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.math.technion.ac.il/iic/ILAS.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.tu-chemnitz.de/iic/ela/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.netlib.org/utk/people/JackDongarra/la-sw.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/ist.uwaterloo.ca/ic/mathcad/videos/linalg
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.dma.fi.upm.es/docencia/primerciclo/calculo/grupo15t/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.dma.fi.upm.es/docencia/primerciclo/calculo/grupo15t/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.lafacu.com/apuntes/matematica/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/
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www.ciudadfutura.com/matematicas/analisis/ Temas de Análisis 
Matemático. 

www.monografias.com/Matematicas/index.shtml  Monografías sobre 
distintos temas de 
Análisis Matemático. 

www.xtec.es/~jlagares/manualwinfun.cat/ 
estractemanualfuncionsperawindows.htm  

Programa "funciones para 
windows". Este programa 
es capaz de representar 
funciones, calcular los 
puntos de corte entre 
ellas, hallar el área que 
encierran, etc. Un 
programa muy completo, 
interesante y fácil de 
manejar. 

www.sectormatematica.cl  Dos enlaces muy 
interesantes. El primer 
enlace se llama central de 
apuntes (apuntes sobre 
todos los campos de las 
matemáticas ordenados 
alfabéticamente). El 
segundo enlace contiene 
ejercicios y apuntes sobre 
todos los aspectos que 
abarca el análisis 
matemático. La página 
está estructurada en: una 
guía de ejercicios, un 
enlace para resolver 
integrales en línea 
(INTEGRATOR) y 
contenidos varios. 

http://cariari.ucr.ac.cr/~cimm/calculo.html  Curso de cálculo 
diferencial. Empieza 
introduciendo las razones 
del cambio y las 
derivadas, para terminar 
hablando de las funciones 
de varias variables. Hay 
teoría y ejercicios. 

www.uco.es/organiza/departamentos/ 
quimica-fisica/quimica-fisica/CD/CD0.htm 

Curso de aprendizaje de 
Mathcad. Hay ejemplos 
sobre matemáticas, 
estadística, química, 
física, etc. De hecho, es 
un resumen del libro 

https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.ciudadfutura.com/matematicas/analisis/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.monografias.com/Matematicas/index.shtml
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.xtec.es/~jlagares/manualwinfun.cat/estractemanualfuncionsperawindows.htm
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.xtec.es/~jlagares/manualwinfun.cat/estractemanualfuncionsperawindows.htm
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.sectormatematica.cl/
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/cariari.ucr.ac.cr/~cimm/calculo.html
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.uco.es/organiza/departamentos/quimica-fisica/quimica-fisica/CD/CD0.htm
https://web.archive.org/web/20100607233115/http:/www.uco.es/organiza/departamentos/quimica-fisica/quimica-fisica/CD/CD0.htm
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electrónico "Curso de 
aprendizaje del Mathcad" 

www.terra.es/personal/jftjft/Home.htm  Biografías de 
matemáticos famosos y 
aplicaciones de las 
matemáticas a diversos 
campos. 

 

Miembros 
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IV.  Gráficos de Control por Atributos 


IV.   GRÁFICOS DE CONTROL POR ATRIBUTOS 
 


INTRODUCCIÓN____________________________________________________ 
 
 


Los diagramas de control por atributos constituyen la herramienta esencial utilizada para controlar 
características de calidad cualitativas, esto es, características no cuantificables numéricamente. Ejemplos de 
tales características no medibles son la fracción o porcentaje de unidades defectuosas en la producción (P), el 
número de unidades defectuosas en la producción (NP), el número de defectos por unidad producida (U), y el 
número de defectos de todas las unidades producidas (C). 


 
Al igual que en los gráficos de control por variables, el diagrama de atributos representa un estadístico T 


del proceso (como puede ser el número de defectos) frente al número de la muestra o al tiempo. Una línea 
central representa el valor medio o esperado del estadístico, mientras que los límites de control suelen definir 
una zona de control que abarca 3σT  por encima y por debajo de la línea central. Estos límites son escogidos 
de manera que si el proceso está bajo control, casi la totalidad de los puntos muestrales se halle entre ellos. 
Así, un punto que se encuentra fuera de los límites de control se interpreta como una evidencia de que el 
proceso está fuera de control. Además, incluso si todos los puntos se hallan comprendidos entre los límites de 
control, pero se comportan de manera sistemática o no aleatoria, también tendríamos un proceso fuera de 
control (veremos cómo estudiar la existencia de tales patrones no aleatorios mediante los llamados tests para 
causas especiales). 
 
 
 
 
           Límite superior (LSC) 
                    3 * σT 
 
           Línea central 
 
                                              Va


ria
bl


e 
T 


           Límite inferior (LIC) 
 
 
    Número de muestra o tiempo 
 
 


Este tipo de gráficos se suele aplicar en situaciones en las que el proceso es una operación de montaje 
complicada, y la calidad del producto se mide en términos de la ocurrencia de disconformidades, del 
funcionamiento exitoso o fallido del producto, etc. 


 
Los diagramas de control por atributos tienen la ventaja de que hacen posible considerar varias 


características de calidad al mismo tiempo y clasificar los productos  como disconformes si no satisfacen las 
especificaciones de cualquiera de las características. 
 


Tenemos dos opciones a la hora de realizar un gráfico de control por atributos:  
 


1. Podemos comparar un producto con un estándar y clasificarlo como defectuoso o no (gráficos P y 
NP) 


 
2. En el caso de productos complejos, la existencia de un defecto no necesariamente conlleva a que el 


producto sea defectuoso. En tales casos, puede resultar conveniente clasificar un producto según el 
número de defectos que presenta (gráficos C y U). 


 
 


Es importante notar que los gráficos P, NP, y U permiten trabajar con muestras de tamaños diferentes, 
mientras que los gráficos C están diseñados para muestras de igual tamaño. 
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Control Estadístico de la Calidad con MINITAB 


TESTS PARA CAUSAS ESPECIALES__________________________________ 
 
 


En cualquiera de los gráficos de control por atributos descritos, es posible realizar cuatro tests para 
determinar la posible existencia de causas especiales que influyan sobre la variabilidad de las observaciones 
(comportamiento no aleatorio de los datos): 
 
 


Test 1: un punto situado más allá de los límites de control


 
 
 
 


Cada uno de los tests detecta un determinado comportamiento no aleatorio en los datos. Cuando alguno 
de los tests resulta positivo entonces hay indicios de que la variabilidad de las observaciones se debe a causas 
especiales, las cuales deberán investigarse. 


 
 
Es importante notar que para realizar estos tests todas las muestras han de ser del mismo tamaño. 
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Test 2: nueve puntos consecutivos en el mismo lado


Test 3: seis puntos consecutivos ascendentes o
descendentes


arriba y abajo
Test 4: catorce puntos consecutivos alternando
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Control Estadístico de la Calidad con MINITAB 


GRÁFICO P________________________________________________________ 
 
  


Un gráfico P  es un gráfico de control del porcentaje o fracción de unidades defectuosas (cociente entre 
el número de artículos defectuosos en una población y el número total de artículos de dicha población).  


 
Los principios estadísticos que sirven de base al diagrama de control P  se basan en la distribución 


Binomial: supóngase que el proceso de producción funciona de manera estable, de tal forma que la 
probabilidad de que cualquier artículo no esté conforme con las especificaciones es p, y que los artículos 
producidos sucesivamente son independientes; entonces, si seleccionamos k  muestras aleatorias de n 
artículos del producto cada una, y representando por Xi  al número de artículos defectuosos en la muestra i-
ésima, tendremos que  Xi ≈ B(n,p).  
 
• Sabemos que:      y    npxi =µ )1( pnpXi −=σ  
 


• Para cada muestra, definimos la v.a. fracción disconforme muestral como: 
n
X


p i
i =ˆ  .   Observar que 


  seguirá una distribución Binomial con media y desviación típica: ip̂
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• Por tanto,   
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• Según el modelo de Shewart tendremos que: 
 


n
pppLIC


p
n
pppLSC
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• Si p es desconocida, la podemos estimar (observar que tal estimación se realizará a partir de las k 


muestras obtenidas, k > 25, tomadas cuando se considera que el proceso está bajo control): 
 


∑
=


=
k


i
ipk


p
1


ˆ1
     


 
 
• En caso de que el tamaño muestral (ni ) sea diferente para cada subgrupo, a la hora de calcular los límites 


según el modelo de Shewart, podemos optar por: 
 


1. Obtener los límites usando el ni  asociado a cada muestra, con lo que las líneas de control no 
serán rectas (darán “saltos” arriba y abajo según ni  disminuya o aumente), 


 


2. Si los ni  no difieren mucho unos de otros, podríamos tomar  ∑
=


=
k


i
ink


n
1


1
. 
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3. También se puede optar por tomar un n común e igual al mayor de los ni , con lo que 
obtendríamos unos límites de control bastante “sensibles”, ya que la amplitud de la franja que 
indica proceso en estado de control es inversamente proporcional al tamaño de la muestra. 


 
 


En esta situación de tamaños muestrales diferentes, el estimador para  p  sería: 
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Normalmente se usan límites de control de tres sigmas en el diagrama de control P. Como ya 
comentamos en el capítulo anterior, el uso de límites de control más estrechos hacen que el diagrama de 
control sea más sensible a pequeños cambios en p, pero ello también hace aumentar la probabilidad de que se 
produzcan falsas alarmas de proceso fuera de control (error de tipo II). 


 
Debe advertirse que este diagrama de control se basa en el modelo probabilístico binomial, en el cual se 


supone que la probabilidad de ocurrencia de un artículo con disconformidad es constante, y que unidades 
sucesivas en la producción son independientes. Por otra parte, hay que tener cuidado con la interpretación de 
los puntos del diagrama de control que se hallan por debajo del límite inferior de control. Tales puntos no 
representan a menudo una mejora real en la calidad del proceso. Frecuentemente son el resultado de errores en 
el método de inspección o recogida de datos. 
 
 
 


Ejemplo gráfico P:  Supongamos que trabajamos en una planta que produce tubos de imagen para 
televisores. De cada lote producido se extraen algunos tubos y se procede a inspeccionarlos, 
clasificándolos en defectuosos y no defectuosos. Si alguno de los lotes presenta demasiados tubos 
defectuosos, se realiza una inspección del 100% de las unidades que lo componen. Un gráfico P nos 
permitirá, entre otras cosas, saber  cuándo hemos de realizar una inspección completa. Usaremos los 
datos guardados en el archivo tubos.mtw : 
 
 Seleccionar  Stat > Control Charts > P... 


 
 Rellenar los campos como se indica: 
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Dado que la muestra 6 cae fuera de la zona de control, sería conveniente realizar una inspección del 
100% de los componentes del lote. 
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IV.  Gráficos de Control por Atributos 


GRÁFICO NP______________________________________________________ 
 
  


El diagrama NP está basado en el número de unidades defectuosas. Este tipo de gráficos permite tanto 
analizar el número de artículos defectuosos como la posible existencia de causas especiales en el proceso 
productivo. Los principios estadísticos que sirven de base al diagrama de control NP  se basan en la 
distribución Binomial: 
 
 


Supóngase que el proceso de producción funciona de manera estable, de tal forma que la probabilidad de 
que cualquier artículo no esté conforme con las especificaciones es p, y que los artículos producidos 
sucesivamente son independientes; entonces, si seleccionamos k  muestras aleatorias de n artículos del 
producto cada una, y representando por Xi  al número de artículos defectuosos en la muestra i-ésima, 
tendremos que  Xi ≈ B(n,p).  
 
 
• Sabemos que:      y    npxi =µ )1( pnpXi −=σ  
 
 


• Para cada muestra, definimos la v.a. fracción disconforme muestral como: 
n
X


p i
i =ˆ  .   Observar que 


  seguirá una distribución Binomial con media y desviación típica: ip̂
 


[ ] [ ]
p


n
XE


pE i
i ==ˆ  y [ ] [ ]


n
pp


n
XVar


pVar i
i


)1(ˆ
2


−
==  


 
 
 
• Por tanto,   ( ))1(,ˆ pnpnpNpn ni − → ∞→  
 
 
 
• Según el modelo de Shewart tendremos que: 
 
 


)1(3


central Línea
)1(3


pnpnpLIC


np
pnpnpLSC


−−=


=


−+=


 


 
 
 
• Si p es desconocida, la podemos estimar (observar que tal estimación se realizará a partir de las k 


muestras obtenidas, k > 25, tomadas cuando se considera que el proceso está bajo control): 
 


∑
=


=
k


i
ipk


p
1


ˆ1
     


 
 
 
• En caso de que el tamaño muestral (ni ) sea diferente para cada subgrupo, a la hora de calcular los límites 


según el modelo de Shewart, podemos optar por: 
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1. Obtener los límites usando el ni  asociado a cada muestra, con lo que las líneas de control no 


serán rectas (darán “saltos” arriba y abajo según ni  disminuya o aumente), 
 
 


2. Si los ni  no difieren mucho unos de otros, podríamos tomar  ∑
=


=
k


i
ink


n
1


1
. 


 
 


3. También se puede optar por tomar un n común e igual al mayor de los ni , con lo que 
obtendríamos unos límites de control bastante “sensibles”, ya que la amplitud de la franja que 
indica proceso en estado de control es inversamente proporcional al tamaño de la muestra. 


 
 
En esta situación de tamaños muestrales diferentes, el estimador para  p  sería: 
 
 


    


∑


∑


=


== k


i
i


k


i
ii


n


pn
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1


1


ˆ
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IV.  Gráficos de Control por Atributos 


GRÁFICO C________________________________________________________ 
 
  


El diagrama C está basado en el número total de defectos (o no conformidades) en la producción. Los 
principios estadísticos que sirven de base al diagrama de control C  se basan en la distribución de Poisson: 


 
Para construir el diagrama de control C empezamos por tomar k muestras X1, X2, ...,XK , de ni  unidades 


cada una, i.e.: Xi = (Xi1, ..., Xi ni ).  Sea u el número esperado de unidades defectuosas en cada una de las 
muestras. 


  
• Para cada muestra se calcula el número uij de defectos de la unidad  Xij  ,  j = 1,...,ni .  


• Si denotamos por ci  al número de defectos totales en la muestra i-ésima, es claro que .   ∑
=


=
in


j
iji uc


1


 
• Por otro lado, si denotamos por ui  al valor esperado de defectos en la muestra i-ésima, tendremos que 


∑
=


=
in


j
ij


i
i u
n


u
1


1
.  Observar pues que i


i
i c
n
1


=u  ,  i.e.:    . iii nuc ⋅=


 
• Notar además que  . [ ] [ ] [ ] unuEnnuEcE iiiiii ⋅≡⋅=⋅=
 
• Es frecuente suponer que el número de defectos (sucesos no habituales) en una población grande sigue 


una distribución de Poisson. En este caso, supondremos que  ci  ≈ Po(niu). 
 
 


• Se cumplirá que ( )ununN iini ⋅⋅ → ∞→ ,c  
 
• Según el modelo de Shewart tendremos que: 
 


ununLIC


un
ununLSC


ii


i


ii


⋅−⋅=


⋅=


⋅+⋅=


3


central Línea
3


 


 
 
• Si u = E[ ui ]  es desconocida, la podemos estimar (observar que tal estimación se realizará a partir de las 


k muestras obtenidas, k > 25, tomadas cuando se considera que el proceso está bajo control): 
 


∑
=


=
k


i
iuk


u
1


1ˆ  


 
 
• Como el tamaño muestral (ni ) es diferente para cada subgrupo, a la hora de calcular los límites según el 


modelo de Shewart, podemos optar por: 
 


1. Obtener los límites usando el ni  asociado a cada muestra, con lo que las líneas de control no 
serán rectas (darán “saltos” arriba y abajo según ni  disminuya o aumente), 


2. Si los ni  no difieren mucho unos de otros, podríamos tomar  ∑
=


=
k


i
ink


n
1


1
. 


 
3. También se puede optar por tomar un n común e igual al mayor de los ni , con lo que 


obtendríamos unos límites de control bastante “sensibles”, ya que la amplitud de la franja que 
indica proceso en estado de control es inversamente proporcional al tamaño de la muestra. 
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Ejemplo gráfico C:  Supongamos que trabajamos en una planta que produce sábanas blancas. Cada 
una de las piezas de tela producidas, a partir de las cuales se obtendrán las sábanas, será considerada 
como válida siempre que no tenga más de un número determinado de pequeñas manchas. Pretendemos 
generar un gráfico C que nos permita visualizar el número de manchas de cada pieza. Usaremos los 
datos guardados en el archivo sabanas.mtw : 
 
 Seleccionar  Stat > Control Charts > C... 


 
 Rellenar los campos como se indica: 
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Dado que los puntos parecen seguir un patrón aleatorio y ninguno de ellos cae fuera de los límites de 
control de 3 sigma, podemos concluir que el proceso está bajo control. 
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GRÁFICO U________________________________________________________ 
 
  


El diagrama U está basado en el número de defectos por unidad de inspección producida. Los principios 
estadísticos que sirven de base al diagrama de control U  se basan en la distribución de Poisson: 
 


Para construir el diagrama de control U empezamos por tomar k muestras X1, X2, ...,XK , de ni  unidades 
cada una, i.e.: Xi = (Xi1, ..., Xi ni ).  Sea u el número esperado de unidades defectuosas en cada una de las 
muestras. 


  
• Para cada muestra se calcula el número uij de defectos de la unidad  Xij  ,  j = 1,...,ni .  


• Si denotamos por ci  al número de defectos totales en la muestra i-ésima, es claro que .   ∑
=


=
in


j
iji uc


1


 
• Por otro lado, si denotamos por ui  al valor esperado de defectos en la muestra i-ésima, tendremos que 


∑
=


=
in


j
ij


i
i u
n


u
1


1
.  Observar pues que i


i
i c
n
1


=u  ,  i.e.:    . iii nuc ⋅=


 
• Notar además que  . [ ] [ ] [ ] unuEnnuEcE iiiiii ⋅≡⋅=⋅=
 
• Es frecuente suponer que el número de defectos (sucesos no habituales) en una población grande sigue 


una distribución de Poisson. En este caso, supondremos que  ci  ≈ Po(ni u). 
 


• Se cumplirá que ( )ununN iini ⋅⋅ → ∞→ ,c      y,  por tanto,     











 → ∞→


i
ni n


uuN ,u  . 


 
• Según el modelo de Shewart tendremos que: 
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• Si u = E[ ui ]  es desconocida, la podemos estimar (observar que tal estimación se realizará a partir de las 


k muestras obtenidas, k > 25, tomadas cuando se considera que el proceso está bajo control): 
 


∑
=


=
k


i
iuk


u
1


1ˆ  


 
• Como el tamaño muestral (ni ) es diferente para cada subgrupo, a la hora de calcular los límites según el 


modelo de Shewart, podemos optar por: 
 


1. Obtener los límites usando el ni  asociado a cada muestra, con lo que las líneas de control no 
serán rectas (darán “saltos” arriba y abajo según ni  disminuya o aumente), 


2. Si los ni  no difieren mucho unos de otros, podríamos tomar  ∑
=


=
k


i
ink


n
1


1
. 


 
3. También se puede optar por tomar un n común e igual al mayor de los ni , con lo que 


obtendríamos unos límites de control bastante “sensibles”, ya que la amplitud de la franja que 
indica proceso en estado de control es inversamente proporcional al tamaño de la muestra. 
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EJEMPLOS DE APLICACIÓN_________________________________________ 
 
 
Ejemplo 1:   Una compañía electrónica manufactura circuitos en lotes de 500 y quiere controlar la 
proporción de circuitos con fallos.  
 
Con este fin examina 20 lotes, obteniendo en cada lote el número de circuitos defectuosos que se indican en el 
archivo circuitos.mtw .   
 
Pretendemos analizar si el proceso está bajo control estadístico a partir de un gráfico P: 


20100
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P=0,02000
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1


 
TEST 1. One point more than 3,00 sigmas from center line. 
Test Failed at points: 2  
 
 


Se observa que ha fallado el contraste 1 para causas especiales, lo cual indica que el proceso está fuera 
de control estadístico. 
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IV.  Gráficos de Control por Atributos 


Ejemplo 2:   Una compañía textil utiliza un gráfico del número de defectos por unidad para controlar el 
número de defectos por metro cuadrado de tejido. El tejido se presenta en rollos de un metro de anchura y 
longitud variable, definiéndose la unidad de inspección como un metro cuadrado de tejido. Tras la inspección 
de 25 rollos se obtuvieron los datos de superficie (en metros cuadrados) y número de defectos por rollo 
almacenados en el archivo textil.mtw .  
 
Se pretende analizar si el proceso está o no bajo control usando un gráfico U. 


2520151050


0,7


0 ,6


0 ,5


0 ,4


0 ,3


0 ,2


0 ,1


0 ,0


Sam ple Num ber


Sa
m


pl
e 


C
ou


nt


U  Chart for defectos


U =0,2880


3 ,0SL=0 ,5740
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A partir del gráfico anterior se concluye que el proceso parece estar bajo control estadístico, ya que no se 
observan problemas de puntos fuera de control, tendencias, ciclos, etc. 
 
 
Ejemplo 3:   Se utiliza un gráfico del número de defectos C para controlar el número de automóviles con 
pintura defectuosa en nuevas series fabricadas recientemente. 20 series del mismo modelo son inspeccionadas 
y el número de automóviles con pintura defectuosa se ha registrado en el archivo autos.mtw . Estudiar si el 
proceso está o no bajo control.  
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A partir del gráfico anterior, se observa que el proceso no parece estar bajo control estadístico. 
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V.  Gráficos de Control por Variables (2) 


V.    GRÁFICOS DE CONTROL POR VARIABLES (2) 
 


INTRODUCCIÓN____________________________________________________ 
 


Hasta ahora hemos estudiado los gráficos de control típicos tanto para variables como para atributos. Sin 
embargo, existe otra clase de gráficos de control por variables que pueden mejorar los ya conocidos y que 
pueden utilizarse en ocasiones en que los gráficos vistos ofrezcan dudas. En este capítulo presentaremos los 
siguientes gráficos de control por variables: 
 
• Gráfico EWMA:  gráfico de medias móviles con pesos exponenciales. 
 
• Gráfico de Medias Móviles:  gráfico de medias móviles sin pesos.   
 
• Gráfico CUSUM:  gráfico de sumas acumuladas de las desviaciones respecto a un valor nomial. 
 
• Gráfico de Zona:  gráfico que asigna un peso a cada punto en función de su distancia a la línea central 


y representa los valores acumulados. 
 
 


Los gráficos EWMA, Medias Móviles, CUSUM, y de Zona producen diagramas de control tanto para el 
caso de datos en subgrupos como para observaciones individuales. Típicamente se usan para evaluar el nivel 
del proceso. Sin embargo, tanto los diagramas EWMA como CUSUM pueden usarse también para representar 
gráficos de control para rangos o desviaciones estándar muestrales a fin de evaluar la variación del proceso. 


 
En el caso de los diagramas EWMA, Medias Móviles, y de Zona funcionan tanto en el caso de muestras 


del mismo tamaño como para muestras de distinto tamaño. Sin embargo, los gráficos CUSUM necesitan que 
todos los subgrupos sean del mismo tamaño.  
 
 


GRÁFICOS EWMA__________________________________________________ 
 
 


Como ya se comentó en la introducción, un gráfico EWMA es un diagrama de medias móviles con pesos 
exponenciales. Cada uno de los puntos del gráfico contiene información de todos los subgrupos  (u 
observaciones individuales) anteriores. Este tipo de gráficos se puede diseñar para detectar un cambio en el 
proceso de cualquier tamaño. Gracias a ello, se usan a menudo en la monitorización de los procesos, 
permitiendo la detección de pequeñas desviaciones respecto al objetivo. 


 
La tabla que se muestra a continuación contiene ocho medias muestrales junto con su valor EWMA 


asociado usando un peso de 0,2: 
 
SUBGRUPO 1 2 3 4 5 6 7 8 


Media 14,000 9,000 7,000 9,000 13,000 4,000 9,000 11,000 
EWMA 10,400 10,120 9,494 9,397 10,117 8,894 8,915 9,332 


 
 


Para empezar, se define el valor EWMA para el subgrupo 0 como la media de todos los datos, en este 
caso 9,5. El valor EWMA para el subgrupo 1 será  0,2*(14) + 0,8*(9,5) = 10,4. El valor EWMA para el 
subgrupo 2 será  0,2*(9) + 0,8*(10,4) = 10,12. Así, en general, si denotamos por w al peso, el valor EWMA 
(Zi ) para el subgrupo i-ésimo vendrá dado por: 


 


1)1( −−+= iii ZwxwZ  
 
i.e., 
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xwwxwwxwwxwwxwZ i


i
i


iiii )1()1(...)1()1( 1
2


2
1 −+−++−+−+= −


−−  
 
En caso de trabajar con observaciones individuales, se usarían éstas en lugar de las medias muestrales. 


 
 


Ejemplo EWMA:  Los datos contenidos en la columna C1  del archivo matprima.mtw  representan el 
peso en kilos de cada lote de materia prima. 


 
 Seleccionar  Stat > Control Charts > EWMA : 
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En este caso, se observa claramente que el proceso está fuera de control, tanto porque se aprecían puntos 
que caen fuera de los límites de control como por la existencia de un patrón no aleatorio. 
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V.  Gráficos de Control por Variables (2) 


GRÁFICOS DE MEDIAS MÓVILES_____________________________________ 
 
 


Un gráfico de medias móviles es un diagrama en la que los puntos son medias calculadas a partir de 
subgrupos artificiales formados por datos consecutivos. Tales datos pueden ser observaciones individuales o 
medias de subgrupos. 


 
La tabla que se muestra a continuación contiene ocho medias muestrales junto con su valor de media 


móvil de longitud 3 asociado: 
 
 
SUBGRUPO 1 2 3 4 5 6 7 8 


Media 14,000 9,000 7,000 9,000 13,000 4,000 9,000 11,000 
Media Móvil 14,000 11,500 10,000 8,333 9,667 8,667 8,667 8,000 
 
 


La media móvil para el primer subgrupo es de 14,0 (coincide con la media del mismo). La media móvil 
para el segundo subgrupo es el promedio de las primeras dos medias, i.e., (14 + 9) / 2 = 11,5. En este caso, los 
dos primeros subgrupos son especiales dado que la longitud que hemos tomado era de 3. Por tal motivo, los 
límites de control asociados estarán más alejados de la línea central que en el resto de subgrupos. Las 
restantes medias móviles se calculan de la siguiente forma: para cada nuevo subgrupo, tomaremos el 
promedio de las últimas 3 medias (incluyéndo la del propio subgrupo). 
 
 
 


GRÁFICOS DE SUMAS ACUMULADAS (CUSUM)_________________________ 
 


Un gráfico de sumas acumuladas muestra las sumas acumuladas de las desviaciones de cada valor 
muestral con respecto al valor objetivo. El gráfico puede estar basado en medias muestrales o en 
observaciones individuales.  


 
Cuando estamos trabajando con procesos bajo control, los diagramas CUSUM son buenos para detectar 


cambios con respecto al objetivo ya que dichos gráficos incorporan información procedente de la secuencia de 
valores muestrales. Los puntos que representamos son las sumas acumuladas de las desviaciones de los 
valores muestrales con respecto al objetivo. Dichos puntos deberían fluctuar de forma aleatoria alrededor del 
cero. Si detectamos una tendencia, ya sea hacia arriba o hacia abajo, ésta debería ser considerada como una 
evidencia de que la media muestral se ha desplazado. 


 
 
Es posible representar dos tipos de gráficos CUSUM: el diagrama por defecto representa dos CUSUM 


unilaterales. El CUSUM superior detecta desviaciones hacia arriba en el nivel del proceso, el CUSUM 
inferior detecta desviaciones hacia abajo. Este tipo de gráfico utiliza límites de control para determinar cuando 
estamos ante un proceso fuera de control. 


 
El otro tipo de gráfico CUSUM es uno bilateral. Tal diagrama hace uso de una “máscara V” (en lugar de 


los habituales límites de control de 3σ) para determinar cuándo un proceso está fuera de control. 
 
Los gráficos CUSUM vienen definidos por dos parámetros, h y k.: 


 
Tipo de gráfico CUSUM h representa k representa 


Unilateral El número de desviaciones estándar 
entre la línea central y los límites de 
control 


El tamaño del posible 
desplazamiento que queremos 
detectar 


Bilateral (máscara V) Parte de la ecuación que se utiliza 
en el cálculo de la máscara V 


La pendiente de los lados de la 
máscara V 
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Ejemplo CUSUM bilaterial:  Supongamos que trabajamos en una planta de montaje de coches. A la 
hora de montar los motores, partes de la cadena de montaje se mueven verticalmente arriba y abajo a 
cierta distancia del nivel horizontal de referencia. A fin de asegurar la calidad de la producción, 
realizamos cinco mediciones cada día laborable desde el 28 de septiembre hasta el 15 de octubre, y diez 
mediciones diarias desde el 18 hasta el 25 de octubre. Los datos están contenidos en el archivo 
Motores.mtw . En el capítulo 3 ya dibujamos los gráficos X-barra y R asociados a estos datos. En el 
gráfico X-barra, el subgrupo 5 no satisfacía uno de los tests para causas especiales. Ahora, estamos 
interesados en estudiar posibles ligeras desviaciones respecto al objetivo, por lo que representaremos un 
gráfico CUSUM: 


 
 Seleccionar  Stat > Control Charts > CUSUM : 
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Observamos que los puntos asociados a los subgrupos 4 a 10 caen fuera del límite superior, lo que 
sugiere la existencia de pequeñas desviaciones con respecto al objetivo. 
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GRÁFICOS DE ZONAS______________________________________________ 
 


Un gráfico de zonas es un híbrido entre un gráfico X-barra (o un gráfico Individual) y un gráfico 
CUSUM. En el diagrama de zonas se representan valores acumulativos basados en las “zonas” situadas a 1, 2, 
y 3 sigmas con respecto a la línea central. Este tipo de gráficos se suelen preferir a los diagramas X-barra o 
Individual debido a su gran simplicidad: se considerará que un punto está fuera de control si su valor asociado 
es mayor o igual a 8. Así, no resultará necesario realizar un estudio sobre el posible comportamiento no 
aleatorio de los datos (como hacíamos en los gráficos de Shewart), ya que este método es equivalente a cuatro 
de los tests estándar que usábamos en los diagramas X-barra e Individual. 


 
El gráfico de zonas clasifica las medias muestrales (o las observaciones individuales) de acuerdo con su 


distancia respecto a la línea central. Para cada media muestral (u observación individual), el punto asociado se 
determina como sigue: 
 


1. A cada observación (media o individual) se le asigna un “valor de zona”, según la siguiente tabla: 
 


Zona donde se sitúa la observación Valor de zona asignado 
Entre la línea central y 1σ 0 


Entre 1 y 2σ 2 
Entre 2 y 3σ 4 


Más allá de 3σ 8 
 


 
2. A cada observación se le asigna un “valor acumulado” (que será el que finalmente se represente en 


el gráfico), según el siguiente criterio: 
 


o El primer punto es simplemente el valor de zona asociado a la primera observación 
o Cada uno de los puntos siguientes será suma del valor de zona asociado y del valor 


acumulado del punto anterior, teniendo en cuenta que cada vez que un nuevo punto cruce la 
línea central, el valor acumulado vuelve a considerarse como cero.  


 
Cuando el valor acumulado supere el valor 8, se considera que el proceso está fuera de control. 
 


 
Ejemplo gráfico de zonas:  Supongamos que trabajamos en una planta de producción de cilindros 
metálicos. Como estamos interesados en estudiar la variable longitud del cilindro, tomamos 10 muestras 
diarias, cada una de ellas de tamaño 5. Los datos se guardan en el archivo cilindros.mtw.  
 
 Seleccionar  Stat > Control Charts > Zone : 
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 Seleccionar  Options > Reset cumulative score after each signal : 
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Observamos que el valor acumulado del subgrupo 6 es de 8, lo cual significa que el proceso está fuera de 
control. Nos dicen que el operador reinició la máquina que produce los cilindros a partir del subgrupo 6 
a fin de intentar solucionar el problema, reajustando para ello los parámetros de la máquina. Sin 
embargo, el gráfico de zona detecta que el proceso vuelve a estar fuera de control en el subgrupo 10, esta 
vez en el lado opuesto de la línea central, por lo que parece que el operador se excedió en el reajuste de 
los parámetros. 
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V.  Gráficos de Control por Variables (2) 


GRÁFICOS Z-MR PARA SERIES CORTAS______________________________ 
 
 


Los gráficos de control anteriores presuponen la existencia de un número de observaciones 
suficientemente grande como para estimar parámetros del proceso tales como µ  y σ. Sin embargo, en 
ocasiones las series producidas no serán lo suficientemente largas como para que tales estimaciones sean 
fiables.  


 
Así, por ejemplo, podríamos usar una misma máquina para producir distintos productos, cada uno de 


ellos con una media y una desviación estándar diferentes, y producidos en cantidades insuficientes como para 
que tales parámetros sean estimables de forma fiable con las técnicas ya vistas. En tales casos, resulta 
necesario a recurrir a gráficos para series cortas como el Z-MR, el cual utiliza las distintas series cortas para 
generar gráficos de control estandarizados de observaciones individuales (Z) y rangos móviles (MR). 


 
 
La idea básica es la siguiente: supongamos que cada producto generado en un proceso tiene su propia 


media y desviación estándar. Si resulta posible estimar tales parámetros, podremos estandarizar los datos 
restándoles la media y dividiéndolos por la correspondiente desviación estándar. Así, los datos estandarizados 
provendrán de una población con media µ = 0 y desviación típica σ = 1. Ahora, podremos usar un único 
gráfico de control para tales datos estandarizados. 


 
 
Un gráfico Z-MR es un diagrama de observaciones individuales estandarizadas (Z) y de rangos móviles 


estandarizados (MR). A partir de la observación conjunta de ambos gráficos es posible analizar 
simultáneamente tanto el nivel como la variación del proceso.  


 
 
 
Ejemplo gráfico Z-MR:  Supongamos que trabajamos en una planta de producción de papel, con la 
característica de que el proceso productivo genera series cortas. Sabemos además, que la variación del 
proceso es proporcional al grosor del papel producido (por lo que usaremos la opción Relative to 
size  a la hora de estimar σ).   
 
Producimos tres tipos distintos de papel según el grosor, y disponemos de datos procedentes de 5 series 
distintas en el archivo papel.mtw : 
 
 
 Seleccionar  Stat > Control Charts > Z-MR : 
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VI.   CAPACIDAD DE PROCESOS 
 


INTRODUCCIÓN____________________________________________________ 
 


 
Una vez hayamos comprobado que el proceso está bajo control, estaremos interesados en saber si es  un 


proceso capaz, es decir, si cumple con las especificaciones técnicas deseadas.  
 
Para determinar si un proceso es o no capaz haremos uso de herramientas gráficas (histogramas, gráficos 


de control, y gráficos de probabilidad). También utilizaremos los llamados índices de capacidad, que vendrán 
determinados por los cocientes entre la variación natural del proceso y el nivel de variación especificada. En 
principio, para que un proceso sea considerado capaz, su variación actual no debería representar más del 75% 
de la variación permitida. 


 
El programa Minitab nos permite realizar análisis de capacidad basados en la distribución normal o en 


la distribución Weibull. La opción basada en el modelo normal nos proporciona un mayor número de 
estadísticos, si bien para usar esta opción es necesario que los datos originales sigan una distribución 
aproximadamente normal. Así, por ejemplo, esta opción nos dará estimaciones del número de unidades (o 
partes) por millón que no cumplen con las especificaciones. Tales estimaciones pueden transformarse en 
probabilidades de producir unidades que no cumplan con las especificaciones. Es importante recordar que 
para interpretar correctamente estos estadísticos es necesario que: (1) los datos se han obtenido a partir de un 
proceso bajo control, y (2) éstos siguen una distribución aproximadamente normal. De forma análoga, 
también es posible basarnos en el modelo Weibull para calcular las partes por millón que no cumplen con las 
especificaciones. 


 
Si los datos siguen una distribución notablemente asimétrica, probabilidades basadas en el modelo 


normal no serían muy buenos estimadores de las verdaderas probabilidades de producir unidades que no 
cumplan con las especificaciones. En tal caso, podríamos optar por: (1) usar la transformación de Box-Cox 
para transformar los datos en otros cuya distribución sea aproximadamente normal, o (2) usar el modelo 
Weibull. 
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A continuación se presentan en una tabla las distintas opciones que ofrece el programa: 


 
 


OPCIÓN 
 


DESCRIPCIÓN 
 


 
 
Análisis de Capacidad Normal 


Dibuja un histograma de capacidad de las observaciones 
individuales superpuesto a una curva normal basada en la media 
y desviación estándar del proceso (lo cual permite visualizar el 
supuesto de normalidad). También incluye una tabla con índices 
de capacidad, tanto estadísticos a corto plazo como a largo 
plazo. 


 
 
Análisis de Capacidad Weibull 


Dibuja un histograma de capacidad de las observaciones 
individuales superpuesto a una curva Weibull basada en la forma 
y escala del proceso (lo cual permite visualizar el supuesto de 
que los datos siguen una Weibull). También incluye una tabla 
con índices de capacidad, todos ellos estadísticos a largo plazo. 


 
 
 
Resumen (sixpack) de 
Capacidad Normal 


Combina los siguientes gráficos junto a diversos índices da 
capacidad: 


• X-barra (o Individuales), R (o MR), y gráfico de rachas, a 
partir de los cuales podemos estudiar si el proceso está 
o no bajo control 


• Un histograma de capacidad superpuesto a una curva 
normal, a partir del cual podemos analizar si se cumple 
la hipótesis de normalidad 


• Un gráfico de capacidad, el cual muestra la variabilidad 
del proceso comparándola con las especificaciones 


 
 
 
Resumen (sixpack) de 
Capacidad Weibull 


Combina los siguientes gráficos junto a diversos índices da 
capacidad: 


• X-barra (o Individuales), R (o MR), y gráfico de rachas, a 
partir de los cuales podemos estudiar si el proceso está 
o no bajo control 


• Un histograma de capacidad superpuesto a una curva 
Weibull, a partir del cual podemos analizar si se cumple 
la hipótesis de que los datos siguen dicha distribución 


• Un gráfico de capacidad, el cual muestra la variabilidad 
del proceso comparándola con las especificaciones 


 
 
 


Los análisis basados en el modelo normal calculan tanto la variación a corto plazo como la variación a 
largo plazo, mientras que los basados en el modelo Weibull sólo calculan la variación a largo plazo. Los 
estadísticos o índices de capacidad asociados a la variación a corto plazo son Cp, Cpk, CPU, y CPL; por otro 
lado, los índices de capacidad asociados a la variación a largo plazo son Pp, Ppk, PPU, y PPL. 


 
Así, para calcular los estadísticos Cp, Cpk, CPU, y CPL, se estima la variación (a corto plazo) a partir de 


la variación dentro de los subgrupos, pero no se consideran las diferencias entre los distintos subgrupos. Por 
tal motivo, estos índices representan la capacidad potencial, i.e., estiman la capacidad del proceso bajo la 
hipótesis de que no existen diferencias entre las medias de los subgrupos. 


 
Por su parte, los estadísticos Pp, Ppk, PPU, y PPL estiman la capacidad global o a largo plazo del 


proceso. Al calcular tales estadísticos, se estima la variabilidad a largo plazo considerando para ello todo tipo 
de variación, tanto la que se produce dentro de los subgrupos como la que se produce entre ellos. 


 
La capacidad global o a largo plazo nos dice cómo se está comportando el proceso respecto a las 


especificaciones prefijadas. La capacidad potencial o a corto plazo nos dice cómo se comportaría el proceso si 
consiguiésemos eliminar la variabilidad entre los distintos subgrupos. La existencia de diferencias entre 
ambas capacidades nos indica la oportunidad de mejorar del proceso respecto a su estado actual. 
 
 
 







VI.  Capacidad de Procesos 


VI - 3 


ANÁLISIS DE CAPACIDAD (MODELO NORMAL)_________________________ 
 
 


Usaremos el análisis de capacidad con el modelo normal cuando los datos provengan de una distribución 
aproximadamente normal. El informe que genera el programa incluye un histograma de capacidad con una 
curva normal superpuesta, y una tabla completa de índices de capacidad a corto y largo plazo. La curva 
normal se obtiene usando la media y desviación típica muestral. 


 
 
El informe también incluye otros estadísticos de los datos del proceso, tales como la media, el valor 


esperado a priori u objetivo (en caso de haberlo indicado), la tolerancia natural del proceso, las desviaciones 
estándar a corto y largo plazo, las especificaciones del proceso, el comportamiento observado, y los 
comportamientos esperados a corto y largo plazo. De esta forma, el informe permite analizar de forma visual 
si los datos siguen o no un patrón normal, si el proceso está o no centrado en el objetivo, y si el proceso es 
capaz o no (es decir, si cumple con las especificaciones prestablecidas). 


 
 
Los índices de capacidad son estimaciones numéricas de la capacidad del proceso, es decir, nos dan una 


idea de cuán capaz es el proceso (a qué nivel cumple con las especificaciones). Estos estadísticos son muy 
útiles ya que, aparte de ser sencillos de calcular, no tienen unidades de medida, por lo que permiten comparar 
distintos procesos. Básicamente, son el cociente entre la amplitud tolerable del proceso (la distancia entre los 
límites de tolerancia o límites de especificación), y la amplitud real o natural del proceso (recordemos que, 
habitualmente, la distancia entre los límites de control es de 6 sigma). Algunos de estos estadísticos se definen 
a partir de la media del proceso o del objetivo. 


 
 
Los índices de capacidad asociados con la variación a corto plazo son Cp, Cpk, CPU, y CPL; por otro 


lado, los asociados con la variación a largo plazo son Pp, Ppk, PPU, y PPL. En la práctica, se suele considerar 
que 1,33 es el valor mínimo aceptable para un índice de capacidad (es decir, cualquier valor por debajo de 
esta cifra indicaría que, aunque esté bajo control estadístico, el proceso no cumple con las especificaciones 
deseadas). 


 
 
 
A continuación se muestran algunas referencias sobre cuándo usar cada uno de los índices: 
 
 


 
 


ÍNDICE 
 


USO DEFINICIÓN FORMULA 


 
Cp o Pp 


El proceso está 
centrado en los límites 
de especificación 


Es el radio entre la amplitud 
permitida (distancia entre los 
límites de especificación) y la 
amplitud natural 


 
(LES – LEI) / 6σ 


 
 


Cpk o Ppk 


El proceso no está 
centrado en los límites 
de especificación, pero 
está contenido en ellos 


Es el cociente entre la amplitud 
permitida y la amplitud natural, 
teniendo en cuenta la media del 
proceso respecto al punto medio 
de ambas límites de especificación 


 
 


Min{ (LES - µ)/3σ , (µ - LEI)/3σ } 


 
CPU o PPU 


El proceso sólo tiene un 
límite de especificación 
superior 


  
(LES - µ) / 3σ 


 
CPL o PPL 


El proceso sólo tiene un 
límite de especificación 
inferior 


  
(µ - LEI) / 3σ 
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Ejemplo (análisis de capacidad normal):  Supongamos que trabajamos para la industria del 
automóvil, concretamente en el departamento de ensamblaje de motores. Una de las partes del motor 
debe tener una longitud de 600±2 mm para satisfacer las especificaciones técnicas. Hemos tenido un 
problema con algunas de estas partes, las cuales no cumplían las citadas especificaciones.  
 
Tales partes pueden provenir de dos suministradores distintos y externos a la empresa. Tras realizar un 
gráfico de control X-barra/R, observamos que las partes obtenidas del suministrador 2 provenían de un 
proceso que estaba fuera de control, por lo que optamos por prescindir de sus servicios hasta que su 
producción vuelva a estar bajo control. 
 
Una vez parada la adquisición de partes provenientes del suministrador 2, observamos que el número de 
defectos en la línea de ensamblaje ha descendido significativamente, aunque los problemas no han 
desaparecido por completo. Decidimos pues realizar un análisis de capacidad para estudiar si el 
suministrador 1 es capaz, él sólo, de cumplir con nuestras especificaciones técnicas. Los datos sobre el 
tamaño de las partes provenientes de este suministrador se guardan en el archivo partes.mtw . 


 
 Seleccionar  Stat > Quality Tools > Capability Analysis (Normal): 
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Para poder interpretar correctamente los índices de capacidad obtenidos necesitamos verificar primero 
que nuestros datos provienen de una distribución aproximadamente normal, lo cual parece cumplirse a 
raíz del histograma anterior. 
 
 
Podemos ver, sin embargo, que la media del proceso es algo inferior al objetivo, y que la cola izquierda 
de la distribución cae fuera del límite de especificación inferior (LSL en el gráfico). Esto significa que 
veremos ocasionalmente algunas partes que no cumplen la especificación inferior de 598 mm. 
 
 
El índice Cpk nos sirve para determinar si el proceso generará unidades que verifiquen las 
especificaciones. En este caso, el Cpk para el suministrador 1 es de sólo 0,90. Ello significa que nuestro 
suministrador debe mejorar su proceso vía una reducción de la variación y un mejor ajustado al objetivo. 
 
 
De forma similar,  el valor de PPM < LSL (i.e., el número esperado de partes por millón cuya longitud 
será inferior al LEI) es de 3621,06. 
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Ejemplo (análisis de capacidad usando Box-Cox):  Supongamos que trabajamos en una fábrica 
que produce baldosas para el suelo, y que estamos interesados en estudiar la curvatura de las mismas a 
fin de garantizar la calidad de la producción. A tal efecto, medimos la curvatura de 10 muestras diarias 
durante un período total de 10 días. Los datos están contenidos en el archivo baldosas.mtw . 
 
En primer lugar, realizaremos un histograma de los datos: 
 
 Seleccionar  Graph > Histogram : 


 


 


 
El histograma anterior muestra claramente que los datos no se distribuyen normalmente, por lo que 
optaremos por usar una transformación de Box-Cox a fin de obtener datos cuya distribución se aproxime 
a la de una normal. 
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En primer lugar, deberemos hallar el valor de λ óptimo para realizar la transformación. Después, 
realizaremos el análisis de capacidad eligiendo la opción transformación Box-Cox con el λ obtenido: 
 
 Seleccionar  Stat > Control Charts > Box-Cox Transformation : 


 


 
 


 


 
Observamos que el mejor estimador para λ es 0,449. A efectos prácticos, podríamos tomar λ = 0,5 ya que 
esta transformación (la raíz cuadrada) es mucho más intuitiva y además está dentro del intervalo de 
confianza del 95% (denotado por las líneas rojas verticales). Por tanto, realizaremos ahora un análisis de 
capacidad usando una transformación de Box-Cox con λ = 0,5: 
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 Seleccionar  Stat > Quality Tools > Capability Analysis (Normal) : 
 


 


 
Como se puede apreciar en el histograma central, la transformación utilizada ha logrado “normalizar” los 
datos. Por tanto, los índices de capacidad obtenidos serán válidos. 
 
Dado que sólo introdujimos el límite de especificación superior, los índices que aparecen son el CPU y el 
Cpk. Ambos estadísticos valen 0,76, valor muy inferior a nuestro valor de referencia de 1,33. Por tanto, 
nuestro proceso no parece ser capaz. De hecho, también es posible apreciar en el histograma que algunos 
de los datos caen fuera del límite de especificación superior (línea roja vertical). 
 
El siguiente paso sería realizar un análisis de capacidad para estos datos usando un modelo Weibull. 
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ANÁLISIS DE CAPACIDAD (MODELO WEIBULL)_________________________ 
 
 


Conviene recordar en este punto que la distribución de Weibull es, en realidad, toda una familia de 
distribuciones que incluyen, como casos particulares, la distribución Exponencial y la de Rayleigh. Sus 
parámetros son la forma (β) y la escala (δ).  


 
La apariencia de la curva Weibull varía notablemente en función del valor de β. Así por ejemplo, para 


β=1 tenemos una distribución Exponencial, mientras que para β=2 estamos ante una distribución de Rayleigh: 
 
 


Probability Density Function
y=weibull(x;1;1;0)
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Como ya dijimos en la introducción, usaremos el análisis de capacidad modelo Weibull cuando los datos 


sigan una distribución que se pueda aproximar por una Weibull. El informe que se genera incluye un 
histograma de capacidad superpuesto a una curva Weibull (cuyos parámetros se estiman a partir de las 
observaciones), junto con una tabla de índices de capacidad a largo plazo. 


 
 
También se incluyen en el informe otros estadísticos asociados al proceso, tales como la media, los 


parámetros de la distribución (forma y escala), el objetivo (si se ha especificado), la tolerancia natural o real 
del proceso, los límites de especificación, la capacidad real a largo plazo, etc.  


 
 
De esta forma, el informe permite determinar de forma visual el comportamiento del proceso respecto al 


objetivo, analizar si los datos siguen una distribución Weibull, y estudiar la capacidad o no del proceso. 
 
 
En el modelo Weibull, el programa calcula los índices de capacidad a largo plazo, i.e., Pp, Ppk, PPU, y 


PPL. Dichos cálculos se basan en estimadores de máxima verosimilitud para los parámetros de la distribución 
Weibull. En caso de estar interesados en calcular índices a corto plazo (como el Cp y el Cpk) para datos no 
normales, deberemos usar el modelo normal aplicando antes una transformación de Box-Cox. 
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Ejemplo (análisis de capacidad Weibull):   Volveremos a nuestro ejemplo anterior de las baldosas 
(baldosas.mtw) para realizar ahora un análisis de capacidad basado en el modelo Weibull.  
 
 Seleccionar  Stat > Quality Tools > Capability Analysis (Weibull) : 


 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 


 
En primer lugar, observamos que el histograma de capacidad parece confirmar que los datos se pueden 
aproximar bastante bien por una Weibull. 
 
De todas formas, se aprecia que la cola derecha de la distribución cae fuera del límite de especificación 
superior. Ello significa que hay baldosas cuya curvatura supera el valor especificado de 8 mm. 
 
Los índices Ppk y PPU nos ayudan a determinar si el proceso es o no capaz. Ambos índices valen 0,77, 
valor que queda bastante por debajo de nuestro valor de referencia 1,33. Parece pues que el proceso no 
es capaz (no cumple las especificaciones técnicas deseadas). 
 
De igual forma, el valor de PPM > USL es de 20.000, lo que significa que en cada millón de baldosas 
producidas, 20.000 de ellas no cumplirán con las especificaciones sobre la curvatura. 
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RESUMEN (SIXPACK) DE CAPACIDAD NORMAL________________________ 
 
 


Usaremos esta opción cuando queramos generar un informe rápido y completo que nos permita analizar 
si un proceso es o no capaz. Este informe incluye las siguientes partes: 
 
 
• Un gráfico de control X-barra (o Individuales) 
• Un gráfico de control R (o MR) 
• Un gráfico de rachas de los últimos 25 subgrupos (o datos individuales) 
• Un histograma de las observaciones 
• Un gráfico de probabilidad Normal 
• Un gráfico de capacidad del proceso 
• Índices de capacidad a corto plazo (Cp, Cpk), y a largo plazo (Pp, Ppk) 
 
 


Los gráficos X-barra y R, junto con el de rachas nos permitirán determinar si el proceso está o no bajo 
control estadístico. El histograma y el gráfico de probabilidad normal nos permitirán verificar el supuesto de 
que los datos se distribuyen según una Normal. Finalmente, el gráfico de capacidad nos proporciona 
información visual de la variabilidad del proceso en comparación con la variabilidad permitida. Al combinar 
toda esta información con los índices de capacidad, deberíamos ser capaces de: 


 
(1) determinar si el proceso está bajo control, y  
 
(2) si el proceso cumple con las especificaciones técnicas (es capaz). 


 
 


 
Ejemplo (sixpack normal):   Regresando a nuestro ejemplo de la cadena de ensamblaje para motores 
(archivo partes.mtw ), veamos cómo podríamos aplicar aquí la opción “sixpack” en el caso de 
nuestro suministrador 1: 
 
 
 Seleccionar  Stat > Quality Tools > Capability Sixpack (Normal) : 
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En ambos gráficos de control (X-barra y R), se observa que los puntos siguen un patrón aleatorio y que 
en ningún caso éstos exceden los límites de control, por lo que podemos considerar que el proceso 
productivo de nuestro suministrador 1 está bajo control estadístico. Conviene recordar aquí la 
importancia de comparar el comportamiento evolutivo de los puntos en X-barra y R para ver si ambos 
están relacionados. En este caso no se aprecia ningún tipo de dependencia. 
 
 
Los puntos del diagrama de rachas forman una nube aleatoria y bastante horizontal, en la que no se 
observan tendencias ni desplazamientos. Ello también contribuye a considerar que el proceso está bajo 
control y se muestra estable. 
 
 
Para poder interpretar correctamente los índices de capacidad obtenidos, debemos comprobar que se 
verifica la hipótesis de normalidad. A raíz de lo que muestran tanto el histograma como el gráfico de 
probabilidad, no parece haber mayor problema en este sentido. 
 
 
Sin embargo, llegados al gráfico de capacidad observamos que la tolerancia del proceso cae por debajo 
del límite de especificación inferior. Esto significa que nos encontraremos piezas que no cumplan con la 
especificación mínima de medir 598 mm. 
 
 
De forma coherente con el gráfico de capacidad, el valor de los índices Cp (1,16) y Cpk (0,90) es 
inferior a nuestro valor de referencia (1,33), por lo que concluimos que nuestro suministrador 1 
necesitará mejorar su proceso de producción para lograr que éste sea capaz. 
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Ejemplo (sixpack normal usando Box-Cox):   Volvamos ahora al ejemplo de la fábrica de 
baldosas para el suelo ( baldosas.mtw ). En un análisis anterior ya dedujimos que era oportuno 
aplicar una transformación Box-Cox a los datos con λ = 0,5. Veamos cómo generar un informe 
“sixpack” en tales condiciones: 


 
 Seleccionar  Stat > Quality Tools > Capability Sixpack (Normal) : 
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Una vez más, comprobamos que tanto en el gráfico X-barra como en el R los puntos se distribuyen de 
forma aleatoria y dentro de los límites de control, por lo que el proceso parece estable. Además, no 
parece existir relación alguna entre el comportamiento de los puntos en un gráfico y el en el otro. 
 
Por su parte, la nube de puntos que aparece en el gráfico de rachas parece no seguir ninguna tendencia 
especial, y su forma horizontal refuerza la idea de un proceso bajo control. 
 
A partir del histograma y del gráfico de probabilidad, podemos pensar que los datos (tras la 
transformación Box-Cox) se distribuyen de forma aproximadamente normal, por lo que los índices que 
obtengamos serán válidos a la hora de interpretar la capacidad del proceso. 
 
Finalmente, constatamos que el proceso no parece cumplir con las especificaciones: en el gráfico de 
capacidad ya vemos cómo la tolerancia del proceso excede el límite de especificación superior, idea que 
resulta coherente con el hecho de que los índices de capacidad Cpk y Ppk sean ambos inferiores al valor 
de referencia 1,33. 


 
 


RESUMEN (SIXPACK) DE CAPACIDAD WEIBULL________________________ 
 


Usaremos esta opción cuando queramos generar un informe rápido y completo que nos permita analizar 
si un proceso es o no capaz. Este informe es análogo al del modelo normal con los cambios correspondientes: 
 
• Un gráfico de probabilidad Weibull 
• Índices de capacidad a largo plazo (Pp, Ppk) 
 


De forma análoga al modelo normal, los gráficos X-barra y R, junto con el de rachas nos permitirán 
determinar si el proceso está o no bajo control estadístico. El histograma y el gráfico de probabilidad Weibull 
nos permitirán verificar el supuesto de que los datos se distribuyen según una Weibull. Finalmente, el gráfico 
de capacidad nos proporciona información visual de la variabilidad del proceso en comparación con la 
variabilidad permitida. Al combinar toda esta información con los índices de capacidad, deberíamos ser 
capaces de determinar si el proceso está bajo control y de confirmar si el proceso cumple con las 
especificaciones técnicas (es un proceso capaz). 
 
 


Ejemplo (sixpack Weibull):   Continuando con el ejemplo de las baldosas, veamos cómo podríamos 
aplicar aquí la opción “sixpack” sin recurrir a una transformación Box-Cox: 


 
 Seleccionar  Stat > Quality Tools > Capability Sixpack (Weibull) : 
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En ambos gráficos de control (X-barra y R), se observa que los puntos siguen un patrón aleatorio y que 
en ningún caso éstos exceden los límites de control, por lo que podemos considerar que el proceso 
productivo está bajo control estadístico. Conviene recordar aquí la importancia de comparar el 
comportamiento evolutivo de los puntos en X-barra y R para ver si ambos están relacionados. En este 
caso no se aprecia ningún tipo de dependencia. 
 
 
Los puntos del diagrama de rachas forman una nube aleatoria y bastante horizontal, en la que no se 
observan tendencias ni desplazamientos. Ello también contribuye a considerar que el proceso está bajo 
control y se muestra estable. 
 
 
Para poder interpretar correctamente los índices de capacidad obtenidos, debemos comprobar que se 
verifica la hipótesis de que los datos se distribuyen siguiendo una Weibull. A raíz de lo que muestran 
tanto el histograma como el gráfico de probabilidad, no parece haber mayor problema en este sentido. 
 
 
Sin embargo, llegados al gráfico de capacidad observamos que la tolerancia del proceso excede con 
mucho el límite de especificación superior. Esto significa que nos encontraremos con baldosas que no 
cumplan con la especificación máxima de 8 mm. 
 
 
De forma coherente con el gráfico de capacidad, el valor del índice Ppk es inferior a nuestro valor de 
referencia (1,33), por lo que concluimos que nuestro proceso no es capaz. 
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Resumen: La evolución que ha experimentado el software matemático, 
especialmente en la última década, nos ofrece nuevas formas de enseñar, aprender 
y hacer matemáticas. Sorprendentemente, en muchas de nuestras universidades 
esta posibilidad no ha supuesto cambios significativos en la didáctica de las 
asignaturas de esta área de conocimiento. Para ello sería necesario un proceso de 
innovación que está lejos de haberse producido. En el presente artículo se hace 
una reflexión de la situación actual, se comentan algunos inconvenientes para que 
dicho proceso se produzca, se dan una serie de argumentos (complementados con 
algunos ejemplos) por los cuales resulta conveniente (si no necesario) la 
modificación en el diseño curricular de muchas asignaturas del ámbito cuantitativo 
y, por último, se proponen futuras líneas de estudio relacionadas con el tema. 


"Si un maestro del Madrid de los Austrias volviera a la vida se llevaría un susto ante un 
quiosco de periódicos y casi enloquecería frente al televisor, pero recobraría la tranquilidad 


al entrar en una escuela porque allí vería hacer más o menos las mismas cosas que se 
hacían en su tiempo…"


Alberto Moncada , Sociología de la educación


"Computer algebra systems are threatening enough to the traditional mathematics 
curriculum and to those who would defend its every foible, but they tend to be hard to use, 
which limits their power to subvert. If our students are going to have access to something 


that not only gives them the chance to do routine calculations by machine, but does so in a 
way they can easily get to grips with, then it looks as if we'll all need to think hard about 


what kind of things we might usefully teach them instead" 
Phil Ramsden 


1. Introducción


Las tendencias en enseñanza se orientan, en la actualidad, al fortalecimiento de 
competencias, conocimientos y valores fundamentales para aprender. Tales 
tendencias identifican los avances tecnológicos como un valioso recurso capaz 
de acompañar a la enseñanza de distintas materias en cualquier etapa 
educativa. 


En nuestros días, sería deseable que muy pocos profesores pusiesen en duda la 
auténtica revolución que, tanto en la investigación como en la enseñanza 
universitaria, han supuesto los desarrollos tecnológicos de finales del siglo XX, 
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en especial el uso de los ordenadores y de Internet. La experiencia cotidiana 
demuestra que, desafortunadamente, la afirmación anterior no es tan obvia 
como a priori podría parecer. 


En poco más de una década hemos pasado de usar una máquina de escribir a 
usar un procesador de texto, de utilizar calculadoras a utilizar hojas de cálculo, 
de frecuentar el correo ordinario a frecuentar el e-mail, de recurrir a escuadra y 
cartabón a recurrir a sofisticados programas de diseño gráfico, de poder 
consultar la biblioteca de la propia universidad a poder consultar cientos de 
bibliotecas y bases de datos on-line, etc. 


Sin duda, todos los cambios anteriores han supuesto no sólo un incremento 
significativo en la capacidad productiva de estudiantes y profesores (las 
herramientas informáticas abren novedosas líneas de experimentación e 
investigación, a la vez que favorecen la generación de nuevos y mejores 
recursos didácticos), sino también una nueva forma de crear y difundir 
conocimientos o experiencias cognitivas. 


En nuestra opinión, existe aún un campo en el que el uso de los avances 
tecnológicos no se ha mostrado aún, al menos en este país, en todas sus 
posibilidades: la enseñanza de las matemáticas. Si bien es cierto que el uso de 
los ordenadores y de programas y lenguajes informáticos ha ido bastante ligado 
a la enseñanza de asignaturas tales como el cálculo numérico, la investigación 
operativa, y la estadística, hasta la fecha aún se aprecia un cierto recelo a la 
hora de dar un paso más allá e introducir tales herramientas como componente 
básico en cursos de análisis o de álgebra lineal, donde podrían ser realmente 
útiles. En este sentido, creemos necesario el que estos recursos se integren en 
el currículo (qué enseñar y cómo hacerlo) como elementos importantes del 
mismo. 


2. ¿Por qué razón no se usa todo el potencial de los 
programas matemáticos?


A nuestro entender, son varias las causas: 
1. En primer lugar, podríamos considerar la inexistencia, hasta tiempos 
recientes, de programas matemáticos de uso realmente sencillo, potentes, y a 
un precio razonable. Este hecho ha producido el que una gran parte del 
profesorado desconozca las verdaderas capacidades de estas nuevas 
herramientas que el desarrollo tecnológico pone a nuestra disposición. 


2. En segundo lugar, está el esfuerzo adicional que supone, especialmente para 
los profesores, el tener que diseñar asignaturas en las que se integren los 
conceptos teóricos con prácticas, aplicaciones y problemas orientados al uso de 
algún software específico. Relacionado con esto, algo que puede resultar 
preocupante es la poca predisposición de algunos docentes a la formación 
continua y al reciclaje profesional. 


3. Finalmente, y no menos importante, el temor que en muchos profesores de 
matemáticas provoca el fantasma de la automatización de los procesos de 
cálculo: si el ordenador lo hace todo.... ¿qué aprenderán los estudiantes?. 


Por lo que se refiere al primero de los puntos anteriores, hoy en día ya es 
posible encontrar en el mercado programas del ámbito matemático y estadístico 
que combinen la facilidad de uso de un procesador de texto con una potencia de 
cálculo (tanto numérico como simbólico) y de representación gráfica realmente 
destacables, todo ello a un precio bastante razonable para la institución 
universitaria que adquiere las licencias (en muchos casos existe también una 
licencia especial para estudiantes [1]). 


En cuanto al esfuerzo de profesores para adaptar su metodología a estas nuevas 
herramientas y el esfuerzo que debe hacerse para conocer su funcionamiento, 
es harto conocida la problemática y la dificultad que plantea cualquier propuesta 
de innovación, tanto en cuestiones metodológicas como curriculares, en 







cualquiera de los niveles de enseñanza. En este caso, el nivel universitario no 
está exento de obstáculos frente a la introducción de cambios. Al respecto, 
podemos encontrar diversos estudios, como por ejemplo el realizado por un 
equipo del Departamento de Didáctica de las Ciencias Experimentales y Sociales 
de la Universidad de Valencia. En él se hace un repaso a los aspectos más 
importantes que influyen en la dificultad de diseñar e implantar reformas 
educativas y, en consecuencia, innovaciones metodológicas. [2]). 


Finalmente, por lo que concierne al "fantasma de la automatización", dichos 
temores son más propios de aquellos que persiguen convertir a sus estudiantes 
en máquinas de calcular y/o de memorizar que en profesionales creativos, con 
una capacidad de raciocinio desarrollada, dotados de sentido crítico, y con una 
buena dosis de intuición y de recursos matemáticos que les puedan ser útiles en 
su trabajo. Como indican Nancy Dávila y sus colaboradores en su artículo sobre 
el uso del ordenador en la docencia de las matemáticas [3], "si se puede 
prescindir de la parte mecánica de cada problema, es posible dedicar más 
tiempo al análisis de los conceptos que intervienen y de las soluciones 
resultantes". 


3. ¿Cuáles son realmente las ventajas que ofrece un uso 
adecuado de los programas matemáticos respecto a una 
formación "tradicional"?


Las ventajas de la correcta utilización de un software matemático con las 
características anteriormente descritas son varias: en primer lugar, permite al 
profesor explicar conceptos que, de otra forma, quedarían en un nivel de 
abstracción difícil de asimilar por muchos estudiantes en un tiempo breve: 
volúmenes generados por funciones al rotar sobre un eje, representaciones de 
superficies en 3D, conceptos y resultados teóricos susceptibles de ser 
comprobados empíricamente (tales como la aproximación de una función 
mediante polinomios de Taylor, la convergencia de series infinitas, la existencia 
de movimientos caóticos, el teorema central del límite, etc.). Por añadidura, 
este tipo de software permite una participación mucho más activa y creativa 
(quizás la palabra sea constructivista) por parte del estudiante: con esta 
herramienta, el estudiante podrá adentrarse por sí mismo (preferentemente de 
forma guiada por su profesor) en nuevos mundos que le permitirán conjeturar, 
experimentar, y extraer conclusiones. Esto abre a cualquier estudiante con unos 
mínimos conocimientos informáticos toda una gama de posibilidades (simulación 
estadística, programación de algoritmos numéricos, análisis avanzado de 
problemas de investigación operativa y de optimización, etc.) que eran poco o 
nada factibles hace tan sólo cinco o diez años, cuando los programas 
matemáticos eran tan rudimentarios y complejos como los procesadores de 
texto o las hojas de cálculo de la época. En definitiva, y utilizando palabras de la 
profesora María Victoria Sánchez (Universidad de Sevilla), "saber matemáticas 
pasa a entenderse no sólo como una acumulación de hechos y procedimientos, 
sino como la capacidad de 'hacer' matemáticas". 


Disponer de estos programas abre la posibilidad de tener un potente laboratorio 
matemático que acompañará siempre al estudiante en su proceso de 
aprendizaje, permitiéndole realizar pruebas complejas de cálculo numérico y 
simbólico, trasladando así soluciones y estrategias desde los contextos teóricos 
originales a otros nuevos mucho más inteligibles para él. 


Por si las razones anteriores no fuesen suficientes, hay, además, otra razón de 
peso: la individualización del proceso de enseñanza. En efecto, el uso de este 
tipo de software facilita la adaptación curricular a las necesidades e intereses de 
cada alumno, convirtiéndose así en el complemento perfecto del profesor y de 
los materiales: cada alumno podrá reforzar, con ayuda de este tipo de 
programas, aquellos puntos conceptuales que le resulten más difíciles de 
asimilar, y practicar con ellos tantas veces como su tiempo (y ganas) lo permita. 


Es muy importante observar también que el aprendizaje de este tipo de 







software se puede interpretar en clave de inversión de tiempo. Inversión que se 
comenzará a rentabilizar totalmente en el momento en que el estudiante 
empiece a ejercer como profesional, ya sea de forma liberal o en el ámbito de 
cualquier empresa donde el uso de estas herramientas le sean requeridos. 


Para terminar, es obvio que el uso correcto de un buen programa matemático 
puede resultar un elemento fundamental en la motivación del estudiante, tanto 
por las razones anteriormente citadas como por el dinamismo y la interactividad 
que se consigue en el proceso. 


4. Algunos ejemplos ilustrativos


Si bien resultaría imposible realizar una causística completa de las opciones que 
ofrecen este tipo de software para la enseñanza de las matemáticas, hemos 
considerado interesante incluir enlaces a cuatro ejemplos. Los ejemplos 
muestran las posibilidades de uso de diferentes programas en diversas áreas de 
las matemáticas: 


1. Análisis de sensibilidad en programación lineal (investigación operativa) con 
Excel. 


2. Distribución muestral y Teorema Central del Límite (estadística) con Minitab. 


3. Presentación de conceptos mediante representación gráfica de funciones 3D 
(análisis) con MathCad. 


4. Resolución de ecuaciones diferenciales mediante métodos numéricos (cálculo) 
con Mathematica. 


5. Conclusiones







El objetivo final de la enseñanza en niveles superiores debe ser la formación de 
buenos profesionales, preparados para incorporarse al mundo laboral con 
garantías de poder desarrollar su tarea de forma eficiente y, a ser posible, 
aportando la frescura innovadora de la que su proceso de formación debería 
proveerle. Concretamente, las universidades tendrían que convertirse en la 
punta de lanza en la propuesta de nuevos procesos, métodos, teorías, y 
conceptos, proveyendo a los diferentes ámbitos profesionales de ellos a partir de 
la incorporación de los recién titulados. Quizás sea una idea utópica, pero que 
no deberíamos perder de vista. Esta no sólo es una de las misiones de la 
universidad sino, a nuestro entender, la más importante junto con la actividad 
investigadora. Para ello, los métodos de enseñanza deben considerar la 
necesidad de un constante proceso de renovación que esté acorde con las 
necesidades del mundo laboral. 


Lo que ocurre en la enseñanza de la materia que nos ocupa, las matemáticas, 
parece además ser una situación contradictoria. Las Ciencias Matemáticas 
pueden considerarse parte fundamental en los trabajos de investigación y 
desarrollo en ámbitos punteros como son las tecnologías de la información y la 
comunicación, las ciencias (experimentales o económicas) y las ingenierías. Por 
dicho motivo, el hecho de que sea una de las áreas de conocimiento cuyo 
método de enseñanza y aprendizaje haya evolucionado menos en los últimos 40 
años, no deja de ser una paradoja (invitamos al lector a realizar una revisión de 
los programas actuales de matemáticas en distintas universidades españolas). 


Parece pues bastante obvio que el presente y el futuro de la educación en el 
ámbito de las matemáticas pasa inevitablemente por la implantación gradual de 
estas nuevas herramientas y un cambio en los métodos de enseñanza-
aprendizaje. Sin duda, deberemos apostar por un modo de aprender usando los 
conceptos de forma práctica, aumentando la capacidad de razonar de nuestros 
estudiantes, de resolver problemas no rutinarios, de comunicar y utilizar 
contextualmente las ideas matemáticas, etc. ¿Supondrá ello una revolución en 
la enseñanza universitaria de las matemáticas? Como casi siempre ocurre, la 
tecnología nos proporciona los medios, queda en nuestras manos el saber 
aprovecharlos o no debidamente... 


6. Futuras líneas de trabajo


Los autores pensamos que merecería un capítulo aparte el análisis de cómo ha 
ido evolucionando, en los últimos veinte años, la integración de este tipo de 
programas en los planes de estudio de asignaturas cuantitativas en diferentes 
universidades representativas de nuestro país. El análisis podría incluso 
ampliarse al resto de Europa y, posteriormente, complementarlo con una 
comparativa entre la evolución experimentada en nuestro continente y la 
experimentada en los EE.UU. 


EJEMPLOS:


El presente apartado es un ejemplo de cómo podemos utilizar la macro Solver
de Excel para resolver un problema de programación lineal y realizar el posterior 
análisis de sensibilidad asociado. 


En este caso, el análisis que se propone en el ejemplo, sería realmente tedioso o 
incluso impracticable sin la ayuda del ordenador. De todos son conocidas las 
dificultades y limitaciones que conlleva la realización manual del algoritmo 
Simplex. 







Es obvio que diseñar este tipo de actividades e integrarlas en el programa de la 
asignatura requerirá no sólo de un buen conocimiento del software sino, 
además, de una coherencia didáctica respecto a lo que se le propone al 
estudiante, teniendo en cuenta los conceptos o contenidos que pretendemos 
reforzar con ellas. En este sentido, es fundamental ofrecer al estudiante una 
guía de cómo, cuándo y para qué utilizar esta herramienta informática. Incluir el 
aprendizaje y el uso de software específico para las asignaturas de matemáticas 
en un nivel de enseñanza superior requiere replantearse, tanto la metodología 
como el propio currículum de la asignatura (selección diferente de contenidos). 


Problema: Una compañía produce televisores, equipos Hi-Fi y altavoces 
utilizando una serie de componentes comunes, tal y como se indica en la 
tabla inferior. 


Estos componentes están disponibles en cantidades limitadas, por lo que 
se trata de plantear el problema de maximización restringida de 
beneficios sabiendo que la contribución neta de los tres productos es, 
respectivamente, de 75 €, 50 €, y 35 €. 


Solución: El primer paso sería plantear el problema en la hoja de cálculo: 
En el menú de diálogo de Solver debemos especificar los inputs del 
problema (a fin de facilitar la lectura e interpretación del problema, 
hemos hecho uso de nombres para referirnos a las celdas 
correspondientes): De entre las posibilidades que ofrece Solver, nos 
interesa seleccionar en este caso la casilla Adoptar modelo lineal dentro 
de Opciones: Una vez llegados a este punto, es suficiente con pulsar el 
botón Resolver para obtener la ventana de Resultados (Excel se encarga 
de aplicar los laboriosos cálculos que requiere el método Simplex): 
Elegimos las opciones Respuestas y Sensibilidad: Excel nos dará el 
siguiente output: Una vez identificados los componentes del informe, su 
interpretación es casi inmediata: la solución óptima sería producir 200 
televisores, 200 equipos Hi-Fi, y ningún altavoz. La columna de Coste 
(Gradiente) Reducido nos indica que no resultará rentable producir 
altavoces a menos que el beneficio que éstos generen aumente en 2,5 € 
(llegando a 37,5 €). Examinando los Rangos de los Coeficientes Objetivo, 
observamos que la solución actual no variaría si el beneficio generado por 
cada televisor se moviese en el rango 70-100 €, o si el generado por los 
equipos Hi-Fi lo hiciese en el rango 37,5-75 €, o si el de los altavoces no 
se incrementase en más de 2,5 €. Los Precios Duales determinan, junto 
con los Rangos del Right-Hand-Side, que estaríamos dispuestos a pagar 
hasta 12,5 € por cada unidad adicional de conos hasta un máximo de 100 
conos, y hasta 25 € por cada unidad adicional de componentes 
electrónicos hasta un máximo de 50 componentes. Observar que, por el 
contrario, perderíamos 25 € por cada componente electrónico que nos 
quitasen de los 600 disponibles, hasta un máximo de 200 unidades (cifra 
a partir de la cual será necesario volver a programar el ejercicio). 


[volver] 


Ejemplo 2: distribución muestral y TCL







El siguiente ejemplo pone de manifiesto cómo el estudiante puede hacer uso de 
un paquete estadístico para disponer de un laboratorio virtual en el cual puede 
llevar a cabo interesantes experimentos. Pensamos que, en las propuestas 
metodológicas de la enseñanza de las asignaturas cuantitativas, se debería 
fomentar el que el estudiante trabajase con datos que representen una 
aplicación práctica de lo que se está aprendiendo. 


A fin de visualizar el Teorema de Distribución de las Medias Muestrales, 
vamos a simular, con ayuda del Minitab, la extracción de k = 100 
muestras de una variable normal con media 80 y desviación típica 5. 
Tomaremos como n = 9 el tamaño de cada muestra: 


Seleccionamos Calc > Random Data > Normal: 


Rellenamos los campos según se indica en la imagen inferior: 


Habremos generado así una matriz de 9 columnas y 100 filas. Cada 
componente de esta matriz es una observación aleatoria proveniente de 







una distribución normal de media 80 y desviación estándar 5. 
Consideraremos que cada una de las filas obtenidas es una muestra, y lo 
que haremos ahora será calcular la media asociada a cada una de estas 
100 muestras: 


Seleccionamos Calc > Row Statistics y rellenamos los campos según se 
indica: 


Disponemos ahora de 100 nuevos valores (las medias) situados en la 
columna 20. A continuación se muestran los Dotplot asociados a las 
columnas C1 (que representa 100 valores aleatorios obtenidos de una 
normal 80-5), y C20: 


Seleccionamos Graph > Character graph > Dotplot : 







Finalmente, analizaremos también los estadísticos que describen la 
distribución de las medias muestrales: 


Observamos lo siguiente: 


1. La distribución de la v.a. inicial X era normal y, según el gráfico de 
puntos anterior, parece que también la distribución de la v.a. X-barra es 
normal, de media muy similar y desviación estándar menor (los puntos 
de la X-barra están menos "dispersos" que los de la X). 


2. Más concretamente, la media de los 100 valores contenidos en C20 (y 
que es una aproximación a la media de la v.a. X-barra) es de 79,566 , 
valor muy similar a la media de X (que era de 80). Esto es coherente con 
lo que la teoría nos indica: 


3. La desviación estándar de los 100 valores en C20 (que será una 
aproximación a la desviación estándar de X-barra) es de 1,596 . Si 
tomamos la desviación estándar de X (que era de 5) y la dividimos por 3 
(raíz de 9, el tamaño de la muestra), obtenemos el valor 1,667. Ambos 
valores son muy parecidos, tal y como la teoría predice: 


Es interesante notar que aún no habiendo tomado inicialmente una 
variable normalmente distribuida, las conclusiones obtenidas serían 
semejantes siempre que el tamaño muestral n sea lo suficientemente 
grande (tal y como predice el Teorema Central del Límite). El proceso de 
simulación a seguir es análogo al anterior. 
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Ejemplo 3: representación gráfica de funciones


Una de las potencialidades didácticas de estas herramientas es la posibilidad de 
visualizar gráficamente determinados conceptos teóricos o resultados, lo que 
permite una mejor y más rápida asimilación de los conceptos. Resulta evidente 
que la utilización de estos recursos puede aplicarse en varios entornos 
profesionales y/o educativos, lo cual los hace aún más interesantes y 
necesarios. 


En el siguiente ejemplo, el objetivo es visualizar el concepto matemático de 
punto de silla y entender qué ocurre en su entorno. 


Si el valor de una función f(x,y) en un punto crítico (x0,y0), no es ni un 
máximo ni un mínimo, entonces dicho punto se denomina punto de 
silla. 


La elección del nombre no es casual: un ejemplo claro de dicho "punto 
de silla" (que siendo un punto crítico no es un máximo ni un mínimo), 
sería el del punto "central" de una silla de montar a caballo: 







[volver] 


Ejemplo 4: ecuaciones diferenciales


Entre las innumerables opciones que los programas matemáticos actuales 
ofrecen, una de las más interesantes es la posibilidad de programar, de forma 
sencilla, todo un conjunto de métodos numéricos de resolución. 


A continuación veremos cómo podemos usar en la práctica el método de Heun 
para estimar la solución de un problema de Cauchy (problema en el que 
interviene una ecuación diferencial ordinaria junto con unas condiciones 
iniciales). En este caso, además, obtendremos una representación gráfica de tal 
solución aproximada y la compararemos con la solución exacta. 


Ejemplo: resolver el Problema de Cauchy: y' = (x-y) / 2 en [0,3] con y(0) = 1. 
Usar el método de Heun con m = 20 pasos. 











[volver] 
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¿Cómo aprender estadística en un entorno virtual?: 
La experiencia de la UOC con Minitab 


 
 
 
AliciaVila, Máximo Sedano, Ángel Juan, Javier Faulín, Manuel Terrádez 
Profesores y Consultores UOC 
 
 
 


Se atribuye a Churchill la frase "Sólo me fío de las estadísticas que he manipulado". 
Afortunadamente, los tiempos han cambiado, y los conocimientos estadísticos ya no son 
patrimonio exclusivo de unos pocos expertos, sino que su uso se ha popularizado gracias, en 
gran medida, a los programas estadísticos, entre los que destaca Minitab. 


 
 
 
Introducción 
 
La Universitat Oberta de Catalunya (UOC) es una de las universidades pioneras en el 
mundo por lo que a formación vía internet se refiere, tanto en español como en catalán. 
Con más de 20.000 estudiantes repartidos a lo largo y ancho del territorio español, la 
UOC ha venido apostando, desde su creación en 1995, por la integración de las 
tecnologías de la información y la comunicación en los planes de estudio de las 


diferentes carreras universitarias, 
postgrados, masters, y cursos de 
doctorado que esta universidad 
ofrece. 
 
En concreto, los estudiantes de 
varias titulaciones homologadas 
de la UOC utilizan el programa 
informático Minitab en las 
distintas asignaturas del área 
estadística (Figura 1). Para tal fin, 
el equipo de profesores de la 
UOC ha ido desarrollando toda 
una serie de materiales didácticos 
en los que el uso del programa 


juega un papel relevante. Dichos materiales, disponibles en el Campus UOC (Figura 2), 
están compuestos por un conjunto de Guías de Estudio (GES), manuales de uso, 
actividades resueltas y prácticas propuestas. La finalidad de todo este esfuerzo 
intelectual no es otra que la de facilitar el aprendizaje de conceptos y métodos 
estadísticos aplicados, sin por ello perder el rigor que toda asignatura cuantitativa debe 
tener: el uso correcto de cualquier software estadístico requiere que el investigador 
posea una base teórica adecuada, de forma que ésta le capacite para analizar con 
profundidad los resultados y extraer las conclusiones correctas.  
 
 


CC.EE. 
 


- Estadística I 
- Estadística II 
- Estad. Avanzada 


A.D.E. 
 


- Intro Econometría 
- Econometría 


CIENCIAS DEL TRABAJO 
 


- Técnicas Cuantitativas 


ITIS – ITIG 
 


- Estadística 


DOCUMENTACIÓN 
 


- Estadística 


 
MINITAB 


Figura 1: Titulaciones homologadas de la UOC que usan Minitab 
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Características destacables del Minitab 
 
Este paquete estadístico posee ciertas propiedades técnicas que lo hacen ser 
especialmente útil en el aprendizaje de la estadística aplicada. Entre ellas, cabría 
destacar un entorno agradable y de fácil uso –el cual es muy similar al de la hoja de 
cálculo Excel-, su integración en 
un único paquete que incluye 
todos los aspectos necesarios 
para la formación universitaria –
análisis descriptivo, contrastes de 
hipótesis, regresión lineal y no 
lineal,  series temporales, análisis 
de tiempos de fallo, control de 
calidad, análisis factorial, 
ANOVA, análisis cluster, etc.-, 
una excelente capacidad gráfica 
–especialmente en las versiones 
12 y 13-, total compatibilidad 
con las herramientas de Office –
mediante las opciones de “copiar 
y pegar” es posible exportar 
datos, gráficos y texto-, herramientas de gestión de proyectos –desde la versión 12 es 
posible guardar todos los datos, outputs y gráficos generados en una sesión de trabajo en 
un único archivo-, conectividad ODBC para bases de datos, y un potente lenguaje de 
macros que permite automatizar y personalizar muchas de las tareas. A estas 
características técnicas, hay que añadir la enorme cantidad de bibliografía existente –
más de 400 libros- en la que se explican y aplican conceptos y métodos estadísticos con 
Minitab a la ingeniería y a las ciencias económicas, sociales, documentales, etc. 
(http://www.minitab.com/resources/ctl/index.asp) 
 
 
Ventajas de usar Minitab en la formación universitaria 
 
Dado el perfil de los estudiantes de la UOC –en su mayoría profesionales en activo que 
desean ampliar su formación académica-, pensamos que el uso de un programa con tales 
características aporta un gran valor añadido a aquellos que cursan asignaturas de 
estadística aplicada, ya que les permite adquirir destreza en el manejo de un programa 
profesional de idénticas o similares características al que se encontrarán en su lugar de 
trabajo. Por otro lado, qué duda cabe que las necesidades estadísticas de cualquier 
empresa requieren del uso de herramientas informáticas como Minitab –dificilmente 
dichas necesidades podrán ser convenientemente atendidas sin el apoyo de un paquete 
estadístico o, en el mejor de los casos, de una hoja de cálculo. Esta mayor conectividad 
entre la universidad y las necesidades del mundo laboral tiende a incrementar el interés 
y la motivación de los estudiantes por la estadística, la cual se convierte en una ciencia 
de considerable aplicabilidad en sus entornos cotidianos de trabajo. Pero, además, hay 
otra razón de peso por la cual el uso de un paquete estadístico como Minitab puede ser 
altamente recomendable en cualquier curso de estadística aplicada -en especial cuando 
se trate de estudios a distancia o virtuales, en los que se carece del contacto físico con 
los profesores: con un PC y Minitab, el estudiante dispone de un potente laboratorio 
personal con el cual poder experimentar –preferentemente de forma guiada por su 


Figura 2: Guías de Estudio Minitab en el Campus de la UOC 
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profesor- con los conceptos, 
métodos, y aplicaciones de la 
estadística. En este sentido, por 
ejemplo, una de las prácticas 
que solemos pedir a nuestros 
estudiantes es la verificación de 
un resultado tan importante 
como el Teorema Central del 
Límite partiendo de diferentes 
conjuntos de observaciones 
aleatorias que el estudiante 
genera con ayuda del programa 
(Figura 3) 
 


 
 
Organizaciones que usan Minitab 
 
Más de 4.000 universidades de todo el mundo utilizan el Minitab en sus planes de 
estudio. Entre las de ámbito internacional, podríamos destacar universidades como 
Harvard, MIT, Oxford, Princeton, o Yale. A nivel nacional, universidades como la 
Politécnica de Cataluña, o la Pública de Navarra también incorporan este programa en 
sus cursos de estadística. 
 
Además, empresas punteras como 3M, Motorola, Hewlett-Packard, Intel o Toshiba 
confían en este programa para realizar sus análisis estadísticos. 
 
 
Evaluación del aprendizaje 
 
En la UOC usamos un sistema de evaluación continua, el cual está compuesto por un 
conjunto de pruebas que cada estudiante ha de realizar en su casa e ir entregando según 
unos plazos preestablecidos al inicio del semestre. Al final de éste, el estudiante debe 
realizar también un examen presencial que corrobore la autoría de dichas pruebas. En 
las asignaturas del área de estadística y econometría, cada una de las pruebas anteriores 
consta de dos partes: una parte teórica, basada en conceptos y métodos estadísticos, y 
otra práctica, en la que dichos conceptos y métodos son aplicados sobre datos reales con 
ayuda del Minitab. Habitualmente, dichas prácticas consisten en la obtención de 
determinados datos vía internet –bases de datos del INE, BCE, OJD, etc.-, y el 
tratamiento de los mismos con el fin de obtener unos resultados. Posteriormente, cada 
estudiante debe analizar e interpretar dichos resultados, respondiendo a una serie de 
preguntas convenientemente formuladas y estructuradas por el equipo de profesores. 
 


Figura 3: Verificación del Teorema Central del Límite con Minitab 
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Valoración de los estudiantes 
 
La gran mayoría (82%) de nuestros estudiantes valoran de forma  positiva o muy 
positiva el uso de Minitab en las asignaturas del ámbito estadístico. Sirva como ejemplo 
el siguiente comentario:  
 


"Dentro de un sistema formativo virtual como el de la UOC, 
el contar con una herramienta informática como Minitab 
facilita  enormemente el aprendizaje de la estadística. Si 
bien su uso requiere de una inversión inicial de tiempo, 
ésta se ve sobradamente recompensada conforme se va 
avanzando en la materia. Sus capacidades analíticas y 
gráficas nos permiten visualizar y comprender mejor los 
conceptos y métodos estadísticos, así como ver ejemplos de 
aplicación estadística a problemas de la vida real" 


 
Ricardo Martínez Bujeda, estudiante CC.EE. 
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Matemáticas, software y e-learning: 
La experiencia de la UOC con Mathcad 


 
 
Mar Álvarez, Patrici Molinàs, Cristina Steegmann, Francisco Martínez, Ángel A. Juan 
Profesores y Consultores UOC 
 


Como dijo Antonio Vaquero en su libro ‘La Informática Aplicada a la Enseñanza’,  "Enseñar 
es mucho más que dejar aprender. La enseñanza ha de crear los estímulos que activen y 
aceleren el aprendizaje.” 


 
 
Resumen 
 
En este artículo se describe una experiencia docente universitaria basada en la 
utilización del programa Mathcad. Mediante el uso de este software, se pretende innovar 
y mejorar la calidad académica en varias asignaturas de matemáticas que se ofrecen on-
line en distintas titulaciones de la UOC (Universitat Oberta de Cataluña – La 
Universidad Virtual). Tras comentar brevemente el modelo de e-learning que 
empleamos y cómo se integra Mathcad en él, nos ocuparemos de analizar las ventajas 
que este tipo de software puede aportar al proceso de aprendizaje en el ámbito de 
asignaturas matemáticas de marcado carácter técnico y aplicado.  
 
 
El rol de Mathcad en las asignaturas matemáticas de la UOC 
 
El uso guiado del programa Mathcad es parte integral del currículum académico en 
varias asignaturas cuantitativas de la UOC. En este sentido, el equipo de profesores y 
consultores de esta universidad ha venido desarrollando -durante los dos últimos cursos- 
toda una serie de materiales didácticos en los que la utilización del programa juega un 
papel relevante. Dichos materiales, que van siendo convenientemente introducidos por 
los Consultores en las respectivas aulas del Campus Virtual (Figura 1), están 
compuestos por:  
 


1. El Manual de Introducción al Mathcad, el cual permite a los estudiantes 
iniciarse rápidamente en el manejo de las funciones más comunes que ofrece el 
programa. Se trata, en primer lugar, de proporcionarles los conocimientos 
básicos necesarios para poder trabajar con ficheros MCD (propios del Mathcad). 
En el entorno Mathcad deben saber definir los elementos matemáticos más 
comunes del Álgebra y del Análisis Matemático -tales como las funciones, las 
matrices, las ecuaciones, etc.- En una segunda etapa, se les ofrece la información 
necesaria para poder ejecutar un número reducido -pero significativo- de tareas 
basadas en la evaluación numérica o en la representación gráfica. 


 
2. Las Guías de Estudio (GES), las cuales contienen una enumeración de 


objetivos y un resumen de los conceptos básicos más importantes del tema, 
sirviendo al estudiante de referencia y de orientación a la hora de estudiar el 
material didáctico de la asignatura (compuesto, normalmente, por módulos –en 
formato papel o digital- editados por la propia universidad). La segunda parte de 
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estas GES contiene ejercicios tipo resueltos, tanto de forma analítica como con 
Mathcad. Estos ejercicios prácticos suelen ser un excelente complemento al 
material didáctico modular (de carácter más teórico). Asimismo, se les propone 
una selección de ejercicios, a fin de que su realización les permita profundizar en 
los conceptos trabajados. La resolución en paralelo de los ejercicios tipo -tanto 
de forma analítica como con el Mathcad- potencia en los estudiantes la 
capacidad de autocorrección y, en cierta medida, de un autoaprendizaje más 
amplio, más práctico, más independiente y más próximo al mundo profesional 
en el que tiempo es caro y la eficiencia fundamental.  


 
3. Las Pruebas de Evaluación Continua (PECs), realizadas por los estudiantes en 


su propia casa y enviadas al Consultor de la asignatura dentro del plazo 
preestablecido en el Plan de Trabajo. En las PECs se pide al estudiante que 
resuelva ejercicios tanto de forma analítica como con ayuda del Mathcad (en 
función del objetivo que se desee lograr en cada caso). Cuando hablamos de 
asignaturas cuantitativas, las estadísticas de resultados demuestran que realizar 
las PECs es la mejor forma de alcanzar los objetivos académicos marcados por 
el profesorado.  


 
 
 
 
 
 
La finalidad de todo esta inversión de recursos materiales y humanos no es otra que la 
de facilitar el aprendizaje de conceptos y métodos matemáticos, sin por ello perder el 


Figura 1:  Mathcad en el Aula Virtual de Álgebra  
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rigor y la riqueza de matices que toda asignatura cuantitativa debe tener. A fin de 
superar posibles dificultades en el aprendizaje y manejo del Mathcad, también se ha 
ofrecido —como prueba piloto— la posibilidad de efectuar encuentros virtuales 
síncronos en los que el consultor resuelve las dudas y guía al grupo de estudiantes. Cada 
estudiante dispone de las indicaciones del consultor en tiempo real mientras ejecuta 
instrucciones en Mathcad y plantea sus dudas al grupo. Esta posibilidad permite que el 
esfuerzo de utilizar Mathcad por vez primera se reduzca para muchos estudiantes a 
tomar parte activa en un encuentro virtual o a reproducir -a partir de la lectura del 
diálogo grabado durante la sesión on-line y seguidamente publicado en el aula virtual-, 
los pasos a seguir. 
 
 
Características destacables de Mathcad 
 
Mathcad permite realizar, en un entorno amigable y visual, tanto cálculo numérico 
como simbólico. Esta característica lo hace extremadamente versátil puesto que el 
estudiante dispone, en un mismo entorno de trabajo, de una herramienta que le permite 
realizar todo tipo de operaciones numéricas y simbólicas -incluyendo cálculo y 
optimización con restricciones, representación gráfica en 2 y 3 dimensiones, etc. A 
modo de ejemplo, tareas tan potencialmente arduas como el cálculo de determinantes 
con parámetros, el cálculo de derivadas parciales, los desarrollos de Taylor, las 
búsqueda de valores óptimos, o el cálculo de límites, pueden ser llevadas a cabo con 
Mathcad con relativa facilidad.  
 


En el aspecto gráfico, las capacidades de edición y de representación en 2D y 3D hacen 
de Mathcad un programa de sumo interés. Por ejemplo, la representación en 3D junto 
con la posibilidad de desplazar la figura en los dos grados de libertad angulares –sin 
más ayuda que la del ratón-, hacen de Mathcad una herramienta excelente para 
visualizar la forma de las funciones de dos variables (Figura 2).  
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Un ejemplo práctico de aplicación 
 
El concepto “eficiencia de un algoritmo” hace referencia al número estimado de 
operaciones (tanto aritméticas como lógicas) que realizará éste antes de proporcionar un 
resultado.  


Supongamos que, dado un conjunto de n ciudades (n ≥ 3) y la correspondiente matriz de 
distancias entre ellas D = (dij), disponemos de dos algoritmos distintos capaces de hallar 
la trayectoria de mínima distancia que las recorra todas. Nuestro objetivo será 
determinar cuál de los dos algoritmos es más eficaz, i.e.: para un número dado (muy 
elevado) de ciudades, cuál de los dos requiere de un tiempo de computación menor para 
llegar a la solución.  


Supondremos que el número de operaciones a realizar depende del número de ciudades  
(o nodos) n implicadas. Si un algoritmo realiza 4⋅n5 operaciones antes de dar con el 
resultado, diremos que tiene una “complejidad” de orden n5.  


En nuestro caso, sabemos que los dos algoritmos tienen una complejidad de orden 
n⋅log(n) y n2 respectivamente. Para determinar cuál de los dos es más eficiente (para 
valores muy grandes del parámetro n), recurriremos al concepto de límite en el infinito. 
En concreto, podemos analizar el límite entre ambos cocientes: 


 


F x y,( ) cos π
x2 y⋅


x2 y2+
⋅










:=


xlow 10−:= ylow 10−:= xn 200:=


xhigh 10:= yhigh 10:= yn 200:=


surf CreateMesh F xlow, xhigh, ylow, yhigh, xn, yn,( ):=


cos(pi*x^2*y/(x^2+y^2))


surf


cos(pi*x^2*y/(x^2+y^2))


surf


Figura 2: Representación gráfica con Mathcad de una función de dos variables 
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Esto significa que, para valores grandes de n (nº de nodos o ciudades), n⋅log(n) << n2, 
con lo que el algoritmo de orden n·log(n) es mucho más eficiente (requiere de muchas 
menos operaciones para llegar a la solución). 
 
Como se muestra en la Figura 3, podemos también recurrir a Mathcad para que nos 
ayude en el cálculo del límite anterior, en la representación gráfica de las funciones, y 
en análisis del tipo ¿qué pasaría si ahora logramos rediseñar el algoritmo menos 
eficiente de forma que su orden de complejidad sea de n⋅ln(n)? 
 


 
 


 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


n 3 4, 10..:= f n( ) n log n( )⋅:=


g1 n( ) n2:= g2 n( ) n ln n( )⋅:=
h1 n( ) g1 n( ) f n( )−:=


∞n


f n( )
g1 n( )


lim
→


0→


∞n


f n( )
g2 n( )


lim
→


1
ln 10( )


→ h2 n( ) g2 n( ) f n( )−:=


3 4 5 6 7 8 9 10
0


50


100


f n( )


g1 n( )


g2 n( )


n


por ejemplo, para n = 100 tendríamos: h1 100( ) 9.8 103×= h2 100( ) 260.517=


es decir, para n = 100 ciudades, habría unas 9800 operaciones de diferencia 
entre los algoritmos iniciales. Sin embargo, se observa que al mejorar el 
algoritmo menos eficiente, éste se equipara bastante al más eficiente (ya sólo 
hay una diferencia de unas 261 operaciones para n = 100)


Figura 3: Uso de Mathcad para comparar la eficiencia de varios algoritmos 
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Mathcad: un valor añadido en la formación matemática universitaria  
 
La experiencia de varios semestres nos hace pensar que la utilización de Mathcad como 
laboratorio virtual de matemáticas permite mejorar la docencia de las asignaturas 
cuantitativas universitarias. Está afirmación se concluye a partir de las siguientes 
reflexiones: 
 
1. Con Mathcad se consigue una mejor aproximación a los conceptos matemáticos. 


Esto está relacionado con el hecho de que Mathcad permite “liberarse” de ciertos 
cálculos repetitivos y dedicar más tiempo a reflexionar sobre los conceptos, estudiar 
más ejemplos, y analizar escenarios del tipo “¿qué pasaría si …?”. Nuestra 
aproximación al estudio de las matemáticas con la incorporación de Mathcad supone 
un acercamiento a las tesis más constructivistas del aprendizaje. 
 


2. Un desarrollo de currículos más prácticos y, en consecuencia, más acorde con los 
estudios en los que se enmarcan nuestras asignaturas (de carácter aplicado o 
técnico), así como más útil para nuestros estudiantes. En el mundo laboral, disponer 
de buenas herramientas informáticas es una buena estrategia a la hora de afrontar los 
problemas reales y buscar soluciones. 


 
3. La inclusión de contenidos que, sin software, quedarían como de sólo lectura y, en 


consecuencia, la adquisición de una base matemática más completa y tangible. 
 
4. Una mayor motivación de los estudiantes que descubren que son capaces de 


entender y de utilizar lo aprendido. Los mensajes de valoración que hemos leído 
van, con mucha frecuencia, en este sentido. Cabe destacar que muchos estudiantes 
acaban disfrutando con el estudio de las Matemáticas. 


 
5. Añadir, finalmente, que Mathcad es un programa potente del que, en algunos casos, 


ya han oído hablar. Algunos estudiantes valoran positivamente el simple hecho de 
aprender a manejar Mathcad y, en algún caso, ya lo utilizan en su trabajo. 


 
 
Valoración de los estudiantes 
 
En general, y a pesar del posible esfuerzo inicial que les supone, los estudiantes valoran 
muy positivamente la utilización de Mathcad en las asignaturas de matemáticas. Como 
muestra de ello, hemos seleccionado los siguientes comentarios representativos de los 
estudiantes del semestre feb02-jul02:  
  
¿Qué ventajas e inconvenientes has encontrado en el estudio del Análisis con 
Mathcad? 
Iván I.:  Inconvenientes ninguno. Las ventajas las resumo en una: aprendizaje más 
rápido. 
Jesús N.:  En principio hay alguna dificultad para hacerte con el software, pero cuando 
lo conoces un poco es muy útil -sobre todo para trabajar, de forma práctica, muchos 
conceptos que, de otra forma, son muy difíciles de entender. 
Luís M.:  Te resuelve muchos problemas de cálculo y te ayuda a comprender mejor lo 
explicado –p.e., cuando visualizas funciones de varias variables. 
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 Comenta los aspectos mejores y peores de tu experiencia con el Mathcad y la 
asignatura durante este semestre. 
Iván S.:  Hasta ahora no había estudiado las funciones tan a fondo y, desde luego, sin 
Mathcad esto no hubiera sido posible. 
María Antonia G.:  Los peores: me ha llevado muchas horas empezar a manejar el 
programa, y soy consciente de que aún me quedan muchas cosas que aprender. Los 
mejores: pienso que el esfuerzo realizado ha merecido la pena y que es un instrumento 
maravilloso para poner en práctica los conceptos aprendidos o para profundizar en la 
comprensión de los mismos. 
 
 
Conclusiones 
 
En definitiva, podríamos concluir que el uso guiado de un software adecuado como 
Mathcad hace la tarea de aprender matemáticas más atractiva y sencilla. Esto permite 
establecer objetivos más ambiciosos -conceptualmente hablando-, y analizar  
aplicaciones de las matemáticas que, de otro modo, serían inabordables –bien sea por su 
dificultad intrínseca o bien por la falta de tiempo suficiente para lograrlo (por la 
duración del curso académico). Las ventajas de su uso son entonces enormes e 
innegables. 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


El concepto de matriz alcanza múltiples aplicaciones tanto en la representación y manipulación de 
datos como en el cálculo numérico y simbólico que se deriva de los modelos matemáticos 
utilizados para resolver problemas en diferentes disciplinas como, por ejemplo, las ciencias 
sociales, las ingenierías,  economía, física, estadística y las diferentes ramas de las matemáticas 
entre las que destacamos las ecuaciones diferenciales, el cálculo numérico y, por supuesto, el 
álgebra.  Para obtener información sobre la historia del álgebra de matrices recomendamos [W5]. 
 
En este math-block presentamos algunos tipos de matrices, analizamos las principales operaciones 
con matrices y damos algunas aplicaciones del álgebra de matrices. Además, mostramos  las 
posibilidades que nos brinda el programa Mathcad para el cálculo matricial. Para completar el estudio 
sobre este tema, recomendamos la lectura de los math-blocks sobre determinantes, matriz inversa y 
sistemas de ecuaciones lineales.  
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OBJETIVOS       ________________________ 
 
• Conocer algunos tipos de matrices. 
• Conocer las principales operaciones con matrices. 
• Conocer algunas aplicaciones del cálculo matricial.  
• Conocer las facilidades del cálculo matricial usando el programa Mathcad. 


 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Es recomendable haber leído, previamente, los math-blocks introductorios a Mathcad. 
 


 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


Definición de matriz 
 


Los arreglos rectangulares de números como el siguiente 
 









 −
35.05
018


 


 
reciben el nombre de matrices.  Más formalmente, dado un conjunto  X, se denomina matriz de 
n filas y m columnas a un conjunto de n×m elementos de X, dispuestos en un arreglo rectangular  
de n filas y m columnas. Las características de los elementos del conjunto X dependerán, en 
cada caso, de la naturaleza del problema que se esté estudiando. X puede ser un conjunto de 
funciones, de palabras de un alfabeto, de números, etc. De aquí en adelante, salvo que se 
especifique lo contrario, los elementos del conjunto X serán números reales y denotaremos el 
conjunto de todas las matrices de orden n×m (n filas y m columnas) por .mnM ×     
 
 En general, para representar una matriz A de orden n×m se escribe  
 


=A  


























nmnn


m


m


aaa


aaa
aaa


21


22221


11211


 


 
 
También se escribe A=( ija ) ( ,...,1=i n y ,...,1=j m) para indicar que A es la matriz de orden 


n×m que tiene elementos ija . Las matrices se denotan con letras mayúsculas y sus elementos 
con la misma letra minúscula acompañada de dos subíndices que indican su posición en la 
matriz; el primer subíndice indica la fila y el segundo la columna. Es decir, el elemento ija  es 


aquel que se encuentra en la fila i y la columna j de la matriz A. Por ejemplo, si denotamos  por 
M la matriz inicial, entonces el orden de M es 2×3 (2 filas y 3 columnas) y sus elementos 
son: ,811 =m ,112 −=m , ,013 =m ,521 =m  5.022 =m y .323 =m  
 







  Álgebra de matrices 


Proyecto e-Math          3 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


Dos  matrices A=( ija ) y B=( ijb ),  de orden n×m, son iguales  si ijij ba = para todo ,...,1=i n y 


,...,1=j m. Es decir, dos matrices son iguales si los elementos que ocupan la misma posición 
en ambas matrices coinciden.  


 
 


Algunos tipos de matrices 
 
Matriz Cuadrada: Es aquella que tiene igual número n de filas que de columnas (n=m). En ese 
caso se dice que la matriz es de orden n. Por ejemplo, la matriz  






















−


−
=


12.04
330
231


A  


es cuadrada de orden 3.  
 
Denotaremos el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n por .nM    Así, en el 


ejemplo anterior, .3MA∈  
 
Los elementos de la diagonal principal de una matriz cuadrada son aquellos que están situados 
en la diagonal que va desde la esquina superior izquierda hasta la inferior derecha. En otras 
palabras, la diagonal principal  de una matriz A=( ija ) está compuesta por los elementos 


.,...,, 2211 nnaaa En el ejemplo anterior la diagonal principal está compuesta por los elementos: 


111 =a , 322 −=a , 133 =a .  
 
 
 
Matriz Nula: Una matriz es nula si todos sus elementos son iguales a cero. En el siguiente 
ejemplo se muestra la matriz nula de orden 3×2. 
 






















=


0
0
0


0
0
0


O  


 
Más adelante veremos que la matriz nula, respecto a la adición y multiplicación de matrices, 
juega un papel similar al número cero respecto a la adición y multiplicación de números reales. 
 
 
Matriz Diagonal: Una matriz cuadrada,  A=( ija ), es diagonal si ija =0, para ji ≠ .  Es decir, si 
todos los elementos situados fuera de la diagonal principal son cero. Por ejemplo, la siguiente 
matriz es diagonal: 
























−
=


300
060
000


D  


 
Matriz Unidad: Es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son todos 1. A 
continuación mostramos la matriz unidad de orden 2. 


 










=


10
01


I  
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Más adelante veremos que la matriz unidad, respecto a la multiplicación de matrices, juega un 
papel similar al número 1 respecto a la multiplicación de números reales.  
 
Matriz triangular: Es una matriz cuadrada en la que todos los elementos situados por debajo (o 
por encima) de la diagonal principal son cero. Por ejemplo, la siguiente matriz es triangular: 
 





















 −
=


100
460


12 3
1


T  


 
Este tipo de matrices también se conoce como matriz escalonada. En algunos casos se hace la 
distinción entre las matrices triangulares superiores o inferiores en dependencia de los 
elementos nulos de la matriz; los que están por debajo o por encima de la diagonal principal.  
 
Según se puede ver en el Math-block sobre sistemas de ecuaciones lineales, el concepto de 
matriz triangular (o escalonada) es de vital importancia en el estudio de los sistemas de 
ecuaciones lineales. 
 
Más adelante, después de estudiar las operaciones con matrices, veremos algunos tipos 
importantes de matrices como es el caso de las simétricas y las ortogonales. 


 
 


Adición de matrices 
Sean mnMBA ×∈, . La matriz mnij McC ×∈= )(  es la suma de las matrices )( ijaA = y 


)( ijbB = , y se denota ,BAC +=  si sus elementos cumplen: 


m) ..., 2, 1,    n,..., 2, 1,(      ==+= jibac ijijij  
 
Ejemplo 
 
Consideremos las siguientes matrices: 
 






















−=


2
3
4


0
1


2
A   
























−
=


0
4
4


1
2
4


B    






















−−


−
=


531
202
431


M  


 
Las matrices A y B son de orden 3×2, mientras la matriz M es cuadrada de orden 3. Por tanto, no 
podemos calcular la suma de A y M  y tampoco la suma de B y M, en cambio, sí podemos sumar 
A y B ya que tienen el mismo orden. Esto es,   


 
























−
=
























+
+
+


−+
+−


+
=
























−
+






















−=+


2
7
8


1
1
6


02
43
44


)1(0
2)1(


42


0
4
4


1
2
4


2
3
4


0
1


2
BA  


 
 
Es fácil deducir las siguientes propiedades de la adición de matrices de orden n×m: 
 


• Conmutativa:   ,ABBA +=+   mnMBA ×∈∀ , 1 


• Asociativa: ,)()( CBACBA ++=++  mnMCBA ×∈∀ ,,  
                                                      


1 ∀ : Cuantificador universal. Se lee “Para todo”.  ∃ : Cuantificador existencial. Se lee “Existe” 
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• Elemento neutro (la matriz nula): AAOOAMAMO mnmn =+=+∈∀∈∃ ××      :     


• Elemento opuesto: OAAAAMAMA mnmn =+−=−+∈−∃∈∀ ×× )()(     :)(     
 
 


En virtud de las propiedades anteriores de la adición de matrices, “+”,  (ley interna) resulta que 
( )+× ,mnM  tiene estructura de grupo conmutativo. (Ver [8] para profundizar en la estructura de 
grupo) 
 
 
 
Multiplicación de una matriz por un número 
Se denomina producto de una matriz2  )( mnij MaA ×∈= por un número λ  a una matriz 


 )( mnij MbB ×∈=  cuyos elementos son de la forma  


)1        ;1(                     ,...,mj,...,niab ijij === λ  


Es decir, la matriz producto, B,  es la que se obtiene multiplicando el número λ  por cada uno de 
los elementos de A. De aquí en adelante consideraremos que λ  es un número real.  
 


 
 
Ejemplo 


Consideremos la matriz 




















−


−
=


075
402
102


A  y el número .5−=λ  Entonces, el producto de A 


por λ  es: 
 


( )






















−−
−


−
=






















−


−
−=


03525
20010
5010


075
402
102


·5·Aλ  


 
 


El producto de una matriz por un número es una ley de composición externa que cumple las 
siguientes propiedades (Ver [8]  para profundizar en leyes de composición): 
 


• Distributiva mixta del producto respecto a la suma de matrices 
 


mnMBABABA ×∈∀∈∀+=+ ,   R,       )( λλλλ  
 


• Distributiva mixta del producto respecto a la suma de números reales 
 


mnMARAAA ×∈∀∈∀+=+       ,,          )( δλδλδλ  
 


• Asociativa mixta 
 


mnMARAA ×∈∀∈∀=       ,,        )()·( δλδλδλ  
 


• Elemento neutro para la ley externa 
 


                                                      
2 En esta definición damos por supuesto que se cumple la propiedad conmutativa de la multiplicación 


del número λ  por los elementos de A. 
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RMAAA mn ∈∈∀= × 1y               ·1  
 


En virtud de estas propiedades y de las anteriores de la suma de matrices, resulta que el conjunto 


mnM ×   de las matrices de orden n×m, respecto a la ley de composición interna, “+”,  y a la ley de 
composición externa, producto de una matriz por un número, tiene estructura de espacio vectorial 
sobre el cuerpo de los números reales (Ver [W7] y [2] para profundizar en la estructura de espacio 
vectorial).  
 
 
Multiplicación de matrices  


 
Se denomina matriz producto de la matriz  )( mnij MaA ×∈= por la matriz  )( pmjk MbB ×∈=  a 


una matriz  )( pnik McC ×∈= cuyos elementos son de la forma  


∑
=


=+++=
m


j
jkijmkimkikiik babababac


1
2211              


Es decir, los elementos que ocupan la posición ,ik  en la matriz producto, se obtienen sumando 
los productos que resultan de multiplicar los elementos de la fila i  en la primera matriz por los 
elementos de la columna k  de la segunda matriz. Observemos en detalle como se obtiene el 
elemento 23c  en el siguiente ejemplo: 
 


CBA =






















−


−
=







−
−






















−=


1208
740


1427


3
5


0
2


2
1


·
4
1


3


0
2
1


·  


 
   fila 2 por columna 3 = elemento que ocupa la posición 23 
 


73103)·1(5223221321


2


1
3223 =−=−+=+== ∑


=


·bababac
j


jj  


 
 


Dos matrices se pueden multiplicar sólo cuando el número de columna de la primera matriz sea 
igual al número de filas de la segunda. En ese caso se dice que las matrices son enlazadas.  


 
En el siguiente ejemplo podemos ver además cuál es el orden de la matriz producto. 


 


24
43 23


20
11
22


                     
6010
1221
4432


×
× 

























=




















=  BA  


 
 


23
24


43
13
10
23


19
7


19


23
20
11
22


   
6010
1221
4432


·


×
×


×




















=














































=BA      


                                                                  4=4 
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Nótese, además, que no podemos calcular .·AB  


 


=AB·


43
24


6010
1221
4432


23
20
11
22


  


×
×
















































 


                                         
 


 
Hay casos, como veremos en el siguiente ejemplo, en los que se pueden calcular ambos 
productos aunque se obtienen resultados diferentes.  
 
Consideremos las siguientes matrices: 










=


3
2


2
3


1
4


A   y 




















=


0
3
2


3
1
0


B  


Entonces, por un lado, 










=
































=


811
179


0
3
2


3
1
0


3
2


2
3


1
4


·BA  


y por otro lado, 
 






















=





























=


6912
1197
642


3
2


2
3


1
4


0
3
2


3
1
0


·AB  


 
 
Según se pudo comprobar a través de los ejemplos anteriores, para la multiplicación de matrices 
no se cumple la propiedad conmutativa. Veamos algunas propiedades de esta operación:  


 
• Asociativa 


pkkmmn MCMBMAA, B, CCBACBA ××× ∈∈∈∀=   ,  ,  :       ,)·()·(  
 


• Elemento neutro (Es la matriz unidad) 
      ··      :    AAIIAMAMI nn ==∈∀∈∃  


 
• Distributiva (mixta) 


kmmn MCBMAA,B,CCABACBA ×× ∈∈∀+=+ ,     :        ,··)(  
 


 En virtud de estas propiedades y de las anteriores de la suma de matrices, resulta que el 
conjunto ( ),·,+nM   de las matrices cuadradas de orden n, respecto a las dos leyes de 
composición interna, “+” y “·”, tiene estructura de anillo unitario no conmutativo (Ver [8] para 
profundizar en la estructura de anillo). 
 
Otras observaciones importantes: 
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• Existen divisores de cero: En general, 0· =BA  no implica que 0=A  o .0=B  Por 


ejemplo,   
 










=















00
00


18
00


02
01


. 


 
• No se cumple la propiedad cancelativa: En general, CABA ·· =  no implica .CB =  Por 


ejemplo, 
 


















=















35
01


02
01


18
01


02
01


 


 
• No se cumple la fórmula del binomio: En general, 222 2)( BABABA ++≠+   ya que el 


producto no es conmutativo. 
 


 
Matriz invertible 


 
Una matriz cuadrada A  es invertible si existe una matriz, que denotaremos por ,1−A  que cumple  


,·· 11 IAAAA == −−  


donde I  es la matriz unidad. En ese caso se dice que 1−A  es la inversa de A . 
 
Por ejemplo, la matriz  






















−=


103
431
342


A  


es invertible y su inversa es  


























−


−−


−


=−


31
10


31
12


31
9


31
11


31
7


31
13


31
7


31
4


31
3


1A   


ya que  
 


.
100
010
001


103
431
342


·


31
10


31
12


31
9


31
11


31
7


31
13


31
7


31
4


31
3


1 IAA =




















=


























−


−−


−






















−=−  


 
Para un estudio detallado sobre matriz inversa recomendamos el math-block titulado “Matriz 
Inversa”.  
 
 
 
Matriz traspuesta 
 
La traspuesta de una matriz mnij MaA ×∈= )( ,  es la matriz ,)( nmji


T MaA ×∈=  que se obtiene 
a partir de la matriz A al intercambiar las filas por las columnas (o viceversa).  
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La traspuesta de la matriz 







=


3
2


2
3


1
4


A  es 




















=


3
2
1


2
3
4


TA .  


 
Propiedades: 
 


• Dada una matriz, siempre existe la traspuesta y además es única 


• ( ) AA TT =  


• ( ) TTT BABA +=+  


• ( ) ,TT AA λλ =      con R∈λ  


• ( ) TTT ABBA ·· =  


• ( ) ( ) 11 −− = TT AA  
 


 
Otros tipos de matrices 


 
Matriz simétrica: Es una matriz  igual a su traspuesta: 


 
A  es simétrica ⇔ AAT =  


 
Un ejemplo de matriz simétrica es el siguiente: 
 


.
513
129


391
TAA =
























−
−=  


 
Las matrices simétricas tienen ese nombre debido a que presentan simetría respecto a la 
diagonal principal. En otras palabras, una matriz nij MaA ∈= )(  es simétrica si cumple 


jiij aa =  para ,,...,1 ni =  y .,...,1 nj =  
 
Matriz antisimétrica: Es una matriz igual a la opuesta de su traspuesta. En otras palabras,  


 
A  es antisimétrica ⇔ .AAT −=  


 
La siguiente matriz es antisimétrica: 
 
























−−


−
=


513
129
391


A  


 
Matriz ortogonal: Es aquella cuya traspuesta es igual a su inversa. Es decir, es aquella que 
multiplicada por su traspuesta da como resultado la matriz unidad. Esto es, 
 


A  es ortogonal  ⇔  IAA T =·  ⇔  1−= AAT  
 


 La siguiente matriz de funciones es ortogonal: 
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 −
senxx


xsenx
cos


cos
 


  
Para comprobarlo es suficiente con aplicar la definición y tener en cuenta que 


.1cos22 =+ xxsen    
 
Las matrices ortogonales de orden 2 son de la forma: 
 










−


=
ab
ba


A       o        ,







−


=
ab


ba
A  


 
donde a  y b  son números reales tales que .122 =+ ba  
 
Matriz involutiva: Es una matriz que coincide con su inversa. Esto es, 
 


A  es involutiva ⇔  IA =2  
 
La siguiente matriz es involutiva: 
 









−
=


10
01


A ,         







=






−







−
=


10
01


10
01


10
012A  


 
Es evidente que esta matriz también es ortogonal. 
 
 
Matriz idempotente: Es una matriz igual a su cuadrado. Es decir, 
 


A  es idempotente ⇔   AA =2 . 
 


 La siguiente matriz es idempotente: 
 










−


=
01
01


A  


 
Matriz nilpotente: Si A  es una matriz cuadrada y 0=kA  para algún número natural ,k  se dice 


que A  es nilpotente. Si k  es tal que 01 ≠−kA  y ,0=kA  se dice que A  es nilpotente de orden 
.k   A continuación mostramos una matriz nilpotente de orden 2. 


 
 


,
050
000
080





















 −
=A   






















=


000
000
000


2A  


 
Naturalmente, la matriz A  es un divisor de cero. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 


Operaciones con matrices usando Mathcad 
 


¿Cómo editar matrices? 
 
Para editar matrices utilizando Mathcad se siguen los siguientes pasos usando la barra de 
herramientas Math: 


 
 


 


 
 
Se introduce el número de filas y de columnas y luego se introducen los elementos de la 
matriz 


 
¿Cómo asignar una matriz a una variable?  
 
Para asignar una matriz a una variable se escribe la variable y luego dos puntos, “:”. Después 
se introduce la matriz por el procedimiento de antes.  
 
¿Cómo calcular?   
 
Una vez asignada la matriz a una variable, la suma, producto, producto por un número y 
potencias, se hacen como si se tratase de números. En el caso de la traspuesta y otras 
operaciones exclusivas de las matrices se utiliza la barra de herramientas Matrix.   
 
Por ejemplo, introducimos las  siguientes matrices: 
 
 


A


2


1−


3


4


3


0


3


4


1












:=


           
M


4


1


3


2


2


3








:=
           


B


0


1


3


2


3


0












:=


 
 
 
 
Luego calculamos: 
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 Además de la barra de herramientas Matrix, como mostramos a través del siguiente ejemplo, 
podemos usar la barra de herramientas Symbolic:  


 


 
 
 
 


 
M


3


2


3


1








:=
          


MT 3


3


2


1








→
          


M2 15


8


12


7








→
 


 
 
 


Matrices input-output 
 
Las matrices input-output (entrada-salida) se aplican al considerar un modelo simplificado de la 
economía de un país en el que la actividad de cualquier empresa puede considerarse en algunos 
de los sectores básicos: la industria (I), la agricultura (A), el turismo (T) y los servicios (S).  Las 
empresas compran (inputs), transforman los productos y luego venden (outputs).  
 
Para tener una idea del modelo, supongamos que los datos de la economía de un país ficticio son 
los de la tabla siguiente, donde las cantidades se dan en algún tipo de unidad monetaria.  


 
 


En cada fila se indica el valor de las 
ventas efectuadas por cada sector a 
cada uno de los sectores restantes 
así como las ventas internas, la 
demanda, que representa el valor de 
las ventas efectuadas a los 
consumidores y a otros países, y el 
output total del sector que se obtiene 
sumando todas las ventas de ese 
sector. Por ejemplo, en el caso de la 


 I A T S Demanda Output 


I 50 23 4 6 200 283 


A 12 70 15 9 70 176 


T 1 1 50 15 350 417 


S 80 90 85 87 43 385 
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industria, el valor de las ventas internas fue de 50, el valor de las ventas al sector agrario fue de 
23, en el caso del turismo fue de 4, y en los servicios de 6. El valor de las ventas efectuadas a los 
consumidores y a otros países  (demanda) fue de 200. Entonces el output total fue de 283.  


 
A partir de la tabla anterior se definen las siguientes matrices: 


 
            Matriz de transacciones            Matriz demanda final              Matriz de outputs 
 


M


50


12


1


80


23


70


1


90


4


15


50


85


6


9


15


87














:=


               


D


200


70


350


43














:=


                        


O


283


176


417


385














:=


 
 


Y a partir de los elementos de las matrices M y O se puede construir una matriz tecnológica, T , 
que representa la proporción de las transacciones intersectoriales respecto al output total de cada 
sector. 
 


T


50
283


12
283


1
283


80
283


23
176


70
176


1
176


90
176


4
417


15
417


50
417


85
417


6
385


9
385


15
385


87
385
























:=


 
 
Toda la información de la tabla se puede expresar en forma matricial a través de la siguiente 
relación: D,T·OO +=  es decir, 


 


 
Esta fórmula permite hacer estudios destinados a planificar la economía. 
 
 
Modelo metalúrgico 
Supongamos que una empresa  fabrica tres modelos de máquinas herramientas, M1, M2 y M3, 
y como materia prima fundamental utiliza tres tipos de metales, Hierro (H), Níquel (N) y Cobalto 
(C). La cantidad de materia prima que necesita para fabricar cada máquina, expresada en 
toneladas,  se muestra en la siguiente tabla a la cual le hacemos corresponder la matriz .A  
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Las mejores ofertas de la materia prima corresponden a los proveedores P1, P2 y P3. Los 
precios por tonelada (expresados en cierta unidad monetaria)  impuestos por cada uno de los 
proveedores a cada uno de los metales aparecen en la siguiente tabla: 


 


B


160


6000


3000


155


6250


3010


150


7200


2995












:=


 
 


 


 


Queremos hacer una tabla de doble entrada que muestre el gasto en materia prima por modelo 
de máquina y proveedor. Dicha tabla se obtiene a través del siguiente producto matricial: 


 


La tabla obtenida es: 


  


Para interpretar los datos de esta tabla tomaremos 
como ejemplo el modelo M3 con el proveedor P1: Si 
compramos la materia prima al proveedor P1, los 
gastos por cada máquina del modelo M3 serán de 
4160 unidades monetarias. Analizando la tabla 
podemos concluir que resulta más económico 
comprar la materia prima al proveedor P1.   


 
 
 


Matriz de adyacencia de un grafo  
 


Un grafo G=(V, E) es un par ordenado formado por un conjunto V (finito no vacío) de objetos 
llamados vértices y un conjunto E de pares no ordenados de vértices diferentes denominados 
aristas. Una arista formada por los vértices ,iv jv  se denota por jivv  y se dice que los vértices 


iv  y jv  son adyacentes. 
 
Consideremos el grafo representado en el siguiente diagrama: 


 


 H N C 


M1 5 0.4 0.2 


M2 4 0.3 0.1 


M3 3.5 0.5 0.2 


 P1 P2 P3 


H 160 155 150 


N 6000 6250 7200 


C 3000 3010 2995 


 P1 P2 P3 


M1 3800 3877 4229 


M2 2740 2796 3059.5 


M3 4160 4269.5 4724 
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 1v                                       2v  


 
 
  
 
 
 
 
 
 


 4v                                   3v  
 


En este caso el conjunto de vértices es },,,{ 4321 vvvvV =  y el conjunto de aristas es 


}.,,,,{ 4342324121 vvvvvvvvvvE =  


Un recorrido de longitud l , del vértice u al vértice v  es una secuencia finita de vértices, 
,,...,  , 10 vvvvu l ==  tal que 1−iv  es adyacente a iv  para .1 li ≤≤  


La matriz de adyacencia de un grafo G de n vértices, denotada por )(GA , es una matriz 


cuadrada de orden n  que tiene un 1 en la posición ij  si los vértices iv y jv  son adyacentes y un 


0 en caso contrario. Es decir la matriz de adyacencia de un grafo se define como ),()( ijaGA =  
donde 







∉
∈


=
       si   0
       si    1


Evv
Evv


a
ji


ji
ij  


La matriz de adyacencia es simétrica y sus elementos de la diagonal principal son todos cero.  
 
La matriz de adyacencia del grafo de antes es: 
 


A G( )


0


1


0


1


1


0


1


1


0


1


0


1


1


1


1


0














:=


 
 
Un resultado conocido y muy utilizado en teoría algebraica de grafos es el siguiente:  


El número de recorridos de longitud l  en un grafo G, del vértice iv  al vértice ,jv  es el elemento 


que está en la posición ij  de la matriz .lA  


 


Para ilustrar el resultado anterior vamos a calcular el número de recorridos entre los vértices 1v  y 


3v  del grafo anterior para .50 ≤≤ l  Las potencias de la matriz de adyacencia son: 
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A G( )0


1


0


0


0


0


1


0


0


0


0


1


0


0


0


0


1














= A G( )1


0


1


0


1


1


0


1


1


0


1


0


1


1


1


1


0














= A G( )2


2


1


2


1


1


3


1


2


2


1


2


1


1


2


1


3














=


A G( )3


2


5


2


5


5


4


5


5


2


5


2


5


5


5


5


4














= A G( )4


10


9


10


9


9


15


9


14


10


9


10


9


9


14


9


15














= A G( )5


18


29


18


29


29


32


29


33


18


29


18


29


29


33


29


32














=


 
 


Entonces, como podemos comprobar en el dibujo del grafo, el número de recorridos de longitud l  
( 50 ≤≤ l ) entre 1v  y 3v  está dado por el elemento 13


)(la  de la matriz ).(GAl  Así, ,013
)0( =a  


,013
)1( =a  ,213


)2( =a   ,213
)3( =a  1013


)4( =a   y .1813
)5( =a  (Ver [7] para profundizar en teoría 


algebraica de grafos) 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
El concepto de determinante de una matriz cuadrada tiene una gran relevancia dentro de la teoría de 
matrices. Los determinantes resultan de gran utilidad a la hora de resolver determinados sistemas de 
ecuaciones lineales (los llamados sistemas de Cramer), discutir la existencia de solución de sistemas 
de ecuaciones lineales generales (mediante el concepto de rango de una matriz y del Teorema de 
Rouché Frobenious), y analizar la dependencia lineal de un conjunto de vectores (lo cual, entre otras 
cosas, nos permitirá identificar posibles bases de un espacio vectorial). Además, la interpretación 
geométrica de los determinantes nos permite calcular, de forma sencilla, áreas y volúmenes de 
determinadas figuras geométricas, realizar productos vectoriales, y hallar las ecuaciones de un plano 
en el espacio. 
 
Los campos de aplicación de la teoría de los determinantes y, en general, de la teoría de matrices son 
muy amplios, y abarcan desde las más clásicas aplicaciones en las áreas de física, economía, e 
ingeniería hasta aplicaciones más recientes como la generación de gráficos por ordenador, la teoría 
de la información [W1], y la criptografía.  
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OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Aprender a calcular determinantes de todos los órdenes. 
• Conocer las propiedades de los determinantes. 
• Comprobar cuáles son las aplicaciones de los determinantes.  
• Introducirse en el uso del Mathcad para trabajar con determinantes. 


 


 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Es recomendable haber leído, previamente, el math-block sobre álgebra de matrices así como los 
introductorios a Mathcad. 
 


 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


Definición de determinante 
 


Dados los números 1,2,3,....n existen n! formas distintas de ordenarlos. Cada una de dichas 
ordenaciones se llama permutación. El conjunto de todas las permutaciones se representa por 
Pn y la permutación (1, 2, 3, ..., n) se llama permutación principal.  


 
Por ejemplo, el conjunto {(1 2 3), (1 3 2), (2 1 3), (2 3 1), (3 1 2), (3 2 1)} contiene las 6 
permutaciones diferentes de la terna (1 2 3). 


 
Diremos que dos elementos de una permutación forman una sucesión si están colocados en el 
mismo orden que en la permutación principal. En caso contrario, diremos que forman una 
inversión.  


 
Por ejemplo: (2 3 1 4 5 6)  tiene dos inversiones (nº de pasos a realizar para obtener la 
permutación principal). 


 
Llamaremos signatura de una permutación al valor (-1)λ donde λ es el número de inversiones de 
dicha permutación.  


 
Se define el determinante de una matriz cuadrada A, denotado por A o por det(A), como: 


 


∑
∈


⋅⋅⋅⋅=⇒=
nn


n
P


nn


nnnn


n


signaturaaaaA


aaa


aaa
aaa


)(
2121


21


212221


11211


21


21
)(      A   Si


ααα
ααα ααα  


 
[W2] 
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Cálculo de determinantes 


 
 


Determinantes de orden 2 (asociados a matrices 2x2) 
 
 
Cuando A es una matriz 2x2 hay 2! = 2 permutaciones del par (1 2); éstas son: 
{(1 2), (2 1)}. Entonces, el determinante de A contendrá los dos términos:  
 


a11 ⋅ a22 ⋅ signatura(1 2)     y    a12 ⋅ a21 ⋅ signatura(2 1) 
 


Como signatura(1 2) = (-1)0 = 1 y signatura(2 1) = (-1)1 = -1, el determinante de orden 2 será: 
 


2221


1211


aa
aa


 = a11 ⋅ a22  -  a12 ⋅  a21    
2221


1211


aa
aa


 


 
Ejemplo: 


 


231583.5)4.(2
43


52
−=−−=−−=


−  


 
 


Determinantes de orden 3 (asociados a matrices 3x3) 
 


 
Si A es una matriz 3x3, su determinante (de orden 3) vendrá dado por: 


 


333231


232221


131211


aaa
aaa
aaa


 = a11a22a33 + a12a23a31 + a21a32a13 - a13a22a31 - a12a21a33 - a11a23a32 


 
 


333231


232221


131211


aaa
aaa
aaa


 


333231


232221


131211


aaa
aaa
aaa


 


 
Ejemplo: 


 


[ ]


[ ] 68831560)1(2416910


5.4.31).1.(14).2).(3(1.4.4)3).(1.(35).2.(1
514
123
341


−=−=+−+−++−=


=+−+−−−+−−+−=
−
−


−
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Determinantes de orden superior a 3 (asociados a matrices nxn con n>3) 
 
 


En el caso de determinantes de orden superior a 3 (es decir, asociados a matrices de tamaño 
nxn con n > 3), la expresión resultante tiende a complicarse, por lo que recurriremos al  método 
de desarrollo por adjuntos para su cálculo. 


 
Primero de todo, fijémonos en la disposición de signos siguientes (similar a las casillas blancas y 
negras en un tablero de ajedrez): 


 


+−+−
−+−+
+−+−
−+−+


 


 
 


Para calcular el determinante de una matriz 4x4 (o superior) se debe hacer: 
 


1. Elegir aquella fila o columna que tenga el mayor número de ceros (si ninguna línea tiene 
ceros, se coge una línea cualquiera). 


 
2. Cada uno de los elementos de la línea dará lugar a un sumando, el cual se obtendrá 


como se explica en el paso siguiente. 
 


3. Para cada elemento de la línea seleccionada, éste se multiplica por su correspondiente 
determinante adjunto (aquel determinante resultante de eliminar la fila y la columna a las 
que pertenece el elemento seleccionado). A dicho adjunto le precederá el signo que  
corresponda a la posición ocupada por el elemento seleccionado (según la tabla de 
signos arriba indicada). 


 
 
Ejemplo matriz 4x4: 


 
 


=


−−
−−


−
−


==


−−
−−


−
−


1131
1923


2742
2311


mos}desarrollalaycolumna1ªla{elegimos


1131
1923


2742
2311


 
 


15...
192


274
231


)1(
113


274
231


3
113
192
231


)2(
113
192


274
1 ==


−−
−


−
⋅−+


−−
−


−
⋅+


−−
−−
−


⋅−+
−−
−−


−
⋅=


 


+ 


+ 


- 


- 
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Ejemplo matriz 5x5: 


 
 


=


−−


==


−−


44333
21111
11111
11000
11222


fila} 2ª lapor  amos{desarroll


44333
21111
11111
11000
11222


 


  
 


=


−


⋅−


−


⋅+


−−


⋅−


−−


⋅+


−−


⋅−=


4333
1111
1111
1222


1


4333
2111
1111
1222


1


4433
2111
1111
1122


0


4433
2111
1111
1122


0


4433
2111
1111
1122


0


 
 
= {al multiplicar por 0, los 3 primeros sumandos se eliminan; el último determinante también se 
anula} = 


 


==


−


= línea} 2ª lapor  amos{desarroll


4333
2111
1111
1222


 


 


=⋅+
−


⋅−
−


⋅+
−


⋅−=
333
111
222


1
433
211
122


1
433
211
122


1
433
211
122


)1(  


 
= {los dos primeros determinantes se anulan mutuamente, pues son iguales pero de signo 
cambiado; el último determinante también se anula} =  
 


( )[ ]


[ ] [ ] 01717)8123(1238


1.2.43.2.23.1).1(3.2.2)1.(3.14.1.2
433
211
122


=−−=++−−+−−=


=++−−+−+−=
−


−=


 


 
 


+ + - - - 
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Propiedades de los determinantes [W3]  
 


Para el cálculo de algunos determinantes, puede ser muy útil recurrir a algunas de las siguientes 
propiedades: 


 
1. El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta. 


 
Por ejemplo, 
 


2
103
002
011


100
001
321


−==  


 
2. Si en un determinante se cambian entre sí dos líneas paralelas (filas o columnas), el signo de 


su valor también cambiará. 
 


Por ejemplo, 
 


100
001
321


001
100
321


−=  en efecto: 2
001
100
321


=     y 2
100
001
321


−=  


 
3. Un determinante que tiene dos líneas paralelas (filas o columnas) iguales vale 0. 


 
Por ejemplo,  
 


0
001
321
321


=  


 
4. Si un determinante tiene todos los elementos de una línea nulos, el determinante vale 0. 


 
Por ejemplo, 
 


0
341
000
321


=  


 
5. Multiplicar un determinante por un nº real es equivalente a multiplicar cualquier linea (fila o 


columna) por dicho número. 
 
Por ejemplo, 
 


2001
2100
2321


001
100
321


2
⋅
⋅
⋅


=⋅  


 
Dada una matriz A de tamaño nxn, y un nº real λ, esta propiedad implica que: 
 







  Determinantes 


Proyecto e-Math          7 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


AA n ⋅=⋅ λλ  
  


6. Si todos los elementos de una fila o columna están formados por dos sumandos, dicho 
determinante se descompone en la suma de dos determinantes. 
 
Por ejemplo, 
 


520
230
352


510
230
342


5210
2330
3542


+=
+
+
+


 


 
7. Si los elementos de una línea son combinación lineal de las otras, entonces, el determinante 


vale 0. 
 
Por ejemplo, 
 


0
13213
02202
31231


=
⋅+
⋅+
⋅+


 (la 2ª columna es combinación lineal de la 1ª y 3ª columna). 


 
8. Si a los elementos de una línea se le suman los elementos de otra paralela multiplicados 


previamente por un nº real el valor del determinante no varia. 
 
Por ejemplo, 
 


143
032
351


13243
02232
31251


=
⋅+
⋅+
⋅+


 


 
9. El determinante de un producto de matrices es el producto de los determinantes de cada una 


de ellas. 
 


BABA ⋅=⋅  
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 


La función determinante con Mathcad 
 


Estamos familiarizados con funciones como f(x)=senx y f(x)=x2, que asocian un número real 
f(x) a un valor real de la variable x. Como x y f(x) asumen valores reales, tales funciones se 
describen como "funciones con valores reales de una variable real". La función 
determinante es también una "función con valores reales de una variable matricial" en el 
sentido de que asocia un número real f(X) con una matriz X [6]. 
 
El estudio de la función determinante tiene importantes aplicaciones en la teoría de sistemas 
de ecuaciones lineales y también conduce a una fórmula explícita para calcular la inversa de 
una matriz invertible. 
  
La función determinante en Mathcad es una aplicación del conjunto de matrices cuadradas en 
el conjunto de escalares [3]. 
 
Dicha función tiene como entrada (input) una matriz cuadrada y como salida (output) un 
escalar. 
 
El determinante de una matriz cuadrada, utilizando Mathcad, se puede hallar mediante el 
icono x  de la barra de herramientas Matrix (si en vez de la matriz se pone un escalar, este 
mismo icono también proporciona el valor absoluto de éste). Además, el determinante de 
una matriz también puede ser calculado con el icono M  de la barra de herramientas 
Symbolic [4], [5]. 
 
Por ejemplo, si se quiere calcular el derterminante de la matriz A:  


 


A


2


0


0


1


2−


2


2


1−


0


3−


2−


2


3


1


1


0














:=  


 
A 6−→  


 
A 6−=  


 
Incluso, si lo que se desea es calcular el determinante de una matriz con parámetros, 
podemos ayudarnos del icono M  de la barra de herramientas Symbolic para ello. Veamos 
un sencillo ejemplo: 
 


a


c


b


d








a d⋅ b c⋅−→  
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Determinantes e independencia lineal de vectores [3] 
 


El uso de determinantes proporciona un método de sencillo para comprobar cuando n 
vectores de Rm son linealmente independientes. 
 
Sea M la matriz cuyas columnas son los vectores dados. M es una matriz m por n. Las 
columnas son linealmente dependientes si y sólo si existe un vector de dimensión n 
(diferente del vector nulo) tal que: M.x=0; esto es: 
 
  M.x=x1.M<1> + x2.M<2> + ... + xn.M<n> = 0 
 
(Nótese que M<j> es la j-ésima columna de M). 
 
En caso contrario; si sólo existe el vector nulo, los vectores son linealmente independientes. 
 
Recordemos que M.x=0 tendrá una solución no-trivial (por no-trivial entendemos que algún 
coeficiente de ésta es diferente de cero) si y sólo si, por lo menos una de las variables o 
incógnitas es libre; esto es, una de las variables puede tomar cualquier valor. 
 
Además, la ecuación matricial M.x=0 da lugar a un sistema de ecuaciones lineales 
homogéneo. Sabemos que éste siempre tendrá, por lo menos, una solución (la trivial). Si éste 
tiene más de una solución, entonces posee un infinito número de soluciones. 
 
El proceso para saber si unos vectores son linealmente dependientes o independientes es el 
siguiente: 
 
Poner los vectores en columnas y formar la matriz M. 
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Hallar la solución del sistema M.x=0, mediante la función "rref". 
 
Si la solución es la trivial, los vectores son linealmente independientes. En caso contrario, si el 
sistema tiene solución diferente de la trivial, los vectores son linealmente dependientes. 
 
No obstante esto,  el uso de determinantes proporciona un método de sencillo para 
comprobar cuando n vectores de Rm son linealmente dependientes o independientes.  
 


El caso en que n>m 
 
Teorema: Si n>m, cualquier conjunto de n vectores de Rm son linealmente 
dependientes. 
 
Fijémonos que, en este caso, hay más columnas que filas. Esto significa que en la matriz 
reducida por filas (rref), por lo menos, una columna corresponderá a una variable libre. Y, por 
tanto, existe una solución diferente de cero para la ecuación matricial M.x = 0. 
 
Ejemplo: Supongamos que tenemos 4 vectores de R3 y queremos saber si éstos son 
linealmente dependientes o independientes. 
 
Buscaremos la solución a la ecuación M.x = 0. 
 
Los vectores son: 
 


u


1


2−


3












:=  


v


0


1


4












:=  


w


2


6−


1−














:=  


j


2


6−


5












:=  


1


2−


3


0


1


4


2


6−


1−


2


6−


5














.


x


y


z


t














0


0


0












 


rref


1


2−


3


0


1


4


2


6−


1−


2


6−


5


0


0


0


























1


0


0


0


1


0


0


0


1


12−


12


7


0


0


0














=


 
 
Por tanto, las soluciones a este sistema de ecuaciones son: 
 
x = -12t 
y = 12t 
z = 7t 
 
El sistema tiene infinitas soluciones, por tanto, los vectores son linealmente dependientes, tal 
y como se afirma en el teorema. 
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Observación: En la función anterior (rref) hemos utilizado la matriz ampliada del sistema. 
Como la matriz de los coeficientes está ampliada con una columna formada toda por ceros, 
las operaciones de las filas no cambiarán. Por tanto, aquí podríamos haber utilizado 
perfectamente la matriz de los coeficientes e interpretar el resultado de manera similar: 
 


rref


1


2−


3


0


1


4


2


6−


1−


2


6−


5


























1


0


0


0


1


0


0


0


1


12−


12


7














=  


 
 
 
 
 


 
 
 


El caso en que n<m 
 
Teorema: M.x=0 tiene como única solución la trivial si y sólo si MT.M.x=0 tiene como única 
solución la trivial. 
 
Obviamente cualquier solución de M.x=0 lo es de MT.M.x=0; esto es, sus conjuntos de 
soluciones coinciden. Si la trivial es la única solución  para una ecuación, ésta debe ser la 
única solución para la otra. 
 
Según el teorema anterior, que M.x=0 tenga solución es equivalente a decir que MT.M.x=0 
también tenga solución. Por lo tanto, es equivalente a que existe la inversa de MT.M 
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(fijémonos que MT.M es una matriz cuadrada n por n). Por tanto, equivalente a que MT.M  
es diferente de cero; esto es, no se anula el determinante de MT.M 
 
Conclusión: Sean M<1>, M<2>, ..., M<n> n vectores de Rm con n<m.  
Entonces M<1>, M<2>, ... , M<n> son linealmente independientes si y sólo si MT.M  es 
diferente de cero. 
 
Ejemplo: Sean los vectores de R5: 
 


m1


2


0


2−


1


3

















:=  


m2


0


2


1


0


2






















:=  


m3


1−


2


1−


1


0

















:=  


M


2


0


2−


1


3


0


2


1


0


2


1−


2


1−


1


0




















:=


 
 


MT M⋅ 875=  
 
Por tanto, los vectores anteriores son linealmente independientes. 
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El caso en que n=m 
 
En este caso, M es una matriz cuadrada y el sistema homogéneo M.x=0 tendrá una única 
solución trivial (y los vectores serán linealmente independientes) si es compatible 
determinado. Por tanto, si existe la inversa de la matriz M, esto es equivalente a que el 
determinante de la matriz M sea diferente de cero.  
 
Conclusión: Los vectores son linealmente independientes si y sólo si el determinante 
de M es diferente de cero. 
 
Ejemplo: Sean los vectores de R4: 
 


v1


1


2


0


1−














:=  


v2


2


1−


0


3














:=  
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v3


1−


3


2−


2














:=  


v4


4


3


0


7














:=  


M


1


2


0


1−


2


1−


0


3


1−


3


2−


2


4


3


0


7














:=


 
 
Comprobemos que los resultados obtenidos utilizando el comando de la barra de 
herramientas Matrix y los obtenidos mediante la barra Symbolic coinciden:  
 


M 60=  
(Utilizando el comando de Matrix) 
 


M 60→  
(Utilizando el comando de Symbolics) 
 
Por tanto, los vectores anteriores son linealmente independientes. 
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RECAPITULANDO: 
 
Sean M<1>, M<2>, ..., M<n> n vectores de Rm. 
 
Si n>m, entonces cualquier conjunto de n vectores de Rm son linealmente dependientes. 
 
Si n<m, entonces M<1>, M<2>, ... , M<n> son linealmente independientes si y sólo si MT.M  
es diferente de cero. 
 
Si n=m, entonces M<1>, M<2>, ... , M<n> son linealmente independientes si y sólo si M  es 
diferente de cero. 


 
 
 


Determinantes y áreas y volúmenes [W6] 
 
 


La definición de un determinante que se ha visto hasta ahora es puramente algebraica, sin 
embargo existe una concreta interpretación geométrica. 
 


Definiciones [1] 
 
Un sólido en Rm con las caras opuestas paralelas, cuyos lados adyacentes están definidos 
por vectores de un conjunto linealmente independiente {x1, x2, ..., xn} se llama 
paralelepípedo n-dimensional. 
 
Como se representa en la figura siguiente, un paralelepípedo bidimensional es un 
paralelogramo y un paralelepípedo tridimensional es un cubo rectangular torcido. 
 
 


 
 


 
Área de un paralelogramo [3] 


 
Consideremos el paralelogramo siguiente cuyos lados son los vectores (a, b) y (c, d): 
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Geométricamente es fácilmente visible que el área del paralelogramo es igual a la longitud de 
la línea L por la longitud de la línea que va desde (0, 0) hasta (a, b). La longitud de L es sin ϕ 
por la longitud de la línea que va desde (0, 0) hasta (c, d). 
 
Según esto, el área del paralelogramo es igual a: 
 


ϕ⋅+⋅+= sindcbaA 2222  
 
Sin embargo y, según lo visto anteriormente, el área del paralelogramo se puede calcular 
como el valor absoluto del determinante cuyas filas son los lados de éste; es decir: 
 
 


dc
ba


A =  


 
 


Ejemplos: 
 
• El área del paralelogramo determinado por los vectores (4, 0) y (7, 5) son 20 unidades 


cuadradas. 
 


A
4


7


0


5








:=
 


 
A 20→   


 
• El área del paralelogramo determinado por los vectores (5, 3) y (7, -2) son 31 unidades 


cuadradas. 
 


A
5


7


3


2−








:=  


 
A 31−→   


 
• El área del paralelogramo determinado por los vectores (1, 7) y (3, 2) son 19 unidades 


cuadradas. 
 


A
1


3


7


2








:=  


 
A 19−→  
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Área de un triángulo [3] 
 
Sea el triángulo siguiente del cual se conocen las coordenadas de sus tres vértices: 
 
 


 
El área de dicho triángulo es igual a: 
 
 


1yx
1yx
1yx


2
1A


33


22


11


T ⋅=  


 
 


(Observación: Fijémonos que el triángulo es la mitad del paralelogramo) 
Ejemplos: 
 
• El área del triángulo de vértices P=(2, 3), Q=(-4, 7) y R=(1, 0) son 11 unidades 


cuadradas. 
 


A


2


4−


1


3


7


0


1


1


1












:=  


 
A 22→  


 
Área = 11 unidades cuadradas 


 
• El área del triángulo de vértices P=(-12, 3), Q=(5, 7) y R=(0, 2) son 32,5 unidades 


cuadradas. 
 


A


12−


5


0


3


7


2


1


1


1












:=  


 
A 65−→  


 
Área = 32,5 unidades cuadradas 


 
 
 


Volumen de un paralelepípedo [3] 
 


Cuando la matriz A ∈ Rmxn tiene las columnas linealmente independientes, el volumen 
del paralelepípedo n-dimensional generado por las columnas de la matriz A es  
 


Vn = [det (At·A)]1/2 
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donde At es la traspuesta de la matriz A y se lee así: "La raíz cuadrada positiva del 
determinante del producto de la traspuesta por la matriz". 


 
 


En particular, si la matriz A es cuadrada, entonces el volumen es  
 


Vn =  det A( ) 
 


y se lee así: "El valor absoluto del determinante de la matriz A". 
 
 


Volumen de un paralelepípedo tridimensional [3] 
 


En R3 consideremos el paralelepípedo generado por los tres vectores: 
 


u= (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3), w = (w1, w2, w3) 
 


El volumen de dicho paralelepípedo es el valor absoluto del determinante cuyas filas son 
los vectores u, v y w. 


 


321


321


321


www
vvv
uuu


V =  


 
Cabe destacar que no tiene ninguna importancia el hecho de poner los vectores en las filas o 
en columnas ya que se debe hallar el determinante y, por una de las propiedades anteriores 
se ha visto que el determinante de una matriz y el de su traspuesta coinciden. 
 
 


 
Ejemplos: 
 
• si u=(2, 0, 0), v=(0, 3, 0), w =(0, 0, 5); entonces: 
 


V= 3030
500
030
002


== unidades cúbicas. 


 
• si u=(1, 4, 2), v=(3, -2, 2), w=(-2, 5, 0); entonces 
 
 


V


1


3


2−


4


2−


5


2


2


0














:=  


 
V 4−→  
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El volumen serán 4 unidades cúbicas pues se debe tomar el valor absoluto. 


• si u=(1, 3, 5), v=(0, 3, 5), w=(0, 0, 5); entonces 


 


V


1


0


0


3


3


0


5


5


5












:=


 
 


V 15→  
 
El volumen son 15 unidades cúbicas. 
 


Volumen de un paralelepípedo tridimensional a partir de cuatro de sus vértices [3]  
 
Sean los puntos P, Q, R, S que determinan el paralelepípedo siguiente: 


 
 


 
Ampliando el resultado obtenido en el cálculo del área de un triángulo, podemos afirmar que 
el volumen de dicho paralelepípedo es: 
 
 


1sss
1rrr
1qqq
1ppp


V


321


321


321


321


=  


 
Observemos que también se podría haber hecho de la siguiente manera: 
 


A partir de los puntos se hallan los vectores 
>−>−


PQ,PR y 
>−


PS  y se halla su determinante, tal 
como se ha explicado anteriormente. 
 
Ejemplo: 
 
El volumen del paralelepípedo determinado por los puntos siguientes: 
 
P= (0, 0, 0) 
Q= (1, 4, 2) 
R= (3, -2, 2) 
S= (-2, 5, 0) 
 
es 4 unidades cúbicas. 
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V


1


3


2−


0


4


2−


5


0


2


2


0


0


1


1


1


1














:=


 
 


V 4−→  
 
Fijémonos que coincide con el valor del volumen si se halla éste mediante los vectores PQ, 
PR y PS:  
 


V


1


3


2−


4


2−


5


2


2


0














:=  


 
V 4−→  
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
El paquete Microsoft Office se ha convertido en el conjunto de aplicaciones informáticas más popular 
del mundo. En todas las versiones se incluyen, entre otras muchas aplicaciones, una base de datos, 
un programa de presentaciones, un gestionador de correo electrónico, un procesador de textos 
(WORD) y una hoja de cálculo (EXCEL). 
 
Una hoja de cálculo es un programa orientado a facilitar la elaboración y presentación de facturas, 
presupuestos y otros documentos en los que haya que hacer operaciones matemáticas sobre un 
conjunto de datos. 
 
Los cálculos, como ya se sabe, se realizan mediante fórmulas. En Excel se trata de expresiones 
precedidas por el signo =, con números o referencias de celda relacionados mediante operadores 
matemáticos. 
 
Pero, muchas veces, introducir una fórmula entera puede ser una tarea muy laboriosa. Por ejemplo, si 
se quiere calcular el promedio de los contenidos de cuarenta celdas, el teclearlo todo puede resultar 
agotador, aparte de que es muy fácil cometer errores al escribir los operandos. 
 
Excel facilita las cosas mediante el uso de funciones. Además, el programa, automáticamente, 
volverá a calcular las fórmulas cuando los valores dependan de celdas que se hayan variado. 
 
En este math-block se muestra, por un lado, cómo se puede personalizar el procesador de textos 
Word para editar ecuaciones y expresiones matemáticas y, por otro, cómo es posible usar la hoja de 
cálculo Excel para realizar ciertos tipos de operaciones numéricas con matrices: suma y resta de 
matrices, multiplicar un escalar por una matriz, multiplicar dos matrices, hallar la matriz transpuesta, 
hallar la matriz inversa y calcular el determinante de una matriz. Por último, se explica cómo resolver 
sistemas de ecuaciones lineales (incluso para sistemas con centenares de incógnitas y ecuaciones) 
utilizando la macro Solver de Excel. 


 
 
OBJETIVOS       ________________________ 
 
• Introducir al lector en el entorno de desarrollo del editor de ecuaciones de Word. 
 
• Explicar el funcionamiento de la  hoja de cálculo Excel para realizar ciertos tipos de operaciones 


numéricas con matrices. 
 
• Mostrar algunas características avanzadas de Excel (macro Solver) para resolver sistemas de 


ecuaciones lineales. 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Es conveniente tener conocimientos prácticos, a nivel de usuario, de informática del entorno Windows 
y de sus principales aplicaciones así como de los programas Word y Excel. 
 
Asimismo es recomendable completar la lectura de este math-block con los titulados: 
 
• Math-block_Álgebra de matrices 
• Math-block_Determinantes  
• Math-block_Matriz inversa 
• Math-block_Discusión de sistemas de ecuaciones lineales 
• Math-block_Resolución de sistemas de ecuaciones lineales 
 







 Edición de ecs. con Word y Álgebra lineal con Excel 


Proyecto e-Math          3 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


Instalación del editor de ecuaciones de Word en Office 97. 
 
 


1. Introducir el CD-Rom de Office 97 en la unidad lectora. En caso de que no se “auto-
arranque”, uno mismo puede iniciar la instalación pulsando sobre el icono de 
instalación: 


 
 


 
2. Aceptando las condiciones que el asistente proponga por defecto (e introduciendo el CD-Key que 


aparece en la caja del CD en caso de que aún no estuviera instalado el Office), se llega a la 
siguiente pantalla: 


 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


3. Se debe elegir la opción “Personalizada”, con lo cual se pasa a: 
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4. En la pantalla anterior, se debe seleccionar la opción “Herramientas de Office”, y pulsar sobre el 
botón de “Modificar opción”. Aparecerá la pantalla: 


 
 


 
 
 


5. Ya sólo queda seleccionar la opción “Editor de ecuaciones”, y seguir con el proceso de instalación 
según vaya indicando el asistente. 
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Editor de ecuaciones de Word 


 
En ocasiones puede resultar imprescindible usar el editor de ecuaciones. Aquí va un consejo para 
escribir subíndices, superíndices, y ecuaciones con Word:  


 
Personalizar la barra de herramientas:   


 
Desplegar Herramientas y hacer clic en Personalizar: 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


En la ventana de la izquierda seleccionar Formato: 
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Aparecerán una serie de iconos a la derecha de esta ventana, los cuales se pueden 
“arrastrar” con el ratón hasta la barra de herramientas. Hay que hacerlo con los dos iconos 
que contienen los símbolos 'x2' y 'x2'. Quedará algo así: 


 
 


 
 


Seleccionar Insertar y “arrastrar” a la barra de herramientas un icono que contiene la letra 
griega omega y otro con la letra alfa dentro de una raíz: 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 


 
A partir de ahora, cada vez que se quiera escribir subíndices o superíndices, e insertar 
símbolos o ecuaciones, sólo es necesario hacer clic sobre el icono respectivo.  
 
 
Veamos un ejemplo de cómo insertar una fórmula usando el editor de ecuaciones de 
Word: 


 
Si se ha logrado personalizar la barra de herramientas (según lo indicado en los pasos 
anteriores), pulsar el botón      . En caso contrario, seleccionar Insertar > Objeto > Editor 
de ecuaciones :  
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En ambos casos, aparecerá la siguiente barra con menús desplegables:  
 


 
 


Supongamos que queremos escribir una matriz 3x3: 
 


Colocando el puntero sobre el menú de los paréntesis (el de la parte inferior izquierda), se 
abrirá el siguiente cuadro: 


 


  
 


Pulsamos sobre los corchetes cerrados de la forma  [ ]. A continuación vamos al menú de 
las matrices (en la parte inferior derecha), y al pulsar sobre él obtendremos el cuadro: 
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Seleccionamos el correspondiente a la matriz 3x3, y quedará: 
 


 
 
 


Ahora sólo resta ir rellenando los “espacios en blanco” con los números correspondientes. 
Una vez hecho esto, bastará con pulsar en cualquier lugar fuera del cuadro de la matriz 
para insertarla en el documento WORD.  


 
De forma análoga es posible construir cualquier tipo de expresiones matemáticas  


 
 
 
 


 
Álgebra lineal con Excel 


 
 


Suma o resta de dos matrices 
 
 
Supongamos que queremos sumar las matrices: 


 
























−
−


−
=


6824
320
125


A         y       






















−
−−


−
=


4500
156
4780


B  


 
Introducimos los componentes de ambas matrices en dos rangos (no es necesario incluir los bordes 
que aparecen el la figura inferior): 
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Ahora definimos la primera componente de la nueva matriz como la suma de las primeras 
componentes de las matrices anteriores: 


 


 
 


Tras aceptar, colocamos el puntero del ratón en el extremo inferior derecho de la nueva primera 
componente (el –5 en este caso), de forma que se transforme en una crucecilla. Sin soltar el botón 
izquierdo del ratón, “arrastramos” la crucecilla hasta el final de la fila: 
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A continuación, haremos la misma operación de “arrastrar” (ahora hacia abajo) a fin de completar las 
filas que falten. El resultado que obtendremos será: 


 


 
 


Una de las grandes ventajas de usar el Excel para este tipo de cálculos es que si ahora cambiamos 
cualquier componente de las matrices A o B, la matriz C = A + B se actualizará de forma automática. 
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La resta de matrices se realiza de forma análoga, restando los componentes en lugar de sumarlos. 
 


Producto escalar por una matriz 
 


Supongamos que pretendemos hallar el producto del escalar λ = -3 por la matriz A anterior. En primer 
lugar, introduciremos en una hoja de cálculo la matriz y el escalar: 


 


 
Ahora definimos la primera componente de la nueva matriz como el producto entre el escalar y la 
componente asociada de la matriz A. Notar que usamos el símbolo $ para fijar la posición del escalar: 
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Tras aceptar la fórmula, ya sólo queda repetir el proceso anterior de “arrastrar” la crucecilla a derecha 
y abajo para obtener la matriz deseada: 


 


 
 
De nuevo, si cambiásemos cualquier componente de la matriz A o si variásemos el parámetro, la 
matriz C = λ * A  se actualizaría de forma automática. 
 
 


Producto de dos matrices 
 


Supongamos que deseamos hacer el producto entre las matrices 






















−
−


−
=


6824
320
125


A  y 




















−−


−
=


758
26


41
D . 


 
Introducimos ambas matrices en Excel (recordar que para multiplicar dos matrices, el número de 
columnas de la primera ha de ser igual al número de filas de la segunda): 
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Ahora usaremos la función MMULT: 
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Deberemos pulsar la combinación de teclas Control + Mayúsculas + Enter para aceptar el menú 
anterior. Así, obtendremos la siguiente matriz: 


 


 
 


Transpuesta de una matriz 
 
 
Supongamos que deseamos hallar la matriz transpuesta de la matriz A anterior. 
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Para ello, introducimos los componentes de dicha matriz en una hoja de Excel, seleccionamos el 
rango de celdas que ocupan dichas componentes, y lo copiamos con el botón correspondiente: 


 


 
 
Lo siguiente será seleccionar una celda que esté libre, por ejemplo, la B8. 


 
Ahora elegimos la opción pegado especial, del menú Edición: 


 
 


 
   Y marcamos la opción transponer: 
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El resultado será: 
 


 
 


Inversa de una matriz 
 
 
Si ahora quisiéramos hallar la inversa de la matriz anterior, bastaría con seleccionar un rango que 
esté libre: 
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Introducimos la fórmula MINVERSA. Recordemos que, para aceptarla, deberemos usar la 
combinación de teclas Control + Mayúsculas + Enter. 


 


 
 
El resultado será: 
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Determinante de una matriz 
 
Supongamos que pretendemos hallar el determinante de la matriz anterior. Introducimos sus 
componentes en una hoja de cálculo, seleccionamos una celda vacía, y hacemos uso de la función 
MDETERM: 
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El resultado final será: 


 


 
 
 
 


Resolución de sistemas de ecuaciones lineales con Excel 
 
 


Supongamos que queremos resolver el siguiente sistema de 4 ecuaciones y 4 incógnitas: 
 














=−−+
=−+−


−=++−
=−++


03
6923


12742
323


tzyx
tzyx


tzyx
tzyx


 


 
Preparamos una hoja de cálculo como se muestra a continuación, definiendo una celda para cada 
una de las ecuaciones (en el ejemplo, la celda E7 = C7 + C8 + 3*C9 – 2*C10 está asociada a la 
primera de las ecuaciones): 
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El siguiente paso consistirá en llamar a la macro Solver:  


 


 
 
En la ventana de parámetros, se debe indicar la celda objetivo (en este caso $E$7), el valor que ésta 
debe alcanzar (3), y las celdas a cambiar para conseguirlo ($C$7:$C$10): 
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Ahora deberemos añadir las restricciones de igualdad restantes usando la opción Agregar: 


 


 
 
En una fracción de segundo, el programa nos dirá si ha hallado o no una solución del sistema. En 
caso afirmativo, simplemente deberemos pulsar sobre Aceptar: 


 


 
 
Observamos los valores de las variables X, Y, Z, y T que son solución del sistema: 
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A partir del método anteriormente descrito, es posible determinar si un sistema es o no compatible, y 
en caso afirmativo hallar una solución del mismo. Sin embargo, cuando se está ante un sistema 
compatible indeterminado (con infinitas soluciones), el programa sólo proporcionará una de ellas, y no 
indicará la existencia de las restantes soluciones. 
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ENLACES     ___________________________________ 
 


 
[W1] http://cueyatl.uam.mx/~amorales/matrices/ 


 
Este libro "Introducción al Algebra Lineal y de Matrices", está dirigido a los que estudian y/o 
trabajan en las áreas de Administración, Economía, y Política y Gestión Social. Su objetivo es 
explicar las partes esenciales del Algebra Lineal, de manera clara, comprensiva y precisa, 
abordando la solución de problemas aplicados, y el uso del ordenador.  
 


[W2] http://www.ejerciciosdematematicas.hpg.ig.com.br/index1.html 
 
Página web donde aparecen un gran número de ejercicios de matemáticas resueltos (en 
concreto de álgebra lineal) y herramientas para su desarrollo.  
 


[W3] http://www.elosiodelosantos.com/sergiman/index.htm 
 


Página web de Sergio Manuel De Los Santos con más de 12.000 ejercicios resueltos de 
matemáticas en tablas de Excel. 
 


[W4] http://www.aulafacil.org/CursoExcelLargo/temario.htm 
 
Página web que ofrece un curso gratuito de Excel. Excel es la aplicación de hoja de cálculo 
más utilizado en el mundo, sirve principalmente, para administrar datos, y organizar 
resultados estadística y matemáticamente. 
 


[W5] http://www.aulafacil.org/CursoWordLargo/temario.htm 
 
Página web que ofrece un curso gratuito de Word. Microsoft Word es el programa más 
popular para la elaboración, corrección y edición de todo tipo de documentos y textos. Muy útil 
para presentar trabajos académicos. 
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MATRIZ INVERSA 
 


Autores:   Cristina Steegmann Pascual (csteegmann@uoc.edu), Juan Alberto Rodríguez Velázquez 


(jrodriguezvel@uoc.edu). 


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
Es de todos sabido que nuestra vida diaria contemporánea requiere de una cantidad de 
conocimientos matemáticos cada vez más importantes, sin los cuales carece, virtualmente, de 
significado. 


 
En los bloques anteriores se ha visto que la teoría de matrices permite el manejo de gran cantidad de 
datos y es esencial, no sólo para su uso en diferentes modelos matemáticos sino también para 
diversos métodos estadísticos. [W1] 


 


MATRIZ 
INVERSA 


    Definición    Propiedades 


    Cálculo Aplicaciones 


Método de  
Gauss 


  Con Mathcad 


         Por 
determinantes  
    y adjuntos 


Resolución 
de 


ecuaciones 
matriciales Resolución 


de sistemas 
de 


ecuaciones 
lineales 



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2
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El objeto de este e-bloque es el desarrollo y estudio de un tema básico de álgebra lineal como es el 
cálculo de la matriz inversa y algunas aplicaciones de ésta a modelos matemáticos. 


 
En éste se intenta, sin perder rigurosidad matemática, clarificar algunos conceptos para hacerlos 
accesibles a un público no matemático. Sin embargo, y dada la amplia magnitud del tema a abarcar, 
con este bloque no se pretende acabar con el tema sino sentar las bases y fundamentos del mismo e 
incentivar su estudio, profundización y aplicación posterior. 


 
El cálculo de la matriz inversa no es un proceso sencillo. Primeramente se aborda desde el punto de 
vista del método de Gauss y, después por determinantes y adjuntos; posteriormente, se hace uso del 
software Mathcad para su cálculo y, por último, se muestran diversas aplicaciones de ésta. 


 
Del mismo modo, las aplicaciones que se presentan son ejemplos dentro de un campo muy amplio. 
Incluso los ejemplos mostrados no finalizan en lo escrito en este bloque, sino que es una introducción 
al mismo, con el objeto de ilustrar el uso de matrices en problemas no matemáticos, por una parte y 
hacer accesible los modelos y sus diversas derivaciones, por otra. 


 
 
OBJETIVOS       ________________________ 
 
• Aprender a averiguar cuándo existe la matriz inversa de una matriz dada. 
• Aprender a calcular, si existe, la matriz inversa de una matriz. 
• Conocer las propiedades de la matriz inversa. 
• Conocer algunas aplicaciones de la matriz inversa.  
• Introducirse en el uso del Mathcad para trabajar con la matriz inversa. 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Es recomendable haber leído, previamente, los math-blocks sobre álgebra de matrices y 
determinantes, así como los introductorios a Mathcad. 
 


 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


Definición de matriz inversa [1] 
 
Se dice que una matriz cuadrada A es inversible, si existe una matriz B con la propiedad de que  
 


A·B = B·A = I  
 


siendo I la matriz identidad.  
 
Denominamos a la matriz B la inversa de A y la denotamos por A-1. 
 
Una matriz se dice que es inversible o regular si posee inversa. En caso contrario, se dice que es 
singular. 


 
Ejemplo: 


 


Supongamos 







=


31
52


A  y 







−


−
=


21
53


B  Entonces: 
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I
10
01


6533
101056


21
53


31
52


B.A =







=







+−−
+−−


=







−


−
⋅







=  


I
10
01


6522
151556


31
52


21
53


A.B =







=







+−+−


−−
=







⋅







−


−
=  


 
Puesto que AB = BA = I, A y B son inversibles, siendo cada una la inversa de la otra. 
 
 


Condición de inversibilidad [W3] 
 
El problema de encontrar elementos inversos para el producto de matrices tiene como primer 
inconveniente que, para empezar, no siempre dadas dos matrices A y B, que podamos hacer el 
producto A·B significa que podamos hacer el producto B·A  


 
Además, que dos matrices sean inversas una de la otra significa, en particular, que el producto ha de 
dar como resultado la matriz identidad. Si recordamos la definición, la matriz identidad es aquélla 
cuyos elementos son nulos salvo los de la diagonal, que son 1, y, además, esto es importante, dicha 
matriz es cuadrada. El hecho de que la matriz identidad sea cuadrada nos va a restringir mucho el 
conjunto de matrices para las que podremos hablar de inversión.  
 
Vamos a ver qué primera condición han de cumplir dos matrices A y B para que sean la una inversa 
de la otra. Esto, como sabemos, significa que A·B = B·A = I, donde I denota a la matriz identidad. Las 
matrices serán, en principio, A de orden mxn y B de orden pxq. 


 
Sin embargo, por definición del producto de matrices, se debe cumplir que n=p para poder hacer la 
multiplicación A·B. Sabemos, además, que esta matriz será de orden mxq. Pero también tenemos 
que poder hacer el producto B·A, lo que implica que debe ser m=q. Así pues, la matriz A será de 
orden mxn, y la matriz B será de orden nxm. El producto A·B será de orden mxm, y el producto B·A 
será de orden nxn. Además, ambos productos han de dar como resultado la matriz identidad, y ésta 
es cuadrada, lo que obliga a que m=n, es decir, a que para poder hablar de inversión de una matriz, 
la matriz ha de ser cuadrada. Sin embargo, es una condición necesaria pero no suficiente; esto es, 
no toda matriz que sea cuadrada tiene matriz inversa. No es la única condición que se exige a la 
matriz.  


 
 
  


Cálculo de determinantes  
 
 


Método de Gauss [W2] 


 
 


Veamos un método que a priori no nos garantiza que la matriz en cuestión sea inversible, sin 
embargo, en caso de que se pueda aplicar, nos dará la inversa sin hacer operaciones demasiado 
complicadas. Si la matriz no se puede invertir, llegaremos a una situación que nos lo indicará.  


 
El cálculo de la matriz inversa por el método de Gauss supone transformar una matriz en otra, 
equivalente por filas. La demostración rigurosa del procedimiento que a continuación se describe se 
sale del propósito del presente bloque, aquí se limita a su exposición y comprobación de que 
efectivamente se obtiene la matriz inversa. 


 
En esencia, el método consiste, para una matriz cuadrada de orden n, en: 


 
1. Formar una matriz de orden nx2n tal que las primeras columnas sean las de la matriz A y las 


otras n las de la matriz identidad de orden n. 
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2. Mediante las transformaciones elementales de las filas de una matriz, convertir la matriz anterior 
en otra que tenga en las n primeras columnas la matriz identidad y en las n últimas otra matriz 
que prescisamente será A-1. 


 
El método consiste, pues, en colocar juntas la matriz a invertir, y la matriz identidad. 
 


( ) ( )1Gauss AIIA − →  
 
Por medio de transformaciones elementales, vamos modificando nuestra matriz hasta obtener la 
matriz identidad. Cada paso que apliquemos a la matriz se lo aplicaremos a la matriz identidad. 
Cuando hayamos obtenido la matriz identidad, la de la derecha será la inversa. Si no podemos llegar 
a la matriz identidad (por ejemplo, sale alguna fila de ceros), significa que la matriz no será inversible. 
Vamos a ver dos ejemplos, uno en el que se puede obtener la inversa y otro en el que la matriz no es 
inversible. Ojo a lo siguiente, pues es muy importante: hemos de decidir si haremos nuestras 
transformaciones elementales por filas o por columnas, pues la forma que elijamos debe mantenerse 
a lo largo de todo el proceso de inversión de la matriz.  


 
Las transformaciones elementales son las siguientes: substituir una fila o columna de la matriz por 
ella misma multiplicada (o dividida) por un número, substituir una fila o columna de la matriz por una 
combinación lineal de filas o columnas de la matriz (si es fila, filas, y si es columna, columnas), e 
intercambiar filas o columnas.  


 
Por simplicidad en la notación, c indicará columna (ej., 1ª c es 1ª columna) y f indicará fila (ej., 3ª f es 
3ª fila).  


 
 
Ejemplo 1:  
 
Ver si es inversible o no y calcular (si se puede) la inversa de la siguiente matriz.  


 
























010
234
432


 


 
Planteamos, como hemos dicho, las dos matrices:  


 
























100010
010234
001432


 


 
En primer lugar, por simplicidad en las operaciones, vamos a intercambiar las filas 2 y 3:  


 
























010234
100010
001432


 


 
Hacemos 3ª f  = 3ª f - 2·1ª f (y dejamos el resto igual): 


 
























−−− 012630
100010
001432


  


 
Ahora 3ª f = 3ª f + 4·2ª f (estos dos pasos se podrían haber resumido en una sola operación, 3ª f = 3ª 
f-2·1ª f + 3.2ª f, no se ha hecho por claridad al ser el primer paso):  
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−− 312600
100010
001432


 


 
Ahora hacemos 1ª f = (1ª f)/2 y 3ª f = (3ª f)/(-6): 


 
























−− 2
1


6
1


3
1


2
1


3
1


100
100010
0021


  


 
Y, por último, hacemos la operación 1ª f = 1ª f - (3/2)· 2ª f - 2.3ª f: 


 
























−−


−−


2
1


6
1


3
1


2
1


3
1


6
1


100
100010


001
  


 
Con lo que la inversa es:  


 
























−−


−−


2
1


6
1


3
1


2
1


3
1


6
1


100  


 
Comprobémoslo: 
 






















=
























−−


−−
⋅
























100
010
001


100
010
234
432


2
1


6
1


3
1


2
1


3
1


6
1


 


 






















=






















⋅
























−−


−−


100
010
001


010
234
432


100


2
1


6
1


3
1


2
1


3
1


6
1


 


 
 
Ejemplo 2:  
 
Ver si es inversible y calcular (si es posible) la inversa de la matriz:  


 
























−
−


123
312
231


 


 
De nuevo, planteamos las dos matrices:  


 
























−
−


100123
010312
001231


 


 
Hacemos 2ª f = 2ª f + 2.1ª f, 3ª f = 3ª f -3·1ª f:  
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−−− 103770
012770
001231


 


 
Y ahora hacemos 3ª f = 3ª f + 2ª f: 


 
























− 111000
012770
001231


  


 
Por mucho que queramos, al habernos aparecido una fila de ceros, ya no podremos obtener la matriz 
identidad. En cuanto nos sale una fila, o más (o columna/s, si es que trabajamos por columnas) de 
ceros, lo que nos está diciendo es que la matriz no es inversible.  
 
 


Por adjuntos y determinantes [W5] 
 
 


En este apartado se va a mostrar una forma, alternativa a la anterior, de determinar cuándo una 
matriz cuadrada tiene inversa así como a calcularla. 
 
La matriz: 


























=


nn2n1n


n22221


n11211


aaa


aaa
aaa


A  


 
es inversible si y sólo si su determinante es diferente de cero ( 0A ≠ ) y la forma de calcularla es la 
siguiente: 
 


A
)A(A


Td
1 =−  


 
donde Ad es la matriz de adjuntos de A y (Ad)T, su traspuesta. 
 
La restricción de que el determinante de la matriz debe ser diferente de cero para la existencia de la 
matriz inversa es debido a la imposibilidad de dividir por cero. Dicha condición, a diferencia de la de 
inversibilidad, sí que es necesaria y suficiente; esto es, podemos afirmar que toda matriz cuyo 
determinante sea diferente de cero tiene inversa. 
 
 
Ejemplo 1: 
 
Sea la matriz: 
 
























−−


−
=


210
052
231


A  


 
1. Cálculo del valor de su determinante: 
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02612410
210


052
231


A ≠−=−−−=
−−


−
=   


 
Al ser el determinante diferente de cero sabemos, pues, que la matriz tendrá inversa.  


 
2. Cálculo de la matriz de adjuntos (Ad) 
 


Los cofactores de los nueve elementos de A son: 
 


11
52
31


A4
02
21


A10
05
23


A


1
10
31


A2
20


21
A8


21
23


A


2
10


52
A4


20
02


A10
21


05
A


333231


232221


131211


=
−


+==−=−=
−


+=


=
−
−


−=−=
−


+=−=
−−


−
−=


−=
−


+==
−


−=−=
−−


+=


 


 
Por tanto, la matriz de adjuntos es: 
 
























−
−−


−−
=


11410
128
2410


A d  


 
3. Cálculo de la matriz traspuesta de la matriz de adjuntos. 


 
























−
−


−−−
=


1112
424
10810


)A( Td  


 
4. Entonces, aplicando la definición anterior obtenemos la matriz inversa de A: 
 
























−
−


−−−


−
==−


1112
424
10810


·
26
1


A
)A(A


Td
1  


 
5. Y, simplificando: 
 
























−−
−−=−


26
11


26
1


13
1


13
2


13
1


13
2


13
5


13
4


13
5


1A  


 
Ejemplo 2: 
 
Sea la matriz: 
 






















=


101
264
132


A  


 
Al calcular el determinante se comprueba que éste es igual a cero, por lo que se puede afirmar que 
dicha matriz no posee inversa. 
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0126612
101
264
132


A =−−+==  


 
 
 


Propiedades de la matriz inversa [6]  
 
1. Si B y C son, ambas, inversas de la matriz A, entonces B=C.  
 


Como consecuencia de este importante resultado, podemos afirmar que la inversa de una matriz, 
si existe, es única. Toda matriz inversible tiene exactamente una única matriz inversa. 
 


2. Si A y B son matrices inversibles del mismo tamaño, entonces: 
a) A·B es inversible 
b) (A·B)-1 = B-1·A-1 
 
Ejemplo: 
 
Sean las matrices: 
 










=







=


22
23


B
31
21


A  Entonces, 







=⋅


89
67


BA  


 
Si se aplica el resultado anterior: 
 










−


−
=







−


−
= −−


2
3


11


1
11


B
11
23


A   y  







−


−
=⋅ −


2
7


2
9


1 34
)BA(  


 
También, 
 










−


−
=







−


−
⋅







−


−
=⋅ −−


2
7


2
9


2
3


11 34
11
23


1
11


AB  


 
Por consiguiente, se cumple que (A·B)-1 = B-1·A-1, como se afirma en la propiedad enunciada. 


 
  
3. Si A es una matriz inversible, entonces: 


 
a) A-1 es inversible y (A-1)-1 = A 
b)  An es inverible y (An)-1 = (A-1)n para n = 0, 1, 2, .... 


c)  Para cualquier escalar k diferente de cero, la matriz k·A es inversible y (k·A)-1=
k
1 ·A-1 


 
Ejemplo: 
 
a) Sean A y A-1 como las matrices del ejemplo anterior; es decir, 
 










−


−
=







= −


11
23


A
31
21


A 1  


 
Entonces, 
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=−−


31
21


)A( 11  


 
b) Igualmente: 
 










=























=


4115
3011


31
21


·
31
21


·
31
21


A 3  


 


A-3 = (A-1)3 = 







−


−
=







−


−








−


−








−


−
1115
3041


11
23


·
11
23


·
11
23


 


 
Por tanto, A3 es inversible. 
 


c) Si k=3, entonces k·A= 







=


93
63


A·3  


 


(k·A)-1 = 1


3
1


3
1


3
2


A·
3
1


11
23


·
3
11 −=







−


−
=







−


−
  


Con lo que queda demostrada dicha propiedad. 
 
 


4. Si A es una matriz inversible, entonces su matriz de adjuntos correspondientes AT también es 
inversible y (AT)-1 = (A-1)T 
 
Ejemplo: 
 
Sean las matrices: 
 










−
−


=






 −−
=


13
25


A
12
35


A T  


 
Al aplicar la propiedad anterior, se obtiene: 
 










−
−


=







−−


= −−


53
21


)A(
52


31
A 1T1  


 
Como garantiza la propiedad anterior, estas matrices la satisfacen. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 


Matriz inversa con Mathcad [3] 
 
Veamos a continuación cómo se traduce, en mathcad, la condición que debe cumplir para que una 
matriz sea inversible. Y para ello nos ayudaremos de un ejemplo. 
 
Ejemplo: 
 
Sea la matriz: 
 


A
1


3


2


5








:=  


 
Queremos averiguar si existe la matriz  
 


B
x


z


y


t






 


 
tal que: 


 
1


3


2


5








.
x


z


y


t








1


0


0


1






 


y  
x


z


y


t








1


3


2


5








1


0


0


1






 


 
Entonces, haciendo uso de las funciones de Mathcad, podemos afirmar que: 


 
La matriz A es inversible ⇔  RREF (A) = I 
 
o dicho de otro modo: 


 
Para determinar si la matriz A es inversible y calcular su inversa se debe hallar RREF(A I). Si 
el resultado es (I Q), entonces A es inversible y Q=A-1 
 
Comprobemos estas afirmaciones con el ejemplo anterior: 


 


rref
1


3


2


5


1


0


0


1
















1


0


0


1


5−


3


2


1−








=  


 
Por tanto, la matriz inversa de A es: 


 


A 1− 5−


3


2


1−
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Otra alternativa para calcular matrices inversas, con la ayuda de Mathcad, es hacer uso del comando 
X-1 de la barra de herramientas Matrix. 
 
Veamos el ejemplo. 


 


A
1


3


2


5








:=  


 


A 1− 5−


3


2


1−








=
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Matriz identidad 


Matriz A 
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Y si lo que se desea es calcular la matriz inversa de una matriz compuesta por símbolos, o símbolos y 
números, debemos hacer uso del comando Invert Matrix de la barra de herramientas Symbolic, de 
la siguiente manera: 
 
1. Creamos y escribimos la matriz mediante la barra de herramnientas Matrix. 
2. Con el cursor lo más a la derecha posible, seleccionamos el comando M-1 de la barra Symbolic. 
3. Pulsamos Intro para ver el resultado. 
 


a


c


b


d








1−
d


a d⋅ b c⋅−( )


c−
a d⋅ b c⋅−( )


b−
a d⋅ b c⋅−( )


a
a d⋅ b c⋅−( )
















→  


 


a


0


0


0


a


0


0


0


a














1−


1
a


0


0


0


1
a


0


0


0


1
a






















→  
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Aplicación a la resolución de ecuaciones matriciales [W5] 
 
Una ecuación matricial es aquélla en la que sus coeficientes e incógnitas son matrices.  
 
Para resolverlas es necesario despejar la incógnita, tal como si de una ecuación con números 
reales se tratara. El "problema" aparece cuando la incógnita está multiplicada por otra matriz y, 
como ya es sabido, no es posible "dividir" matrices. En ese caso hay que recurrir a la matriz 
inversa. 
 
Veamos un  ejemplo aclaratorio de ello: 


 
Sea la ecuación matricial siguiente: 
 
2A = A·X + B 
 
donde: 
 










−


=
11
01


A  y 







−
−


=
13
21


B  


 
despejamos y queda: 
 
A·X = 2A -B 
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 −
=







−+−


−+
=







−
−


−







−


=−
11
23


1231
212


13
21


11
01


2BA2  


 
Por tanto: 
 









 −
=


11
23


X·A  


 
Si calculamos la inversa de A y la multiplicamos por la izquierda (cabe recordar que el producto 
de matrices no es conmutativo), a ambos lados de la igualdad, obtenemos la matriz X (puesto que  
A-1·A=I): 
 









 −
= −−


11
23


·AX·A·A 11  


 
Se calcula la matriz inversa de A haciendo uso del programa mathcad (tal como anteriormente se 
ha explicado): 
 
 


 1


1−


0


1








1−
1


1


0


1








=  


 
 


Por tanto, la solución a la ecuación matricial dada es: 
 









 −








=


11
23


·
11
01


X  


 
Esto es: 
 










−
−


=
14
23


X  


 
 


 
 
Aplicación a la resolución de sistemas de ecuaciones lineales [W4, W6] 
 
Para resolver muchos problemas matemáticos es necesario plantear un sistema de ecuaciones 
lineales. Existen diversos métodos para resolverlos (recodemos los conocidos método de 
igualación, substitución e igualación). Pero, si dichos sistemas están formados por gran cantidad 
de ecuaciones e incógnitas, el aplicar los métodos anteriores resulta ser una tarea sumamente 
dificultosa y que, muy probablemente, conducirá a resultados erróneos. 
 
Para solventar este problema, los sistemas de ecuaciones lineales se pueden plantear 
matricialmente y resolverlos haciendo uso de la matriz inversa. 
 
Veamos a continuación un ejemplo de esto: 


 
En un consejo municipal del ayuntamiento de una ciudad se decide comprar 2 impresoras, 5 
ordenadores y 3 escáners. 
 
Para determinar el costo de los artículos se sabe que 1 impresora más 4 ordenadores más 3 
escáners valen 2.600€, 2 impresoras más 5 ordenadores más 4 escáners valen 3.500€ y 1 
impresora más 3 ordendores más 2 escáners valen 2.000€. 
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¿Cuál es el coste total de los artículos? 
 
Para resolver este problema, se determina el coste por unidad de cada uno de los útiles: 
impresora, escáner y ordenador. 
 
De acuerdo a los datos proporcionados, se puede construir el siguiente sistema de ecuaciones: 
 
PI = Precio de una impresora 
PO = Precio de un ordenador 
PE = Precio de un escáner 
 













=++
=++
=++


2000PE·2PO·3PI·1
3500PE·4PO·5PI·2
2600PE·3PO·4PI·1


 


 
Se resuelve este sistema de forma matricial: 
 






















=














































2000
3500
2600


PE
PO
PI


·
231
452
341


 


 
O bien: 
 
A·X = B, donde: 
 






















=






















=






















=


PE
PO
PI


X
2000
3500
2600


B
231
452
341


A  


 
A es la matriz de los coeficientes, B es la matriz de los términos independientes y X es la matriz 
de las incógnitas. 
 
Para ello hay que hallar la inversa de la matriz de coeficientes y multiplicarla por la de términos 
independientes.  
 
Fijémonos que se parte de que A·X=B 
Multiplicamos a la izquierda por A-1 y se tiene A-1·A·X = A-1·B 
Como A-1·A = I, entonces queda que X=A-1·B 
 
Se realiza este cálculo mediante el software Mathcad: 
 


1


2


1


4


5


3


3


4


2














1− 2600


3500


2000














⋅


300


500


100














=  


 
Este resultado nos indica que el PI=300, PO=500 y PE=100.  
 
Por tanto, el precio de una impresora, un ordenador y un escáner es 300€, 500€ y 100€, 
respectivamente. Y el coste total de los artículos a comprar asciende a: 
 


2·300 + 5·500 + 3·100 = 3.400€ 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
Desde los orígenes del hombre, el progreso de las sociedades ha estado vinculado con el 


descubrimiento y aplicación de técnicas que potencien las capacidades humanes, tanto en los 


aspectos físicos como intelectuales. Así, las tecnologías de la información están cambiando los 


trabajos y las vidas de los individuos y, por consiguiente, el sistema educativo debe adaptarse para 


poder cumplir su misión esencial: preparar a la sociedad para el trabajo y para la vida. 


 


El uso del software Mathcad 2001 Professional supone un paso adelante para clarificar y potenciar 


el aprendizaje de conceptos, técnicas e ideas matemáticas de forma que sean de clara utilidad 


práctica, tanto de cara al desarrollo del currículo académico como de cualquier actividad profesional. 


 


En este sentido, el uso adecuado de este programa no sólo facilita la adquisición de conceptos clave 


sino que también fomenta la creatividad dentro del ámbito matemático, facilitando la contextualización 


de las asignaturas cuantitativas y ofreciendo cientos de operadores y funciones incorporadas para 


resolver problemas técnicos, desde los más simples hasta los más complicados. 


 


Este math-block no pretende ser un manual completo del programa sino que su objetivo es iniciar al 


lector en su uso. Contiene una breve introducción al área de trabajo así como las características del 


software y, al final del mismo, aparecen una serie de referencias a otros recursos que permiten 


profundizar en el manejo y conocimiento de este sofisticado programa. 


 
 


 
OBJETIVOS       ________________________ 
 
• Introducir al lector en el entorno de desarrollo de Mathcad. 
 
• Proporcionar una visión general de las características del software. 
 
• Mostrar algunas características avanzadas de éste (menús, barras de herramientas, trabajo por 


regiones, comandos "guardar", "imprimir", "salir" del menú Archivo, quicksheets, ...). 
 
• Describir algunos de los elementos de las expresiones matemáticas de Mathcad, los 


mecanismos a utilizar para crear y modificar expresiones matemáticas y los modos de controlar 
su apariencia. 


 
• Mostrar la manipulación de texto en una región; crear regiones de texto, insertar ecuaciones, 


característica de formato de procesador de texto, ... 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Es conveniente tener conocimientos prácticos, a nivel de usuario, de informática del entorno Windows 
y de sus principales aplicaciones. 
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


¿Qué es Mathcad 2001 Professional? 
 
 
Mathcad 2001 Professional es un software de cálculo, 
extremadamente versátil y potente como lenguaje de 
programación. 
 
Contiene una exhaustiva biblioteca de funciones estadísticas y 
de análisis, una colección de potentes algoritmos para resolución 
problemas así como herramientas de manipulación de matrices. 
 
La principal característica de Mathcad es que resulta tan fácil de 
usar como las conocidas hojas de cálculo que pueden 
encontrarse en el mercado. Y, sin embargo, no es necesario aprender ninguna sintaxis complicada: 
en Mathcad una ecuación aparece tal y como se podría ver en una pizarra o en un libro. 
 
En una hoja de cálculo las ecuaciones aparecen en las celdas de este modo (suponiendo que de 
hecho aparezcan, pues normalmente sólo es posible ver el resultado): 


 
 
 
 
 
En Mathcad sólo se debe clicar sobre los elementos que se deseen escribir y la ecuación tendrá este 
aspecto: 
 


Con Mathcad se puede resolver prácticamente cualquier problema matemático, ya sea de forma 
simbólica o numéricamente. También se puede situar texto a su alrededor para documentar el 
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trabajo, o crear representaciones bidimensionales y tridimensionales. Combinando ecuaciones, texto 
y gráficos en un solo documento, Mathcad facilita el seguimiento de los cálculos más complejos lo 
que permite llevar un control minucioso del trabajo. 
 
 


Requisitos del sistema 
 
 


Mathcad 2001 Professional funciona con cualquier PC compatible que reúna, como mínimo, las 
características siguientes: 


 
Microsoft Windows 95, 98, NT o 2000 
Pentium 133 MHz 
32 MB RAM 
80 MB disco duro 


 
 


Instalación 
 
Antes de comenzar la instalación, es conveniente desactivar cualquier antivirus que se tenga 
instalado, así como salir de cualquier otra aplicación que esté abierta. 
 


Introducir el CD-ROM en la unidad. Aparecerá la siguiente ventana (si no fuese así, se puede 
explorar el CD y hacer doble clic sobre el fichero Index.html): 


 


 
 


Pulsar sobre la primera opción (Install Mathcad 2001 Professional). Se llega a la siguiente 
pantalla: 
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Pulsar sobre Next  y rellenar los campos siguientes (es necesario que se proporcione el Serial 
Number). 


 


 
 
 


Tras leer las condiciones del contrato, se selecciona la opción de aceptar y pulsar sobre Next: 
 


 


Serial Number
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Se selecciona la opción por defecto y se vuelve a pulsar Next: 
 
 


 


 
 


 
 


En las siguientes pantallas, se pulsa sobre Next  y sobre Install : 
 
 


 
 


 
 
 
 


 
Tras unos minutos, se llega a la pantalla de registro. Es posible registrarse en este momento u 
optar por hacerlo en otra ocasión. Si se opta por la última alternativa, pulsar Cancel. Aparecerá 
una nueva pantalla indicando que la instalación ha finalizado con éxito.  Pulsar sobre Finish. 
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A partir de ahora, es posible acceder al programa por la ruta Inicio > Programas > MathSoft Apps > 
Mathcad 2001 Professional, o bien creando un acceso directo en el escritorio: 


 
 


 
 
 
 
 
 
 
 


Ventanas iniciales 
 
 


Al iniciar Mathcad se puede ver una ventana similar a la siguiente, donde aparecerán la paleta 
principal y alguna de las paletas secundarias (las paletas secundarias se pueden activar o desactivar 
usando la paleta principal o el menú View): 
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Usando las paletas se puede insertar fácilmente una gran cantidad de operadores, letras griegas, 
gráficos, etc. 


 
La paleta principal Math contiene las siguientes paletas secundarias: 


 


 
 
 


Calculator (Aritmética): operadores comunes aritméticos. 
 
Graph (Gráfico): diversos tipos de gráficos 2D y 3D. 
 
Vector and Matrix (Matrices y vectores): operadores matriciales y vectoriales. 
 
Evaluation (Evaluación): signos igual a, para evaluación y definición de
expresiones. 
 
Calculus (Cálculo): derivadas, integrales, límites y sumas y productos iterativos. 
 
Boolean (Expresiones booleanas): expresiones booleanas. 
 
Programming (Programación): construcciones de programación. 
 
Greek Symbol (Simbología griega): letras griegas. 
 
Symbolic Keyword (Simbólico): palabras reservadas simbólicas. 


Paletas 
secundarias 


Menu View 


Paleta 
Principal 
(Math) 
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Al iniciar el programa, es posible que aparezcan otras dos ventanas: 
 


 
 


Ventana Typ of the day, que va dando una serie de 
pistas y trucos cada vez que se abre el programa, lo 
que ayuda a conocerlo mejor. Esta opción se puede 
desactivar haciendo clic en la casilla Shows tips on 
startup: 


 
 
 
 
 
 
 
 
 


Ventana Resource Center, donde se pueden 
encontrar numerosos elementos de apoyo y material 
de gran utilidad como las Quicksheets (que se tratan 
más adelante).  


 
 


 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 


El entorno de trabajo 
 
 


A continuación se muestran las partes más importantes del entorno de trabajo de  Mathcad: 


 
La Barra de Menus tiene por defecto nueve submenús que son File, Edit,  View, 
Insert, Format, Math, Symbolics, Window y Help. 


. 
La Barra de Herramientas, la cual puede editarse fácilmente desde el menú View > 
Toolbars, tiene una serie de botones que realizan funciones de modo abreviado. 
Aparte de los botones habituales en aplicaciones Windows (copiar, pegar, imprimir, 
etc.), destacan el botón f(x) -que se usa para insertar funciones de entre un amplio 
catálogo (logaritmos, exponenciales, trigonométricas, etc.)- y el botón "=" -que sirve 
para realizar cálculos representados en la hoja de trabajo-. 
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1.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Trabajando con archivos MCD 
 
 


Para abrir un nuevo fichero, se debe hacer File > New  y escoger la opción Blank 
Worksheet o Normal 


 
Para abrir un fichero ya guardado se escoge File > Open (MathCad Worksheet). 


 
Para guardar un fichero, se elige File > Save  o  Save as..  


 
Para cerrar un worksheet es suficiente con hacer File > Close. 


 
Para salir del programa simplemente hay que hacer File > Exit. 


 
 


Los ficheros que se pueden crear, editar y guardar con Mathcad presentan distintos formatos, 
aunque en la mayoría de los casos se usa los del tipo Mathcad Worksheet con extensión MCD.  


 
Pero también es posible guardar archivos de Mathcad en otros formatos tales como RTF (que 
permite abrir posteriormente el documento en WORD), y HTML (página web).  
 
 


 
 
 
 


Archivos mcd propios y plantillas (Quicksheets) 
 


Un archivo con extensión MCD es el documento característico de Mathcad. En él puede haber texto, 
gráficos, ecuaciones, matrices, etc. Una de las ventajas de los archivos MCD es que son dinámicos, 
de forma que si se modifica alguna expresión, todos los cálculos y gráficos que dependen de ella se 
actualizan de forma automática e inmediata (de forma similar a como ocurre en una hoja de cálculo 
como Excel). 


Barra de 
Menus 


Barra  de


Herramientas 


Hoja de
Trabajo 
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Mathcad incorpora el Centro de Recursos (Resource Center), un libro electrónico con una colección 
exhaustiva de tutoriales, ejemplos e información de referencia. Se puede acceder a éste clicando 
sobre su icono o bien aparecer en su propia ventana con sus propios menús y barra de herramientas. 
 


Dentro del Centro de Recursos cabe destacar las plantillas Quicksheets. Se trata de una serie de 
hojas auxiliares que muestran una amplia gama de problemas matemáticos y tablas de referencia con 
diversos datos y fórmulas matemáticas que se pueden usar en las hojas de trabajo de Mathcad. 
 
Otra consideración importante es que Mathcad es también un editor de texto con las opciones más 
avanzadas -como distintos tipos de letra, tamaños, colores, marcos, etc-. La integración del texto y los 
comandos matemáticos es total con lo que se puede elaborar los documentos en este programa sin 
necesidad de usar otro procesador de texto.  
 
Si, por el contrario, se quiere trasladar los resultados matemáticos y/o gráficos al procesador de 
textos Word tan solo es necesario copiar y pegar. La integración es muy fácil y de gran calidad 
(consultar la sección correspondiente). 
 
 


Cómo introducir texto y fórmulas en mathcad 


 
En Mathcad es posible insertar tanto texto como expresiones matemáticas. Por ello, Mathcad tiene 
dos modos de inserción posible, el modo Text Region y el modo Math Region (ambos accesibles 
desde el menú Insert). Por defecto, el programa siempre comienza a escribir en modo matemáticas. 
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Si se desea escribir directamente en modo texto sólo se debe elegir la opción Insert > Text Region 
(o bien escribir comillas -"-) y, a continuación, el texto que se quiera. Para ver un ejemplo, se abre el 
programa y se escribe la frase “Esto es un ejemplo de texto”. El resultado será como el que se 
muestra en la siguiente pantalla: 


 


 
Veamos ahora un ejemplo de cómo escribir una expresión matemática sencilla: 


 


Escribir 15 – 4/3 
Pulsar la barra espaciadora 


Escribir +8^2 
Pulsar la barra espaciadora 


Escribir –0.8 
Pulsar = 


 
El resultado será el siguiente (observación: Mathcad ya ha calculado el valor de la expresión): 
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Para ver la lista de funciones incorporadas en el programa, se clica sobre Insert > Function, o bien 
se pulsa sobre f(x) en la barra de herramientas. Aparecerán todas las funciones disponibles 
ordenadas alfabéticamente. Y se pulsa dos veces sobre el nombre de la función que se desee 
insertar. 
 
 


Pasar de Word a Mathcad y viceversa 
 
 
De MATHCAD a WORD (o a cualquier procesador de textos) 
 
Para guardar una hoja de trabajo de Mathcad de manera que pueda ser leída por un 
procesador de textos convencional, se debe hacer lo siguiente: 
 
1. Escribir la hoja de trabajo en Mathcad normalmente y guardarla. 
2. Ejecutar el comando Guardar como del menú Archivo. 
3. En el cuadro de diálogo Guardar como escoger "Archivo con formato de texto 


enriquecido.rtf" (es el que aparece con extensión "RTF": "Rich Text Format") de la lista 
desplegable "Guardar como archivos de tipo". 


4. Introducir el nombre del archivo y pulsar sobre el botón Guardar. 
 
Al abrir un archivo RTF con un procesador de textos como Word, aparecen todas las regiones 
una sobre otras alineadas en el borde izquierdo del documento. 
 
Una vez que el procesador cargue el archivo RTF se puede modificar, a conveniencia, el texto 
exportado. Sin embargo, no es posible editar ni las ecuaciones ni los gráficos, ya que 
aparecerán como imágenes incrustadas en el documento de texto. 
 
 
De un procesador de textos (WORD) a MATHCAD 
 
En las hojas de trabajo de Mathcad se pueden insertar y modificar objetos que hayan sido 
creados por otras aplicaciones (como por ejemplo, documentos WORD). 


 
Un objeto puede ser insertado o vinculado en una hoja de trabajo de Mathcad.  
 
Inserción de un objeto en Mathcad. 
 
Método 1: 
 
1. Pulsar en la hoja de trabajo de Mathcad sobre el lugar en donde se desee introducir el 


objeto. 
2. Ejecutar el comando Objeto del menú Insertar para que aparezca el cuadro de diálogo 


Insertar objeto. Por defecto, se habrá seleccionado el botón "Crear nuevo". 
3. Activar la casilla "Crear desde el archivo". 
4. Escribir la ruta de acceso del archivo o pulsar sobre "Examinar" para localizarlo. 
5. Activar la casilla "Vínculo" si se desea insertar el objeto vinculándolo. En caso contrario, el 


objeto será insertado. 
6. Clicar sobre el botón "Aceptar". 


 
Método 2: 
 
Si en otra aplicación se ha creado un objeto pero no se desea llevar a Mathcad todo el 
contenido del archivo en el que está almacenado, puede copiarse el objeto desde una 
aplicación al Portapapeles y, luego, pegarlo directamente en Mathcad. Para ello: 


 
1. Abrir la aplicación fuente que contiene el objeto. 
2. Seleccionar la parte del archivo y copiarlo al Portapapeles mediante el comando Copiar 


del menú Edición. 
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3. Pulsar en la hoja de trabajo de Mathcad sobre el lugar donde se desee colocar el objeto. 
4. Ejecutar el comando Pegar del menú Edición de Mathcad. 
 
Método 3: 
 
Un tercer modo de insertar un objeto en una hoja de Mathcad es arrastrarlo desde la 
aplicación fuente y depositarlo en la hoja de trabajo. Este método es muy similar al de copiar 
y pegar pero no permite la creación de un vínculo a un objeto. 
 
Edición de un objeto: 
 
Para editar un objeto insertado en una hoja de trabajo de Mathcad se hace doble clic sobre 
dicho objeto. Los menús y barras de herramientas de Mathcad se transformarán en los de la 
aplicación origen del objeto, y se situará un borde alrededor del objeto que indica que puede 
ser modificado. 


 
 


Impresión de las hojas de trabajo 
 
 


Las hojas de trabajo de Mathcad pueden ser más anchas que una hoja de papel, ya que es posible 
desplazarse a la derecha tanto como se desee. Sin embargo, a medida que se va desplazando a la 
derecha de la hoja de trabajo se pueden ver unas líneas discontinuas verticales que indican los 
márgenes de las páginas. 


 
Para controlar que una hoja de trabajo de Mathcad ancha se imprima únicamente en el ancho de una 
página estándar, se debe activar la casilla  Print single page with del comando Print Preview del 
menú File. De esta manera no se imprimirá todo aquello situado a la derecha del primer margen 
lateral. 
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Más símbolos matemáticos 
Entre las quicksheets que Mathcad ofrece (recordemos que se hallan en el Centro de Recursos) es 
de gran utilidad, por su contenido matemático,la titulada ExtraMath Symbols. Para insertar en un 
documento uno de los símbolos que en ella aparecen, se debe seleccionar éste con el ratón, cortarlo 
(Edit →→→→ Copy) y, posteriormente, pegarlo (Edit →→→→ Paste) en la hoja de trabajo que se desee. 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
 
Un modelo matemático es una descripción, en lenguaje matemático, de un objeto que existe en un 
universo no-matemático. Estamos familiarizados con las previsiones del tiempo, las cuales se basan 
en un modelo matemático meteorológico; así como con los pronósticos económicos, basados éstos 
en un modelo matemático referente a economía. 


 
La mayoría de las aplicaciones de cálculo (por ejemplo, problemas de máximos y mínimos) implican 
modelos matemáticos. 


 
En términos generales, en todo modelo matemático se puede determinar 3 fases: 


 
• Construcción del modelo. Transformación del objeto no-matemático en lenguaje matemático. 
• Análisis del modelo. Estudio del modelo matemático. 
• Interpretación del análisis matemático. Aplicación de los resultados del estudio matemático al 


objeto inicial no-matemático. 
 


El éxito o fracaso de estos modelos es un reflejo de la precisión con que dicho modelo matemático 
representa al objeto inicial y no de la exactitud con que las matemáticas analizan el modelo. 


 


MODELOS 
MATEMÁTICOS 


    Definición    Propiedades 


 
Modelo 


meteorológico 


Modelo 
de petróleo 


refinado 


 
Modelo de 
Leontief 



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2
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Algunos modelos son buenos para algunas cosas y malos para otras. Por ejemplo, el modelo 
matemático de la mecánica newtoniana puede, hoy en día, usarse para predecir muchos sucesos con 
precisión a pesar de que la teoría de la relatividad de Einstein (otro modelo matemático) nos dice que 
éste es inexacto. 


 
El álgebra lineal nos proporciona muchas herramientas para utilizarlas al analizar los modelos 
matemáticos (ya sean económicos, demográficos, probabilísticos, de ingeniería...). 


 
A continuación se presentan tres modelos matemáticos así como la ayuda que nos proporciona el 
software Mathcad para estudiarlos, analizarlos y solucionarlos. 


 
Éstos son: 


 
• Modelo meteorológico. 
• Modelo de petróleo refinado. 
• Modelo de Leontief. 
 


 


OBJETIVOS            
 
• Conocer los fundamentos matemáticos de los modelos matemáticos. 
 
• Aprender a analizar y solucionar los modelos matemáticos con la ayuda del software mathcad. 
 
• Profundizar en las funciones GIVEN, FIND, LSOLVE, RREF de mathcad. 
 
• Aprender el método iterativo de resolución de sistemas de ecuaciones lineales usando mathcad.  
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS         
 
Es recomendable haber leído, previamente, los math-blocks relativos a: 
 
• Álgebra de matrices. 
 
• Determinantes. 
 
• Matriz inversa. 
 
• Discusión de SEL. 
 
• Resolución de SEL. 
 
• Así como los introductorios a Mathcad. 
 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES Y RESOLUCIÓN PRÁCTICA CON MATHCAD 
 


Modelo meteorológico 
 
Supongamos que en una determinada ciudad tenemos tres estados climáticos posibles: soleado, 
nublado, y lluvioso. 


 
Supongamos, además, que si hoy está el día nublado, entonces la probabilidad de que mañana el día 
esté soleado es de 1/2, la probabilidad de que esté nublado es 1/4, y la probabilidad de que esté 







  Modelos matemáticos 


Proyecto e-Math          3 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


lluvioso es de 1/4. Estos números se conocen como las probabilidades de transición de hoy a 
mañana suponiendo que hoy hemos tenido un día nublado.  
 
De forma similar, es posible considerar otras probabilidades de transición en los casos en que el día 
de hoy haya estado lluvioso o soleado. Podemos, pues, expresar dichas probabilidades en forma 
matricial: 


 
     HOY 
  MAÑANA        soleado nublado lluvioso 
    soleado   3/4    1/2   1/4 
A =    nublado   1/8    1/4   1/2                       
     lluvioso         1/8    1/4   1/4 
 
 


i.e.:  A


3
4


1
8


1
8


1
2


1
4


1
4


1
4


1
2


1
4
























:=  


    
 
Si conociésemos la probabilidad de que hoy se dé cada uno de los tres estados climáticos, sería 
posible usar los datos de esta matriz de transición (la cual contiene probabilidades condicionales) 
para determinar la probabilidad de que mañana se dé cada uno de los estados climatológicos. 
Veamos cómo: 


 
En primer lugar, dado que usaremos notación matricial convencional, deberemos asegurarnos de que 
la variable Array Origin de mathcad (ORIGIN) (se puede acceder a ella siguiendo la ruta Math > 
Options) tiene el valor 1.  


 
Supongamos, p.e., que las probabilidades de cada estado climático para el día de hoy son:  


 
 probabilidad de que hoy esté soleado --> 0 
 probabilidad de que hoy esté nuboso  --> 1/2 
 probabilidad de que hoy esté lluvioso  --> 1/2 
 


Podemos expresar las probabilidades anteriores mediante un vector de nombre p_0: 
 


  p_0


0


1
2


1
2
















:=   , es decir, p_01 0:=  , p_02
1
2


:=  ,  y  p_03
1
2


:=  


 
Fijémonos que, por ser un vector de probabilidades, sus componentes son siempre positivas y suman 
1. 


 
La teoría de la probabilidad nos dice que: 


 
• Probabilidad de que mañana esté soleado = (probabilidad de que hoy esté soleado y mañana 


esté soleado) + (probabilidad de que hoy esté nublado y mañana esté soleado) + (probabilidad de 
que hoy esté lluviosos y mañana esté soleado) 


 
Por su parte, el primero de los sumandos anteriores se puede calcular como: 
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• Probabilidad de que hoy esté soleado y mañana esté soleado = (probabilidad de que hoy esté 
soleado) · (probabilidad de que mañana esté soleado sabiendo que hoy ha estado soleado)  


 
Y análogamente ocurre con los restantes dos sumandos. 


 
Usando notación simbólica, si denotamos por p_1 al vector que contiene las probabilidades de 
estados de mañana, tendremos que: 


 
prob. de que mañana esté soleado -->  p_11 p_01 A1 1,⋅ p_02 A1 2,⋅+ p_03 A1 3,⋅+:=  
prob. de que mañana esté nublado -->  p_12 p_01 A2 1,⋅ p_02 A2 2,⋅+ p_03 A2 3,⋅+:=  
prob. de que mañana esté lluvioso  -->  p_13 p_01 A3 1,⋅ p_02 A3 2,⋅+ p_03 A3 3,⋅+:=  
 


 i.e.,   p_11
3
8


=  p_12
3
8


=    p_13
1
4


=  


 
es decir,  


    p_1


3
8


3
8


1
4






















=  


 
Observad que lo que estamos haciendo para hallar p_1 es el producto entre la matriz de transición A 
y el vector p_0, i.e.: 


 


      p_1 = A p_0⋅


3
8


3
8


1
4






















=    


 
Suponiendo que las probabilidades de transición no varían de un día para otro (es decir, que la matriz 
de transición es constante con el tiempo), podríamos calcular ahora las probabilidades asociadas a 
cada estado climático para dentro de dos días, las cuales registraremos en el vector p_2: 


 
prob. de que en dos días esté soleado -->  p_21 p_11 A1 1,⋅ p_12 A1 2,⋅+ p_13 A1 3,⋅+:=  
prob. de que en dos días esté nublado -->  p_22 p_11 A2 1,⋅ p_12 A2 2,⋅+ p_13 A2 3,⋅+:=  
prob. de que en dos días esté lluvioso  -->  p_23 p_11 A3 1,⋅ p_12 A3 2,⋅+ p_13 A3 3,⋅+:=  
 


 i.e.,   p_21
17
32


=  p_22
17
64


=      p_23
13
64


=  


 
o, dicho de otro modo: 
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   p_2 = A p_1⋅


17
32


17
64


13
64






















=  


 
Obviamente, bajo los supuestos anteriores, es posible ir reiterando este proceso de forma que se 
vayan obteniendo las probabilidades de cada estado climatológico para dentro de 3, 4, 5, ... , n días. 
Este proceso reiterativo se conoce con el nombre de cadena de Markov. 


 
Las cadenas de Markov tienen un amplio ámbito de aplicación en áreas como la económica y la 
industrial. Una cuestión interesante que surge en relación con las sucesivas distribuciones de 
probabilidad que se van obteniendo en el proceso iterativo es: ¿Se llegará a un instante temporal n a 
partir del cual la distribución se estabilice?, o dicho en otras palabras, ¿se llegará a un instante n a 
partir del cual el vector p_n y p_n+1 coincidan? Si esto sucede (i.e.; si p_n=p_n+1), entonces se dice 
que tenemos una distribución estable. 


 
Analizando las propiedades de la matriz A, veremos cómo esta cuestión se puede responder. 


 
Recordemos que queremos predecir las probabilidades asociadas a cada estado climático, en el 
futuro. Hemos visto que dada la matriz de transición A y p_0 el vector con la distribución de las 
probabilidades de cada estado climático para el día de hoy. Entonces, el vector con las 
probabilidades de los estados climáticos para el día de mañana (p_1) se halla haciendo A.p_0; y el 
vector con las probabilidades de los estados climáticos para dentro de 2 días (p_2) se halla haciendo 
A.p_1, o lo que es lo mismo, A.A.p_0. Y así sucesivamente. Esto es: 


 
• p_1=A.p_0 
• p_2=A2.p_0 
• p_3=A3.p_0 
  . 
  . 
• p_k=Ak.p_0 
 


Demos por demostrado que, en las condiciones del modelo, existe un vector p llamado vector de 
probabilidad estable tal que, a partir de un cierto instante n, se cumple que p_n=p_n+1=p. 


 
Veamos cómo podemos utilizar el software MATHCAD para hallar el vector p. Para esto existen 
varias vías. Dos de ellas son: 
 
• Por Iteración del sistema. 
• Resolviendo la ecuación matricial A.p=p. 


 
Estudiemos cada método. 
 


 
ITERACIÓN 
 


Sea W la matriz tal que: W i 1+〈 〉
=A. W i〈 〉


. Esto es, la (i+1)-ésima columna de W, W i 1+〈 〉
, es el vector de 


distribución de probabilidad para los estados climáticos del día i. ( W i 1+〈 〉
 es el vector p_i calculado 


anteriormente) 
 


1. Definimos la matriz de transición: 
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A
.75


.125


.125


.5


.25


.25


.25


.5


.25














:=


 
 


2.        Imponemos el número de iteraciones a realizar, por ejemplo, 10: 
 
i 2 11..:=  


 
3.       Definimos el primer vector de probabilidad, el del día de hoy, p_0: 


 


W 1〈 〉
0


.5


.5












:=  


 
4.        Indicamos el proceso de iteración: 


 


W i〈 〉
A W i 1−〈 〉


⋅:=  
 
5.        Indicamos W, pulsamos sobre el signo de igualdad, y aparece: 


 


W


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1
2
3


0 0.375 0.531 0.582 0.6 0.606 0.608 0.608 0.609 0.609
0.5 0.375 0.266 0.234 0.223 0.219 0.218 0.218 0.217 0.217
0.5 0.25 0.203 0.184 0.177 0.175 0.174 0.174 0.174 0.174


=  


Nota: Desplazándonos por la barra se ven todos los resultados obtenidos. 
 


Observemos cómo efectivamente las componentes del vector W2 coincide con las del vector p_1 
hallado anteriormente. 


 
Cambiemos, ahora, el vector de probabilidad inicial por otro de componentes: 


 


W 1〈 〉
.3


.5


.2












:=  


 
y recalculemos los vectores de probabilidad para los 10 días siguientes: 


 


W 1〈 〉
.3


.5


.2












:=  


 


W i〈 〉
A W i 1−〈 〉


⋅:=  
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W


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1
2
3


0.3 0.525 0.578 0.598 0.605 0.607 0.608 0.609 0.609 0.609
0.5 0.263 0.238 0.224 0.22 0.218 0.218 0.217 0.217 0.217
0.2 0.213 0.184 0.178 0.175 0.174 0.174 0.174 0.174 0.174


=  


 
Observemos que en ambos casos, a partir de la 7ª iteración, el resultado coincide. 


 
Parece, pues, que el "candidato" a ser el vector p es: 


 
.609


.217


.714












 


 
Comprobemos qué sucede si ponemos otro vector inicial: 


 


W 1〈 〉
.25


.25


.5












:=  


 


W i〈 〉
A W i 1−〈 〉


⋅:=  


 


W


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1
2
3


0.25 0.438 0.555 0.59 0.602 0.607 0.608 0.608 0.609 0.609
0.25 0.344 0.25 0.229 0.221 0.219 0.218 0.218 0.217 0.217


0.5 0.219 0.195 0.181 0.176 0.175 0.174 0.174 0.174 0.174


=  


 
También coincide. Parece que la "predicción" se está cumpliendo. Pero aún no es posible 
generalizara. Probemos, ahora, qué sucede si el vector inicial es el vector "candidato": 


 


W 1〈 〉
.609


.217


.174












:=  


 


W i〈 〉
A W i 1−〈 〉


⋅:=  


 


W


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1
2
3


0.609 0.609 0.609 0.609 0.609 0.609 0.609 0.609 0.609 0.609
0.217 0.217 0.217 0.217 0.217 0.217 0.217 0.217 0.217 0.217
0.174 0.174 0.174 0.174 0.174 0.174 0.174 0.174 0.174 0.174


=  


 
¡Ahora sí! Podemos afirmar que el vector de probabilidad estable, p, es: 
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.609


.217


.174












 


 
ya que al hacer las iteraciones hemos comprobado cómo cumplía que A.p=p. Puesto que hemos 
encontrado el vector de probabilidad estable podemos concluir que la distribución de probabilidad 
obtenida en el proceso iterativo (i.e. en la cadena de Markov) es estable; es decir, llega un instante 
en que se estabiliza.  
 
La pregunta obvia que nos haremos es; ¿Por qué se obtiene el mismo resultado cambiando el vector 
inicial p_0? 


 
Y la respuesta es muy sencilla. Porque la matriz de transición A no varía. Utilizamos la misma matriz 
para hallar el pronóstico en el futuro y no importa a partir de qué día en particular partamos. 
 
 
RESOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN MATRICIAL A.p=p 
 
Resolver la ecuación matricial A.p=p es equivalente a resolver la siguiente: (A-I).p=0; donde A es la 
matriz de transición, I es la matriz Identidad y p es el vector de probabilidad estable buscado. 
 


p


x


y


z












 


 
(A-I) es la matriz: 


.75 1−


.125


.125


.5


.25 1−


.25


.25


.5


.25 1−














1
4


−


1
8


1
8


1
2


3
4


−


1
4


1
4


1
2


3
4


−






















=  


 
(A-I).p=0 representa resolver el sistema de ecuaciones siguiente: 
  


 


1
4


−


1
8


1
8


1
2


3
4


−


1
4


1
4


1
2


3
4


−


















.


 


x


y


z












=


0


0


0












 


 
Para resolverlo haremos uso de la función rref: 
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rref


1
4


−


1
8


1
8


1
2


3
4


−


1
4


1
4


1
2


3
4


−


0


0


0










































1


0


0


0


1


0


7
2


−


5
4


−


0


0


0


0


















=  


 
Como vemos, existe un número infinito de vectores p tales que A.p=p. 


 
Ya que hemos llegado al siguiente sistema: 


 
x - 3,5z = 0 
y -1,25z = 0 


 
Pero sólo uno de estos vectores puede ser el que corresponde al estado estable del proceso de 
Markov. Recordemos que estamos tratando con probabilidades; por lo tanto, la ecuación que 
debemos añadir al anterior sistema es aquélla en la que se impone que la suma de las componentes 
del vector p debe ser 1: x + y + z = 1 


 
Veamos qué sucede al imponer dicha condición: 


 
x - 3,5z = 0 
y -1,25z = 0 
x + y + z = 1 


 
Matricialmente, el sistema anterior, se puede expresar así: 


 
1


0


1


0


1


1


3.5−


1.25−


1














x


y


z












⋅


0


0


1












 


 


v


0


0


1












:=  


 


A


1


0


1


0


1


1


3.5−


1.25−


1












:=  


 
Utilizaremos la función lsolve para resolver el sistema: 


 


lsolve A v,( )


0.609


0.217


0.174














=  


 
Nota: Si para resolver el sistema anterior utilizamos la función lsolve nos aparecerá error ya que se 
trata de un sistema compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones. En el caso de que, al 
resolver un sistema  mediante la función lsolve, aparezca error es preferible utilizar la función rref. 
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Y, finalmente, comprobamos que el vector p de probabilidad estable es: 


 
.609


.217


.174












 


 
que coincide con la misma solución hallada por el método de iteración. 
 
En conclusión, el proceso estudiado tiene una distribución de probabilidad estable. 
 
Nota: Podemos seleccionar la forma en la que obtener los resultados numéricos (decimal o 
fraccionaria) pulsando sobre Format, seleccionando luego Result y, por último, Number Format. 
 
 


Modelo de petróleo refinado [W3] 
 


 
Una compañía representa a tres refinerías de petróleo. Llamémoslas Refinería 1, Refinería 2 y 
Refinería 3. Cada refinería produce tres productos basados en el crudo:  Alquitrán, Gasóleo y 
Gasolina. 


 
Supongamos que, de un barril de petróleo, se sabe que: 


 
• la primera refinería produce 4 litros de alquitrán, 2 de gasóleo, y 1 de gasolina. 
• la segunda refinería produce 2 litros de alquitrán, 5 de gasóleo y 2.5 de gasolina 
• y la tercera refinería produce 2 litros de alquitrán, 2 de gasóleo y 5 de gasolina. 


 
Supongamos que hay una demanda de estos productos de la siguiente manera: 
 
• 600 litros de alquitrán. 
• 800 litros de gasóleo. 
• 1000 litros de gasolina. 


 
¿Cuántos barriles de crudo necesitará cada refinería para satisfacer la demanda? 


 
El enunciado se puede representar de la siguiente forma: 


 
    Refinería 1 Refinería 2 Refinería 3 
 Alquitrán        4         2        2  


A= Gasóleo        2         5        2 
 Gasolina        1         2.5        5 


 
Cada columna de A representa un vector con la producción de una refinería.  
 
Cada fila de A representa un vector con las cantidades de un producto en particular producido por las 
diferentes refinerías. 
 
Por ejemplo: 
 
La producción de la refinería 3 viene reflejada en el vector: 


 
2


2


5
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La producción de gasolina viene reflejada en el vector: 
 


1 2.5 5( ) 
 
Sea xi el número de barriles de petróleo crudo necesarios en la refinería i. 
 
Según esto, el número de barriles de crudo necesarios para satisfacer esta demanda por las tres 
refinerías deben satisfacer el sistema de ecuaciones lineales siguiente: 


 
4x1 2 x2+ 2 x3+ 600 
2x1 5 x2+ 2 x3+ 800 


1x1 2.5 x2+ 5x3+ 1000 
 
Matricialmente, podemos expresar así el sistema anterior: 


4


2


1


2


5


2.5


2


2


5












x1


x2


x3
















⋅


600


800


1000













 


 
Utilizando la función rref nos devuelve una matriz que representa la forma reducida de la matriz dada. 


 
 
Para ello introducimos la matriz ampliada, i.e., con coeficientes y términos independientes: 


 


A


4


2


1


2


5


2.5


2


2


5


600


800


1000












:=  


 


rref A( )


1


0


0


0


1


0


0


0


1


31.25


87.5


150












=  


 
O bien podríamos calcularla directamente: 


 


rref


4


2


1


2


5


2.5


2


2


5


600


800


1000






















1


0


0


0


1


0


0


0


1


31.25


87.5


150












=  


 
Llegamos a la solución del modelo. 


 
x1 31.25 
x2 87.5 
x3 150 


 
 
La Refinería 1 necesitará 31.25 barriles de crudo. 
La Refinería 2 necesitará 87.5 barriles de crudo. 
La Refinería 3 necesitará 150 barriles de crudo. 
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Si ahora quisiéramos saber cuánto debe producir cada refinería  de cada producto para satisfacer la 
demanda, tan sólo tendríamos que repartir proporcionalmente la cantidad de los barriles hallados 
anteriormente. 


 
Refinería 1: 


 
4


2


1












31.25⋅


125


62.5


31.25












=  


 
Refinería 2: 


2


5


2.5












87.5⋅


175


437.5


218.75












=  


 
Refinería 3: 


 
2


2


5












150⋅


300


300


750












=  


 
Con lo que llegaríamos a la siguiente conclusión: 
 
Para satisfacer la demanda: 


 
• la Refinería 1 debería producir: 125 litros de alquitrán; 62,5 litros de gasóleo y 31,25 litros de 


gasolina. 
• la Refinería 2 debería producir: 175 litros de alquitrán; 437,5 litros de gasóleo y 218,75 litros 


de gasolina. 
• la Refinería 3 debería producir: 300 litros de alquitrán; 300 litros de gasóleo y 750 litros de 


gasolina. 
       


O lo que es lo mismo: 
 


• los 600 litros de alquitrán serán producidos así: 125 por la Refinería 1; 175 por la Refinería 2 y 
300 por la Refinería 3. 


• los 800 litros de gasóleo serán producidos así: 62,5 por la Refinería 1; 437,5 por la Refinería 2 y 
300 por la Refinería 3. 


• los 1000 litros de gasolina serán producidos así: 31,25 por la Refinería 1; 218,75 por la Refinería 
2 y 750 por la Refinería 3. 


 
 
Modelo de Leontief 


 
El objetivo de este modelo es encontrar el equilibrio entre oferta y demanda en una economía. Para 
cada sector industrial, supondremos que hay una ecuación que relaciona oferta y demanda. Un 
modelo de Leontief de un país puede llegar a tener miles de estas ecuaciones. Para simplificar, 
consideraremos un modelo con sólo tres sectores industriales: energía, construcción, y transporte. 


 
 
   <---   demanda de los sectores  ---> 
  Oferta  Energía   Construcción  Transporte   Demanda_consumidor 


Energía      x    =    0.4 x   +       0.2 y    +      0.1 z   +           100   
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Construcción     y    =    0.2 x   +       0.4 y    +      0.1 z   +             50 
Transporte     z    =   0.15 x   +      0.2 y     +     0.2 z    +           100 


 
 
En la tabla anterior, el lado izquierdo de cada ecuación representa la oferta existente de cada factor 
(energía, construcción, y transporte) medida en euros.  


 
Por su parte, el lado derecho de cada ecuación representa las demandas, las cuales son de dos 
tipos: de un lado, encontramos las demandas de cada sector (i.e., la cantidad, medida en euros, de 
recursos necesarios para producir la oferta); de otro lado, tenemos la demanda, en euros, de los 
consumidores.  


 
Así, la oferta total de energía sería de: 


 
 oferta total de energía --> x euros  
 


mientras que la demanda total de energía sería de: 
 
 demanda total de energía --> 0.4 x + 0.2 y + 0.1 z + 100 euros 
 


donde y será la cantidad ofertada de "construcción" y z de "transporte" (ambas en euros). 
 


La pregunta fundamental de un modelo de Leontief es: ¿Cuántas unidades, en euros, de cada factor 
(energía, construcción y transporte) se debe producir (y ofertar) para asegurar que la demanda del 
consumidor está satisfecha? 


 
Si existe solución para el sistema anterior, decimos que el modelo está en equilibrio (la oferta de 
cada factor coincide con su demanda). 


 
Observemos, además, que de la tabla anterior también se deduce lo siguiente: En esta economía, por 
cada unidad ofertada de "energía", se necesitan emplear 0.4 + 0.2 + 0.15 = 0.75 ∠ 1 unidades de 
energía. Algo similar ocurre con los otros dos factores. 


 
La restricción del modelo de Leontief es que la suma de las unidades necesarias emplear de cada 
factor (energía, construcción y transporte) debe ser inferior a 1. Esto es, 0.4 + 0.2 + 0.15 ∠ 1; 0.2 + 
0.4 + 0.2 = 0.8 ∠ 1 y 0.1 + 0.1 + 0.2 ∠ 1. 
 
Podemos usar Mathcad para intentar resolver el sistema anterior. Existen varios métodos para ello. 
En el math-block sobre resolución de sistemas de ecuaciones lineales están explicados 
detalladamente cada uno de de los métodos siguientes por lo que, si se desea, se puede ampliar la 
información en éste. Veámoslos: 


 
 


Método 1 de resolución: GIVEN y FIND 
 


En primer lugar, asignamos valores iniciales (cualesquiera) a las variables: 
 
 x 10:=   y 20:=   z 30:=  
 


i.e. hacemos una "predicción" a la que podría ser la solución del sistema. 
 


Definimos ahora el sistema, usando la instrucción Given. Escribid la palabra "Given"; así se indica a 
Mathcad que lo que le sigue a continuación es un sistema de ecuaciones. Podéis escribir "Given" con 
cualquier tipo de letra, sólo tenéis que aseguraros de no escribirla en una región de texto (debe ser en 
una región matemática) 


 
 Given 
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Ahora escribiremos el sistema de ecuaciones, usando el signo "=" que aparece en la barra de 
herramientas Boolean: 


 
 x 0.4x 0.2y+ 0.1z+ 100+  
 y 0.2x 0.4y+ 0.1z+ 50+  
 z 0.15x 0.2y+ 0.2z+ 100+   
 


Finalmente, usaremos la función Find (se halla en Insert ⇒ Function): 
 


 u Find x y, z,( ):=    u


276.316


213.816


230.263














=  


 
Como hemos encontrado la solución al sistema anterior, podemos afirmar que el modelo de Leontief 
anterior está en equilibrio. 


 
Método 2 de resolución: LSOLVE 
 


Una forma alternativa de resolver el sistema anterior es usar notación matricial. Para ello, 
reescribimos el sistema como: 


 
0.6 x  -  0.2 y  -  0.1 z  =  100   
-0.2 x +  0.6 y  -  0.1 z  =    50 
-0.15 x -  0.2 y  +  0.8 z   =  100 
 


Por lo que la matriz de coeficientes y el vector de términos independientes serán: 
 


A


0.6


0.2−


0.15−


0.2−


0.6


0.2−


0.1−


0.1−


0.8












:=  


 


v


100


50


100












:=  


 
Recurrimos a la función lsolve (se halla en Insert ⇒ Function): 


 
u lsolve A v,( ):=  


 


u


276.316


213.816


230.263














=  


 
Como, de nuevo, hemos encontrado la solución al sistema anterior, podemos afirmar que el modelo 
de Leontief anterior está en equilibrio. 


 
Método 3 de resolución: RREF 


 
Utilizando la notación matricial, podemos comprobar que el modelo está en equilibrio utilizando la 
función rref, la cual devuelve una matriz que representa la forma de filas reducidas de la matriz dada. 


 
Para ello introducimos la matriz ampliada, i.e., con coeficientes y términos independientes: 
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A


0.6


0.2−


0.15−


0.2−


0.6


0.2−


0.1−


0.1−


0.8


100


50


100














:=  


 
Y utilizamos la función rref: 


 


rref


0.6


0.2−


0.15−


0.2−


0.6


0.2−


0.1−


0.1−


0.8


100


50


100


























1


0


0


0


1


0


0


0


1


276.316


213.816


230.263














=  


 
Y otra vez hemos encontrado la solución al sistema anterior, por lo que podemos afirmar que el 
modelo de Leontief anterior está en equilibrio. 


 
Método 4 de resolución: ITERACIÓN 


 
Asimismo podemos resolver el sistema anterior haciendo iteración (repetición de un proceso): 
 
Sea D la matriz de las demandas industriales, c la demanda del consumidor y u el vector oferta de 
forma que el sistema para el cual deseamos saber si tiene solución es el siguiente: 


 
u D u⋅ c+  


 
donde: 


 


D


0.4


0.2


0.15


0.2


0.4


0.2


0.1


0.1


0.2














:=  


 


c


100


50


100












:=  


 


u


x


y


z












:=  


 
Proceso de iteración: 


 
s 1〈 〉


c:=  
j 1 35..:=  


 
Hacemos 36 iteraciones, pero se podrían hacer tantas como quisiéramos 


 
s j 1+〈 〉


D s j〈 〉
⋅ c+:=  
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s


1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
2
3


100 160 198.5 224 241.088 252.582 260.324 265.539 269.054
50 100 136.5 161.6 178.608 190.086 197.824 203.04 206.554


100 145 173 191.675 204.255 212.736 218.452 222.304 224.9


=  


 
Comprobamos que, a partir de la iteración nº 32, el resultado coincide. Por tanto, el vector, u, buscado 
coincide con el hallado por los otros métodos: 


 


u


276.316


213.816


230.263












:=  


Y de nuevo hemos encontrado la solución al sistema anterior, por lo que podemos afirmar que el 
modelo de Leontief anterior está en equilibrio. 
 


Método 5 de resolución: MATRIZ INVERSA 
 
También podemos resolver el sistema anterior utilizando la matriz inversa. 
 
Recordemos el sistema del que partíamos: 
 


  Oferta  Energía   Construcción  Transporte   Demanda_consumidor 
Energía      x    =    0.4 x   +       0.2 y    +      0.1 z   +           100   
Construcción     y    =    0.2 x   +       0.4 y    +      0.1 z   +             50 
Transporte     z    =   0.15 x   +      0.2 y     +     0.2 z    +           100 


  
Sea D la matriz de las demandas industriales, c la demanda del consumidor y u el vector oferta de 
forma que el sistema para el cual deseamos saber si tiene solución es el siguiente: 


 
u D u⋅ c+  


 
donde: 


 


D


0.4


0.2


0.15


0.2


0.4


0.2


0.1


0.1


0.2














:=  


 


c


100


50


100












:=  


 


u


x


y


z












:=  


 
Podemos afirmar: 


 
La restricción de Leontief implica, automáticamente, que todo modelo de Leontief está en 
equilibrio (y, por lo tanto, tiene solución). 
 
Debido a la restricción de Leontief, se llega a que la suma absoluta de la matriz D, y podemos afirmar 
que la matriz inversa de la matriz (I-D) existe. Se puede ampliar esta información en [2]. 
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Por tanto, llegamos a la conclusión de que el vector solución, u, existe y, en consecuencia, el sistema 
tiene solución y está en equilibrio. 
 
El vector solución, u, se puede hallar de la siguiente forma: 


u I D−( ) 1− c⋅  
 
Volvamos al caso concreto que estamos tratando: 


 


D


0.4


0.2


0.15


0.2


0.4


0.2


0.1


0.1


0.2














:=  


 


I


1


0


0


0


1


0


0


0


1












:=  


 


c


100


50


100












:=  


 
Entonces: 


u I D−( ) 1− c⋅:=  


 


u


276.316


213.816


230.263














=  


 
En conclusión, se ha visto que, sea por el método que sea, el modelo de Leontief está en equilibrio; 
esto es, la oferta de cada factor (energía, construcción, transporte) coincide con la demanda de éstos 
realizada por el consumidor 
 
Y las cantidades totales ofertadas, en euros, necesarias para satisfacer la demanda del consumidor 
son: 


 
• 276.316 euros de energía 
• 213.816 euros de construcción 
• 230.263 euros de transporte 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


Muchos problemas técnicos y científicos requieren la resolución de sistemas de ecuaciones lineales 
(SEL). Se trata, pues, de un tema fundamental para todas las disciplinas que utilizan las matemáticas 
de una manera u otra. En muchos problemas existe dependencia entre las diferentes magnitudes o 
variables que intervienen y a menudo se plantea en forma de ecuación lineal. 
 
Dentro del proceso de resolución de problemas con SEL, se pueden definir seis etapas: 
 
1. Leer el problema. 
2. Definir las incógnitas principales de forma precisa. 
3. Traducción matemática del problema hasta plantear un SEL. 
4. Resolución del SEL. 
5. Interpretación de las soluciones. 
6. Contrastar la adecuación de las soluciones obtenidas. 
 
El "fracaso" en la resolución de un SEL puede ser debido a la presencia de dificultades en una o 
varias de las etapas anteriores. Por ello, es fundamental realizar, previamente, un buen análisis del 
SEL así como seguir con rigurosidad el método utilizado para su resolución. 
 
De estudios anteriores ya son conocidos los sistemas de ecuaciones lineales y no nos son extraños 
algunos términos relacionados con su resolución (como los conocidos métodos de sustitución, 
igualación y reducción). No obstante tampoco nos son desconocidas las dificultades del análisis y el 
cálculo en la resolución de los sistemas de más de tres ecuaciones con tres incógnitas.  
 
En este math-block  se presentan diferentes técnicas y algoritmos utilizados en la resolución de los 
sistemas de ecuaciones lineales tanto de forma manual como con ayuda del software.  
 
 
 
OBJETIVOS       ________________________ 
 
• Resolver los SEL por el método de Gauss. 
 
• Resolver los SEL por el método de la matriz inversa. 
 
• Resolver los SEL por la regla de Crámer.  
 
• Mostrar las posibilidades que brinda el programa Mathcad para resolver los SEL. 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Es recomendable haber leído, previamente, los math-blocks relativos a: 
 
• Álgebra de matrices. 
 
• Determinantes. 
 
• Matriz inversa. 
 
• Discusión de SEL. 
 
• Además, recomendamos los introductorios a Mathcad.  
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


Preliminares [W2, W3] 
 
Un sistema de ecuaciones lineales (SEL) es un conjunto de m ecuaciones con n incógnitas de la 
forma: 
 















=+++


=+++
=+++


mnmn22m11m


2nn2222121


1nn1212111


bxaxaxa


bxaxaxa
bxaxaxa


 


 
donde aij son los coeficientes, xi las incógnitas, y bi  los términos independientes. 
 
El anterior sistema se puede expresar en forma matricial, usando el producto de matrices de la forma: 
 


























=


















































m


2


1


n


2


1


mn2m1m


n22221


n11211


b


b
b


x


x
x


·


aaa


aaa
aaa


 


 
De modo simplificado suele escribirse Am,n·Xn,1 = Bm,1, donde: 
  
• la matriz A, de orden mxn, se llama matriz de los coeficientes 
• la matriz X, de orden nx1, se llama matriz de las incógnitas 
• la matriz B, de orden mx1, se llama matriz de los términos independientes. 
 
Los métodos de resolución de sistemas de ecuaciones se pueden dividir en dos grandes grupos: 
 
• Los métodos exactos o directos, que permiten obtener la solución del sistema de manera 


directa. Éstos proporcionan una solución exacta en un número finito de operaciones. Son válidos, 
aproximadamente, para valores de n menores que 5000 ya que si n es muy grande, la 
acumulación de los errores de redondeo puede llegar a provocar que la solución numérica no sea 
exactamente igual que la solución exacta. 


• Los métodos aproximados o iterativos, que utilizan algoritmos iterativos e infinitos y que 
calculan las soluciones del sistema por aproximaciones sucesivas. Para ello, construyen una 
sucesión de vectores destinada a converger a la solución del sistema. 


 
Al contrario de lo que pueda parecer, en muchas ocasiones los métodos aproximados permiten 
obtener un grado de exactitud superior al que se puede obtener empleando los denominados 
métodos exactos, debido fundamentalmente a los errores de truncamiento que se producen en el 
proceso.  
 
De entre los métodos exactos, a continuación se analizan el método de Gauss, la regla de Crámer y 
el de la matriz inversa para resolver un SEL, así como las funciones GIVEN/FIND, LSOLVE y RREF 
del mathcad. Entre los métodos aproximados está el método iterativo que se realiza con la ayuda del  
software (se profundiza en el estudio de éste en el math-block "Modelos matemáticos"). 
Particularmente, este math-block se centra en la resolución de sistemas con una única solución; es 
decir, con m=n, se muestra cómo hallar un vector X, n-dimensional, que sea solución del sistema 
A·X=B 
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Método de Gauss [W4, W5, W7] 
 
Este método no es más que la generalización del método de reducción ya conocido para resolver 
sistemas de dos ecuaciones con dos incógnitas y se basa en el concepto de equivalencia.  
 
Decimos que dos sistemas Ax = b y A'x = b' son equivalentes si tienen la misma solución. Si sobre un 
sistema de la forma Ax = b se realizan una serie de operaciones como:  
 


1. multiplicar una ecuación por una constante diferente de cero. 
2. sumar un múltiplo de una ecuación a otra ecuación.  
3. intercambiar ecuaciones.  


 
el sistema resultante, A'x = b', es equivalente al primero.  
 
El método de Gauss consiste en, a partir de un sistema Ax = b, conseguir otro sistema A'x = b' 
equivalente tal que A' sea una matriz triangular superior. De esta forma, el sistema de 
ecuaciones se puede resolver fácilmente. 
 
La idea general es hacer cero todos los elementos que se encuentren debajo de la diagonal principal. 
Por ejemplo, en una matriz de 3x3, hacer nulos los elementos a21, a31 y a32.  
 
Se trata, pues, de, utilizando las transformaciones de equivalencia, lograr que algunos de los 
coeficientes de las incógnitas sean nulos.  
 
El procedimiento es: 
 
1. Se elige una incógnita con coeficiente no nulo al que llamaremos pivote y que, por comodidad, 


supondremos que es el a11 (si no es éste, siempre se puede alterar el orden de los términos en 
todas las ecuaciones, o permutar ecuaciones, para situar el pivote en el lugar inicial.   


 


2.  A la segunda ecuación se le suma la primera multiplicada por 
11


21


a
a


− , a la tercera le sumamos la 


primera multiplicada por 
11


31


a
a


− y así sucesivamente hasta llegar a la última en la que se sumará 


la primera multiplicada por 
11


1m


a
a


− . Con ello es sistema quedará así: 


 














=++


=++
=+++


mnmn22m


2nn2222


1nn1212111


´bx´ax´a


´bx´ax´a
bxaxaxa


 


 
Este sistema es equivalente al primero  


 
3. Si se separa la primera ecuación se obtiene otro sistema con una ecuación y una incógnita 


menos en el que se repite el proceso tomando como pivote el coeficiente 22´a  (si 22´a  es cero 
no se puede tomar  como pivote y se selecciona otro como explicamos antes)  


 
4. Se repite el proceso hasta obtener una sola ecuación o un sistema con todos los coeficientes 


nulos. De este modo, si agregamos las ecuaciones suprimidas, obtenemos un sistema en forma 
escalonada.  
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En la práctica es más cómodo abreviar la escritura del sistema escribiendo sólo los coeficientes y los 
términos independientes en forma de matriz numérica recordando qué columna corresponde a cada 
incógnita (por si ha sido preciso cambiar alguna columna de lugar). Es decir, 
 
 
 




























m


2


1


mn2m1m


n22221


n11211


b


b
b


aaa


aaa
aaa


 


 
 
Ejemplo: Resolver, utilizando el método de Gauss, el sistema siguiente: 


 














−=+++
=−+−


−=+++
−=−+


22
73


1262
123


tzyx
tzyx


tzyx
tyx


 


 
La matriz del sistema es: 


 


























−
−−


−
−−


21112
71113
121162
12031


 


 
 
sobre la que aplicaremos el método de Gauss. 
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−
−


−−
−−
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−−


→


























−
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−
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105100
1051100
05150
12031


105100
1051100
05150
12031


05150
1051100
105100
12031


21112
71113
121162
12031
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Pasos seguidos: 


 
(1) Tomamos como pivote el elemento a11= .01 ≠  Reducimos a cero los elementos de la 1ª columna 


que se encuentran debajo del pivote. Para ello hacemos: 
• 2ª fila = 2ª fila - 2. 1ª fila 
• 3ª fila = 3ª fila - 3. 1ª fila 
• 4ª fila = 4ª fila - 2. 1ª fila 


 
(2) Como a22 = 0, intercambiamos entre ellas la 2ª y la 4ª fila. 


 
(3) Cambiamos el signo de la 2ª fila multiplicando ésta por (-1). 


 
(4) Tomamos como nuevo pivote el elemento a22 = .05 ≠  Reducimos a cero los elementos que 


están por debajo de éste. Para ello hacemos: 
• 3ª fila = 3ª fila + 2. 2ª fila 


 
(5) Cambiamos el signo de la 3ª fila multiplicando ésta por (-1). 
(6) Tomamos como nuevo pivote el elemento a33 = .01 ≠  Reducimos a cero los elementos que 


están por debajo de éste, del siguiente modo: 
• 4ª fila = 4ª fila - 3ª fila 


 
(7) Eliminamos la 4ª fila, esto es, la última ecuación. 


 
 


La matriz final que hemos obtenido tiene una fila menos que el número de incógnitas; por lo tanto, 
tenemos un grado de libertad para elegir la t, que puede tomar cualquier valor ya que la cuarta 
ecuación, que es la que queda con esta variable, es 0.0 =t , que se cumple para cualquier valor real 
de t. 


 
Y sustituyendo hacia atrás en las otras ecuaciones obtenemos la solución general del sistema, la cual 
depende de un parámetro arbitrario t, y es la siguiente: 


 


123


2
5
10


5
5


510


−+−=


−=−=+=


−−=


tyx


tzy


tz


 


 
Si ponemos la solución en función de un parámetro, ,λ resulta: 
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λ
λ


λ


=
−−=


−=
+=


t
z
y
x


510
2


52


 


 
 


  
Regla de Crámer [W6] 


 
Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es un sistema de Crámer si tiene el mismo número de 
ecuaciones que de incógnitas y el determinante de la matriz de los coeficientes no es nulo. 
 
Los sistemas de Crámer son siempre compatibles y determinados. 
 
La resolución de un sistema de ecuaciones lineales puede efectuarse mediante la llamada regla de 
Crámer que afirma: 
 
"En un sistema de Crámer, cada incógnita puede obtenerse mediante el cociente de dos 
determinantes. El numerador es el determinante de la matriz de los coeficientes en el que se ha 
sustituido la columna correspondiente a la incógnita a despejar por la columna de los términos 
independientes y el denominador es el determinante de la matriz de los coeficientes". 
 
En efecto: Sea el sistema de Crámer siguiente, de n ecuaciones con n incógnitas: 
 















=+++


=+++
=+++


nnnn22n11n


2nn2222121


1nn1212111


bxaxaxa


bxaxaxa
bxaxaxa


 


 
que escrito matricialmente quedaría así: 
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n
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1


n


2


1


nn2n1n


n22221


n11211


b


b
b


x


x
x


·


aaa


aaa
aaa


 


 
Entonces, la solución del sistema será: 
 


A
aab


aab
aab


x nn2nn


n2222


n1121


1 =  


A
aba


aba
aba


x nnn1n


n2221


n1111


2 =  


 
 


 







  Sistemas de Ecuaciones Lineales: Resolución 


Proyecto e-Math          8 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


A
baa


baa
baa


x n2n1n


22221


11211


n =  


 
donde A  es el determinante de la matriz de coeficientes. 
 
Ejemplo:  
 
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales:  
 













=++
=++


=++


9z2yx2
21z4y3x4


10z2yx3
 


 
Primero de todo calculemos el valor del determinante de la matriz de coeficientes: 
 


02812128818
212
434
213


A ≠=−−−++==  


 
Al ser este determinante diferente de cero, podemos asegurar que se trata de un sistema de Crámer. 
En este caso, las soluciones son: 
 


1
2
2


2
424054423660


2
219
4321
2110


x ==−−−++==  


 


3
2
6


2
80108847280126


2
292
4214
2103


y ==−−−++==  


 


2
2
4


2
366360404281


2
912
2134
1013


z ==−−−++==  


 
Observemos que la columna de los términos independientes se sustituye en la columna 
correspondiente a la incógnita a determinar. 
 
De este modo, la solución del sistema es: 
 


2z
3y
1x


=
=
=


 


 
 
 


Términos 
independientes 
del sistema 
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Método de la matriz inversa [W6]  
 
Sabiendo calcular la matriz inversa y multiplicando matrices también es posible resolver un sistema 
de ecuaciones lineales, siempre y cuando éste sea de Crámer (es decir, tenga igual número de 
ecuaciones que de incógnitas y el determinante de la matriz de coeficientes no sea nulo). Veamos 
cómo: 
 
Sea el siguiente sistema de Crámer, de n ecuaciones con n incógnitas: 
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=+++
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nnnn22n11n


2nn2222121


1nn1212111


bxaxaxa


bxaxaxa
bxaxaxa


 


 
Escrito matricialmente quedaría así: 
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esto es: A·X = B 
 
Si multiplicamos por la matriz inversa de A a la izquierda en ambos miembros de la igualdad, 
obtenemos: 
 
A-1(AX) = A-1B  
 
Por tanto, por la propiedad asociativa de las matrices: 
 
(A-1A)X  = A-1B 
 
Esto es: 
 
I·X = A-1B 
 
Y por ser la matriz identidad (I) el elemento neutro del producto de matrices, llegamos a que: 
 


X = A-1·B 
 
Es decir, la solución del sistema se halla multiplicando la inversa de la matriz de coeficientes por la 
matriz de términos independientes. 
 
¡Atención! No se debe olvidar que, al no ser conmutativo el producto de matrices, es necesario 
respetar el orden en que aparecen multiplicadas las matrices. 
 
Ejemplo: 
 
Como ejemplo resolveremos el mismo sistema del apartado anterior y comprobaremos que se 
obtienen los mismos resultados. El sistema es: 
 













=++
=++


=++


9z2yx2
21z4y3x4


10z2yx3
 


 
La matriz de coeficientes es: 
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=


212
434
213


A  


 
Calculamos su inversa por el método de los adjuntos: 
 


2
21
43


A11 ==  0
21
21


A 21 =−=  2
43
21


A 31 −==  


0
22
44


A12 =−=  2
22
23


A 22 ==  4
44
23


A32 −=−=  


2
12
34


A13 −==  1
12
13


A 2 −=−=  5
34
13


A 33 ==  


 
Entonces, 
 


2
512
420
202


A 1






















−−
−
−


=−  


 
Por tanto, la matriz X de las incógnitas será: 
 






















=






















=














































−−
−
−


=






















2
3
1


4
6
2


·
2
1


9
21
10


·
512
420
202


·
2
1


z
y
x


 


 
de donde se concluye que: 
 


2z
3y
1x


=
=
=


 


 
Solución ésta que coincide con la encontrada por la regla de Crámer. 
 
 
 
 
 


 
CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 
 
Supongamos que tenemos que resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 
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−=+++++−+−
−=++++++−−


=+−−++−+−
−=++++++++


=+−−−++−−
=+−++−−++


−=−++−−−++
−=−+−+−++
=++−−+−++


43x17x8x4x6x9x8x4x3x6
134x4x30x6x7x12x8x6x3x6


45x9x8x7x9x4x7x6x3x8
20x2x3x6x14x7x5xx3x4


1x6x2x3x2xx2x3x6x5
6xx4x4x5x3x4x3x2x6
8x4x5x3x2xx2xx3x3


27xxx2x4x3x3xx2
22x3x4x5x8x3xx7x2x5


987654321


987654321


987654321


987654321


987654321


987654321


987654321


98765421


987654321


 


 
 
Aplicar cualquiera de los métodos estudiados hasta ahora para resolver el sistema, como podría ser 
la regla de Crámer o Gauss, representará una tarea ardua y muy costosa de realizar, especialmente 
en tiempo y esfuerzo mental. Sin embargo, utilizando el programa Mathcad será bastante sencillo. 
Veámoslo: 
 
 
 


Método 1 de resolución: RREF [2] 
 


Utilizando la notación matricial, podemos hallar la solución del sistema utilizando la función rref, la 
cual devuelve una matriz que representa la forma reducida de la matriz dada. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 


Para ello introducimos la matriz ampliada, i.e., con coeficientes y términos independientes y le 
aplicamos la función rref: 
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rref


5


2


3


6


5


4


8


6


6


2


1


3


2


6−


3


3−


3−


3−


7


0


1


3


3−


1


6


6−


4


1−


3


2−


4−


2


5


7−


8


8−


3


3−


1−


3−


1


7


4


12


9


8−


4


2−


5


2−


14


9


7


6


5−


2−


3


4


3−


6


7−


6


4


4


1


5


4−


2−


3


8−


30


8


3


1−


4−


1


6


2


9


4


17


22


27−


8−


6


1


20−


45


134−


43−






















































1


0


0


0


0


0


0


0


0


0


1


0


0


0


0


0


0


0


0


0


1


0


0


0


0


0


0


0


0


0


1


0


0


0


0


0


0


0


0


0


1


0


0


0


0


0


0


0


0


0


1


0


0


0


0


0


0


0


0


0


1


0


0


0


0


0


0


0


0


0


1


0


0


0


0


0


0


0


0


0


1


1


2−


3


1−


5


2−


0


5−


4−




























=  


 
 
Esta función transforma la matriz de coeficientes en la matriz identidad y, por tanto, la columna de 
términos independientes se convierte en el vector solución del sistema. En consecuencia, la solución 
al sistema anterior es: 
 
 


4x5x0x2x5x1x3x2x1x 987654321 −=−==−==−==−==  
 
 
 
 


Método 2 de resolución: LSOLVE [3] 
 
Al igual que en el apartado anterior, aplicaremos la función lsolve -que se encuentra en 
Insert>Function. 
 
 
 
 


 
 
Para ello, introducimos la matriz de coeficientes del sistema y el vector de términos independientes: 
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A


5


2


3


6


5


4


8


6


6


2


1


3


2


6−


3


3−


3−


3−


7


0


1


3


3−


1


6


6−


4


1−


3


2−


4−


2


5


7−


8


8−


3


3−


1−


3−


1


7


4


12


9


8−


4


2−


5


2−


14


9


7


6


5−


2−


3


4


3−


6


7−


6


4


4


1


5


4−


2−


3


8−


30


8


3


1−


4−


1


6


2


9


4


17





















:=


  


B


22


27−


8−


6


1


20−


45


134−


43−




























:=  


 
 


Para obtener el vector solución aplicamos la función lsolve a A y B: 
 
 


lsolve A B,( )


1


2−


3


1−


5


2−


1.918− 10 15−×


5−


4−
































=  


 
Debido a los errores de redondeo al ejecutar las operaciones, los valores salen aproximados; de ahí 
que la solución -1.918x10-15 se debe interpretar como 0. Se comprueba que las soluciones del 
sistema coinciden con las calculadas en el apartado anterior. 
 


Método 3 de resolución: GIVEN y FIND [3] 
 


Para este método es necesario asignar, en primer lugar, valores iniciales (cualesquiera) a las 
variables. Por ejemplo: 
 


x1 1:=  x4 4:=  x7 7:=  


x2 2:=  x5 5:=  x8 8:=  


x3 3:=  x6 6:=  x9 9:=  


 
i.e. se hace una "predicción" de la que podría ser la solución del sistema. 


 
Definimos ahora el sistema, usando la instrucción Given. Se escribe la palabra "Given"; así se indica 
a Mathcad que lo que le sigue a continuación es un sistema de ecuaciones. Se puede escribir "Given" 
con cualquier tipo de letra, sólo es necesario asegurarse de no escribirla en una región de texto (debe 
ser en una región matemática) 


 
 Given 
 


Se escribe el sistema de ecuaciones, pero ¡Atención!: Usando el signo "=" que aparece en la barra 
de herramientas Boolean: 
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 5x1 2x2+ 7x3+ x4− 3x5+ 8x6− 5x7− 4x8+ 3x9+ 22 


2x1 x2+ 3x4+ 3x5− 4x6+ 2x7− x8+ x9− 27−  


3x1 3x2+ x3+ 2x4− x5− 2x6− 3x7+ 5x8+ 4x9− 8−  


6x1 2x2+ 3x3+ 4x4− 3x5− 5x6+ 4x7+ 4x8− x9+ 6 


5x1 6x2− 3x3− 2x4+ x5+ 2x6− 3x7− 2x8− 6x9+ 1 


4x1 3x2+ x3+ 5x4+ 7x5+ 14x6+ 6x7+ 3x8+ 2x9+ 20−  


8x1 3x2− 6x3+ 7x4− 4x5+ 9x6+ 7x7− 8x8− 9x9+ 45 


6x1 3x2− 6x3− 8x4+ 12x5+ 7x6+ 6x7+ 30x8+ 4x9+ 134−  


6x1 3x2− 4x3+ 8x4− 9x5+ 6x6+ 4x7+ 8x8+ 17x9+ 43−   


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Escribirlo en  
REGIÓN 
MATEMÁTICA 
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Finalmente, usando la función Find (se halla en Insert ⇒ Function): 
 
 


 X Find x1 x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9,( ):=
 


 
aparece la solución del sistema que, efectivamente, es la correcta (coincide con la de los anteriores  
 
 
 


 


apartados): X


1


2−


3


1−


5


2−


0


5−


4−




























=  


 
 
 


Método 4 de resolución: MATRIZ INVERSA 
 
También se puede resolver el sistema anterior utilizando la matriz inversa. 
 
Recordemos el sistema del que partíamos: 
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−=+++++−+−
−=++++++−−


=+−−++−+−
−=++++++++


=+−−−++−−
=+−++−−++


−=−++−−−++
−=−+−+−++
=++−−+−++


43x17x8x4x6x9x8x4x3x6
134x4x30x6x7x12x8x6x3x6


45x9x8x7x9x4x7x6x3x8
20x2x3x6x14x7x5xx3x4


1x6x2x3x2xx2x3x6x5
6xx4x4x5x3x4x3x2x6
8x4x5x3x2xx2xx3x3


27xxx2x4x3x3xx2
22x3x4x5x8x3xx7x2x5


987654321


987654321


987654321


987654321


987654321


987654321


987654321


98765421


987654321


 


   
  


Sea A la matriz de los coeficientes, B la de los términos independientes y X el vector solución. De 
esta forma el sistema en cuestión es: 
 


A·X = B 
  
Entonces se puede multiplicar a la izquierda de cada miembro por la inversa de A de manera que 
queda: 
 
 A-1·A·X = A-1·B 
 
Entonces se llega a la conclusión de que  X = A-1·B, calculo éste que se puede realizar con la ayuda 
del mathcad (ver math-block "Matriz inversa"): 
 
  


A 1− B⋅


1


2−


3


1−


5


2−


2.373− 10 15−×


5−


4−
































=


 
 
 
Nuevamente, debido a los errores de redondeo al ejecutar las operaciones, los valores salen 
aproximados ; de ahí que la solución -2.373x10-15 se debe interpretar como 0. Se comprueba que las 
soluciones del sistema coinciden con las halladas en los apartados anteriores. 
. 
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(csteegmann@uoc.edu)  


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
 
Comenzamos el math-block presentando los principales conceptos relacionados con las ecuaciones y 
sistemas de ecuaciones (Identidad, ecuación, sistema de ecuaciones, sistema de ecuaciones 
lineales, etc).  Presentamos la clasificación de los sistemas de ecuaciones lineales (SEL) de acuerdo 
a su solución y enunciamos el teorema de Rouchè-Fröbenius, que es la principal herramienta para la 
discusión de los SEL. Para poder aplicar dicho teorema necesitamos saber calcular el rango de 
matrices, es por eso que una de las secciones del  math-block se dedica al estudio del rango. 
Presentamos varios ejemplos que ilustran los pasos a seguir para discutir los SEL con parámetros. Y 
por último discutimos algunos SEL con ayuda del programa Mathcad.  
 
A parte de este math-block, para completar el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales 
recomendamos los  math-blocks  titulados “Sistemas de Ecuaciones Lineales: Resolución” y “Modelos 
matemáticos”. 
 


 


OBJETIVOS       ________________________ 
 
• Conocer la clasificación de los SEL de acuerdo a su solución. 
• Conocer el concepto de rango de una matriz y los métodos de cálculo. 
• Conocer y aplicar el teorema de  Rouchè-Fröbenius. 
• Discutir SEL con parámetros.  
• Mostrar las posibilidades que brinda el programa Mathcad para discutir los SEL. 


 
 


Discusión de Sistemas 
de Ecuaciones Lineales 


(SEL) 
Conceptos 


básicos 
Clasificación 
de los SEL  


Rango 
Teorema de  


Rouché-Fröbenius 
Discusión de SEL 
con parámetros 


Usando  Mathcad 



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2
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CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Es recomendable haber leído, previamente, los math-blocks relativos a: 
 
• Álgebra de matrices. 
 
• Determinantes. 
 
• Matriz inversa. 
 
• Además, recomendamos los introductorios a Mathcad.  
 


 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


Ecuaciones y sistemas de ecuaciones: Conceptos básicos 
 


Una de las relaciones más usadas en matemáticas es la relación de igualdad “=”, esta juega un 
papel fundamental en el estudio de las ecuaciones y sistemas de ecuaciones. Iniciaremos 
nuestro estudio presentando algunos tipos de expresiones en las que intervienen igualdades. La 
siguiente expresión indica la igualdad entre dos cantidades numéricas  


625)374( 2 =−⋅ .  
Diremos que esta es una igualdad numérica, mientras las siguientes expresiones, que indican la 
igualdad entre expresiones algebraicas (aparecen variables), 


( )
,623


333
2 −=−


+=+
xxx


yxyx
 


son denominadas igualdades literales. La primera igualdad literal es una identidad ya que se 
verifica para cualquier valor numérico de las variables que en ella aparecen. En cambio, la 
segunda igualdad literal es una ecuación ya que sólo se verifica  para algunos valores numéricos 
de la variable que en ella aparecen. Estos valores son 2=x  y .3=x  
 
Las soluciones de una ecuación son los valores de las incógnitas que satisfacen la igualdad. Y 
resolver una ecuación significa determinar todas las soluciones si es que existen. Veamos 
algunos ejemplos: 
 


1. La ecuación lineal 3784 −=− xx  tiene solución .
3
5−=x  Esto se verifica sustituyendo:   


3
3
5·78


3
5·4 −







−=−







−  


·
3
44


3
44 =  


 
 
2. La ecuación exponencial 13332 −=− xxx  tiene solución x=0. Al sustituir tenemos: 


1333 000 −=−  
1111 −=−  


.00 =  







  Discusión de Sistemas de Ecuaciones Lineales 


Proyecto e-Math          3 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


3. La ecuación diferencial 0''' =+ yy  tiene solución ,eccy x
21


−+=    donde .Rc,c 21 ∈  Para 


comprobarlo calculamos las derivadas y sustituimos: ,' 2
xecy −−=   ;ec''y x


2
−=   al sustituir 


se obtiene  .0ecec x
2


x
2 =− −−  


4. La ecuación lineal 3254 =+− zyx  tiene infinitas soluciones, algunas de ellas son las 
siguientes:  


 
x y z 
0 1 4 
1 1 2 


1/2 1 3 
 


En muchas ocasiones los problemas estudiados conducen a varias ecuaciones que relacionan 
las mismas incógnitas. En esos casos estamos en presencia de un sistema de ecuaciones. Las 
soluciones de un sistema de ecuaciones son los valores de las incógnitas que satisfacen la 
igualdad en cada una de las ecuaciones del sistema. Discutir un sistema de ecuaciones significa 
determinar si tiene soluciones y cuáles son. Veamos algunos ejemplos de sistemas de 
ecuaciones: 
 
1. El sistema de ecuaciones lineales  
 


1800
4
3


1500
2000


=++


=+
=++


zyx


zy
zyx


 


tiene solución ,500=x   700=y   y  .800=z   
 
2. El sistema de ecuaciones lineales  


7200344
1500


2000


=++
=+


=++


zyx
zy


zyx
 


 tiene la misma solución del anterior. 
 


3. El sistema de ecuaciones polinómicas 
 


23


)1(5
xxy


xy
−=
−=


 


tiene soluciones ,1=x  5=x  y .5−=x   
4. El sistema de ecuaciones exponenciales con dos incógnitas 
 


022
12


2yx


yx


=−
=


+


+


 


 
 tiene solución 1x =  e .1y −=   
 
 


En todos los ejemplos anteriores la comprobación de la solución se obtiene de manera inmediata 
por sustitución.  Nótese que los dos primeros sistemas de ecuaciones tienen la misma solución, 
en ese caso se dice que los sistemas son equivalentes.  
 
Como hemos podido observar en los ejemplos anteriores, es fácil comprobar si determinados 
valores de las incógnitas son solución de una determinada ecuación o sistema de ecuaciones. 
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En cambio, en muchas ocasiones no es fácil determinar si una ecuación (o sistema de 
ecuaciones) tiene solución, y en caso de tener, no siempre es fácil determinar con toda precisión 
todas las soluciones. Es por eso que desde la antigüedad los matemáticos han dedicado mucho 
tiempo y esfuerzo a determinar fórmulas, métodos y algoritmos que permitan determinar la 
solución de cada tipo de ecuación o sistemas de ecuaciones con que se han ido tropezando a lo 
largo del desarrollo de nuestra civilización.  En muchos casos el esfuerzo dedicado no ha sido en 
vano, pero desafortunadamente en algunas ocasiones tenemos que conformarnos con valores 
aproximados de la solución después de haber realizado tediosos cálculos manuales o con ayuda 
del ordenador.  
 
En los ejemplos anteriores hemos presentado varios tipos de ecuaciones o sistemas de 
ecuaciones con el objetivo de ilustrar los conceptos de ecuación, sistema de ecuaciones, 
solución de una ecuación y solución de un sistema, pero a lo largo de este  math-block  nos 
limitaremos al estudio de los sistemas de ecuaciones  lineales (SEL) que, por fortuna, son muy 
fáciles de discutir; en todos los casos podremos determinar si los SEL tiene soluciones y cuáles 
son. 


 
 


Sistemas de ecuaciones lineales: Forma matricial 
 


Un sistema de ecuaciones de la forma  


mnmnmm


nn


nn


bxaxaxa


bxaxaxa
bxaxaxa


=+++


=+++
=+++


2211


22222121


11212111


 


es denominado sistema de ecuaciones lineales (SEL) de orden .nm ×  Los SEL se pueden 
representar en forma de producto de matrices como sigue: 


 


























=


















































mnmnmm


n


n


b


b
b


x


x
x


aaa


aaa
aaa


2


1


2


1


21


22221


11211


 


 
donde ija  son los coeficientes,  ijx  las incógnitas, y ijb  son los términos independientes. Este 


producto suele escribirse en forma simplificada como .· BXA =  La matriz ( )ijaA =  recibe el 
nombre de matriz del sistema o matriz de  los coeficientes. Otra forma  clara de expresar los SEL 
es a través de su matriz ampliada  ( )BA : 
 
 




























mmnmm


n


n


b


b
b


aaa


aaa
aaa


2


1


21


22221


11211


 


 
 


Ejemplo 
 
Consideremos el siguiente SEL: 
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83
15


5863


=+−+
=+


=−+−


tzyx
zy


tzyx
 


 
Su representación en forma de producto de matrices es:  
 






















=













































 −


−


−


8
15
5


1
0
8


3
1
6


1
1
3


1
0
1


t
z
y
x


 


 
La matriz del sistema es: 





















 −


−


−


1
0
8


3
1
6


1
1
3


1
0
1


 


 
La matriz ampliada es:  
  
 





















 −


−


−


8
15
5


1
0
8


3
1
6


1
1
3


1
0
1


 


 
Como veremos más adelante, el estudio del rango de la matriz del sistema y de la matriz 
ampliada nos permitirá determinar el número de soluciones de los SEL. Es por eso que la 
siguiente sección está dedicada al estudio del rango de una matriz. 


 
 


Rango de una matriz 
 


 
Dada una matriz de orden ,mn ×  consideremos k filas y k columnas. Los elementos comunes a 
estas filas y columnas consideradas forman una matriz cuadrada cuyo determinante es 
denominado un menor de orden k  de la matriz dada. 
 
 
 


Ejemplo:  Consideremos la matriz .
0
2


1


1
8


4


0
6
3


2
4


2






















−−


−
−=A  Un menor de orden 2 de la matriz 


A  se obtiene al seleccionar dos filas y dos columnas. Por ejemplo, si seleccionamos las dos 
últimas filas y las dos últimas columnas obtenemos el siguiente menor:   


01
28 −−


=M  


Otro menor de orden 2 es, por ejemplo, el que se obtiene de seleccionar las dos últimas filas y las 
columnas primera y tercera: 
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12
84 −−


=N  


 
Dado un menor, M,  de orden k , se denomina menor orlado al menor M a un menor de orden 


1+k  formado por las filas que determinan a M y una cualquiera de las restantes, y las columnas 
que determinan a M y una cualquiera de las restantes.  
 
Ejemplo: Consideremos la matriz A  y el menor M del ejemplo anterior. Entonces los menores 
orlados a M son:  
 


El menor ,
012
284


142
−−−  que se obtiene al agregar la primera fila y la primera columna, y el 


menor ,
010
286


143
−−


−
 que se obtiene al agregar la primera fila y la segunda columna. 


 


 
El rango de una matriz A  se denota por  ).(Arg  
 
Ahora podemos decir que el rango de la matriz A  del ejemplo anterior es 2, ,2)( =Arg ya que el 


menor 2
01
28


=
−−


 es diferente de cero y todos sus menores orlados son nulos. Esto es,  


0
012
284


142
=−−−    0


010
286


143
=−−


−
 


 
Recomendamos tener en cuanta los siguientes pasos al calcular el rango de una matriz: 
 
1. Se suprimen todas las filas o columnas que estén formadas sólo por ceros. 
 
2. Se observa,  por simple inspección,  si se aprecian filas o columnas que sean combinación 


lineal de sus paralelas y se procede a eliminarlas. 
 


3. Se elige un elemento no nulo de la matriz, con lo que aseguramos que el rango es mayor o 
igual a uno, al existir un menor no nulo de orden 1. A continuación se orla este menor, es 
decir, formamos un menor de orden 2 que contenga al número seleccionado. Si alguno de 
los menores así formados es no nulo, el rango de la matriz es al menos dos.  
 


4. Repetimos este proceso de ir orlando el menor que ha resultado diferente de cero en el paso 
anterior, hasta obtener un menor, de orden ,0≠k  que al orlarlo con las restantes filas y 
columnas de la matriz, para formar menores de orden ,1+k  resulten todos ellos 
determinantes nulos. Entonces podemos concluir que el rango de la matriz es .k  
 


El rango de una matriz ,A no nula, es un número r  que cumple las siguientes 
condiciones: 
1. Existe un menor de A , de orden r, distinto de cero. 
2. Todos los menores de A  de orden 1+r  (en caso de que existan) son nulos. 







  Discusión de Sistemas de Ecuaciones Lineales 


Proyecto e-Math          7 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


Como ejemplo vamos a calcular el rango de la siguiente matriz: 


























=


1032
4064
1101
2032


M  


 
Al observar las filas vemos que la tercera es múltiplo de la primera. Eliminamos la tercera fila y 
obtenemos la siguiente matriz: 






















=


1032
1101
2032


'M  


Así, ).'M(rg)M(rg = Seleccionamos el elemento de la primera fila y primera columna de 
'M que es diferente de cero. Así tenemos un menor no nulo de orden 1. Con esto sabemos que 


.1)'M(rg)M(rg ≥=  Ahora orlamos este menor a partir de la segunda fila y la segunda columna 
y obtenemos 


.0330
01
32


≠−=−=  


Ahora tenemos que .2)'M(rg)M(rg ≥=  Si orlamos este menor a partir de la tercera fila y la 
tercera columna,  obtenemos 
 


.0)600()060(
032
101
032


=++−++=   


Y como este menor es nulo buscamos otro, el que se obtiene considerando la tercera fila y la 
última columna. Así obtenemos 


.03)630()660(
132
101
232


≠=++−++=  


No podemos seguir orlando este menor de orden 3 que es diferente de cero porque 'M  sólo 
tiene 3 filas. Entonces concluimos que .3)M(rg =  
 
Un detalle a tener en cuenta al calcular el rango de la matriz de un sistema de ecuaciones 
lineales y el de su matriz ampliada es que se cumple la siguiente relación: ( ).)( BArgArg ≤   
 
El rango de una matriz también se puede estudiar a partir del concepto de dependencia lineal de 
vectores o, de forma equivalente,  del método de Gauss para escalonar matrices. Remitimos a los 
interesados a las páginas 35 y 36 de [1]. 
 


 
Clasificación de los sistemas de ecuaciones lineales de acuerdo a su solución. 
Teorema de Rouchè-Fröbenius 


 
 


Los SEL se clasifican de acuerdo a su solución en compatibles e incompatibles. Un SEL es 
compatible cuando tiene solución, en caso contrario se dice que es incompatible. A su vez, los 
SEL compatibles se clasifican en determinados e indeterminados: un sistema compatible es 
determinado si tiene solución única, en caso contrario es indeterminado.  
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Ejemplo 1 
 
Consideremos el siguiente SEL: 
 


232
0
123


=−
=+


=+


yx
yx


yx
 


 
Para discutir el sistema, primero determinamos la  matriz del sistema y la matriz ampliada: 
 
























−
=


3
1
2


  
2
1
3


A  ( )






















−
=


2
0
1
 


3
1
2


   
2
1
3


BA  


 
 
 


Como el menor 1
11
23


=  es diferente de cero y no es posible orlarlo, se  obtiene .2)( =Arg   


 
En la matriz ampliada sí es posible orlar este menor:  


.03)042()306(
232
011
123


≠−=++−−+=
−


 Entonces se obtiene que ( ) .3BArg =    


 
De ahí que  ( )BArg)A(rg <  y podemos concluir que el sistema es incompatible. 
 
Ejemplo 2 
 
A continuación vamos a discutir  el siguiente SEL: 
 


83
4
42


=++
=+
=+


zyx
zx
yx


 


 
Determinemos la  matriz del sistema y la matriz ampliada: 
 


Teorema de Rouchè-Fröbenius  
 
Sea  BAX = un SEL de n incógnitas. Entonces se cumple: 


•  )BA(rg)A(rg = =n ↔ el SEL es compatible determinado; 


• )BA(rg)A(rg = <n ↔ el SEL es compatible indeterminado con )A(rgn − grados
de libertad; 


• )BA(rg)A(rg < ↔  el SEL es incompatible, 
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=


113
101
012


A  ( )




















=


8
4
4
 


113
101
012


BA  


 
 


2)( =Arg  ya que 01
01
12


≠−=  y .0A =    Para ver que ( ) 2=BArg  es suficiente con 


darse cuenta que la última fila es la suma de las dos primeras. Así, ( ) 2)( == BArgArg  el 


sistema es compatible. Como el número de incógnitas es ,3=n  ( ),)(23 BArgArgn ==>=  
el sistema es compatible indeterminado con un grado de libertad.  
 
En este caso es fácil determinar todas las soluciones del sistema ya que, como hemos dicho 
antes, la última ecuación es la suma de las dos primeras. Por eso suprimiendo la última ecuación 
obtenemos el siguiente SEL  


4zx
4yx2


=+
=+


 


que es equivalente al anterior. La solución se obtiene expresando todas las variables en función 
de una de ellas (un grado de libertad). Si expresamos todas las incógnitas en función de z 
obtenemos 










=
+−=−−=


−=


zz
z24)z4(24y


z4x
   o lo que es igual .Rt         


tz
t24y


t4x
∈










=
+−=


−=
 


 
Ejemplo 3 
 
Consideremos el siguiente SEL: 
 


123
02


23


−=+
=++


=−


zy
zyx


yx
 


Para discutir el sistema de ecuaciones, vamos a determinar la  matriz del sistema y la matriz 
ampliada: 
 






















=


230
112
01-3


A  ( )






















−


−
=


1
0
2


 
230
112
013


BA  


 
Como ,01)940()006(A ≠=+−−++=  tenemos que .3)( =Arg  De ahí que 


( ) ,3)( === nBArgArg por lo que el sistema es compatible determinado.  
 
En este caso, como la matriz del sistema es cuadrada y su determinante es diferente de cero, 
podemos calcular su matriz inversa y resolver el sistema de ecuaciones de la siguiente forma:   
Calculamos 1−A   manualmente o usando mathcad mediante el comando X-1 de la barra de 
herramientas Matrix (ver el math-block sobre matriz inversa para profundizar en los métodos de 
cálculo). En cualquier caso obtenemos 
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−
−−
−−


=−


596
364
121


1A  


 
Expresamos el SEL en forma matricial: 
 
























−
=














































1
0
2


230
112
01-3


z
y
x


 


 
Multiplicamos por 1−A  por la izquierda y obtenemos: 
 






















−
−


=






















−





















−
−−
−−


=






















7
5
1


1
0
2


596
364
121


z
y
x


 


 
Entonces, la solución del sistema es ,1−=x  5−=y  y .7=z  
 
En este math-block no perseguimos como objetivo estudiar en detalle todos los métodos para 
resolver los SEL. Un estudio detallado de dichos métodos aparece el math-block titulado 
“Sistemas de Ecuaciones Lineales: Resolución”. 
 
 
 
Sistemas homogéneos 


 
Diremos que un SEL es homogéneo si todos sus términos independientes son cero. Un SEL 
homogéneo es de la forma: 
 


0xaxaxa


0xaxaxa
0xaxaxa


nmn22m11m


nn2222121


nn1212111


=+++


=+++
=+++


 


Matricialmente se expresa así: 
AX=0 


En consecuencia la matriz ampliada tendrá la última columna de ceros, de forma que 
)0A(rg)A(rg = . De ahí que, según el teorema de Rouchè-Fröbenius, podemos afirmar que los 


sistemas homogéneos siempre son compatibles.  De todas formas, para llegar a esta conclusión 
no necesitábamos usar este teorema ya que, como la suma de ceros es cero, los sistemas 
homogéneos siempre admiten la solución trivial  


0xxx n21 ==== . 
Entonces para clasificar los SEL homogéneos de acuerdo a su solución sólo tenemos que 
averiguar si .n)A(rg =  En caso afirmativo el sistema es compatible determinado por lo que la 
única solución del sistema es la trivial. En caso contrario, cuando ,n)A(rg <  el sistema es 
compatible indeterminado. 
 
Como ejemplo consideremos el siguiente SEL homogéneo: 
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0zy2x
0zyx
0zyx


=++−
=+−
=++


 


La matriz del sistema es  
























−
−=


121
111
111


A  


cuyo determinante es .04)121()211(A ≠−=++−+−−=  Entonces .3)A(rg =  El sistema 
es compatible determinado; sólo admite la solución trivial. 


 
 


Discusión de sistemas de ecuaciones lineales con parámetros  
 
En esta sección presentamos algunos ejemplos de discusión de sistemas de ecuaciones lineales 
con parámetros. En todos ellos aplicaremos el teorema de Rouchè-Fröbenius.    
 
Ejemplo 1 
 
Clasifiquemos el siguiente sistema de ecuaciones de acuerdo a su solución ( Rk ∈ )  
 










=++
=+
=++


1zkykx
2kzky
1zyx


 


 
En primer lugar vamos determinar la  matriz del sistema y la matriz ampliada: 






















=


1kk
kk0
111


A        




















=


1
2
1


1kk
kk0
111


)BA(  


 
Estamos estudiando un sistema de 3 ecuaciones con 3 incógnitas, por eso el rango de la matriz 
del sistema es menor o igual que 3. Para que este sistema sea compatible determinado se tiene 
que cumplir que el determinante de la matriz del sistema sea diferente de cero. Veamos para qué 
valores del parámetro k el determinante es cero. El determinante de A es: 


).k1(kkk)0kk()0kk(A 2222 −=−=++−++=  


Así,  .1k   o  0k0A ==⇔=  Entonces podemos concluir que para todos los valores del 


parámetro k diferentes de 0 y de 1 se cumple que 0A ≠  y, por consiguiente,  


( ) .3nBArg)A(rg ===  Es decir, el sistema será compatible determinado para todos los 


valores reales del parámetro k excepto para 0k =  y  .1k =  
 
Ahora vamos a clasificar el sistema para los casos 0k =  y :1k =  
 
Caso :0k =  
 
Las matrices son 
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=


100
000
111


A   y 




















=


1
2
1


100
000
111


)BA(  


Ya sabemos que 3)A(rg <  porque .0A =  Veamos si .3)BA(rg =  Para eso vamos a elegir 
menores de orden 3 para ver si alguno es diferente de cero. En efecto, el menor formado por las 
tres últimas columnas es diferente de cero:  
 


.02)200()000(
110
200
111


≠−=++−++=  


De ahí que )A(rg3)BA(rg >=  y concluimos que para 0k =  el sistema es incompatible. 
 
Caso :1k =  
 
En este caso tenemos 


 






















=


111
110
111


A   y 




















=


1
2
1


111
110
111


)BA(  


Ya sabemos que 3)A(rg <  porque .0A =  Si encontramos un menor no nulo de A de orden 2 


podremos decir que  .2)A(rg =  Elegimos el menor que resulta de seleccionar las dos primeras 
filas y las dos primeras columnas: 


.0101
10
11


≠=−=  


Entonces concluimos que .2)A(rg =  Necesitamos calcular el rango de la matriz ampliada. Ya 


sabemos que )BA(rg)A(rg2 ≤=  por eso pasaremos directamente a calcular los menores, de 
orden 3, de la matriz ampliada.  Estos  son: 


,0A =   0
111
211
111


=   y     0
111
210
111


=  


Entonces ).A(rg2)BA(rg ==  Ahora podemos concluir que para 1k =  el sistema es 


compatible indeterminado con un grado de libertad ( 123)A(rgn =−=− ). 
 
Ejemplo 2 
 
Clasifiquemos el siguiente sistema de ecuaciones de acuerdo a su solución ( Rk ∈ )  
 










=++
=++
=++


kkzyx
kzkyx
kzykx


 


 
En primer lugar vamos determinar la  matriz del sistema y la matriz ampliada: 
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=


k11
1k1
11k


A        




















=


k
k
k


k11
1k1
11k


)BA(  


 
Estamos estudiando un sistema de 3 ecuaciones con 3 incógnitas, por eso el rango de la matriz 
del sistema es menor o igual que 3. Para que este sistema sea compatible determinado se tiene 
que cumplir que el determinante de la matriz del sistema sea diferente de cero. Veamos para qué 
valores del parámetro k el determinante es cero. El determinante de A es: 


).2k()1k(2k3k)kkk()11k(A 233 +−=+−=++−++=  


Así,  .2k   o  1k0A −==⇔=  Entonces podemos concluir que para todos los valores del 


parámetro k diferentes de 1 y de -2 se cumple que 0A ≠  y, por consiguiente,  


( ) .3nBArg)A(rg ===  Es decir, el sistema será compatible determinado para todos los 


valores reales del parámetro k excepto para 2k −=  y  .1k =  
 
Ahora vamos a clasificar el sistema para los casos 2k −=  y :1k =  
 
Caso :2k −=  
 
Las matrices son 
 
























−
−


−
=


211
121
112


A        






















−
−
−


−
−


−
=


2
2
2


211
121
112


)BA(  


 
Ya sabemos que en este caso 3)A(rg <  porque .0A =  Veamos si .3)BA(rg =  Para eso 
vamos a elegir menores de orden 3 para ver si alguno es diferente de cero. En efecto, el menor 
formado por las tres últimas columnas es diferente de cero:  
 


.018)442()282(
221
212
211


≠−=++−−−−−=
−−
−−
−


 


De ahí que )A(rg3)BA(rg >=  y concluimos que para 2k −=  el sistema es incompatible. 


Caso :1k =  
 
En este caso tenemos 


 






















=


111
111
111


A    y  




















=


1
1
1


111
111
111


)BA(  


El rango de estas matrices no es cero porque tienen elementos (menores de orden 1) diferentes 
de cero. Además, como en ambas matrices las tres filas son iguales obtenemos que 


.1)BA(rg)A(rg ==  Ahora podemos concluir que para 1k =  el sistema es compatible 


indeterminado con 2 grados de libertad ( 213)A(rgn =−=− ). 
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Ejemplo 3  [5] 
 
Hallar los valores de a y b para que el sistema: 


0bzyax
0z3byax
0z8y5x2


0z3y2x


=++
=++
=−+


=−+


 


admita soluciones distintas de la trivial (x=y=z=0). 
 
La matriz del sistema es: 
























−
−


=


b1a
3ba
852
321


A  


 
El sistema es homogéneo por eso siempre admite la solución trivial.  Como buscamos soluciones 
distintas de la trivial, necesitamos determinar los valores de a y b tales que .3)A(rg <  En otras 
palabras, necesitamos determinar los valores de a y b tales que todos los menores de orden 3 
sean cero. Los menores de orden tres son: 
 
 


1a1b  


                   
2ba
3b2a


02ba)8b4a15()a166b5(
b1a
852
321


03b2a)b812a15()a16b615(
3ba
852
321


=⇒−=





−=+−
−=+−


⇒






















=++−=−+−−−−=−
−


=++−=−+−−−−=−
−


 


06ab3a7b2)ab56ab8()a8a15b2(
b1a
3ba
852


22 =−++=++−−−+=
−


 


Sustituyendo comprobamos que 1b −=  y 1a =  son solución de la ecuación anterior. 
 


03ab3a3b)3ab2ab3()a3a6b(
b1a
3ba
321


22 =−++=++−−−+=
−


 


Sustituyendo comprobamos que 1b −=  y 1a =  son solución de la ecuación anterior. 
 
Así pues, concluimos que las soluciones no triviales del SEL inicial se obtienen para los valores 


1b −=  y 1a = . 
 


 
 
 
 
 
 







  Discusión de Sistemas de Ecuaciones Lineales 


Proyecto e-Math          15 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 


 
Usando Mathcad 


 
 


 
Utilizando la función rank del programa Mathcad podemos calcular el rango de una matriz.  


 
 
 


 
 
 


Para ello introducimos la matriz estudiada y le aplicamos la función rank. 
 
Ejemplo: 
 
Introducimos la siguiente matriz: 
 


A


1


1


1−


1


1−


2


1


1


1












:=


 
Calculamos su rango: 
 
 


 
Como ejemplo de discusión de SEL con ayuda de Mathcad vamos a retomar uno de los SEL con 
parámetros estudiados anteriormente. 
 
Ejemplo:  
 
Clasifiquemos el siguiente sistema de ecuaciones de acuerdo a su solución ( Rk ∈ )  
 










=++
=+
=++


1zkykx
2kzky
1zyx
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En primer lugar vamos introducir la  matriz del sistema: 
 


A


1


0


k


1


k


k


1


k


1












:=


 
Ahora calculamos su determinante con ayuda del comando Symbolic: 
 


 
 


A k k2−→  
  
 Igualamos a cero y resolvemos:  .0)k1(k =−  Así,  .1k   o  0k0A ==⇔=  Entonces 
podemos concluir que para todos los valores del parámetro k diferentes de 0 y de 1 se cumple 
que 0A ≠  y, por consiguiente,  ( ) .3nBArg)A(rg ===  Es decir, el sistema será compatible 


determinado para todos los valores reales del parámetro k excepto para 0k =  y  .1k =  
 
Ahora vamos a clasificar el sistema para los casos 0k =  y .1k =  
 
Caso k=0: 
 
La matriz del sistema tiene rango 2 


A


1


0


0


1


0


0


1


0


1














:=  rank A( ) 2=


 
Mientras que la matriz ampliada, que para el cálculo con mathcad la denotaremos por AB,   tiene 
rango 3 
 


AB


1


0


0


1


0


0


1


0


1


1


2


1














:= rank AB( ) 3=


 
 
De ahí que )A(rg23)BA(rg =>=  y concluimos que para 0k =  el sistema es incompatible. 
 
Caso :1k =  
 
Ambas matrices tienen rango 2, esto es,   
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A


1


0


1


1


1


1


1


1


1














:= rank A( ) 2=


 
 


AB


1


0


1


1


1


1


1


1


1


1


2


1














:= rank AB( ) 2=


 
 


 
Entonces )A(rg2)BA(rg ==  y podemos concluir que para 1k =  el sistema es compatible 


indeterminado con un grado de libertad ( 123)A(rgn =−=− ). 
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Autores:  Juan Alberto Rodríguez Velázquez (jrodriguezvel@uoc.edu) Cristina Steegmann Pascual 


(csteegmann@uoc.edu) 


 
 


ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


En este math-block, como su título indica, se estudia el problema de la diagonalización de 


endomorfismos y matrices. Dicho estudio está estrechamente vinculado a los conceptos de matriz 


asociada a una aplicación lineal y matriz de cambio de base; es por ello que dedicamos la primera 


sección al análisis de las relaciones existentes entre estas matrices. En la segunda sección 


analizamos el problema de la diagonalización de endomorfismos y matrices y presentamos los 


resultados necesarios para el estudio de dicho problema. Los ejemplos ilustrativos de los principales 


resultados presentados en el math-block están agrupados en la cuarta sección. Por último,  


presentamos la diagonalización de algunas matrices utilizando el programa Mathcad como 


herramienta de cálculo.  


 


 


OBJETIVOS       ________________________ 
 
• Conocer la relación existente entre las matrices asociadas a una misma aplicación lineal en 


diferentes bases. 
• Conocer el método de cálculo de los valores y vectores propios de un endomorfismo (matriz) 
• Saber determinar si un endomorfismo (matriz) es diagonalizable. 
• Saber determinar una base propia y la matriz diagonal de un endomorfismo diagonalizable.  


Diagonalización 
de Endomorfismos y 


Matrices 


Conceptos 
fundamentales 


y 
ejemplos 


Matriz asociada, 
matriz de cambio 


de base 


Diagonalización 
usando   Mathcad 



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2
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• Mostrar las posibilidades que brinda el programa Mathcad para el estudio de la 
diagonalización de endomorfismos y matrices. 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Es recomendable haber leído, previamente, los math-blocks relativos a: 
 
• Álgebra de matrices. 
 
• Determinantes. 
 
• Sistemas de ecuaciones lineales. 
 
• Aplicaciones lineales. 
 
• Espacios vectoriales. 
 
• Además, recomendamos los introductorios a Mathcad.  
 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 


 


Matriz asociada a una aplicación lineal 
 


 
 
Sea f  una aplicación lineal entre dos espacios vectoriales de dimensión finita: 


)(     
:


xfx
EEf mn


→
→


 


Sean ),...,,( 21 naaaA =  y ),...,,( 21 mbbbB = bases de nE  y mE  respectivamente. Llamamos 


matriz asociada a f  en las bases A  y B  a la matriz nmij M ×∈)(α  cuyos elementos ijα  son la 


coordenada  i  del vector )( jaf  en la base .B  Denotamos esta matriz por [ ].,, BAfM  
 


Es decir, si ,)(
1






















=


mj


j


jaf
α


α
 entonces )( jaf  es la columna j  de la matriz [ ].,, BAfM  


 
Consideremos la siguiente aplicación lineal 23: RRf →   definida por  


),2(),,( zyyxzyxf ++=   
Vamos a calcular la matriz asociada a f en las bases canónicas. En este caso la matriz asociada 
se obtiene calculando la imagen de los vectores de la base del espacio de partida y poniéndolas 
en columnas: 


).1,0()1,0,0(
);1,1()0,1,0(
);0,2()0,0,1(


=
=
=


f
f
f


 


 
Entonces, la matriz asociada es  
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[ ] 







=


110
012


,, 23 CCfM  


 
Nótese que la matriz asociada actúa como la aplicación lineal de la siguiente forma: 


).,2(
110
012


),,( zyyx
z
y
x


zyxf ++=






























=  


Esto quiere decir que podemos estudiar la aplicación lineal a partir de su matriz asociada. 
Naturalmente, si cambiamos las bases obtenemos otra matriz asociada. 
 
 
Consideremos ahora la aplicación lineal de antes y las bases ( ))1,0,0(),0,1,1(),0,0,1( −A  y 


( ))1,1(),0,2( −=B  de 3R  y 2R  respectivamente. Vamos a determinar la matriz [ ].,, BAfM  
 
Las imágenes de los vectores de la base de partida son: 
 


).1,0()1,0,0(
);1,1()0,1,1(


);0,2()0,0,1(


=
−=−


=


f
f
f


 


 
 La matriz de cambio de base de B  a la canónica es  










−


=
10


12
Q  


 
 La matriz de cambio de base de la canónica a B  es  










−


=−


10
2
1


2
1


1Q  


 
 Entonces, obtenemos las coordenadas de los vectores imágenes en la base de llegada: 
 


);0,1(
0
2


10
)0,2( 2


1
2
1


=















−


=B  


);1,0(
1


1
10


)1,1( 2
1


2
1


=







−







−


=− B  


( ).1,
1
0


10
)1,0( 2


12
1


2
1


−=















−


=B  


 Colocamos los vectores B)0,2( ,  B)1,1( −  y B)1,0(  en columna y obtenemos la matriz asociada, 


[ ] 







−


=
110


01
,, 2


1
BAfM  


 
 Veamos ahora como se relacionan ambas matrices y las matrices de cambio de base.  
 
 La matriz de cambio de base, de la base A  a la canónica es  
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−=


100
010
011


P  


La matriz de cambio de base, de la base la canónica a la base A  es ,1−P  que en este caso en 
concreto coincide con .P  
 
¿Cómo actúan estas matrices? 
 


[ ]:,, BAfM  Transforma los vectores de ,3R  cuyas coordenadas estén expresadas en la base 


A , 3RxA ∈ , en su imagen por la aplicación ,f  cuyas coordenadas están expresadas en la 


base B  de ,2R  ( ) .)( 2Rxf BA ∈  
 


[ ]:,, 23 CCfM  Transforma los vectores de ,3R  cuyas coordenadas estén expresadas en la 


base canónica, 3
3 RxC ∈ , en su imagen por la aplicación ,f  cuyas coordenadas están 


expresadas en la base canónica de ,2R  ( ) .)( 2
23
Rxf


CC ∈  


:P  Transforma vectores de 3R , cuyas coordenadas están expresadas en la base ,A  ,3RxA ∈  


en ellos mismos pero con las coordenadas expresadas en la base canónica, .3
3 RxC ∈  


 
:1−Q Transforma vectores de 2R , cuyas coordenadas están expresadas en la base canónica, 


,2
2 RyC ∈  en ellos mismos pero con las coordenadas expresadas en la base ,B   .2RyB ∈  


 
Entonces, el siguiente diagrama conmutativo nos permite relacionar estas matrices: 


 
 


   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 O lo que es igual: 


[ ] [ ] .·,,·,, 23
1 PCCfMQBAfM −=  


 Esto es, 
 


[ ] 







−


==




















−















−


=
110


01


100
010
011


110
012


10
,, 2


1
2
1


2
1


BAfM  


 
En general,  sea f  una aplicación lineal entre dos espacios vectoriales de dimensión finita: 


 
 


( )3
3 ,CR  


 
 


( )2
2 ,CR  


 
 


( )AR ,3  


 
 


( )BR ,3  
 
 


[ ]BAfM ,,  


 
 


[ ]23 ,, CCfM


 
 
P  


 
 


1−Q
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)(     
:


xfx
EEf mn


→
→


 


Sean A  y 'A bases de nE  y sean B y 'B bases de mE . Se cumple la siguiente relación:  


[ ] [ ] ,·',',·,, 1 PBAfMQBAfM −=  
donde P  es la matriz de cambio de base  de A  a 'A  y Q  es la matriz de cambio de  base de B  
a '.B   
 


 
Diagonalización  


 
Diremos que una aplicación lineal de un espacio vectorial en sí mismo es un endomorfismo. La 
matriz asociada a un endomorfismo definido en un espacio vectorial de dimensión n  es una 
matriz cuadrada de orden .n   
 
 Si se pretende estudiar un endomorfismos a partir de su matriz asociada, resultará conveniente 
averiguar si existe una base tal que la matriz asociada respecto a dicha base sea la más simple 
posible; una matriz diagonal.  Si existe tal base, se dice que el endomorfismo es diagonalizable.  
 
Sea f  un endomorfismo definido en un espacio vectorial E  de dimensión .n  Denotaremos la 


matriz asociada a f en la base canónica de E  de la siguiente forma: [ ] [ ]CCfMCfM ,,, = .  
 
Supongamos que [ ]CfM ,  es una matriz diagonal: 
 


[ ]
























=


n


CfM


λ


λ
λ


00


00
00


, 2


1


 


 
  
Veamos qué condiciones se deben cumplir para que exista esta matriz: 
 
En primer lugar,  
 


112111 ·0·0)( eeeeef n λλ =+++=   


2232212 ·0·0·0)( eeeeeef n λλ =++++=  
................................................................................... 
................................................................................... 


nnnnn eeeeef λλ =+++= 21 ·0·0)(  
 


 En resumen, ,)( iii eef λ=   }.,...,1{   : nii ∈∀  
 


 Diremos que un vector no nulo x  de un espacio vectorial E  es un vector propio del 
endomorfismo ,f  definido en ,E  si existe R∈λ  tal que .)( xxf λ=  En ese caso se dice que 
λ  es un valor propio de f  y que x es un vector propio asociado al valor propio .λ  
 
Un vector no nulo x  de un espacio vectorial real ,E  de dimensión ,n es un vector propio de la 


matriz cuadrada ,M  de orden ,n  si existe R∈λ  tal que .tt xMx λ=  En ese caso, se dice que 
λ  es un valor propio de M  y que x es un vector propio asociado al valor propio .λ  
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Bajo el supuesto de antes (de que  [ ]CfM ,  es diagonal) concluimos iλ  es un valor propio del 


endomorfismo ,f  y de la matriz [ ],,CfM   y que ie  es un vector propio asociado al valor propio 


,iλ }.,...,1{   : nii ∈∀  
 
Naturalmente, si en la diagonal de la matriz hay números repetidos entonces existirán valores 
propios que tendrán más de un vector de la base como vector propio asociado. En cambio, a 
cada vector propio le corresponde un único valor propio. En efecto, sea Ex∈  un vector propio y 
sean R∈βα ,  tales que xxf α=)(  y .)( xxf β=  Entonces 0)( =− xβα  de donde, por ser 


,0≠x  resulta que .βα =  
 
Sean ahora dos bases B  y 'B  de E  y sean [ ]BfM ,  y [ ]',BfM   matrices no necesariamente 
diagonales. A continuación analizaremos la relación que existe entre los valores y vectores 
propios de ambas matrices asociadas a .f  


Sea :}0{−∈ Ex  [ ]( ) ( ) ,, t
B


t
B xxBfM λ=  es decir, λ  es un valor propio de [ ]BfM ,  y Bx  


es un vector propio de [ ]BfM ,  asociado al valor propio ,λ  cuyas coordenadas están 
expresadas en la base .B  Sea Q  la matriz de cambio de la base 'B  a la base .B  Entonces se 
tiene, 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
De ahí que, 


[ ]( ) [ ] ( )
[ ]( )


( )
( )( )


( )tB


t
B


t
B


t
B


t
B


t
B


x


xQ


xQ


xBfMQ


xQBfMQxBfM


'


1


1


1
'


1
'


                       


                       


                       


,                       


,',


λ


λ


λ


=


=


=


=


=


−


−


−


−


 


 
Hemos obtenido el siguiente resultado: 
 


 
 


 
 


( )BE,  


 
 


 ( )BE,  


 
 


( )',BE  


 
 


( )',BE  
 
 


[ ]',    BfM  


 
 


    [ ]BfM ,  


 
 
Q  


 
 


1−Q


Todas las matrices asociadas a un endomorfismo poseen los mismos valores y vectores
propios.  
 
Dicho de otro modo, los valores y vectores propios de un endomorfismo coinciden con los
valores y vectores propios de cualquiera de sus matrices asociadas.  
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Veamos ahora cómo determinar los valores y vectores propios. 
 
Sea Ex∈  un vector propio asociado al valor propio .λ  Entonces, se cumple: 
 


[ ] [ ]( ) ,0,,)( =−⇔=⇔= ttt xICfMxxCfMxxf λλλ  
donde I  es la matriz unidad y 0  es el vector columna cuyas componentes son cero. 


[ ]( ) 0, =− txIfM λ  


Evidentemente, si consideramos las componentes de tx  como incógnitas obtenemos un sistema 
de ecuaciones lineales homogéneo.  El vector x  no es nulo por ser  un vector propio, entonces 
para que este sistema homogéneo no sea compatible determinado es necesario y suficiente que 
el determinante de la matriz del sistema sea cero. Esto es, 
 


[ ] 0, =− ICfM λ  
Dicho de otro modo, es condición necesaria y suficiente para que un número real λ  sea un valor 
propio del endomorfismo ,f  que el núcleo del endomorfismo if λ−  no sea inyectivo. 


Si consideramos λ  como una incógnita entonces el determinante [ ] ICfM λ−,  representa un 
polinomio de grado n  con coeficientes reales, que recibe el nombre de polinomio característico 
de la matriz [ ].,CfM  
 
Las raíces del polinomio característico son los valores propios de la matriz [ ].,CfM  Como los 
valores propios son invariantes del endomorfismo (son los mismos para todas las matrices 
asociadas), el polinomio característico también es un invariante del endomorfismo. Es por eso 
que el polinomio característico de las matrices asociadas a f  es denominado polinomio 


característico de ,f  y se denota .fP  
 


Sea λ  un valor propio del endomorfismo .f  El conjunto })(   :{ xxfExV λλ =∈=  es un 
subespacio vectorial de .E  En efecto,  
 
a)   φλ ≠V  ya que .000·)0( λλ Vf ∈⇒==  
 


 


.Vy)(x                       
)()()()(                       


)(y       )(,   b)


λ


λ


λλλ
λλ


∈+⇒
+=+=+=+⇒


==⇒∈
yxyxyfxfyxf


yyfxxfVyx
 


 


.Vx)(                            
)()()()(,   c)


λ


λ


α
αλλαααα


∈⇒
===⇒∈∈ xxxfxfRVx


 


 
El subespacio λV  recibe el nombre de subespacio propio asociado al valor propio .λ  
 
 


 
 


Proposición [2] 
 
Sean x  e y  vectores propios de un mismo endomorfismo, asociados a valores propios
diferentes,  entonces x  e y  son linealmente independientes. 
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Dicho de otra forma más fácil: los vectores propios asociados a valores propios diferentes son 
linealmente independientes. 
 
Si podemos determinar una base de E  formada por vectores propios del endomorfismo ,f  
entonces podemos concluir que f  es diagonalizable  y la matriz diagonal es la matriz asociada a 
f  en dicha base. Una base con tales características es denominada base propia del 


endomorfismo. 
 
 
La pregunta que nos falta por contestar es la siguiente ¿Bajo qué condiciones podemos construir 
una base propia?  La respuesta a esta pregunta nos la da el siguiente teorema: 
 


 
 
Por lo tanto, el estudio de la diagonalización de un endomorfismo  se reduce a los siguientes 
pasos:  
 


1. Seleccionamos una base del espacio vectorial 
 
2. Hallamos la matriz asociada respecto a la base seleccionada 


 
3. Determinamos los valores propios. 


 
4. Determinamos el subespacio propio asociado a cada uno de los vectores propios.  


  
5. Verificamos si se cumplen las dos condiciones del teorema anterior.  


 
  


Toda matriz simétrica es diagonalizable. Además, se puede demostrar que siempre hay una base 
propia ortonormal. Cuando esto es así, se dice que la diagonalización es ortogonal.  


 
Los vectores propios correspondientes a valores propios diferentes son ortogonales, por eso 
cuando una matriz simétrica posee todos los valores propios diferentes se puede asegurar que la 
base propia es ortogonal. 


 
Si una matriz simétrica posee valores propios repetidos, se puede aplicar el método de 
ortogonalización de Gram-Schmidt para obtener una base propia ortogonal. Luego, normalizando 
los vectores se obtiene la base ortonormal. 


  
En la siguiente sección analizaremos varios ejemplos de diagonalización de endomorfismos y 
matrices. 


 
Teorema [6] 
Sea E  un espacio vectorial real de dimensión .n  Sea EEf →: un endomorfismo. f  
es diagonalizable si y sólo si se verifican las dos propiedades siguientes:  
 


• fP  posee n raíces reales iguales o distintas 


• Para cada raíz R∈λ  de fP  se cumple que ,)dim( kV =λ  donde k  es la 


multiplicidad de .λ   
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Casos prácticos 


 
Ejemplo 1 
 
Sea 33: RRf →  un endomorfismo definido por: 


)   ,553 ,542(),,( zzyxzyxzyxf ++−++−=  
Veamos si f  es diagonalizable y, en caso afirmativo, determinemos una base propia y la matriz 
diagonal.  
 
La matriz asociada a f  en la base canónica es 


[ ]




















−
−


=
100
553
542


,CfM  


El polinomio característico es 


( ) ).2()1(23)1(
100


553
542


)( 22 λλλλλ
λ


λ
λ


λ −−=+−−=
−


−−
−−


=fP  


Las raíces del polinomio característico son los valores propios. Estos son: ,1=λ  de multiplicidad 
2 y, ,2=λ   de multiplicidad 1. 
 
El subespacio propio ,1=λV  asociado al valor propio ,1=λ  está formado por todas las soluciones 
del siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo: 
 






















=














































−
−−


−−


0
0
0


1100
5153
5412


z
y
x


 


De ahí que { } )3,0,5(),1,5,5(0543:),,( 3
1 −==++−∈== zyxRzyxVλ  


 
El subespacio propio ,2=λV  asociado al valor propio ,2=λ  está formado por todas las 
soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo: 
 






















=














































−
−−


−−


0
0
0


2100
5253
5422


z
y
x


 


 
De ahí que { } )0,1,1(0  ,:),,( 3


2 ===∈== zxyRzyxVλ  
 
Una base propia es )).0,1,1(),3,0,5(),1,5,5(( −=B  La matriz asociada a f  en la base B  
es la matriz diagonal 
 


[ ]




















=


200
010
001


,BfM  
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Observación: permutando los vectores de esta base propia, obtenemos otra base propia y por 
consiguiente otra matriz diagonal. Otra base propia es ))3,0,5(),0,1,1(),1,5,5((' −=B  y la matriz 
asociada a f  en esta base es 


[ ]




















=


100
020
001


,BfM  


 
Ejemplo 2 
 
Determinemos los valores y vectores propios del endomorfismo de 3R  cuya matriz asociada 
respecto a la base canónica es  
 
























−
−


−
=


120
111
100


A  


¿Es diagonalizable la matriz A ? 
 
 
 
El polinomio característico es 


.)1)(2(23
120
111
10


)( 23 +−=++−=
−−


−−
−−


= λλλλ
λ


λ
λ


λAP  


Las raíces del polinomio característico son los valores propios. Estos son: ,1−=λ  de 
multiplicidad 2 y, ,2=λ   de multiplicidad 1. 


 
El subespacio propio ,2=λV  asociado al valor propio ,2=λ  está formado por todas las 
soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo: 
 






















=














































−
−−


−−


0
0
0


320
111
102


z
y
x


 


 
De ahí que { } )2,3,1(2  ,3:),,( 3


2 −−=−=−=∈== xzxyRzyxVλ  
 
El subespacio propio ,1−=λV  asociado al valor propio ,1−=λ  está formado por todas las 
soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo: 
 






















=












































−


−


0
0
0


020
121
101


z
y
x


 


De ahí que { } )1,0,1(:),,( 3
1 ==∈=−= xzRzyxVλ  
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La matriz A  no es diagonalizable porque la multiplicidad del valor propio 1−=λ  es 
.1)dim(2 1 =≠ −=λV  


 
Ejemplo 3 


Determina si la matriz 






 −
=


12
21


A  es diagonalizable. 


 
El polinomio característico es 


.52
12


21
)( 2 +−=


−
−−


= λλ
λ


λ
λAP  


 
Este polinomio no tiene raíces reales. La matriz A  no es diagonalizable.  
 
 
Ejemplo 4 


 
El endomorfismo 33: RRf →  se define a partir de la imagen de los vectores de la base 
canónica: 
 


)1,2,0()1,0,0(
)2,1,0()0,1,0(
)1,0,1()0,0,1(


−=
=
=


f
f
f


 


 
¿Es f  diagonalizable? 
 
La matiz asociada a f  en la base canónica es 
 


[ ]




















−=
121
210


001
,CfM  


 
El polinomio característico es 


( ).52)1(
121


210
001


)( 2 +−−=
−
−−


−
= λλλ


λ
λ


λ
λfP  


La única raíz real del polinomio característico es 1=λ y tiene multiplicidad 1.  Entonces, el 
endomorfismo f no es diagonalizable. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 


Diagonalización usando Mathcad 
 


Ejemplo 1 
 
Determinemos los valores y vectores propios de la siguiente matriz 
 
 


M


2


1


1


1


2


1


1


1


2












:=


 
 
Definimos la matriz unidad: 
 


I


1


0


0


0


1


0


0


0


1












:=


 
 
 
Y luego calculamos polinomio característico usando el comando Symbolic: 
 


 
 


 


M λ I⋅− 4 9 λ⋅− 6 λ2⋅ λ3−+→  
 


Para determinar las raíces del polinomio característico usaremos el comando solve de la barra 
de herramientas symbolic: 


 


P 4 9 λ⋅− 6 λ2⋅+ λ3−:=  
 
 


P solve λ,


4


1


1














→


 
 


 Entonces los valores propios son ,1=λ  con multiplicidad 2, y ,4=λ  con multiplicidad 1.  
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El subespacio propio ,1=λV  asociado al valor propio ,1=λ  está formado por todas las soluciones 
del siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo: 
 






















=














































−
−


−


0
0
0


1211
1121
1112


z
y
x


 


 
Es decir, 


0=++ zyx  
 
En este caso, la solución del sistema es evidente, ,yxz −−=    ., Ryx ∈∀  


De ahí que { } )1,1,0(),1,0,1((:),,( 3
1 −−=−−=∈== yxzRzyxVλ  


 
El subespacio propio ,4=λV  asociado al valor propio ,4=λ  está formado por todas las 
soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo: 
 






















=














































−
−


−


0
0
0


4211
1421
1142


z
y
x


 


 
Para resolver este sistema vamos a usar la instrucción Given y la función find 
 
En primer lugar le asignamos valores iniciales cualesquiera a las incógnitas: 
 
x 1:=      y 1:=      z 1:=  


 
Introducimos el sistema de ecuaciones después de la instrucción Given: 
 
given 
 


2− x y+ z+ 0  
 x 2y− z+ 0  
 x y+ 2z− 0  
 
Usamos la función find: 
 
 
 
 
 


Podríamos haber calculado directamente los valores propios usando la función 
eigenvals: 


v eigenvals M( ):=  
 


v


4


1


1












→
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Obtenemos: 


find x y, z,( )


z


z


z












→


 
 


De ahí que { } )1,1,1((:),,( 3
4 ===∈== zyxRzyxVλ  


 
Nótese que cualesquiera que sean dos vectores propios asociados a valores propios diferentes, 
son ortogonales (el producto escalar es cero). Esto lo sabíamos de antemano porque la matriz 
M  es simétrica.  
 
Si se desea obtener una base ortonormal que diagonalice ,M  se puede aplicar el método de  
ortogonalización de Gram-Schmidt y luego, normalizar los vectores dividiéndolos por su norma. 
 
 


 
 


 
 
De antes sabemos que los valores propios se calculan mediante  
 


Los vectores propios se pueden calcular directamente mediante la función eigenvecs: 
 
V eigenvecs M( ):=  
 


V


1
3


3⋅


1
3


3⋅


1
3


3⋅


1−
2


2⋅


0


1
2


2⋅


1−
2


2⋅


1
2


2⋅


0


















→
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v eigenvals M( ):=  
 


v


4


1


1












→


 
 
Para obtener los vectores propios asociados a cada uno de los valores propios por separado 
hacemos: 


V eigenvecs M( ):=  
 
 


                             


V 0〈 〉


1
3


3⋅


1
3


3⋅


1
3


3⋅


















→


           


V 1〈 〉


0


1
2


2⋅


1−
2


2⋅















→


          


V 2〈 〉


1
2


2⋅


0


1−
2


2⋅
















→


 
 
Por tanto una base propia es: 
 


 



















−







−







= 0,


2
2,


2
2,


2
2,0,


2
2,


3
3,


3
3,


3
3B  


 
 
En este caso, la base que hemos obtenido usando la función eigenvecs de Mathcad es 
ortonormal.  
 
La forma diagonal de la matriz M  referida a la base B  es: 
 
























100
010
004


 


 
 


 
Ejemplo 2 
 
Veamos si la siguiente  matriz  es diagonalizable: 
 


M


1−


6−


2


3


8


2−


6


16


4−












:=


 
 


Los valores propios son 
 


v eigenvals M( ):=  
 
 


v


0


1


2












→
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Son todos reales y diferentes. La matriz es diagonalizable. 
 
Los vectores propios son  
 
 
V eigenvecs M( ):=  
 
 


V 0〈 〉


1
2


2⋅


1
2


2⋅


0















→


          


V 1〈 〉


0


2−
5


5⋅


1
5


5⋅















→


            


V 2〈 〉


3
17


17⋅


2−
17


17⋅


2
17


17⋅
























→


 
 
 
 
 
Ejemplo 3 
 
La siguiente matriz no es diagonalizable en R : 
 


M
0


1


1−


0








:=
 


 
Los valores propios no son reales 
 


v eigenvals M( ):=  
 


v
i


i−








→
 


 
Ejemplo 4 
 
 
La siguiente matriz no es diagonalizable 


M


3


0


2−


2


1


0


4


0


3−












:=


 
 


Los valores propios son 
v eigenvals M( ):=  


 
 


v


1−


1


1












→


 
 


El subespacio propio asociado al valor propio 1=λ  tiene dimensión 1 y la multiplicidad de este 
valor propio es 2. En efecto, los vectores propios son: 
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V


2−
5


5⋅


0


1
5


5⋅


1
2


2⋅


0


1−
2


2⋅


















→
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
En este math-bock trataremos el problema del cálculo del Área y su importancia en otras 
ramas de la ciencia para la resolución de situaciones reales, tales como puede ser el cálculo 
del espacio recorrido por un móvil en Física. 
  
Le daremos un enfoque histórico y veremos algunos ejemplos que surgieron hace más de 
2.000 años, cuando los griegos inventaron el método de exhaución para calcular áreas de 
figuras planas. Veremos la relación que hay entre el área y la integral definida y la regla de 
Barrow, conexión entre el Cálculo Diferencial y el Cálculo Integral. 
 
Calcularemos también volúmenes de revolución, además de áreas, por medio de integrales 
definidas. 


 
 
 


OBJETIVOS       ________________________ 
 


1. Conocer y aplicar el método de exhaución. 
 


2. Calcular integrales definidas de funciones escalonadas y saber sus propiedades. 
 


3. Calcular el área encerrada por una función y el eje OX en un determinado intervalo. 
 


4. Hallar la superficie encerrada entre dos curvas. 
 


5. Saber utilizar la regla de Barrow para calcular integrales definidas y conocer la relación 
entre las derivadas y las integrales. 


 
6. Calcular volúmenes de revolución engendrados por el giro alrededor del eje OX del 


recinto limitado por una o dos funciones. 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


A fin de poder aprovechar al máximo esta unidad es recomendable tener conocimientos 
básicos sobre funciones de una variable, derivación e integración indefinida, y uso del 
programa Mathcad. 


 


 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


El problema del cálculo del área 
 
Uno de los problemas que más repercusión ha tenido en la historia de las matemáticas es el 
del estudio del área encerrada bajo una curva, pues tiene una aplicación inmediata en 
algunos problemas de física. 
 
Ejemplo:  Consideremos un cuerpo que se mueve con una velocidad constante de 3m/s. La 
gráfica velocidad-tiempo del cuerpo es la representada en el dibujo. Calcular el espacio 
recorrido por el cuerpo entre t = 0 y t = 6, con las fórmulas de física conocidas. Estudiar la 
relación que existe entre este resultado y el área encerrada por las rectas t = 0, t = 6, v = 0 y  
v = 3. 
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  v 


 
                             t 


Solución: 
 


El hecho de que la velocidad sea constante nos indica que estamos en un caso de MRU, por 
lo que deberemos usar la fórmula e = v*t que nos da el espacio recorrido por el cuerpo si 
conocemos su velocidad y el tiempo transcurrido t. Por lo tanto, para calcular el espacio 
recorrido por el cuerpo desde t = 0 hasta t = 6 hacemos e = 3*6 = 18, que coincide con el 
área del rectángulo coloreado, y que es al mismo tiempo el área encerrada por las rectas:  
t = 0, t = 6, v = O y v = 3. 


 
Hasta ahora hemos calculado el área encerrada por funciones continuas pero ¿qué 
haríamos para calcular el área encerrada bajo la función del dibujo 1 entre x = 1 y x = 4?, 
¿es siempre posible descomponer la figura encerrada bajo una curva en figuras cuya área 
conocemos? 


 
Para investigarlo, consideremos la gráfica velocidad-tiempo del dibujo 2, y calculemos el 
espacio recorrido entre t = 0 y t = 1. ¿Cómo calcularíamos, aproximadamente, el área 
encerrada bajo esta función entre t = 0 y t = 1?. Acotaremos dicha área superior e 
inferiormente, utilizando rectángulos. ¿Cómo podríamos hacer que estas acotaciones fuesen 
cada vez más exactas? 


y                                                                          v 


 
                                                                         x                                                                      t                
       Dibujo 1. Gráfica función escalonada                     Dibujo 2. Gráfica v(t) = -2t2 + 2t + 1 
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Es intuitivo que el área encerrada por la función del dibujo 1 se calcula sumando las áreas de 
los rectángulos que define la función entre dichos puntos. Este tipo de funciones cuya gráfica 
en un intervalo son tramos de rectas paralelas al eje de las x, se llaman funciones 
escalonadas, y las estudiaremos con más detalle más adelante. 
 
Como se ve en el dibujo 2, no siempre es posible descomponer el área encerrada bajo una 
curva, en figuras geométricas simples. En el caso del ejercicio, dicha área se encuentra 
comprendida entre un rectángulo de base 1 y altura 1, y un rectángulo de base 1 y altura 1.5, 
por lo tanto sabemos que se encuentra entre uno y uno y medio, pero no podemos decir con 
exactitud cuál es su valor. Para estos casos precisamente es para los que se ideó el método 
de exhaución. 


 
 
El método de Exhaución. 
 
El método de exhaución fue ideado por el matemático griego Arquímedes para determinar el 
área de un recinto. Este método consiste en inscribir y circunscribir el recinto considerado en 
regiones poligonales cada vez más próximas a él, tendiendo a llenarlo y cuyas áreas se 
pueden calcular fácilmente. Así se obtienen valores mayores y menores que el área que 
deseamos calcular y que se aproximan, tanto más a dicho valor, cuanto mayor sea el número 
de lados de regiones poligonales inscritas y circunscritas. 
 
Según el método de exhaución, para aproximar el área encerrada entre la función, el eje OX, 
y las rectas x = 0, x = 2, tomamos poligonales que inscriban y circunscriban dicho recinto. En 
este caso dichas poligonales son rectángulos y es evidente que el área se conocerá con 
mayor exactitud cuanto menor sea la base de los rectángulos tomados. 
 
Consideremos primero rectángulos inscritos en el recinto. En este caso la suma de las áreas 
de los rectángulos es menor que el área del recinto, pero se van aproximando más a su valor 
según vayamos tomando rectángulos de menor base, como podemos ver en las 
aproximaciones de los dibujos.  
 


 
 
Si consideramos ahora rectángulos que circunscriban al recinto, es evidente que la suma de 
las áreas de dichos rectángulos es mayor que el área que encierra la función, pero a medida 
que vamos tomando rectángulos cuyas bases sean menores, nuestra aproximación será más 
exacta. 
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Todo ello pone de manifiesto que al dividir el intervalo [0,2] en un número infinitamente 
grande de intervalos iguales, el área por defecto coincide con el área por exceso y ambas con 
el área del recinto que se está calculando. 
 
 
Integral de una función escalonada. Propiedades. 
 
Nos parece interesante, antes de definir la integral de una función cualquiera, estudiar la 
integral de funciones escalonadas, por dos razones: primera, y siguiendo nuestro principio de 
dar los conceptos de forma gradual según su nivel de dificultad, que son más intuitivas y 
fáciles, y todas las propiedades de estas integrales son las mismas que las de las integrales 
de funciones generales; y segunda, porque la definición que daremos de integral de una 
función general,  será a partir de estas funciones. Las funciones escalonadas hacen de nexo 
entre el método de exhaución y las integrales definidas de cualquier función. 
 
Ejemplo:  Dada la función del dibujo, calcular a mano el área que delimitan f(x), las rectas  
x = 0, x = 5 y el eje OX. 
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Como vimos en el apartado 1, este tipo de funciones se llaman escalonadas. Nos  interesa 
calcular el área que delimitan f(x), las rectas x = 0, x = 5 y el eje OX. 
 
El área que nos interesa se puede descomponer en tres rectángulos: el “rectángulo” A cuya 
base es el intervalo [0,1], y altura 1; el rectángulo B de base [1,2], y altura 3; y el rectángulo C 
de base [2,4], y altura 5. Por lo tanto, para calcular el área total hemos de sumar el área de 
estos tres rectángulos. Si denotamos por x0, x1, x2, x3 los puntos que delimitan las bases de 
los rectángulos y por r1, r2, r3 las alturas de dichos rectángulos tenemos que: 
 
Aa = (1-O) * 1 = 1 = (x1-x0) * r1 
 
Ab = (2-1) * 3 = 4 = (x2-x1) * r2 
 
Ac = (4-2) * 5 = 2 = (x3-x2) * r3 
 


Luego: A = Aa + Ab + Ac = (x1-x0) * r1 + (x2-x1) * r2 + (x3-x2) * r3 = ∑
=


− ⋅−
3


1
1)(


k
kkk rxx  


  
 
Definición: 


 
Una función f, definida en un intervalo [a, b], es escalonada cuando existe una partición 
del intervalo [a, b] de modo que f toma valores constantes en el interior de cada uno de los 
intervalos de la partición. Una Partición del intervalo [a, b] es una colección de intervalos 
contenidos en [a, b], disjuntos dos a dos (sin ningún punto en común) y cuya unión es 
[a,b]. Se denota por P: }{ 10 bxxxaP n =<<<== . 


Por lo tanto, en una función escalonada cualquiera, el área vendrá dada por la siguiente 
fórmula: 


∑
=


− ⋅−=
n


k
kkk rxxA


1
1)(  


 


Se define la integral desde a hasta b de la función escalonada f, y se denota dxxfba∫ )( , al 


número real 


∑∫
=


− ⋅−=
n


k
kkk


b
a rxxdxxf


1
1)()(  


 
Como se puede ver, la integral de una función escalonada desde a hasta b coincide con el 
área encerrada por dicha función, el eje OX y las rectas x = a, x = b. 
 
 Propiedades: 
 
Veamos a continuación las propiedades que verifican las integrales de las funciones 
escalonadas. Estas propiedades son consecuencia inmediata de las propiedades del área de 
un conjunto, debido a la definición que hemos dado de integral de una función escalonada. 
 


1. ∫ ∫ ∫+=+b
a


b
a


b
a dxxgdxxfdxxgxf )()())()((  


2. ∫ ∫=⋅b
a


b
a dxxfkdxxfk )()(  Rk ∈∀  
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3. Si [ ] ∫ ≥⇒∈∀≥ b
a dxxfbaxxf 0)(,0)(  


4. Si [ ] ∫ ∫≥⇒∈∀≥ b
a


b
a dxxgdxxfbaxxgxf )()(,)()(  


5. ∫ ∫ ∫+=b
a


c
a


b
c dxxfdxxfdxxf )()()(  


6. ∫ ∫−=a
b


b
a dxxfdxxf )()(  


7. ∫ =a
a dxxf 0)(  


 
Estas propiedades las verificará también la integral de una función cualquiera. 
 
 
Integral de Riemann. 
 
Vamos a definir la integral de una función cualquiera, f(x), en un intervalo [a, b], con la única 
condición de que esté acotada. Se toman todas las funciones escalonadas g(x) por defecto, y 
todas las funciones escalonadas h(x) por exceso, es decir, g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) cuando x ∈ [a, b]. 


En estas condiciones, si existe un único número I que cumpla ∫ ∫≤≤
b


a


b


a
dxxhldxxg )()( , a 


este número l se le llama integral de f(x) entre a y b. 


Se representa: ∫=
b


a
dxxfl )(  y se lee “integral desde a hasta b, de f(x), diferencial de x”. 


 
 Teorema: 
 
Toda función continua en un intervalo es integrable en dicho intervalo. 
 
  
 Teorema Fundamental del Cálculo 
 
Si  f(x) es integrable en el intervalo [a, b], su función área, A(t), se define de la siguiente 


forma: ∫=
t


a
dxxftA )()(  [ ]bat ,∈∀ . En estas condiciones, si f es continua en [a, b], la 


función A es una primitiva de la función f en  [a, b]. 
 
 


 


 


 


                                                    y = f(x) 


 


 


                                                      A(t) 
 


                                  a                                               t                           b 
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 Regla de Barrow: 
 
Si  f(x) es una función continua en [a, b], y F(x) una primitiva de f(x), es decir, F '(x) = f(x) para 
cualquier x ∈ (a, b), entonces: 
 


 
 
La importancia de la regla de Barrow es doble: Por una parte, es un método de cálculo de 
integrales definidas que no exige hallar funciones escalonadas; por otro lado, representa una 
conexión entre el Cálculo Diferencial y el Cálculo Integral. 
  
 
Área del recinto limitado por una función en  [a,b] 
 
• Área del recinto limitado por una función positiva en [a,b] 


 
Sabemos que la integral de una función escalonada entre x = a y x = b coincide con el 
área encerrada por dicha función, el eje y = 0, y las rectas x = a y x = b. Veamos que 
esta relación se cumple también con la integral definida de una función cualquiera, para 
ello, plantearemos el cálculo de áreas encerradas por funciones no escalonadas, y que 
se pueden calcular geométricamente, y la posterior comprobación de que dicha área 
coincide con el valor de la integral. 


 
Ejemplo: Hallar el área del triángulo determinado por la bisectriz del primer cuadrante, 
el eje OX y la recta x = 4. Calcular esta área geométricamente, y comprobar que 
coincide con la integral entre x = 0 y x = 4 de la función f(x) = x (bisectriz). 


 


 
  


 Geométricamente tenemos un triángulo, cuya área vale: 8
2


44
2


=⋅=⋅= abAT  
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La integral entre 0 y 4 de la función f(x) = x vale: 8
2


0
2
4


2


224


0


4


0


2


=−=




=∫
xxdx  


 
Luego si una función positiva f(x), definida en un intervalo [a,b], es integrable, la integral 


∫
b


a
dxxf )(  representa el área del recinto delimitado por la gráfica de la función, el eje 


de abscisas y las rectas x = a y x = b. 
 
 
• Área del recinto limitado por una función negativa en [a,b] 


 
Veamos la relación que hay entre los recintos limitados por las gráficas de f(x) (siendo 
ésta negativa) y -f(x), por medio de un ejemplo sencillo y calcularemos, en este ejemplo, 
el área del recinto determinado por dicha función negativa. 


 
Ejemplo:  Sea f(x) = -x  y  [a,b] = [0,4]. Hemos calculado, en el apartado anterior, el área 
que encierra f(x) = x  entre 0 y 4. 


 


 
Vemos, claramente, que el área del recinto limitado por una función negativa f(x) en [a,b] 
es la misma que la limitada por la gráfica de -f(x), cuya función es ya positiva y podemos 
calcular el área mediante una integral como en el apartado anterior.  
 
La integral entre 0 y 4 de la función f(x) = -x  vale: 
 


8
2


0
2


4
2


224


0


4


0


2
−=
















−−=








−=−∫ xxdx  
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Comprobamos que si cambiamos el signo de la función, la integral simplemente cambia 
de signo, pero el valor absoluto es el mismo. 


Luego, para funciones negativas: ∫−=
b


a
dxxfÁrea )( . 


 
Conviene tener presente lo anterior para que los resultados sean correctos; esto pone de 
manifiesto que los conceptos de integral definida y área de un recinto son distintos. 


 
En definitiva, tanto para funciones positivas como para las negativas, el área o superficie 


vendrá dada por: ∫=
b


a
dxxfS )( .  


 
 
 
• Área del recinto limitado por una función que cambia de signo en [a,b] 


 
Finalmente, si la gráfica de una función queda parte por encima, y parte por debajo del 
eje de abscisas, la integral se descompondrá en varios sumandos cuando se quiera 
calcular el área de la región que delimita con el eje de abscisas en el intervalo [a, b]. 


 
Sabemos que: 
 


 
 


 
 


 
 


 
  


 
 
Si la función f se anula y cambia de signo en más puntos, se procede de forma 
análoga, calculando las áreas de cada uno de los recintos. 
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Área del recinto limitado por dos funciones 
 
En este apartado vamos a calcular el área de recintos planos más generales que los 
estudiados en los apartados anteriores.  
 
Uno de los problemas que suele plantearse es la determinación exacta de la región cuya área 
queremos calcular. Como norma conviene, siempre que sea posible, hacer una 
representación lo más aproximada posible de dicha región o recinto. 
 
 


 
 


 
Sean f y g dos funciones continuas en [a,b]. Supongamos que sus gráficas se cortan en [a,b] 
para x = a1, x = a2, ..., x = an, con lo que determinan n+1 regiones R1, R2,..., Rn+1. 
 


El área de cada región Ri es ∫
−


−i


i


a


a
dxxgxf


1
))()(( , luego el área limitada por las dos 


funciones en el intervalo [a,b] vale: 
 


         


∫∫∫ −++−+−=+++= +
b


a


a


a


a


an
n


dxxgxfdxxgxfdxxgxfRRRÁrea ))()(())()(())()(( 2


1


1
121
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Cálculo de volúmenes 
 
Dada una función f continua y R el recinto limitado por la gráfica de f y las rectas de 
ecuaciones x = a, x = b, y = 0, hacemos girar dicho recinto alrededor del eje OX, 
engendrando un cuerpo sólido de revolución. 
 


 
 
Se trata ahora de hallar el volumen de este cuerpo engendrado por R. Para ello hay que 
seguir un proceso completamente análogo al realizado en la definición de integral definida. 


 
Consideremos una partición cualquiera de [a,b]: }{ 10 bxxxaP n =<<<== , y sea V(f;a,b) 
el volumen del sólido de revolución. 


 
Tal como se observa en la figura el volumen V(f;a,b) del cuerpo de revolución está 
comprendido entre la suma de los volúmenes de los cilindros interiores y la suma de los 
volúmenes de los cilindros exteriores.  
 


 
 


Teniendo en cuenta que el volumen de un cilindro es Πr2h, se tiene que: 
 


∑∑
=


−
=


− −≤≤−
n


i
iii


n


i
iii xxMbafVxxm


1
1


2


1
1


2 )(),;()( ππ  


 
donde   }/)({ 1 iii xxxxfmínm ≤≤= −   y  }/)({ 1 iii xxxxfmáxM ≤≤= − , los cuales existen por 
ser la función f continua.  
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Si el número de puntos de la partición aumenta, las sumas inferiores y superiores tienden a la 
integral definida de la función Πf2 en el intervalo [a,b]. Parece, pues, natural asignar al 
volumen del sólido de revolución la integral definida  


 


∫
b


a
dxxf )(2π  


 
es decir, 


∫=
b


a
dxxfbafV )(),;( 2π  


 
Podemos hacer esta integral porque al ser f continua, también lo es Πf2. 
 
 
Nota: Si consideramos dos funciones f y g tales que f(x) ≥ g(x) ≥ 0 en [a,b], el volumen del 
sólido de revolución que generan al girar alrededor del eje OX es: 
 


[ ]∫∫∫ −=−=−=
b


a


b


a


b


a
dxxgxfdxxgdxxfbagVbafVV )()()()(),;(),;( 2222 πππ  


 
Si la región R determinada por dos funciones no cumple las condiciones del enunciado 
siempre se podrán elegir intervalos en que sí se verifiquen; hecho esto, se calcularían por 
separado los volúmenes y se sumarían. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 


Ejemplo de relación área-espacio recorrido 
 
Calcular el espacio recorrido desde t = 0 hasta t = 6 por un cuerpo cuya gráfica v-t viene dada 
por la función v(t) = 1 + t.  


 
Sabemos que el espacio recorrido coincide con el área encerrada por las rectas t = 0, t = 6,  
v = 0  y  v = 1+ t.  
 
Para calcularla, descomponemos la figura en dos partes: A y B. Como se observa en la 
imagen, A es un rectángulo de base 6 y altura 1. Por lo tanto, su área es Aa = 6*1 = 6. Por su 
parte, B es un triángulo de base 6 y altura 6 y, consiguientemente, su área es Ab = 1/2(6*6) = 
36/2 = 18.  
 
Finalmente, el área total –i.e., el espacio recorrido- es la suma de dichas áreas AT = Aa +Ab = 
6+18 = 24. 
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Ejemplo de relación área-integral definida  
 
 
Hallar el área del trapecio determinado por la recta de ecuación y = x + 1, el eje OX, la recta  
x = 0 y x = 1. Calcular esta área geométricamente y comprobar que coincide con el valor de la 


integral definida ∫ +1
0 )1( dxx . 


 


 
 


Geométricamente tenemos un trapecio, cuya área vale: 
2
3


2
1111 =⋅+⋅=TA . 


 
La integral entre 0 y 1 de la función f(x) = x + 1 vale:  


 


2
30


2
01


2
1


2
)1(


221


0


1


0


2
=
















+−
















+=








+=+∫ xxdxx  


 
Con el Mathcad: 
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Ejemplo de área entre dos funciones 
 
Determinar el área del recinto limitado por las curvas 83)( 3 +−= xxxf    y  xxg 3)( −=   en el 
intervalo [-3,0]. 
 
Averigüemos si las dos curvas se cortan en algún punto del intervalo [-3,0]: 
 


28383
3


83 333
−=⇒−=⇒−=+−⇒










−=
+−= xxxxx


xy
xxy .  


 
La figura nos muestra el recinto considerado (esta figura es una pantalla de un programa que 
se llama funciones para windows). 
 


 
 
Tenemos dos regiones, así que:  
 


=−+−=+= ∫∫ −


−


−


0


2


2


3
21 dx))x(g)x(f(dx))x(g)x(f(RRÁrea


25.20
4
8112


4
1512x8


4
xx8


4
xdx)8x(dx)8x(


0


2


42


3


40


2


32


3


3 ==++−=














++
















+==+++=


−


−


−
−


−


− ∫∫
 


Con el Mathcad: 
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Ejemplo de cálculo de volúmenes 
 
 
Calcular el volumen del sólido de revolución engendrado al girar -alrededor del eje OX- la 
gráfica de la función f(x) = cos2(x) en el intervalo [-Π, 3Π/4]. 
 
 
En la siguiente pantalla se muestran los cálculos realizados con ayuda de Mathcad y el 
resultado final: 
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Página web del Departamento de matemáticas aplicada de la Universidad Politécnica de 
Madrid. Contiene ejercicios y exámenes sobre integración. 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
Empezaremos el Math-block hablando de la aproximación polinómica a una función cualquiera 
en un punto dado de su dominio. Se presenta el proceso de construcción del polinomio de Taylor 
que aproxima una función cualquiera alrededor de un punto cualquiera del dominio (si el 
polinomio se desarrolla para describir el comportamiento de la función alrededor de cero recibe 
el nombre de polinomio o serie de Mac-Laurin). 
 
La aproximación de una función hace que se pueda resolver, de forma numérica, muchas 
situaciones cuyas funciones son difíciles de manejar. De hecho, en informática, en los software, 
se utiliza mucho las aproximaciones polinómicas. 
 
Después hablaremos de la Regla de l’Hôpital, que nos ayudará a calcular límites derivando 
funciones. 
 
Por último determinaremos cuál de dos algoritmos es más eficiente, el mejor, i.e.: cuál de los dos 
requiere de un tiempo de computación menor para llegar a la solución. Para determinar cuál de 
los dos es más eficiente, recurriremos al concepto de límite en el infinito y a la regla de l’Hôpital. 
 
 


 


OBJETIVOS       ________________________ 
 


1. Calcular el polinomio que mejor aproxima una función alrededor de un punto, y utilizarlo 
para evaluar la función de forma aproximada. 


 
2. Comparar el polinomio de Taylor con la función original, numérica y gráficamente. 


 
3. Calcular límites indeterminados por medio de la regla de l’Hôpital. 


 
4. Comparar el orden de magnitud de las funciones más usuales en el cálculo de la 


complejidad de un algoritmo. 
 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Para poder seguir con éxito esta unidad es recomendable haberse leído los siguientes Math-
blocks: Uso básico del Mathcad, Funciones de una variable, Límites de funciones y 
Derivación.  


 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


 Fórmula de Taylor 
 
Si f es n veces derivable en x = a, el polinomio siguiente se llama polinomio de Taylor de 
grado n en x = a. 


 
 


n
n


an ax
n
afaxafaxafafxP )(


!
)()(


!2
)('')(


!1
)(')()(


)
2


, −++−+−+= L  


 
La diferencia f(x) - Pn,a(x) se llama resto o Error, y se designa por Rn,a(x).  
 


)()()()()()( ,,,, xRxPxfxPxfxR anananan +=⇒−=  
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Teorema de Taylor: 
 


1. Si f es una función con derivada n-ésima en x = a, se cumple  
 


0
)(
)(


lim , =
−→ n
an


ax ax
xR


 


2. Si en un entorno E(a) existe f n+1)(x), entonces ∀x∈E(a) existe algún c, comprendido 
entre a y x, tal que  


 


1
)1


, )(
)!1(


)()( +
+


−
+


= n
n


an ax
n


cfxR          (Resto de Lagrange). 


Con lo que el desarrollo de  Taylor con el residuo de Lagrange queda así: 
 
 


1
)1)


2 )(
)!1(


)()(
!


)()(
!2


)('')(
!1


)(')()( +
+


−
+


+−++−+−+= n
n


n
n


ax
n


cfax
n
afaxafaxafafxf L


  
Cuando a = 0 se llama fórmula de Mac-Laurin. 
 


1
)1)


2


)!1(
)(


!
)0(


!2
)0(''


!1
)0(')0()( +


+


+
+++++= n


n
n


n
x


n
cfx


n
fxfxffxf L  


 
Esta última expresión es el desarrollo de Mac-Laurin con resto de Lagrange. 
 
Ejemplo: Calcular el polinomio de Taylor de grado 2 para la función  en el  
punto x=0  


xsinxxf =)(


 
Solución: 
 
La expresión del polinomio de Taylor de grado 2 para f(x) en el punto x=0 viene dado por 


2
0,2 )0(


!2
)0('')0(


!1
)0(')0()( −+−+= xfxffxP


)0(f


. Así si calculamos la primera derivada y la 


segunda en el punto x=0, así como obtenemos: 
 


2)0(00cos0cos)0('')(coscos)(''
00cos00)0('cos)('


000)0()(


=−++=⇒−++=
=+=⇒+=


==⇒=


sinfsinxxxxxf
sinfxxsinxxf


sinfxsinxxf
 


 


Substituyendo, 22
0,2 )0(


!2
2)0(


!1
00)( xxxxP =−+−+=  


 
 


 Regla de l’Hôpital 
 
Para resolver límites indeterminados del tipo 0/0 , ∞/∞, se utiliza la regla de l’Hôpital. 
 
Regla de l’Hôpital: 
 
Sean f y g dos funciones que cumplen: 
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a)  0)(lim)(lim ==
→→


xgxf
cxcx


 
b) Existen f’(x) y g’(x) en un entorno de E(c), salvo, quizás, en x = c. 


 
c) , g(x) y g’(x) no se anulan en E(c). cx ≠∀


 


En tales condiciones si k
xg
xfk


xg
xf


cxcx
=⇒=∃


→→ )(
)(lim


)('
)('lim   


 
Variantes de la regla de l’Hôpital: 
 
Todas ellas se pueden resumir así: 
 


Si  , y jxgxf
ixix


==
→→


)(lim)(lim k
xg
xfk


xg
xf


ixix
=⇒=∃


→→ )(
)(lim


)('
)('lim  


 
Donde i puede ser un número real c, c+, c-, + ∞, - ∞. 
 
           j puede ser 0, + ∞ , -∞. 
 
           k puede ser un número real L, + ∞ , -∞. 
 
Se puede aplicar reiteradamente la regla de l’Hôpital, derivando varias veces hasta que 
desaparezca la indeterminación. 
 


Ejemplo:  Es evidente que ∞=⋅⋅=⋅=⋅⋅=⋅
→→→→ 0


1161lim sinlim.6 
x


1sin6lim sin6lim
2002030 xx


x
x
x


x


x
xxxx


. 


Sin embargo, al aplicar la regla de L’Hôpital resulta 


30


sin6lim
x


x
x


⋅
→


= =⋅
→ 20 3


cos6lim
x


x
x


1
6
sin6lim


0
−=


−
⋅


→ x
x


x
. ¿Dónde está el fallo?. 


 
Solución: 
 


Dado que  
0
0sin6 30


=⋅
→ x


x
x
lim   (Indeterminación),  aplicaremos  L’Hôpital 


30


sin6lim
x
x


x
⋅


→
= =⋅


→ 20 3
cos6lim
x
x


x
6 ∞=


0
1
⋅ . Por tanto ya no hay indeterminación. El error se 


comete al aplicar L’Hôpital 2 veces, cuando ya no debe hacerse por no haber indeterminación. 
 
 


 Comparación de algoritmos 
 
La complejidad de un algoritmo es una estimación del número de operaciones (tanto 
aritméticas como lógicas) que realizará el algoritmo en función de los datos de entrada. Nos 
centraremos en aquellos casos en los que el número de operaciones del algoritmo dependa 
de un único dato de entrada (input), n, donde n es natural.  
 
Se utiliza la notación O(f(n)), donde f es una función de una variable, para denotar que un 
algoritmo tiene que realizar kf(n) operaciones (k es una constante) para obtener un valor de 
salida a partir de la entrada n. Así, si un algoritmo realiza 4n5 operaciones antes de dar el 
resultado, diremos que tiene una complejidad del orden n5, y lo anotaremos O(n5). La 
complejidad algorítmica se traduce, entonces, en coste computacional y se intenta minimizar 
al diseñar un algoritmo.  
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En este apartado veremos cómo comparar estas funciones entre sí, utilizando límites al 
infinito, teniendo en cuenta que si  (n∈Ν).  LnfLxf


nx
=⇒=


+∞→+∞→
)(lim)(lim


Ejemplo: Consideremos 2 algoritmos que necesitan f(n)=n5+2n+2 y g(n)=n5-n2+65 
operaciones, respectivamente, para llevar a cabo un mismo cálculo. ¿Cuál es más rápido?. 
 
Solución: 
 
Dando valores vemos que f(n) < g(n) ∀n < 11. Por el contrario, ∀n ≥ 11, f(n) > g(n). Sin 
embargo para valores grandes de n, no hay una diferencia relativa apreciable entre ambas 
funciones: 
 


1
)(
)(
≈


ng
nf


, para n grande. Diremos, entonces, que f y g son del mismo orden de magnitud, y 


que los dos algoritmos tienen, también, la misma complejidad. 
 
Definiciones 
 
Sean f(n), g(n) funciones tales que: 
  


+∞==
+∞→+∞→


)(lim)(lim ngnf
nn


 


 


Decimos que f y g son del mismo orden de magnitud cuando ∞≠
+∞→


,0
)(
)(lim
ng
nf


n
. En este 


caso , escribiremos o bien O(f(n))=O(g(n)). )()( ngnf ≈
 


Decimos que f tiene orden de magnitud superior a g cuando +∞=
+∞→ )(


)(lim
ng
nf


n
. En este 


caso , escribiremos o bien O(f(n)) > O(g(n)). )()( ngnf >>
 


Decimos que f tiene orden de magnitud inferior a g cuando 0
)(
)(lim =


+∞→ ng
nf


n
. En este caso , 


escribiremos o bien O(f(n)) < O(g(n)). )()( ngnf <<
 
En el ejemplo anterior hemos visto que . En general si f es un polinomio de 


grado p,  


5)()( nngnf ≈≈


Pp nnfaannf ≈⇒⇒≠+= )()0()( L pn
a


n
nf


>=
∞→


0)(lim  
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 


 Ejemplo de comparación entre el polinomio de Taylor y la función original:  
 
Dada la función , calcula: xsinxxf =)(
 
a) El polinomio de Taylor de grado 2, P2(x), para la función  en el punto 


x=0. Haz los gráficos de f(x) y de P
xsinxxf =)(


2(x) en [-10,10]. ¿Qué observas?. 
b) El polinomio de Taylor de grado 4, P4(x), para la función  en el punto 


x=0. Haz los gráficos de f(x) y de P
xsinxxf =)(


4(x) en [-10,10]. ¿Qué observas?. 
c) El polinomio de Taylor de grado 10, P10(x), para la función  en el 


punto x=0. Haz los gráficos de f(x) y de P
xsinxxf =)(


10(x) en [-10,10] y en [-4,4]. ¿Qué 
observas?. 


d) Dibuja, en un mismo gráfico, f(x), P2(x), P4(x), P6(x) y P10(x) en [-10,10]. Haz una 
tabla de valores con f(x), P2(x), P4(x),P6(x) y P10(x) para            x:=-2,-1.7..2. Saca 
conclusiones. 


 
 
a) La expresión del polinomio de Taylor de grado 2 para f(x) en el punto x=0 viene dado             


por 2
2 )0(


!2
)0('')0(


!1
)0(')0()( −+−+= xfxffxP


)0(f


. Así si calculamos la primera derivada y 


la segunda en el punto x=0, así como obtenemos: 
 


2)0(00cos0cos)0('')(coscos)(''
00cos00)0('cos)('


000)0()(


=−++=⇒−++=
=+=⇒+=


==⇒=


sinfsinxxxxxf
sinfxxsinxxf


sinfxsinxxf
 


 


Substituyendo, 22
2 )0(


!2
2)0(


!1
00)( xxxxP =−+−+=  


 
Veamos como Mathcad nos permite comprobar desarrollos de Taylor de funciones. En este 
caso:  
 
 


Introducimos la función y 
luego llamamos la función interna 
de Mathcad “series” acompañada 
de la variable igual al punto 
alrededor del cual deseamos 
desarrollar. Finalmente 
introducimos el grado más la 
unidad. 


 
 


x sin x( )⋅ series x 0, 3, x2
→


 
 
 


 
 
Podemos ilustrar este cálculo del polinomio de Taylor con las gráficas de la función original y 
de dicha aproximación:  
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Vemos claramente como, en un entorno alrededor de 0, el polinomio aproxima muy bien el 
comportamiento de la función.  
 
b) 


p4 x( ) x sin x( )⋅ series x 0, 5, x 2 1
6


x 4⋅−→:=


10 0 10
10


0


10


x sin x( )⋅


p4 x( )


x  
Ahora vemos como, en un entorno de 0 mayor que en el anterior apartado, el polinomio 
aproxima mejor el comportamiento de la función.  
 
c) 


p10 x( ) x sin x( )⋅ series x 0, 11, x2 1
6


x4⋅−
1


120
x6⋅


1
5040


x8⋅−+
1


362880
x10⋅+→:=


10 0 10
10


0


10


x sin x( )⋅


p10 x( )


x
0


10


0


10


x sin x( )⋅


p10 x( )


x
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Ahora el contacto entre el polinomio y la  función es mayor, si se toman valores dentro del 
intervalo [-4,4] cometeremos errores insignificantes al escribir: f(x) = xsin(x)= P10(x). De hecho 
son indistinguibles los dos gráficos en [-4,4]. 
 
d)


p6 x( ) x sin x( )⋅ series x 0, 7, x2 1
6


x4
⋅−


1
120


x6
⋅+→:=


10 0 10
10


0


10


x sin x( )⋅


p2 x( )


p4 x( )


p6 x( )


p10 x( )


x
x 2− 1.7−, 2..:=


x
-2


-1.7
-1.4
-1.1
-0.8
-0.5
-0.2
0.1
0.4
0.7


1
1.3
1.6
1.9


= x sin x( )⋅


1.819
1.686


1.38
0.98


0.574
0.24
0.04


9.983·10    -3


0.156
0.451
0.841
1.253
1.599
1.798


= p2 x( )
4


2.89
1.96
1.21
0.64
0.25
0.04
0.01
0.16
0.49


1
1.69
2.56
3.61


= p4 x( )
1.333
1.498


1.32
0.966
0.572


0.24
0.04


9.983·10    -3


0.156
0.45


0.833
1.214
1.468
1.438


= p6 x( )
1.867
1.699
1.382
0.981
0.574


0.24
0.04


9.983·10    -3


0.156
0.451
0.842
1.254
1.608


1.83


= p10 x( )
1.819
1.686


1.38
0.98


0.574
0.24
0.04


9.983·10    -3


0.156
0.451
0.841
1.253
1.599
1.798


=


 
En esta comparativa final, con tabla de valores incluida, se ve, numéricamente, las     
aproximaciones de los polinomios de Taylor. Los intervalos de aproximación aumentan a 
medida que aumenta el grado del polinomio.    
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 Ejemplo de Output Mathcad:  
 
Explica, detalladamente y paso por paso, lo que hace el programa Mathcad en la siguiente 
pantalla. 
 


 


1 ) f x( ) x sin x( )⋅:= p4 x( ) x sin x( )⋅ series x 0, 5, x
2 1


6
x


4
⋅−→:= x 10− 9.9−, 10..:=


10 0 10
10


0


10


f x( )


p4 x( )


x


2 ) x π−
8− π


9
, π..:= Error x( ) f x( ) p4 x( )−:=


x
-3.142
-2.793
-2.443
-2.094
-1.745
-1.396
-1.047
-0.698
-0.349


0
0.349
0.698
1.047
1.396
1.745
2.094


= f x( )
0


0.955
1.571
1.814
1.719
1.375
0.907
0.449
0.119


0
0.119
0.449
0.907
1.375
1.719
1.814


= p4 x( )
-6.365
-2.337
0.029
1.18


1.5
1.316
0.896
0.448
0.119


0
0.119
0.448
0.896
1.316


1.5
1.18


= Error x( )
6.365
3.292
1.541
0.634
0.219
0.059
0.011


9.537·10    -4


1.503·10    -5


0
1.503·10    -5


9.537·10    -4


0.011
0.059
0.219
0.634


=


1 0 1


0


2


f x( )


p4 x( )


Error x( )


x


3 )


x
π−


2
2− π


5
,


π


2
..:=
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Veamos como Mathcad nos permite hacer desarrollos de Taylor de funciones:  
 
Introducimos la función y luego llamamos la función interna de Mathcad “series” acompañada 
de la variable igual al punto alrededor del cual deseamos desarrollar, el cero. Finalmente 
introducimos el grado más la unidad. En este caso el polinomio es de grado 4. 
 
Podemos ilustrar este cálculo del polinomio de Taylor con las gráficas de la función original y 
de dicha aproximación en el intervalo [-10,10] el paso de la x es de 1 décima.  
 
Comparativa con tabla de valores en el intervalo [-π,π], el paso es de π/9 . Se ve, 
numéricamente, la aproximación del polinomio de Taylor. Vemos, claramente, como, en un 
entorno alrededor de 0, el polinomio aproxima muy bien el comportamiento de la función, el 
error es prácticamente nulo. A medida que nos alejamos del cero la aproximación es peor y el 
error es mayor. 
 
 
En esta comparativa final  las gráficas se han hecho en el intervalo [-π/2,π/2], el paso es de 
π/10. Vemos que coinciden y el error es despreciable. 
 
 


 Ejemplo de cálculo de un desarrollo (o serie) de Taylor:  
 


Desarrollad la función  alrededor de xy 2cos= 4
π=x  hasta el tercer grado. Utilizar el 


desarrollo para calcular un valor aproximado del )41,1(2 πcos . ¿Podéis dar una cota superior 


al error entre la aproximación obtenida en el desarrollo de Taylor y el valor exacto? 
Comprobad la serie de Taylor, la aproximación y el error cometido con Mathcad. 
 
 


El polinomio de Taylor de tercer grado que aproxima la función  alrededor de x2cos 4
π=x  


viene dado por: 


34


3


23


24


2


22


4


2


2


4
,3


)
4


(
!3


)(cos


)
4


(
!2


)(cos


)
4


(
!1


)(cos


4
cos)( ππππ πππ


π −+−+−+=
===
x


dx
xd


x
dx


xd


x
dx
xd


xP
xxx


 
Si substituimos en la expresión anterior los siguientes resultados:  
 


2
1


2
1


4
cos


4
cos


22
2 =








=








=


ππ  


 


( ) 1
2


1
2


12
4


cos
4


sin2sincos2)(cos
4


4


2


−=−=−=−=
=


=


ππ
π


π
x


x


xx
dx


xd  


( ) ( ) 0
2
1


2
12sincos2cossin2)(cos


4


22


44


2


22


=






 −−=−−=


−
=


=
==


π
ππ x


xx


xx
dx


xxd
dx


xd


( )( ) 4
2


1
2


18cossin8cossin2)(cos
4


4


22


4


3


23


===
−


=
=


==


π
ππ


x
xx


xx
dx


xxd
dx


xd  


 
llegamos a: 
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332


4
,3


)
4


(
3
2)


4
(


2
1)


4
(


!3
4)


4
(


!2
0)


4
(


!1
1


2
1)( πππππ


π −+−−=−+−+−−= xxxxxxP  


 
Veamos como Mathcad nos permite comprobar desarrollos de Taylor de funciones. En este 
caso:  
 


Introducimos la 
función y luego llamamos la 
función interna de Mathcad 
“series” acompañada de la 
variable igual al punto 
alrededor del cual 
deseamos desarrollar. 
Finalmente introducimos el 
grado más la unidad. 


 
 


cos x( )( )2 series x
π


4
, 4,


1
2


x−
1
4
π⋅+


2
3


x
1
4
π⋅−







3
⋅+→


 
 
 


 
Podemos ilustrar este cálculo del polinomio de Taylor con las gráficas de la función original y 
de dicha aproximación:  
 


 
Vemos claramente como en un entorno alrededor de 785,04 ≈π , el polinomio aproxima 
muy bien el comportamiento de la función.  


0 1 2


0


0.5


11.1


0.1−


cos x( )2


1


2
x−


1


4
π⋅+


2


3
x


1


4
π⋅−







3
⋅+


3π
4


π−


4


x


 


Calculamos la aproximación a 









4
1,1cos2 π


 evaluando el valor numérico del polinomio de 


Taylor de tercer grado para 
4


1,1 π
=x :  


421783165.0
4


1,0
3
2


4
1,0


2
1)


4
1,1(


3


4
,3


=






+








−=


πππ
πP   


 
Sin necesidad de evaluar funciones trigonométricas sólo con poder multiplicar y sumar, 


obtenemos una aproximación de la función cos  alrededor de ( )x2


4
1,1 π


=x . Aquí radica la 


gran utilidad de los desarrollos de Taylor. 
 
Comprobamos dicho resultado fácilmente con Mathcad. Mediante la técnica del “copiar y 


pegar” construimos la función p(x). Para luego evaluarla en 
4


1,1 π
=x . 
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La estimación del error cometido se obtiene a partir del cálculo del Residuo de Lagrange del 


polinomio de Taylor para la función cos  alrededor del punto ( )x2


4
π


=x  : 


ξ
π


π


=
+


+
+


+


−
=


x
n


n
n


n dx
xd


n


x
xR 1


21
1


4
,


)(cos
)!1(


)
4


(
)(  


 
donde n es tal que 1/ es mayor que el grado del polinomio de Taylor y 2/ hace que )(


4
,
xR


n π
 


sea diferente de cero debido a una derivada n-ésima idénticamente nula. Esta expresión nos 
proporciona la diferencia entre el valor exacto de la función y del polinomio que la aproxima. 
Como 


0)(cos
!4


)
4


(
)( 4


24
4


4
,3


=
−


=
=ξ


π


π


xdx
xdx


xR  


 
ya que:  
 


( ) ( ) 0sincos8cossin8)(cos
4


22


44


4


24


=−==
=


==


π
ππ x


xx


xx
dx


xxd
dx


xd  


tenemos que calcular ),
4


1,1(
4


,4
ξ


π
π ⋅R  
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Utilizando  ( ) 16cossin32)sin(cos8)
4


4


22


4


5


25


−=−=
−


=
=


==


π
ππ


x
xx


xx
dx


xxd
dx


x(cosd   


 
obtenemos para el Residuo de Lagrange: 
 


 ( )
ξ


ξ
π


ππ


ξ
=


=


−⋅
−


=
−


=
x


x


xx
x


dx
xdx


xR cossin32
120


)
4


()(cos
!5


)
4


(
),(


5


5


25
5


4
,4


 


 
es decir:  


ξ
π


ξξ


π


ξ
π


π 2sin
430


10cossin
15


)
4


1,0(4
),


4
1,1( 4


55
5


4
,4 ⋅


−=
−


=⋅
−


R  


 
 
ξ  es un real de valor desconocido pero necesariamente localizado dentro del intervalo 




⋅ 1,1


4
,


4
π




π . Esto nos permite, pues, acotar el error superiormente a partir del valor máximo 


de ),
4


1,1(
4


,
ξ


π
π ⋅


n
R  con 








 ⋅∈ 1,1


4
,


4
ππ


ξ .Acotamos el error entre el valor exacto de la función 


y la estimación derivada del polinomio de Taylor utilizando el valor máximo del valor absoluto 
del Residuo de Lagrange. Dicho valor máximo se obtiene para 4πξ = :  
 


 7
4


55


4


55


4
,4


10984631,3
430


10
4


2sin
430


10)
4


,
4


1'1( −
−−


⋅≈
⋅


=









⋅
=⋅=


πππππ
πRε  


 
Esto nos permite escribir que:  
 


 0000004.04217831.0
4


1,12 ±=






 πcos  


  
y comparar con el  resultado exacto que podemos obtener, por ejemplo, con Mathcad:  
 


84217827674.0
4


1,1cos2 =






 π


 


  
Este último se encuentra dentro del intervalo definido por las barras de error para el valor 
aproximado. 
 
 


 Ejemplo de aplicación del cálculo diferencial al computo de límites:  
 
Calculad los siguientes límites utilizando la regla de l’Hôpital:   
    


a) 
x
ee xx


x


βα −
→0


lim   b) 


qq
x


pp
x


x
−+


−+


∞→
2


2


2
2


1


1


lim  con p y q >0 
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El límite en a) tiende a 
0
0


 cuando  y, por lo tanto, podemos aplicar la regla de l’Hôpital. 


Derivando el numerador y el denominador obtenemos:  


0→x


 


βα
βα βαβαβα


−=
−


=
−


=
−


→→→ 1
lim


)'(
)'(limlim


000


xx


x


xx


x


xx


x


ee
x
ee


x
ee


 


 
Notad que no calculamos los límites laterales por separado puesto que coinciden como podéis 
comprobar. 
 


En el caso b) también podemos aplicar la regla de l’Hôpital puesto que el límite tiende a 
0
0


 


cuando : ∞→x


=







 −


+









 −


+
=












−+












−+


=
−+


−+


∞→∞→∞→


3
2


2


3
2


2


2
2


2
2


2
2


2
2


2
12


1


2
12


1


lim
1


1


 lim
1


1


 lim


x
q


x


x
p


x


qq
xdx


d


pp
xdx


d


qq
x


pp
x


xxx
 


 que simplificando nos conduce a: 
 


p
q


p
x


q
x


x
=


+


+
=


∞→
2


2


2
2


1


1


 lim  


  
 Comprobamos ambos resultados con Mathcad:  
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 Ejemplos de comparación de algoritmos:  
 


El concepto “eficiencia de un algoritmo” hemos visto que hace referencia al número estimado 
de operaciones (tanto aritméticas como lógicas) que realizará éste antes de proporcionar un 
resultado.  
 
Veamos dos ejemplos: 
 
1.- En Programación Lineal se utiliza el software lindo que está basado en el algoritmo 
del simplex cuyo orden es polinómico, O(np). Hay otro algoritmo, pero que no se utiliza, 
que es el de Karmarkar. La razón por la que no se utiliza es porque es de orden 
exponencial O(an), a>1. Veamos el por què: 
 


+∞=•=
⋅⋅⋅⋅⋅−⋅


=


=−−===
∞
∞


=


+∞→+∞→


+∞→+∞→


x
x


pxp


x


p


x


xp


n


n


a
p
a


pp
aa


vecespHôpital
x
ain


n
a


lim
!
)(ln


123)1(
)(lnlim


)(limdetlim
 


 
Luego una exponencial de base mayor que 1 crece con mucha más rapidez que cualquier 
polinómica an >>> np, con lo que es mejor el algoritmo de orden polinómico. 
 
Veamos un ejemplo con el Mathcad para a =2 y p=2. 
 


 
 
Decir que el algoritmo del simplex hay veces que se cicla y no llega a la solución. La práctica 
nos ha demostrado que hay un porcentaje de problemas, alrededor de un 90%, que el lindo 
ha podido solucionar. Sin embargo, con el algoritmo de Karmarkar pasa al revés, sólo llega a 
la solución un 10%, “las demás veces se cuelga”.  
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2.- Supongamos que, dado un conjunto de n ciudades (n ≥ 3) y la correspondiente 
matriz de distancias entre ellas D = (dij), disponemos de dos algoritmos distintos, que 
tienen una complejidad de orden n⋅log(n) y n2 respectivamente, capaces de hallar la 
trayectoria de mínima distancia que las recorra todas. Nuestro objetivo será determinar 
cuál de los dos algoritmos es más eficiente, el mejor, i.e.: para un número dado (muy 
elevado) de ciudades, cuál de los dos requiere de un tiempo de computación menor 
para llegar a la solución. El número de operaciones a realizar depende del número de 
ciudades  (o nodos) n implicadas. Para determinar cuál de los dos es más eficiente 
(para valores muy grandes del parámetro n), recurriremos al concepto de límite en el 
infinito. 


01lim
10ln
1


1


10ln
limHôpital}{L'


log
lim


log
lim


log
lim


2
=⋅===


∞
∞


===
⋅


+∞→+∞→+∞→+∞→+∞→ x
x


x
x


n
n


n


nn
xxxnn


 


 
Esto significa que, para valores grandes de n (nº de nodos o ciudades), n⋅log(n) << n2, con lo 
que el algoritmo de orden n·log(n) es mucho más eficiente (requiere de muchas menos 
operaciones para llegar a la solución). 
 
Podemos recurrir a Mathcad para que nos ayude en el cálculo del límite anterior, en la 
representación gráfica de las funciones, y en análisis del tipo ¿qué pasaría si ahora logramos 
rediseñar el algoritmo menos eficiente de forma que su orden de complejidad sea de n⋅ln(n)? 
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ENLACES_________________________________________________________________ 
 
 


[W1] http://planetmath.org/encyclopedia/ProofOfTaylorsTheorem.html 
 
Página web de la enciclopedia de PlanetMath.org sobre el Teorema de Taylor. También se 
pueden buscar en http://planetmath.org/encyclopedia otros conceptos como Regla de 
L’Hôpital, por ejemplo. Está en inglés. 
 


[W2] http://www.satd.uma.es/aciego/docencia/Calculo_I/SeriesFun-Tr.pdf 
 
Página web con apuntes sobre las derivadas, el Teorema de Taylor y la Regla de L’Hôpital. 
  


[W3] http://www.biopsychology.org/apuntes/calculo/calculo.htm 
 
 
Página web donde aparecen apuntes de cálculo de un psicólogo, en la cual ha seleccionado 
las citas más relevantes de los textos con los que pudo trabajar. Todas las citas tienen el 
siguiente formato: [texto (autor, página)]. 
 


[W4]     http://www.xtec.es/~jlagares/manualwinfun.cat/estractemanualfuncionsperawindows.htm 
 
Página web sobre un articulo, que ganó el segundo premio en el "concurso de programas 
educativos para ordenador" organizado por el M.E.C. el año 1993. Trata sobre un programa, 
“funciones para windows”, con ejemplos gráficos. En particular, habla de la aproximación 
de una función por medio del polinomio de Taylor. En catalán.  
 


[W5]  http://www.satd.uma.es/matap/svera/calitis/rprob0001/rp2iti0001.html 
 
Página web de Salvador Vera Ballesteros, profesor del Departamento de matemáticas 
aplicada de la universidad de Málaga. Contiene problemas y apuntes sobre las derivadas y 
sus aplicaciones. 
 


[W6] http://neko.ciencias.uniovi.es/~jlfm/apder.pdf 
 
Otra web, esta vez del profesor del Departamento de matemáticas de la universidad de 
Oviedo, con problemas y apuntes sobre las derivadas y sus aplicaciones. 
 


[W7] http://www.okmath.com/Bloque.asp?clave=121 
Página web que contiene problemas resueltos, con 3 niveles de dificultad, sobre la regla de 
l’Hôpital. 
 


[W8] http://cariari.ucr.ac.cr/~cimm/cap_08/cap8_8-5.html 
 
Página web que trata sobre un curso de cálculo diferencial. Hay teoría y ejercicios sobre la 
regla de l’Hôpital. 
 


[W9] http://www.dma.fi.upm.es/docencia/primerciclo/calculo/grupo13m/ 
 
Página web del Departamento de matemáticas aplicada de la universidad politécnica de 
Madrid. Contiene ejercicios y exámenes sobre aplicaciones de las derivadas. 
 


[W10] http://www.terra.es/personal/jftjft/Home.htm 
 
Página completa sobre todo lo relacionado con las matemáticas. Aparecen matemáticos 
famosos y aplicaciones de las matemáticas a diversos campos.  
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
 


El principal objetivo de este tema es alcanzar un amplio conocimiento del comportamiento de 
una función real de una variable en cualquier punto de su dominio.  También, pretendemos 
ser capaces de determinar los elementos gráficos más significativos de cualquier función sólo 
con el conocimiento de su expresión analítica. 
 
En el tema presentamos los elementos fundamentales para efectuar un estudio local de una 
función alrededor de un punto, es decir, para ser capaz de determinar si en dicho entorno la 
función es creciente o decreciente, si es cóncava o convexa, si presenta un máximo o un 
mínimo, etc. También describiremos los comportamientos asintóticos que presentan algunas 
funciones. 
 
En muchos problemas científico-técnicos existe una dependencia entre las diferentes 
magnitudes o variables que intervienen y, a menudo, la planteamos en forma de función para 
poder entenderlos y estudiarlos mejor.  


 
 
OBJETIVOS       ________________________ 


 
 


1. Ver la simetría y periodicidad de una función. 
 


2. Calcular el dominio de una función. 
 


3. Encontrar los puntos de corte de una función con los ejes. 
 


4. Representar las regiones: signos de la función. 
 


5. Determinación de los intervalos de monotonía: extremos relativos. 
 


6. Comportamientos asintóticos de una función: ramas infinitas. 
 


7. Determinación de los intervalos de curvatura: puntos de inflexión. 
 


8. Representación gráfica de la función. 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Para poder seguir con éxito esta unidad es recomendable haberse leído los siguientes Math-
blocks: Uso básico del Mathcad, Funciones de una variable, Límites de funciones, 
Continuidad y Derivación.  


 
 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


 Método para representar gráficamente una función: 
 
Etapa previa:  
 


• Comprobar si f es par [f(x)=f(-x)], o impar [f(x)=-f(x)]. Si es así, basta estudiarla en R+. 
Ver Figura 1. 
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• Comprobar si f es periódica f(x)=f(x+k), k es el periodo. Si lo es, basta estudiarla en 
un intervalo de longitud igual a un periodo. Ver Figura 2. 


                        
             f(x) = x4 es par                                        f(x) = x3 es impar 


10 0 10
0


50


100


f x( )


x


10 0 10
1000


0


1000


f x( )


x
 


                                       
                                                                   Figura 1 
 
 
 
 


20 10 0 10 20
1


0


1
f(x)=sinx período 2pi


1


1−


f x( )


0


15.70815.708− x  
                   
                                                                  Figura 2 
 
Primera etapa:  
 
 


• Determinar las regiones de f, señalando el dominio sobre la recta real junto a las 
discontinuidades de f (nos darán las asíntotas verticales), sus raíces (puntos de corte 
con el eje de  abcisas) y los puntos donde la función cambia de tramos: Sean estos 
puntos: a0, a1, ...,an. Así sabremos los intervalos en que f es positiva o negativa. Ver 
esquema 1. 


 
 


                                    signo f                       +                                                                  +                 +                   
                                                a0                         a1         -         a2        -             a3              a4                   a5 


                   
Esquema 1 
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• Calcular las asíntotas: 
 


1. Verticales:  rectas de ecuación x = a que cumplen , ±∞=
±→


)(lim xf
ax


2. Horizontales: rectas de ecuación y = b que cumplen . bxf
x


=
±∞→


)(lim
3. Oblicuas: rectas de ecuación y = mx+n que cumplen:  


 


x
xfm


x


)(lim
±∞→


= ,  ). ))((lim mxxfn
x


−=
±∞→


 
 


La gráfica de una función puede cortar una infinidad de veces a sus asíntotas 
horizontales u oblicuas.    
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0.4


0.2


0


0.2
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0.216−


f x( )


0


31.41615.708− x  
 


 
 
Segunda etapa:  
 
Calcular f ’, sus raíces, sus discontinuidades y los puntos donde la función cambia de tramos 
(x0, x1, ...,xn). Hacer un esquema de monotonía (crecimiento y decrecimiento) indicando los 
extremos relativos (máximos y mínimos). Ver Esquema 2. 
 
f ’ ≥ 0 ⇒ f crece (escribiremos           ).  
 
f ’ ≤ 0 ⇒ f decrece (escribiremos        ).  
 
f ’ = 0, ó no existe ⇒ posible extremo relativo (cambio de monotonía). 
 


                   signo f ’               +                       -                        -                    +                 +                      
             monotonía    x0                        x1                x2                          x3               x4                      x5 
                                                Máx                                  Mín   


                                


Esquema 2 
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Tercera etapa: 
 
Calcular f ’’, sus raíces, sus discontinuidades y los puntos donde la función cambia de tramos 
(c0, c1, ...,cn). Hacer un esquema de curvatura (concavidad y convexidad) indicando los 
puntos de inflexión. Ver Esquema 3. 
 
f ” ≥ 0 ⇒ f cóncava (escribiremos               )  
 
f ” ≤ 0 ⇒ f convexa (escribiremos               )  
 
f ” = 0, ó no existe ⇒ posible punto de inflexión (cambio de curvatura) 
 


             signo f ”                  -                        -                    +                   +                  - 
            curvatura     c c                  c2                              c3                  c4                        c5 0                            1 


                                                      pto                                    pto                                                                 
                                                               inflex                                 inflex                                         


 
Esquema 3 


 
 Estudio de la función logística en el crecimiento de poblaciones. 


 
Cuando el hábitat impone limitaciones sobre el crecimiento de poblaciones, éste no puede 
continuar indefinidamente, pues es evidente que en la naturaleza todos los procesos son 
finitos. Es decir, a la larga, el tamaño de la población se estabilizará. La función que más se 
usa con el propósito de modelar un crecimiento restringido de este tipo se denomina modelo 
logístico. Este se basa en la suposición de que el tamaño de la población está dado por la 
siguiente función: 


kt
m


ce
y


y
−+


=
1


 


 
en donde también está presente la función exponencial con exponente negativo. Aquí y es el 
tamaño de la población en el instante t, y ym, c y k son tres constantes positivas. Una gráfica 
típica de esta función logística es: 
 


                         Y 


 


 


 


           ym 


            


 


 


 


 


 


            y0 


                          


                                                                                                      t 
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Nótese que cuando t se hace muy grande, e-kt se hace muy pequeño, de modo que el 
denominador de la función se acerca cada vez más a 1. Por tanto, y tiende a ym a medida 
que t crece. Esto se hace evidente al observar la gráfica de la función, la cual se estabiliza y 
se aproxima a la línea horizontal y = Ym al tender t al infinito. 
 
Cuando t = 0, el valor de y se denota por y0. Sustituyendo t = 0 en la función, tendremos que: 
  


c
y


ce
y


y m
k


m
+


=
+


=
•− 11 00  


 
 
Si el valor inicial y0 de y es mucho más pequeño que ym el tamaño de la población presenta un 
período de crecimiento para pequeños valores de t que aproximadamente es exponencial. 
Después, sin embargo, el crecimiento se suaviza y por último se estabiliza, acercándose a ym 
cuanto t se hace muy grande. 
 
La ecuación logística se utiliza en muchas situaciones aparte del crecimiento de poblaciones. 
Las propiedades cualitativas esenciales de la función logística son que para valores pequeños 
de t recuerda la función exponencial, mientras que en el caso de valores grandes de t se 
estabiliza aproximándose cada vez más a cierto límite. Estas características son comunes a 
varios fenómenos y explican la amplia aplicación de esta f unción. 
 
Otro ejemplo de la aplicación de estas funciones aparece en la difusión de la información a 
través de una población. Digamos que la información sea un fragmento de una noticia, un 
rumor o el conocimiento de un nuevo producto que acaba de lanzarse al mercado. Si P 
representa la proporción de la población que está enterada de la información, para valores 
pequeños de t, P es pequeña, y por lo regular crece en forma exponencial. Sin embargo, P no 
puede exceder de 1 y a medida que t se hace más grande, P se aproxima cada vez más a 
este valor, cuando la información se difunde a través de la población entera. Usando la 
ecuación logística, modelaríamos P por medio de la expresión: 
 


ktce
P


−+
=


1
1


 


 
Un ejemplo concreto sería el siguiente: 
 
Al tiempo t = 0, el 10% de todos los internautas han oído algo acerca del inminente colapso 
financiero de una gran aerolínea. Dos horas más tarde, el 25% de ellos lo han oído. Veamos 
como quedaría la fórmula: 


Si 91011.0
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10 0 =⇒=+⇒=
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=
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La gráfica, con la ayuda del Mathcad, quedaría: 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 


 
1. Dada la función: 










≥


<
+


++−
=


0


0
2


2
)(


3


2


xsie


xsi
x
xx


xf
x


 


             Estudiarla y representarla con el Mathcad. 


 
Evidentemente, f no es par, impar ni periódica. 
 
Primera etapa:  
 


• Regiones de f 
 


}2{−= RDomf . Pues en el primer tramo (x<0) tenemos una función racional cuyo 
denominador se anula en –2<0 (x+2 = 0). En el segundo tramo no tenemos ningún problema 
pues la función exponencial e  está definida en todo R. x3


 
Luego tenemos una discontinuidad y una asíntota vertical en x = -2.  


 
Para calcular las raíces analizamos las funciones de cada tramo por separado (las igualamos 
a cero). 
 


022 =++− xx  , que tiene por soluciones x = 2 y x = -1 


e x3
> 0  la función exponencial no se anula nunca (siempre es estrictamente positiva). 


 
Sólo nos quedamos con aquellos puntos que pertenecen al dominio del primer trozo. Es decir, 
sólo nos quedamos con x = -1. Este punto será el único punto de corte con el eje x. 
 
Esquema de las regiones: 


                                     5.3
5.0
75.1)5.1( −=


−
=−f  


                      signo f          +                                                                       +                               +                                                


                            10
1


10)3( =
−


−
=−f  -2                 -                  -1 83.0


5.1
25.1)5.0( ==−f   0  9.19)1( 3 == ef


 
 


• Asíntotas 
 
Ya hemos visto que hay una asíntota vertical en x = -2. En efecto, para x = -2, la función no 
está definida y diverge hacia : ∞±


 


+∞=
−


=
+−−


=
+


++−
−−−→ − 0
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0
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2
2lim
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Entonces tenemos una asíntota vertical de fórmula: x = -2. 
 
 Por otro lado, 


 


    +∞== +∞→+∞→
x


xx exf 3lim)(lim
 


   +∞=
+


++−
= −∞→−∞→ 2


2lim)(lim
2


x
xxxf xx  


 
 por tanto no hay asíntotas horizontales. 
 


 
Veamos que hay, también, una asíntota oblicua de fórmula y = -x+3: 
 


11
2


2lim)(lim 2


2
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xx
xx
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Segunda etapa:  
 


• Calculo de f’ 
 


Si x<0 
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x


xx
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 Si x>0  ∀  03)()( 33 >=′⇒= xx exfexf Rx∈
 


• Esquema de monotonía 
 
Para determinar las regiones de crecimiento y decrecimiento tomaremos como referencia los 
siguientes puntos: puntos donde la función cambia de tramo (x = 0); puntos donde la función 
derivada no está definida (x = -2); puntos donde la derivada se anula (x = -4, x = 0). para 
determinar el crecimiento y decrecimiento, seleccionamos un punto de cada subintervalo y 
evaluamos el signo de la primera derivada: 
 
                               


                       signo f ’       f’(-5)<0                        f’(-3)>0                            f’(-1)>0                      f’(1)>0                         
                                                                                                                                            
                   monotonía                    -4                                    -2                                     0           


                             Mín. 
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Intervalo punto Derivada Monotonía 
(-∞, -4) -5 f’(-5)<0 Decrecimiento 
(-4, -2) -3 f’(-3)>0 Creciente 
(-2,0) -1 f’(-1)>0 Creciente 
(0,+ ∞ )  1 f’(1)>0 Creciente 


 
Tercera etapa: 
 


• Calculo de f” 
 


Si x<0 
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 Si x>0  ∀  09)(3)( 33 >=′′⇒=′ xx exfexf Rx∈
 


• Esquema de curvatura 
 
Para determinar las regiones de concavidad y convexidad tomaremos como referencia los 
siguientes puntos: puntos donde la función cambia de tramo (x = 0); puntos donde la función 
derivada segunda no está definida (x = -2); puntos donde la derivada se anula (ninguno). Para 
determinar la concavidad y convexidad, seleccionamos un punto de cada subintervalo y 
evaluamos el signo de la segunda derivada: 
                               


                        signo f ”       f ” (-3)>0                             f ” (-1)<0                             f ” (1)>0                         
                                                                                                                                            
                        curvatura                       -2                                               0           


                                                                                        Pto 
                                                                                       Inflex 
 
Notar que x = -2 no es un punto de inflexión, pues en –2 la función no está definida. 
 
Se podrían haber hecho los límites y las derivadas con Mathcad. 
 


 


Proyecto e-Math          10 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 







  Estudio local y Representación en 2D  


    La gráfica, con la ayuda de Mathcad, quedaría así: 
 


 
 
 


2. Encontrad los extremos relativos, los puntos de inflexión y las asíntotas de la siguiente 


función: 
( )2


3


1
)(


+
=
x
xxf  y representadla.  


 
En primer lugar estudiaremos los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función así 
como los máximos y mínimos. Calculemos la primera derivada:  


 


( ) ( )
( )( )
( )


( )
( )3


2


3


2


4


322


2


3


1
3


1
213


1
)1(2)1(3


1
)('


+
+


=
+


−+
=


+
+−+


=









+


=
x
xx


x
xxx


x
xxxx


x
x


dx
dxf  


  
A partir del signo de la primera derivada podemos afirmar que la función crece en los 
intervalos  y   mientras que decrece en . Esta expresión se anula 
solamente cuando  y cuando . Calculemos las derivadas segundas en estos 
puntos notables:  


( )3,−∞− ( ∞− ,1
0


) )( 1,3 −−
=x 3−=x


 


( ) ( )
( )( )( )


( ) =
+


++−+++
=











+


+
=











+


= 6


2232


3


2


2


3


2


2


1
)1(3)3(132


1
)3(


1
)(''


x
xxxxxxx


x
xx


dx
d


x
x


dx
dxf


 
( )( )


( ) ( ) 44


22


4


22


)1(
6


1
3233


1
3)3(163


+
=


+
−−++


=
+


+−++
=


x
x


x
xxxxx


x
xxxxx
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Entonces tenemos que 0
16
18)3('' <


−
=−=xf


3−=x


 y  . Con el primer resultado 


podemos afirmar que en   la función presenta un máximo: ( )


0)0('' ==xf









 −−=


4
27,3, yx . Hay 


que calcular las derivadas de orden superior para determinar el tipo de punto notable en 
 aunque basta con fijarse que a la izquierda y a la derecha de dicho punto, la primera 


derivada es positiva, con lo que se puede afirmar que  es un punto de inflexión: 
. No obstante, lo verificaremos efectuando el cálculo de la derivada tercera:  


0=x


( ), yx
0=x


( 0,0= )
 


( ) ( )
( )


( ) ( )58


34


42


3


3


3


1
316


1
)1(4616


1
6


1
)('''


+
−


=
+


+−+
=











+


=









+


=
x


x
x


xxx
x
x


dx
d


x
x


dx
dxf  


 
Y como  tenemos en  un punto de inflexión (con tangente plana 
puesto que ). La función es creciente en  debido a que la tercera 
derivada es positiva. 


06)0(''' ≠==xf
0)0(' ==xf


0=x
0=x


 
A partir del signo de la segunda derivada positiva a la derecha del eje y, y negativa a su 
izquierda también podemos afirmar que en  tenemos un punto de inflexión. A la 
derecha de cero, la función es cóncava mientras que a la izquierda es convexa. 


0=x


 
Para estudiar el comportamiento asintótico nos preguntamos si hay puntos de la recta real 
donde la función diverge (no está definida). En efecto, para , la función no está 
definida y diverge hacia − por ambos lados: 


1−=x
∞


 


( ) ( ) −∞=
−


=
−


=
+ +−−→ − 0


1
0


1
1


lim 22


3


1 x
x


x
  


( ) ( ) −∞=
−


=
−


=
+ ++−→ + 0


1
0


1
1


lim 22


3


1 x
x


x
 


 
 
Entonces tenemos una asíntota vertical de fórmula: . 1−=x
 
Para discernir si existen asíntotas oblicuas, calcularemos el límite de la función dividida por x 
para  y para : +∞→x −∞→x


 


 
( )


( )
1


1
lim1lim 2


32


3


+=
+


=+
+∞→+∞→ xx


x
x


x
x


xx
  


( )
( )


1
1


lim1lim 2


32


3


+=
+


=+
−∞→−∞→ xx


x
x


x
x


xx
 


 
 
En ambos casos, los límites existen y valen . Así pues tenemos asíntotas oblicuas con 
pendientes positivas e iguales a . Calculemos la ordenada en el origen de cada asíntota:  


1+
1+


 


( ) ( )
2


1
2lim1


1
lim 2


2


2


3


−=
+


−−
=











⋅−


+ +∞→+∞→ x
xxx


x
x


xx
 


 


( ) ( )
2


1
2lim1


1
lim 2


2


2


3


−=
+


−−
=











⋅−


+ −∞→−∞→ x
xxx


x
x


xx
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Cuando  y cuando  la curva se aproxima a , que es la única 
asíntota oblicua de la función.  


+∞→x −∞→x 2−= xy


 
 
Por último, hacemos la tabla resumen: 
 


 
x  ( )3,−∞−  3−  ( )1,3 −−  1−  ( )0,1−  0  ( )∞,0  
y  -, negativa 427−  


Máximo 
-, negativa -, negativa 0  +, positiva 


'y  +, crece 0  -, decrece +, crece 0  +, crece 


''y  -, convexa 329−  -, convexa 


 
 


Asíntota 
vertical 


-, convexa Punto de 
inflexión 


+, cóncava 


 
 
 


Todos los cálculos se hubieran podido haber hecho con el Mathcad: 
 
 


 
 


 
 


Que nos permitirá construir con Mathcad la gráfica de la función (en rojo) junto con su 
asíntota oblicua (en azul): 
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20 0 20


20


20


x 2−


x3


x 1+( )2


 
          3.  Dada la función h(x) = x sin(1/x), se pide: 


a) Represéntala gráficamente en el intervalo [-5,5].  


b) Según el gráfico, ¿cuánto parece valer el límite de h(x) conforme x tiende a infinito? 
Compruébalo numéricamente (con Mathcad) 


c) Según el gráfico, ¿cuánto parece valer el límite de h(x) conforme x tiende a 0? (realiza 
un “zoom” para obtener una mejor visualización de la función). Evalúa la función h(x) 
en unos cuantos valores cercanos a 0 para contrastar tu respuesta anterior. 


d) Intenta usar Mathcad para evaluar h(0). ¿Qué ocurre? ¿Es h(x) continua en x = 0? 
(compruébalo manualmente). 


      Veamos como podemos hacerlo con las plantillas que lleva incorporadas el Mathcad. 


a )
GRAFICA DE UNA FUNCIÓN


Quick X-Y Plot of a Function


Función : f x( ) x sin
1
x










⋅:= Escala: r1 5:=


Nota : En este ejemplo la función  se ha dibujado para valores 
comprendiddos entre  r1− x≤ r1≤ , r1− y≤ r1≤  


5 0 5


5


5
f(x) over Range -r1 to r1 
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b)  Gráficamente parece que cuando x tiende a infinito la función tiende a un número de forma asintótica,
       es decir, parece que haya una asíntota horizontal a la cual se aproxima cada vez más la función.  


∞x
x sin


1
x










⋅lim
→


1→


c) Gráficamente se ve que el límite de h(x) conforme x tiende a 0 es también cero. Para ello se puede 
utilizar la herramienta del zoom o la plantilla de mathcad anterior dando como escala un valor 
cercano a cero, por ejemplo 0.1.


 


GRAFICA DE UNA FUNCIÓN


Quick X-Y Plot of a Function


Introduce la  función f(x) que quieres dibujar:


f x( ) x sin
1
x










⋅:=


Escalas:


r1 5:= r2 0.1:=


Nota: En este ejemplo la función se dibujará en el rectángulo 
r1− x≤ r1≤ , r1− y≤ r1≤  y en el rectángulo r2− x≤ r2≤


, r2− y≤ r2≤ .


5 0 5


5


5
f(x) over Range -r1 to r1 


0


f(x) over Range -r2 to r2 
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Vamos a evaluar la función en 0.1 y en 0.00001: 


f x( ) x sin
1
x










⋅:=


f 0.1( ) 0.054−=


f 0.00001( ) 3.575 10 7−×=


 También podríamos calcular el límite con otra plantilla del Mathcad, para corroborar el resultado.


 


CALCULUS & DIFFERENTIAL EQUATIONS


Límite de una Función en un Punto


Función f(x): f x( ) x sin
1
x










⋅:=


Punto en el cual queremos calcular el límite: p 0:=


px
f x( )lim


−→
0→


px
f x( )lim


+→
0→


 Límite Bidireccional: 
px


f x( )lim
→


0→


 


d ) f x( ) x sin
1
x










⋅:=


Te da un mensaje diciendo que puedes estar dividiendo por cero, como es el caso.


La fución no es continua en cero al no estar definida en dicho punto.


Recopilando toda la información que tenemos, la discontinuidad es evitable al coincidir los límites 


laterales. Se podría evitar la discontinuidad redefiniendo la función como: f x( ) x sin
1
x










⋅:=  para 


valores de x distintos de cero y como f(0)=0 para x=0
 


f 0( ) =f 0( )
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ENLACES___________________________________________________________ 
 
 
 [W1] http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd99/ed99-0295-01/ed99-0295-01.html 
             


Página web donde se estudia con todo detalle las funciones y como se representan. 
Aparecen todos los pasos a seguir para hacer la gráfica de una función. 
 


 [W2]    http://www.xtec.es/~jlagares/manualwinfun.cat/estractemanualfuncionsperawindows.htm 
 
Página web sobre un articulo, que ganó el segundo premio en el "concurso de programas 
educativos para ordenador" organizado por el M.E.C. el año 1993. Trata sobre un programa, 
“funciones para windows”, con ejemplos gráficos. En particular, representa funciones y las 
estudia. En catalán. La pantalla del programa nos muestra las posibilidades, para el estudio 
de las funciones, que tiene. Le introduces una función y, además de representártela, te puede 
calcular la imagen, antiimagen, raíces, discontinuidades, máximos, mínimos, puntos de 
inflexión, derivada en un punto, integral definida, integral de línea, intervalos de monotonía y 
de curvatura, etc. Un programa muy completo, interesante y fácil de manejar para representar 
y estudiar las funciones. 
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[W3] http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/25-1-u-derivadas.html 
 


Página web donde se estudia todo lo relacionado con el estudio local de unas funciones. 
 


[W4] http://batllo.informatica.uma.es/matap/svera/temas/t2der1var.pdf 
 


Página web de Salvador Vera Ballesteros, profesor del Departamento de matemáticas 
aplicada de la universidad de Málaga. Contiene problemas y apuntes sobre estudio y 
representación de funciones.  
 


[W5] http://personal5.iddeo.es/ztt/Tem/EsquemaEstudioFunc.htm 
 


Página web que contiene un esquema para estudiar y representar funciones. 
 


[W6] http://cariari.ucr.ac.cr/~cimm/cap_02/cap2_2-1.html 
 


Página web que trata sobre un curso de cálculo diferencial. Este enlace nos lleva al tema de 
las funciones y su representación gráfica. Hay teoría y ejercicios. 
 
 


[W7] http://galilei.iespana.es/galilei/mat/graf-func0.htm      
                             


Página web con esquema, teoría y ejemplos gráficos para estudiar y representar funciones. 
 


[W8] http://www.uco.es/organiza/departamentos/quimica-fisica/quimica-fisica/CD/CD0.htm 
             


Página web que trata sobre un curso de aprendizaje de Mathcad. Hay ejemplos sobre gráfica 
de funciones.  
 


[W9] http://www.terra.es/personal/jftjft/Home.htm 
               


Página completa sobre todo lo relacionado con las matemáticas. Aparecen matemáticos 
famosos y aplicaciones de las matemáticas a diversos campos.  
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
En este math-bock trataremos el problema inverso de hallar la derivada de una función: 
calcular una primitiva de la misma. Aunque se sabe que cualquier función continua tiene 
primitiva, no existen fórmulas, ni métodos, para calcular éstas con exactitud más que unos 
pocos casos. 
 
El objeto de este tema es exponer algunos de dichos métodos, y su importancia se notará en 
el capítulo de la Integral definida y sus aplicaciones, donde veremos la relación que hay entre 
el área y la integral definida y la regla de Barrow, conexión entre el Cálculo Diferencial y el 
Cálculo Integral. 
 
Calcularemos integrales indefinidas de todo tipo: inmediatas, mediante cambio de variable, 
por partes, integración de funciones racionales, irracionales y trigonométricas.  
 
  


 
OBJETIVOS       ________________________ 


 
1. Conocer y aplicar el concepto de primitiva de una función. 
 
2. Ver la integral como la operación inversa de derivar. 
 
3. Calcular integrales inmediatas, aplicando las propiedades de las primitivas. 


 
4. Transformar una integral en otra más sencilla haciendo un cambio de variable. 


 
5. Hallar integrales por el método de integración por partes. 


 
6. Saber utilizar las funciones racionales y el método de integración derivado de ellas, 


descomponiendo dichas funciones en fracciones simples, cuyas integrales son 
inmediatas. 


 
7. Calcular integrales irracionales y trigonométricas eligiendo el cambio de variable 


adecuado. 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


A fin de poder aprovechar al máximo esta unidad es recomendable tener conocimientos 
básicos sobre funciones de una variable, derivación y uso del programa Mathcad. 


 


 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


 Concepto de Primitiva 
 
 
Sea I un intervalo abierto, y f una función definida en I. Una primitiva de f en I es una función, 
F, continua en I que verifica: F'(x) = f(x) ∀x∈I. Luego todas las primitivas de f son del tipo   
G(x) = F(x) + C, siendo C una constante cualquiera, pues G’(x) = F'(x) + 0 = f(x).  
 
El conjunto formado por todas las primitivas de f se llama integral indefinida de f, y se 
designa por  ∫ f(x) dx (se lee integral de f(x) diferencial de x). Luego, escribiremos 
 


∫ f(x)dx = F(x) + C 
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Ejemplo:  ∫ 3x2 dx = x3+c, ya que  F(x) = x3 ;   F’(x) = 3x2 =f(x) 
 
Una primitiva de  f(x)  = 1 + cosx  es F(x) = x + sinx. Añadiendo constantes, obtenemos más 
primitivas   
 


 Integración inmediata 
  
A las primitivas que resultan aplicando en modo inverso las fórmulas de derivación se les 
llama   integrales inmediatas.  
 
El recuerdo del cuadro de las derivadas de las funciones fundamentales, así como la regla de 
derivación de una función de función, nos van a permitir recordar una tabla de integrales 
inmediatas, cuyo uso se hace imprescindible: 


 


                               


                          


                                                          


                              


              ∫ cedxe xx +=                           


                              


                                            


                                 


                                   


                        


                 
                  
 Propiedades: 
 
Veamos a continuación las propiedades que verifican las integrales indefinidas, que son 
consecuencia inmediata de la definición de primitiva y de las propiedades de las derivadas. 
 


1. ∫ ∫ ∫+=+ dxxgdxxfdxxgxf )()())()((  


2. ∫ ∫= dxxfkdxxkf )()( Rk ∈∀  


3. ∫ ∫ ∫+=+ dxxgkdxxfkdxxgkxfk )()())()(( 2121  Rkk ∈∀ 21,  
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Ejemplo:   


cexxdxexdxdxxdxexx xxx ++−=+−=+− ∫ ∫ ∫∫ 3sin2
4


53cos25)3cos25(
4


33  


 Integración por cambio de variable 
 
Una  técnica para encontrar primitivas tiene la regla de la cadena como base. La regla de la 
cadena nos indica que si tenemos una función f(t) que sabemos integrar, y, en lugar de t 
ponemos alguna otra función de x, t = g(x), entonces: 
 


∫∫ = dttfdxxgxgf )()('))((  


 
Después integramos con respecto a t y, ya para acabar, deshacemos el 


cambio. 
 
Se trata de transformar una integral en otra más sencilla haciendo un cambio de variable 
adecuado. 


 


Ejemplo:  Calcular ∫ ++
+ dx
x
x


)53cos(1
)53sin(


 


 
 Solución: 
  
Podemos mejorar muchísimo el aspecto de esta integral efectuando el siguiente cambio de 


variable: )53cos( += xt
 


que conlleva dxxdt )53sin(3 +−= . Substituyendo ambas 


expresiones podemos escribir: 


 


∫∫ ++
+−−


=
++


+ dx
x
xdx


x
x


)53cos(1
)53sin(3


3
1


)53cos(1
)53sin(


=  


ctdt
t


dt
t


++
−


=
+


−
=


+
−


= ∫ ∫ 1ln
3
1


1
1


3
1


1
1


3
1


 


 


Deshaciendo el cambio: 


 


cxdx
x
x


+++
−


=
++


+
∫ )53cos(1ln


3
1


)53cos(1
)53sin(


 


 


 Integración por partes 
 
Este método se basa en la fórmula 
 


∫∫ −= dxxgxfxgxfdxxgxf )()(')()()(')(  


 
cuya deducción es trivial a partir de la regla de derivación de un producto. 
 


Ejemplo:  Calcular ∫ xdxe x sin2
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Solución: 
 


Aplicaremos integración por partes, con xxf sin)( = , xexg 2)( =′ . 


 Así: xxf cos)( =′  , xexg 2
2
1)( =   e   ∫∫ −== xdxexexdxeI xxx cos


2
1sin


2
1sin 222 .  


Aplicando de nuevo integración por partes, tomando  xxfexg x cos)(,)( 2 ==′  tenemos 


xxfexg x sin)(,
2
1)( 2 −=′=  quedando: 


Ixexe


xdxexexe


xdxexexdxeI


xx


xxx


xxx


4
1cos


4
1sin


2
1


)sin
2
1cos


2
1(


2
1sin


2
1


cos
2
1sin


2
1sin


22


222


222


−−=


=+−=


=−==


∫


∫∫
 


 


Luego: xexeIIxexeI xxxx cos
4
1sin


2
1


4
5


4
1cos


4
1sin


2
1 2222 −=⇒−−=  


 


Despejando I, se tiene que )cossin2(
5
1 2 xxeI x −=  


 
 Integración de funciones racionales 


 


Una función racional tiene la forma: 
)(
)(
xQ
xP


,  donde P(x) y Q(x) son polinomios. Sabemos que 


si grado de P(x) ≥ grado de Q(x), entonces podemos dividir P(x) entre Q(x) obteniendo: 
)()()()( xRxQxCxP += , siendo C(x) el cociente y R(x) el resto, además R(x) = 0, o bien, 


grado R(x)<grado Q(x). Así: 
 


∫ ∫ ∫ ∫+=









+= dx


xQ
xRdxxCdx


xQ
xRxCdx


xQ
xP


)(
)()(


)(
)()(


)(
)(


 


 
La primera integral es polinómica, luego inmediata. La segunda integral vale cero (si R(x) = 0), 
o grado R(x)<grado Q(x), en cuyo caso Q(x) se puede descomponer en factores irreducibles 
(según un teorema del álgebra), es decir, por medio de sus raíces.  
 


Según otro teorema algebraico, la fracción 
)(
)(
xQ
xR


 se  puede descomponer en suma de 


fracciones de coeficientes irreducibles. Veamos todo esto con un ejemplo. 
 


Ejemplo:  Calcular dx
x
x


∫ −14


4
 


 
 Solución: 
 
Como el grado del numerador es igual al del denominador, procederemos antes de 


integrar a dividir 4x  entre 14 −x  siendo 1 el cociente obtenido y 1 el resto: 
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=
−


+=











−
+=


− ∫ ∫∫∫ dx
x


dxdx
x


dx
x
x


1
1


1
11


1 444


4
 


 
Mientras que la primera integral es inmediata, la segunda requiere descomponer la fracción 
en suma de fracciones de coeficientes irreducibles: 
 


1111
1


24 +
+


−
+


+
=


− x
C


x
B


x
A


x
 


 
Resolviendo la ecuación anterior, determinamos que  
 


1
2
1


1
4
1


1
4
1


1
1


24 +


−
+


−
+


+


−
=


− xxxx
 


 
Retomando la integral: 
 


∫∫∫ =
+


−
−


+
+


−= dx
x


dx
x


dx
x


x
1


1
2
1


1
1


4
1


1
1


4
1


2  


 


=+−−++−= carctgxxxx
2
11ln


4
11ln


4
1


 


 


=+−−++−= carctgxxxx
2
11ln


4
11ln


4
1


 


 
y simplificando: 
 


carctgx
x
xx +−
+
−


+=
2
1


1
1ln


4
1


 


 
Veremos en los casos prácticos con software como el Mathcad puede, además de calcular la 
integral directamente, hacer la descomposición, en fracciones simples, por nosotros. 
 
 


 Integración de funciones irracionales 
 


Las integrales del tipo dx
dcx
bax


dcx
baxxR s


r
p


n
),,,( 











+
+












+
+


∫ L  , (R cociente entre 


expresiones) y p,...,s naturales, se transforman en una racional si se hace el cambio 












+
+


=
dcx
baxtM  siendo ),,(.. spmcmM L=  


 
 
 


Ejemplo:  Calcular dx
xx∫ +++ 3 22


1
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 Solución: 
 


Hagamos el cambio t6 = x+2  con lo que:   6/1)2( += xt   y     dttdx 56= , 
 


∫ ∫∫ +
=


+
=


+++
dt


t
tdt


tt
tdx


xx 1
66


22
1 3


23


5


3  


 
Tenemos una función racional. Como el grado del numerador es mayor al del denominador, 


dividiremos 36t  entre 1+t  siendo 666 2 +− tt  el cociente obtenido y -6 el resto: 
 


∫∫ ++−+−=
+


−+−=
+


CtLntttdt
t


ttdt
t
t 16632


1
6666


1
6 232


3
 


 
Luego, deshaciendo el cambio:  
 


CxLnxxxdx
xx


+++−+++−+=
+++∫ )21(6262322


22
1 663


3  


 
 


 Integración de funciones trigonométricas 
 
Tipo ∫ xdxx nm cossin  siendo m y n naturales y tipo ∫ dxxxR )cos,(sin   (R cociente) 


 
Se hace los cambios t = sinx, t = cosx, t = tgx  ó  t = tg(x/2) según convenga. 
 
 


Ejemplo:  Calcular dx
x
x


∫ 3cos
sin


 


 
 Solución: 
 
Dado que la derivada de xcos  es xsin− ,  efectuamos el siguiente cambio de variable: 


xt cos= , xdxdt sin−= , obteniendo una integral inmediata:  
 


)1(2)1(2)1(
2


33 cos2
1


2
1


2cos
sin c


x
c


t
ct


t
dtdx


x
x


+=+=+=−=
−


∫∫  (1) 


 
Para efectuar la integral mediante otro cambio de variable, nos fijamos que podemos rescribir 
la fracción de funciones trigonométricas de la siguiente forma: 
 


 == ∫∫ dx
x


tgxdx
x
x


23 coscos
sin


 


 
que deja entrever el interés de realizar también este otro cambio de variable: tgxt =  y  


dx
x


dt
2cos


1
= . Con este cambio, la integral se convierte en inmediata: 
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 )2(
2


)2(
2


22
cxtgcttdt +=+== ∫    (2) 


 
Los resultados obtenidos en (1) y (2) no son formalmente iguales aunque equivalen realmente 
como veremos a continuación. Dividiendo la ecuación fundamental de la trigonometría por 


x2cos  obtenemos: 
 


x
xtg 2


2


cos
11 =+    


 


Substituyendo 1
cos


1
2


2 −=
x


xtg  en el resultado obtenido en (2) obtenemos el resultado en 


(1) menos 
2
1


. Basta, pues, para comprender lo que sucede, redefinir la constante arbitraria 


de la integración en (1) como la en (2) más 
2
1


, es decir, 
2
1


)2()1( −= cc . 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 


 Ejemplos de integración inmediata y con cambio de variable 
 


Calcular  (a) dx
xx
xx


∫
++ 133


 ,    (b) ∫ −+
dx


ee xx 2
1


2  


 
(a) Descomponiendo la integral en varios sumandos, según las propiedades de las integrales, 


quedaría: dx
xx
xx


∫
++ 133


= dx
xx


x
∫


3
+ dx


xx
x


∫
3


+ dx
xx∫


1
=


c
x


xxxcxxxdxxdx
x


dxx +−+⋅=+
−


++=++∫ ∫ ∫
−


− 2ln3
5
2


2/1
ln3


2/5
13 22


1
2
5


2
3


2
3


 


Las integrales resultantes, una vez simplificadas, son inmediatas. 
 
(b) Realicemos la integración mediante cambio de variables (expresado en los cálculos 
siguientes entre llaves):  
 


( ) { } ( ) ceeucu
u
du


dude


ue
dx


e
e xx


x


x


x


x
++−===++−=


+
−


=
















=−


≡
=


+∫ ∫ −−
−


−


−


−
1ln1ln


11
 


 
Con el Mathcad: 
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 Ejemplo de integración por partes 


 
 


Calcular la integral ∫ xdxx ln2  


 


Sabiendo que 
x


x 1)'(ln =  y que cxdxx +=∫ 3


3
2 , parece razonable integrar por partes.  


 
Tomemos xxf ln)( =  y 2)(' xxg =  y entonces:  
 


=+−=−=−= ∫∫∫ cxxxdxxxxdxx
x


xxxdxx
33


1ln
33


1ln
33


1ln
3


ln
33


2
333


2  


 


que, una vez simplificado, equivale a: cxx
+




 −=


3
1ln


3


3
. 


 
Con el Mathcad, utilizando el comando simbólico collect para sacar factor común de la 
variable, quedaría así: 
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 Ejemplo de integración de funciones racionales 


 
 


Calcular  (a) ∫ +
dx


x
x


12


2
 ,    (b) ∫ −+


dx
ee xx 2
1


2  


 
 
(a) Como el numerador no es de grado inferior al denominador, procederemos antes de 
integrar a dividir 2x  entre 12 +x  siendo 1 el cociente obtenido y -1 el resto: 
 


∫ ∫∫∫ +−=
+


−=











+
−=


+
cxxdx


x
dxdx


x
dx


x
x arctan


1
11


1
11


1 222


2
 


 
 


(b) El integrando es función racional de xe , luego haremos el cambio xet = , dxedt x=  : 
 
 


∫ ∫ −+
=


−+ )2(2 22 ttt
dt


ee
dx
xx  


 
 
Ahora debe integarse una función racional cuyo denominador se descompone en la forma 


)2)(1()2( 2 +−=−+ tttttt  con lo que: 
 
 


)2)(1(
)1()2()2)(1(


21)2(
1


2 +−
−++++−


=
+


+
−


+=
−+ ttt


tCttBtttA
t
C


t
B


t
A


ttt
 


 


Resolviendo la ecuación anterior, determinamos que : 
6
1;


3
1;


2
1


==
−


= CBA  . Entonces: 


 


c
e


eec
t
ttcttt


t
dt


t
dt


t
dtdt


t
C


t
B


t
Adt


ttt


x


xx
+


−⋅+
=+


−⋅+
=+++−+


−
=


=
+


+
−


+
−


=
+


+
−


+=
−+ ∫ ∫ ∫∫ ∫


3636


2


12ln12ln2ln
6
11ln


3
1ln


2
1


26
1


13
1


2
1)


21
(


)2(
1


 


 
 
Con el Mathcad, utilizando el comando simbólico convert to partial fraction para hacer la 
descomposición en fracciones simples, quedaría así: 
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 Ejemplo de integración de funciones trigonométricas 
 


Calcular  (a) ∫ +
dt


t
t


)(cos1
)sin(
2 , (b) xdxx msincos5∫  


 
(a) Podemos mejorar muchísimo el aspecto de esta integral efectuando el siguiente cambio de 
variable: )cos(ts =


 
que conlleva dttds )sin(−= . Substituyendo ambas expresiones 


podemos escribir: 
 


∫ ∫ =
+


−=
+ 22 1)(cos1


)sin(
s
dsdt


t
t


 
 
siendo esta última una integral inmediata. Por tanto: 
 


=+−= Cs)arctan(
  


y –finalmente- deshaciendo el cambio, obtenemos:  
 


Ct +−= ))(arctan(cos
  


(b) Hagamos el cambio t = sinx,  entonces dt = cosx dx. Así, tenemos que: 
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dttdtxdtxxdx 2222225 )1()sin1()(coscos −=−== , con lo que: 
 


 
C


m
x


m
x


m
xC


m
t


m
t


m
t


dttttdtttxdxx


mmmmmm


mmmmm


+
+


+
+


−
+


=+
+


+
+


−
+


=


=+−=−=


++++++


++∫∫∫


5
sin


3
sin2


1
sin


53
2


1


)2()1(sincos


531531


42225


 


 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 







  Integral Indefinida 


Proyecto e-Math          14 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


BIBLIOGRAFÍA _________________ ______________________________________ 
 


[1] Benker, H. (1999): "Practical use of Mathcad. Solving mathematical problems with a computer 
algebra system", Springer-Verlag New York, Inc. 


 
[2] Moreno, J.A.;  Ser, D. (1999): "Mathcad 8. Manual de usuario y guía de referencia de Mathcad 


8", ediciones Anaya Multimedia, S.A.  
 
[3] Agulió, F.; Boadas, J.; Garriga, E.; Villalbí, R. (1991): “Temes clau de càlcul”. Barcelona: UPC. 
 
[4] Courant, R.; John, F. (1971): “Introducción al cálculo y al análisis matemático”. México: Limusa. 
 
[5] Vaquero, A.; Fernández, C. (1987): “La Informática Aplicada a la Enseñanza”. Eudema S.A. 


Madrid.P 37. 
 
[6] Ortega J. (1990): “Introducció a l’anàlisi matemática”. Barcelona: Publicacions de la Universitat 


Autónoma de Barcelona. 
 
[7] Tang, S. (1986): “Applied Calculus”. PWS Publishers.  
 
[8] Burbulla, D.(1993): “Self-Tutor for Computer Calculus Using Maple”. Prentice Hall. 
 
[9] Hunt, R. (1994): "Calculus". Ed. Harper Collins. 
 
 
 
 
 







  Integral Indefinida 


Proyecto e-Math          15 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


ENLACES_________________________________________________________________ 
 
 


[W1] http://www.xtec.es/~jlagares/manualwinfun.cat/estractemanualfuncionsperawindows.htm 
 
Página web sobre un articulo que ganó el segundo premio en el "concurso de programas 
educativos para ordenador", organizado por el M.E.C. en el año 1993. Trata sobre el 
programa “funciones para windows”, e incluye ejemplos gráficos. Este programa es capaz 
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Página web de Salvador Vera Ballesteros, profesor del Departamento de matemáticas 
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Página web del Departamento de matemáticas aplicada de la Universidad Politécnica de 
Madrid. Contiene ejercicios y exámenes sobre integración. 
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  Derivación de una función real de variable real 


INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


La derivación constituye una de las operaciones de mayor importancia cuando tratamos de 
funciones reales de variable real puesto que nos indica la tasa de variación de la función en un 
instante determinado o para un valor determinado de la variable, si ésta no es el tiempo. Por 
tanto, la derivada de una función para un valor de la variable es la tasa de variación instantánea 
de dicha función y para el valor concreto de la variable. De hecho, una variación en un instante de 
tiempo determinado o para un valor concreto de la variable de derivación se puede entender 
como una variación media cuando el intervalo usado para la obtención de dicha media tiende a 
cero. Así la derivada es el límite de la tasa de variación media alrededor de un valor de la variable 
cuando el intervalo de medición tiene a cero.  
 
Además de saber calcular la derivada de una función en un punto, es conveniente ser capaz de 
determinar rápidamente la función derivada de cualquier función. La derivada nos informará de 
con qué celeridad va cambiando el valor de la función en el punto considerado. Este Mathblock 
está dedicado precisamente a aprender tanto a calcular el valor de la derivada de una función en 
un punto como a saber obtener la función derivada de la original. Por este motivo dedicaremos 
especial atención a como derivar funciones compuestas, funciones implícitas así como a efectuar 
diversas derivaciones sobre una misma función. Una de las aplicaciones de las derivadas es la 
Regla de l’Hôpital que permite resolver límites indeterminados mediante derivación.  


 
 
OBJETIVOS DOCENTES ___  ___________________________________ 
 
• Introducir el concepto de derivada, proporcionar su interpretación gráfica e ilustrar su 


interpretación física. Saber distinguir en qué puntos una función es derivable y en qué puntos no 
admite derivada. 


  
• Familiarizarse con el cálculo automático de derivadas, con la regla de la cadena para la derivación 


de funciones compuestas, con la derivación múltiple y —finalmente— con la derivación implícita.  
 
• Adquirir destreza en el cálculo de límites funcionales mediante la regla de l’Hôpital basada en la 


derivación de funciones.  
 


 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Dado que la derivación de una función es una operación consistente en el cálculo de un límite en un 
punto donde la función es continua, es recomendable —previamente a la lectura de este Mathblock— 
el haber realizado un estudio detallado de los siguientes temas: 
 
• Funciones reales de variable real.  
• Límites de funciones.  
• Continuidad en una dimensión.  
 
Asimismo también es muy aconsejable que se tenga un conocimiento mínimo del programa Mathcad, 
que incluya como calcular límites de funciones. 
 
Por lo tanto, recomendamos que trabajéis los Mathblocks: “Uso básico del Mathcad en Análisis (I): 
cálculo simbólico y analítico”, “Funciones de una variable”, “Límites de funciones” y “Continuidad en 
una dimensión”, antes de empezar con éste. Después de haber trabajado este Mathblock podéis 
abordar el de “Aplicaciones de las derivadas”.   
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


• La derivada de una función en un punto: definición 
 


Decimos que una función  es derivable en un punto  si existe el siguiente límite:  )(xf a
 


h
afhaf


h


)()(lim
0


−+
→


 


 
 
De hecho esto equivale a que exista este otro límite:  
 


ax
afxf


ax −
−


→


)()(lim  


 
 
basta con substituir . El valor de estos límites, que son equivalentes, recibe el nombre de la 
derivada de la función  en el punto a  y se representa  o 


axh −=
)(xf )(' af


ax
xf


=
)(' . 


 
La derivada de una función en un punto es un número real que mide cómo está creciendo la función 
en relación con la variable, en dicho punto de la variable. Es importante destacar que si una función 
presenta una discontinuidad en un punto, no existe la derivada de la función en aquel punto. Dicho de 
otra manera, si una función es derivable en un punto, tiene que ser continua en este punto. 
 
 


• Interpretación geométrica de la derivada: crecimiento y decrecimiento 
 


La derivada de una función  en un punto  se puede representar como la pendiente de la recta 
tangente a la gráfica de  en el punto (  Por lo tanto,  


f a
( )af )., fa


 
1. Allí donde la gráfica de  es ascendente al recorrerla de izquierda a derecha, la 


función es creciente, la recta tangente tiene pendiente positiva y la derivada es 
positiva. 


f


 
2. Donde la gráfica es descendente, la función es decreciente, la recta tangente tiene 


pendiente negativa y la derivada es negativa. 
 


3. En los puntos en que la función ni sube, ni baja (que son, entre otros, las cumbres y 
las hondanadas), la tangente en el grafo de  es horizontal y, por tanto, la derivada 
vale cero.  


f


 
 


• Interpretación física de la derivada 
 


Dada una función  podemos calcular el cociente incremental de dicha función en , es 
decir, el cociente entre el incremento que sufre la función ∆ , al 
modificar la variable un ∆  con . El cociente incremental o tasa media de variación 
de la función  en el intervalo ∆  viene dada por:  


)(xfy =


x
)(xf


ax =
)(af−)()()( xafafxfy ∆+=−=


ax −= ax ≠
xx −=y = a


 


   
ax
afxf


x
f


x
y


−
−


=
∆
∆


=
∆
∆ )()(
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La derivada es esta tasa media de variación cuando el incremento de la variable tiende a cero 
alrededor de un punto  o tasa instantánea de variación de la función  en el punto  


: 
ax = )(xfy =


ax =
 


ax
afxf


x
f


x
y


axxx −
−


=
∆
∆


=
∆
∆


→→∆→∆


)()(limlimlim
00


 


 
 
Las siguientes notaciones son equivalentes para la derivada que hemos expresado también como tres 
límites distintos:  
 


ax
ax


ax


fxf
dx
dy


=


⋅


=
=


== )('  


 
 
La primera notación se debe a Leibniz, la segunda es que solemos usar en matemáticas modernas y 
la última es la utilizada por Newton.  
 
 


• Función derivada 
 
Es necesario que distingamos claramente la derivada de una función en un punto, que es un 
número, y la función derivada, que es una función. La función derivada de una función  (que se 
representa como ) es la que nos da, para cada valor de la variable , la derivada ,. En 
algunas ocasiones se utiliza la expresión derivada de , tanto en el sentido de derivada numérica 
com en el de función derivada.  


f
('f'f x )x


f


 
 


• Cálculo de derivadas  
 
Ahora que ya tenemos una idea bastante clara de lo que es la derivada y cuál es su utilidad, tenemos 
que hacer un resumen de las herramientas que nos van a permitir calcularlas sin tener que aplicar la 
definición. Es decir aplicamos la definición para, por ejemplo, el caso general de suma de dos 
funciones y sabremos que para cualquier suma de dos funciones, la derivada sera la suma de las dos 
derivadas.  
 
 
• Función constante  
 
La derivada de una función constante es cero:   ⇒   .)( constxf = x∀ 0)(' =xf
 
 
• Suma de dos funciones 
 
La derivada de una suma de funciones es la suma de las derivadas de las funciones: 


  ⇒   . Esto también se cumple para la diferencia. 
Vamos a demostrar esta propiedad como ejemplo de demostración de propiedades de derivación. 
Empecemos escribiendo la derivada de la suma de funciones:  


)()()( 21 xgxgxf += )(')(')(' 21 xgxgxf +=


 
 


( )
=


−−+++
=


−+
→→ h


agaghaghag
h


afhaf
hh


)()()(lim)()(lim 2121


00
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al agrupar términos: 


 


)(')(')()(lim)()(lim 21
22


0


11


0
agag


h
aghag


h
aghag


hh
+=


−+
+


−+
=


→→
 


 
como queríamos demostrar.  


 
 
• Producto de dos funciones 
 
La derivada del producto de dos funciones, , se calcula según:  )()()( 21 xgxgxf ⋅=
 


)(')()()(')(' 2121 agagagagaf ⋅+⋅=  
 
 
En consecuencia, si  es una función constante tenemos:  c
 


)()( xf
dx
dcxcf


dx
d


=  


 
 
• Función potencial 
 
Es fácil deducir la fórmula de la derivada de una función potencial . Basta para ello utilizar 


la fórmula del producto de derivadas que acabamos de dar para , , , 
etc:  


nxxf =)(
xx ⋅=2 xx 23 xx ⋅= 34 xxx ⋅=


 
La derivada de , aplicando la regla del producto es:  xxx ⋅=2


 


xxxxx
dx
d 211)( =⋅+⋅=⋅  ; 


 
 
Utilizando el resultado que acabamos de obtener, la derivada de  es:  23 xxx ⋅=
 


222 321)( xxxxxx
dx
d


=⋅+⋅=⋅  


 
 
y la , substituyendo el resultado acabado de obtener:  34 xxx ⋅=
 


3233 431)( xxxxxx
dx
d


=⋅+⋅=⋅  


 
 
Así, a partir de la información de esta secuencia, podemos llegar a inferir la expresión del término 
general:  
 


1−⋅= nn xnx
dx
d
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• Funciones trigonométricas 


 
Las funciones derivadas de las principales funciones trigonométricas son las siguientes:  
 


( )xx
dx
d cos))(sin( =    


21
1))(arcsin(
x


x
dx
d


−
=    


 


( )xx
dx
d sin))(cos( −=    


21
1))(arccos(
x


x
dx
d


−
−=  


 


)(cos
1))(tan( 2 x


x
dx
d


=    21
1))(arctan(
x


x
dx
d


+
=  


 
 
• Funciones exponencial y logarítmica 
 
Las derivadas de las funciones exponencial y logarítmica son las siguientes:  
 


  aaa
dx
d xx ln)( ⋅=    


ax
x


dx
d


a ln
1)(log


⋅
=  


 
 
y en particular, cuando utilizamos como base el número e: 
 


xx ee
dx
d


=)(     
x


x
dx
d 1)(ln =  


 
 
• Regla de la cadena 
 
Si tenemos una función compuesta , la derivada será:  ))(()( 21 xggxf =
 


)('))((')(' 221 xgxggxf ⋅=  
 
 
En notación diferencial, si  es función de  e  es función de , tenemos:  z y y x
 


dx
dy


dy
dz


dx
dz


⋅=  


 
Encontraréis un ejemplo de derivación mediante la esta regla en “Casos prácticos con software”. 
 
 
• Derivación implícita 
 
La técnica de la derivación implícita para calcular  consiste en derivar cada lado de la expresión 
respecto de  teniendo en cuenta en todo momento que  es función de . Esta técnica sirve para 
obtener la derivada cuando es imposible despejar la  . 


)(' xy


(y
x y


)
x


x
 
Encontraréis un ejemplo de derivación implícita en “Casos prácticos con software”. 
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• Derivación múltiple 
 
Son muchas las aplicaciones en las que utilizamos la derivada de una derivada. Llamamos a la 
derivada de la derivada de , derivada segunda de   y se escribe ' . En notación diferencial, la 
derivada segunda se escribe como:  


f f 'f


 


     2


2


dx
yd


dx
dy


dx
d


=  


 
 
y se lee derivada segunda de  respecto de  dos veces. Análogamente podemos definir la 
derivada n-ésima de  respecto de  n veces que escribiremos: 


y x
y x  


 


n


n
n


dx
ydf =)(  


 
 
• Regla de l’Hôpital 
 
Sean  y  funciones reales de variable real, continuas, tales que lim  y  o 


bien que ambos límites son nulos: lim  y lim . Si existe 


f g 0)( =
→


xf
ax


0)(lim =
→


xg
ax


∞=
→


)(xf
ax


∞=
→


)(xg
ax )('


)('
xg
xflim


x→a
 entonces 


también existe el 
)(
)(lim
xg
xf


ax→
, y ambos coinciden:  


 


)('
)('lim


)(
)(lim


xg
xf


xg
xf


axax →→
=  


 
 
Esta regla es muy útil para resolver límites indeterminados como mostramos, en un ejemplo, en 
“Casos prácticos con software”.  
 
 
CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 
• Cálculo de derivada de una función en un punto a partir de la definición de 


derivada 
 
Utilizando la definición de derivada, averiguaremos si las siguientes funciones son derivables en x=0: 
 


a)  b))sin()( xxf = 2)1()( xxg −=  c) 21
1)(
x


x
+


=h   


 


 


En el caso que sean derivables, proporcionaremos una interpretación geométrica a las derivadas 


calculadas.  


  


La derivada de una función en un punto es la tasa instantánea de crecimiento en dicho punto:  
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h


afhafaf
h


)()(lim)('
0


−+
=


→
 


 
 


En a=0 y para la función f(x) tenemos que ambos límites laterales existen y son iguales a 1, entonces 
la derivada en dicho punto existe y es igual a 1:  


 


   
( ) 1)sin(lim0sin)0sin(lim)´(


000
==


−+
=


→→= h
h


h
hxf


hhx
 


 
 


La derivada corresponde a la pendiente de la recta tangente a dicho punto como podemos comprobar 
con la gráfica de la función y de su tangente (z) en x=0: 


 
 


j 0 2000..:= xj 0.01 j 1000−( )⋅:= y j sin xj( ):= zj xj:=


10 0 10
2


0


2


y


z


x  
 
 


Para g(x) hemos de realizar los siguientes límites laterales utilizando la definición de valor absoluto 
( hh =  si h  y 0> hh −=  si ): 0<h


 
 


  2)2(lim
2


lim
121


lim
1)1(


lim
0


2


0


2


0


2


0
−=+−=


+−
=


−+−
=


−−
++++ →→→→


h
h
hh


h
hh


h
h


hhhh
 


  


2)2(lim
2


lim
121


lim
1)1(


lim
0


2


0


2


0


2


0
+=−+=


−
+−


=
−+−


=
−−


−−−− →→→→
h


h
hh


h
hh


h
h


hhhh
 


 
 


Dado que ambos límites no coinciden, la derivada en x=0 no existe.  
 
Vemos con Mathcad que las rectas tangentes a g(x) por la izquierda (z1) y por la derecha (z2) (de 
pendientes +2 y -2, respectivamente) no coinciden:  
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j 0 2000..:= xj 0.01 j 1000−( )⋅:= y j 1 xj−( )2
:=


z1j 2xj 1+:= z2j 2− xj 1+:=


5 0 5
2


0


2


y


z1


z2


 
 
 


Para el tercer ejemplo con h(x), los límites laterales del cociente incremental coinciden y podemos 
obtener el valor de la derivada en x=0:  


 


0
1


lim
)1(


11lim
1


1
1


lim)(' 202


2


0


2


00
=


+
−


=
+
−−


=
−


+=
→→→= h


h
hh
h


h
hxh


hhhx
 


  
 


Con Mathcad observamos que la recta tangente (z) a la función en x=0 es efectivamente una recta 
horizontal de pendiente nula (igual a la derivada en dicho punto).  


 
 


j 0 2000..:= xj 0.01 j 1000−( )⋅:= y j
1


1 xj( )2+
:= zj 1:=


10 0 10


0


2


y


z


x   
 
 
 
• La derivada como tasa instantánea de crecimiento: aplicaciones 


Supongamos que hinchamos un balón isotrópicamente a un ritmo constante de 
s
cm3


36 , y nos 


preguntamos cual es la variación temporal del radio cuando éste vale exactamente 3cm. Suponiendo 
que el radio del balón es cero en el instante inicial t=0, calcularemos también la tasa media de 
crecimiento entre los instantes que el radio del balón media 2cm y 4cm.    
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Calculemos en primer lugar la función V(r), volumen del balón, 3


3
4)( rr π=V . Por la definición de 


derivada, sabemos que la derivada de V(r) respecto al tiempo corresponde al “ritmo” que seguimos 
cuando hinchamos el balón. Por lo tanto:  


 


s
cm


dt
rdV 3


36)(
=   (1) 


 
 


Utilizando la regla de la cadena: 
 


    
s
cm


dt
dr


dr
rdV 3


36)(
=  


 
 


La variación instantánea del radio del balón que tenemos que calcular es precisamente  
 


2


33


))((4
/36


/
/36)('


tr
scm


dtdV
scm


dt
drtr


π
===    


 
 


Nos la piden cuando el radio mide 3cm. Substituyamos pues en la última expresión:  
 


1
2


3


2


3 1
94


/36
))((4
/36)3,(' −⋅==== scm


cm
scm


tr
scmcmrtr


πππ
 


 
 
 


Para obtener la tasa media de crecimiento entre los instantes en que el radio vale 2cm y 4cm basta 
dividir el incremento de radios entre el incremento de tiempos correspondiente. Integrando la ecuación 
(1) entre r0=r(t0) y rf=r(tf) para r, y entre t0 y tf para t obtenemos:  
 


  trrf ∆=− 36)
3


4 3
0


π ( 3    


 


Como hemos supuesto que r0=t0=0, entonces: 3


3
4


36
1


ff rt π
= . Los tiempos buscados son: 


st cmr 27
8


)2(
π


==  y  st cmr 27
64


)4(
π


== . La tasa media de crecimiento del radio entre estos dos instantes 


corresponde a:  
 


11
28
27


27
8


27
64


24)( −⋅=
−


−
=


∆
∆ scm
t
tr


πππ
 


 
 
 


• Cálculo automático de derivadas. Regla de la Cadena y derivación implícita 
 


Calculemos las derivadas de las siguientes funciones: 
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 a) 
xe


xf 1


1


1)(
+


=       b) 
x
xxg


cos1
cos1)(


−
+


=       c) tgx
dx
dxh 2


2


)( =       d) i       xxx =)(


 
 


a) Podemos rescribir f(x) como la composición de tres funciones g(h(i(x))) donde 
x


xi 1)( = , 


 y ieih += 1)(
h


hg 1)( = . Aplicando la regla de la cadena:  


 


( ) ===




















+ =+= dx
di


di
dh


dh
dgxihg


dx
d


e
dx
d


x
xiexhx x 1)(1)(


1 1))(((
1


1
 


2
1


2


1


2


1


2
121)(


1)(
2


)1(
)1(


)1(


1)1(1
1


x


x
x


xx
xi


i


exh ex


e
x


e
e


x
e


h x
+


=
−


+


−
=


−−
=


=
+=


 


 
 


b) Derivaremos utilizando la expresión para la derivada del cociente de funciones 


2
''


g
fggf


g
f


dx
d −


=









:  


 


22 )cos1(
sin2


)cos1(
))(sincos1()cos1)(sin(


cos1
cos1


x
x


x
xxxx


x
x


dx
d


−
−


=
−


+−−−
=











−
+


 


 
 


c) Efectuemos la segunda derivada de tgx : 
 


( ) =−
−


=






=










 +
= )sin(cos2


cos
1


cos
1


cos
sincos


422


22


2


2


xx
xxdx


d
x


xx
dx
dtgx


dx
d


 


x
tgx


x
x


23 cos
2


cos
sin2


==   


 
d) A fin de derivar la expresión  tomemos logaritmos (neperianos para más comodidad al 
derivar) en ambos lados de la ecuación . Derivando implícitamente respecto de x 
obtenemos: 


xxy =
xxy ln)ln( =


 


 
x
xx


y
y


+= ln'
   es decir:   )1(ln)1(ln' +=+= xxxyy x


 
 


Comprobamos las cuatro derivadas con Mathcad utilizando la derivación simbólica y las utilidades 
simplify y substitute para conseguir comparar con las expresiones analíticas: 
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a) 
 


x
1


1 e


1


x
+


d
d


1


1 exp
1
x










+







2
x2


⋅


exp
1
x










⋅→


 
 
 
b) 
 


x
1 cos x( )+( )
1 cos x( )−( )


d
d


sin x( )−
1 cos x( )−( )


1 cos x( )+( )


1 cos x( )−( )2
sin x( )⋅−→ simplify 2−


sin x( )


1 2 cos x( )⋅− cos x( )2
+( )


⋅→


2−
sin x( )


1 2 cos x( )⋅− cos x( )2
+( )


⋅ substitute 1 2 cos x( )⋅− cos x( )2
+ 1 cos x( )−( )2


, 2−
sin x( )


1 cos x( )−( )2
⋅→


 
 


 
c) 
  


2x
tan x( )d


d


2
2 tan x( )⋅ 1 tan x( )2+( )⋅→ substitute 1 tan x( )2+


1


cos x( )2
, 2


tan x( )


cos x( )2
⋅→ 2


tan x( )


cos x( )2
⋅→


2
tan x( )


cos x( )2
⋅ substitute tan x( )


sin x( )
cos x( )


, 2
sin x( )


cos x( )3
⋅→


 
 
 
d) 


 


x
xxd


d
xx ln x( ) 1+( )⋅→


 
 
 
• Aplicación del cálculo diferencial al computo de límites: Regla de l’Hôpital 


 
Calculemos los siguientes límites:  


     


a) 
x
ee xx


x


βα −
→0


lim  b) 


qq
x


pp
x


x
−+


−+


∞→
2


2


2
2


1


1


lim  con p y q >0 


 
 


utilizando la regla de l’Hôpital.  
 


El límite en a) tiende a 
0
0


 cuando  y, por lo tanto, podemos aplicar la regla de l’Hôpital.  0→x


 
Derivando el numerador y el denominador obtenemos:  
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βα
βα βαβαβα


−=
−


=
−


=
−


→→→ 1
lim


)'(
)'(limlim


000


xx


x


xx


x


xx


x


ee
x
ee


x
ee


 


 
Fijaros que no calculamos los límites laterales por separado puesto que coinciden como podéis 
comprobar. 


 


En el caso b) también podemos aplicar la regla de l’Hôpital puesto que el límite tiende a 
0
0


 cuando 


: ∞→x
 


=







 −


+









 −


+
=












−+












−+


=
−+


−+


∞→∞→∞→


3
2


2


3
2


2


2
2


2
2


2
2


2
2


2
12


1


2
12


1


lim
1


1


 lim
1


1


 lim


x
q


x


x
p


x


qq
xdx


d


pp
xdx


d


qq
x


pp
x


xxx
 


 
 


que simplificando nos conduce a: 


 


p
q


p
x


q
x


x
=


+


+
=


∞→
2


2


2
2


1


1


 lim  


  
 


Comprobamos ambos resultados con Mathcad:  
 
  a) 
 


  0x


eα x⋅ eβ x⋅
−
x


lim
→


α β−→
 


 
  b) 


 


∞x


p 12 1


x p⋅( )2
+ 1−












⋅


q 12 1


x q⋅( )2
+ 1−












⋅


lim
→


1
p


q⋅→
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CONCLUSIONES    ___________________________________ 
 
 
Hemos visto como podemos calcular la derivada de una función en un punto, que nos indica la 
variación de dicha función en aquel punto. Se trata de una generalización del concepto de tasa de 
variación media para un entorno del punto, muy pequeño. La definición de derivada reposa en el 
hecho de hacer tender a cero el tamaño de dicho intervalo. La derivada es pues la tasa de variación 
instantánea de una función en un punto. La derivada se interpreta geométricamente como la 
pendiente de la recta tangente a la función en el punto considerado.  
 
Derivando una función en todos los puntos de su dominio, podemos construir otra función que 
llamaremos la función derivada de la primera función. Hemos presentado reglas de derivación 
automática que nos permiten derivar una expresión sin necesidad de utilizar la definición. Para 
funciones compuestas, es de gran utilidad la regla de la cadena, mientras que en aquellos casos en 
que no es posible despejar la función, debemos optar por la derivación implícita. Finalmente hemos 
presentado la regla de l’Hôpital para la resolución de límites funciones. Esta regla, basada en la 
derivación, es una de las más comúnmente utilizadas para resolver límites. 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


Las funciones son las relaciones numéricas entre magnitudes. Por lo tanto en toda disciplina 
cuantitativa deberemos tratar con funciones que relacionarán las magnitudes de interés. En este 
Mathblock tratamos sólo de las funciones reales de variable real. En un estudio preliminar como 
éste, en el que no se presupone ningún contenido previo, es imprescindible empezar 
introduciendo las funciones con toda su riqueza descriptiva. Es por este motivo que en el presente 
Mathblock trataremos la representación tabular y gráfica justo después de definir los conceptos de 
función y, de dominio e imagen de una función. En el apartado de representación gráfica de una 
función vamos a hacer hincapié en las propiedades de simetría de las funciones puesto que nos 
permitirán avanzar más rápidamente en los temas de Representación gráfica (sin ordenador) e 
integración de funciones.  
 
La parte central de este Mathblock está dedicada a la búsqueda de la función inversa de una 
función cualquiera y a la composición de dos funciones. Veremos como no siempre es posible 
encontrar la función inversa; a menudo debemos restringir el dominio de la función inversa para 
que ésta tenga sentido. La composición de funciones que nos permite “encadenar” operaciones 
con la variable original constituirá la segunda parte del núcleo conceptual de este Mathblock. 
Finalmente proporcionamos unos cuantos ejemplos de las funciones más populares en la 
ingeniería.  


 
 
OBJETIVOS DOCENTES ___  ___________________________________ 
 
• Introducir el concepto de función, proporcionar su representación tabular y gráfica. Saber 


determinar el dominio y el recorrido de una función cualquiera.  
 
• Familiarizarse con los conceptos de función inversa y función compuesta. Desarrollar la agilidad 


mental suficiente para establecer si la función inversa de una función dada existe y calcularla. 
Adquirir la práctica necesaria en la composición de funciones.   


 
• Descubrir los tipos de funciones más comúnmente utilizados y potenciar la habilidad para 


reconocer una dependencia funcional a partir de la gráfica de la función.  
 


 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Es recomendable —previamente a la lectura de este Mathblock— el haber desarrollado cierta 
destreza en el manejo del programa Mathcad.  
 
Por lo tanto, recomendamos que trabajéis el Mathblock: “Uso básico del Mathcad en Análisis (I): 
cálculo simbólico y analítico” antes de empezar con éste. Después de haber trabajado este Mathblock 
podéis abordar los de “Límites de funciones”, “Continuidad en una dimensión” y “Derivación de 
funciones”, así como el de “Funciones de varias variables”.    
 


 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


• Definición de función: representación tabular y gráfica 
 


Para cualquier función  —que proporciona un único valor de la variable dependiente ( ) a partir de 
un valor de la independiente ( ), — hemos de conocer las distintas formas de expresarla:  


f y
x )(xfy =
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1. expresión algebraica,  
 
2. en forma de tabla de pares de valores o  
 
3. como una gráfica.  
 
 
Véase el primer ejemplo en “Casos prácticos con software”.  
 


 
• Dominio y recorrido de una función 


 
Asimismo en el segundo ejemplo de “Casos prácticos con software” aprenderemos a averiguar cuál 
es su dominio (Dom ) y su recorrido o conjunto imagen (Im ).  f f
 
El dominio consiste en el subconjunto de números reales que puede tomar la variable independiente 
y el recorrido, el subconjunto de valores generados utilizando como variable independiente de la 
función todos los valores de su dominio. 
 
 


• Paridad de una función. Funciones pares e impares. Funciones sin paridad  
 
Decimos que una función  es par siempre que para todo valor de la variable independiente 
perteneciente al dominio se cumpla que:  


)(xf


 
)()( xfxf =−  


 
Esto corresponderá gráficamente a una simetría especular respecto al eje  ( ). y 0=x
 
Decimos que una función  es impar siempre que para todo valor de la variable independiente 
perteneciente al dominio se cumpla que:  


)(xf


 
)()( xfxf −=−  


 
Esto corresponderá gráficamente a una simetría respecto al punto ( . )0,0(), =yx
 
El carácter par o impar de una función es lo que conocemos como su paridad. Las funciones que no 
son ni pares, ni impares, carecen de paridad. Veremos ejemplos de los tres casos en “Casos prácticos 
con software”. 
 
 


• Función inversa 
 
La función inversa, , de una función , se define como aquella función tal que 


 siempre que . Cabe destacar que el Dom =Im  y que Im = 
Dom .  En particular, si para un mismo valor de  existen dos posibles soluciones , 
deberemos restringir el dominio de  para que su inversa esté únivocamente determinada. Dicho de 
otro modo: sólo cuando la función de partida  sea inyectiva o restringamos su dominio para 


conseguir inyectividad, entonces podremos definir la función inversa .  


)(1 xf −


xf (
)(xf


f


xyf =− )(1


)(xf
y=)


f


)(1 xf −


1−f


)(xf )(1 xf −


x)(xf


 
Recordemos la definición de función inyectiva. Una función  es inyectiva si a dos valores 
diferentes cualesquiera de  les corresponden imágenes diferentes.  


)(xfy =
x
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• Función compuesta 


 
Forma también parte de este tema saber componer dos o más funciones —mediante la operación de 
composición de funciones: — y determinar el dominio y el recorrido de la 
función compuesta. En el caso de componer dos funciones, el dominio de la primera función tiene que 
limitarse de forma que el conjunto imagen de la primera función (Im ) esté incluido dentro del 
dominio de la segunda (Im ⊆ Dom ).  


))(())(( xgfxfog =


) )(xf
)(xg


(xg
 
La composición de cualquier función con su inversa equivale a la función identidad: , que 
hace corresponder a la variable independiente, la misma variable independiente.  


xxi =)(


 
 


• Funciones lineales, cuadráticas y cúbicas  
 
El otro objetivo de este tema consiste en familiarizarse con las funciones polinómicas de primer, 
segundo y tercer grado en .  x
 
 
Funciones lineales  
 
Las funciones lineales son las que se expresan mediante un polinomio de primer grado:  
 


baxxf +=)(  
 
donde  y  son números fijos que conocemos como coeficientes del polinomio; y su gráfica 
una recta. 


0≠a b


 
 
Funciones cuadráticas  
 
Las funciones cuadráticas son las que se expresan mediante un polinomio de segundo grado:  
 


cbxaxxf ++= 2)(  
 
donde ,  y  son números fijos que conocemos como coeficientes del polinomio; y su gráfica 
una parábola cuyo sentido (hacia arriba o hacia abajo) dependerá del signo de . 


0≠a b c
a


 
Toda función cuadrática puede expresarse de la siguiente manera:  
 


qpxaxf +−= 2)()(  
 
basta para ello aplicar la siguiente substitución:  
 


a
bp
2


−=   
a
bcq
4


2


−=  


 
¿Cuál es el sentido geométrico de estas dos variables?  
El vértice de la parábola viene dado por el punto ( .  ),qp
 
¿Y a qué corresponde ?  a
El valor absoluto del coeficiente  determina si la parábola se encuentra más cerrada o más abierta.  a
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Funciones cúbicas  
 
Las funciones cúbicas son las que se expresan mediante un polinomio de segundo grado:  
 


dcxbxaxxf +++= 23)(  
 
donde ,  y  son números fijos que conocemos como coeficientes del polinomio; y su gráfica 
recibe el nombre de “cúbica”. 


0≠a b c


 
Resumimos  aquí las propiedades geométricas de los tres tipos de funciones que comprobaremos en 
la parte práctica de este Mathblock:  


 
 


 
Fórmula  


algebraica 
 


 
Forma 


geométrica 


 
Cortes con el eje 


real (eje OX) 


 
Evolución de la función 


cuando x avanza de –∞ a +∞ 


 
y=ax+b 


(polinomio 
lineal) 


 
Recta oblicua  


si a≠0 
 
 


Recta horizontal  
si a=0 


 


 
1 


 
 


ninguno 
(o infinitos  
si a=b=0) 


 
avanza de –∞ a +∞ si a>0  


y de +∞ a –∞ si a<0 
 


mantiene  
un valor constante  b 


 


 
y=ax2+bx+c 
(polinomio 
cuadrático) 


 
Parábola 


 
2 si b2-4ac>0 
1 si b2-4ac=0 


 
ninguno  


si b2-4ac<0 
 


 
las “ramas” de la parábola 


descienden de +∞ para volver a 
+∞ cuando a>0. Lo mismo 


sucede con –∞ si a<0 
 


 
y=ax3+bx2+cx+d 


(polinomio 
cúbico) 


 


 


“Cúbica” 


 
3, 2 o 1 


 
avanza de –∞ a +∞ si a>0 y de 


+∞ a –∞ si a<0 
 


 
 


• Funciones racionales 
 
Llamamos función racional a toda aquella función que se puede expresar como el cociente de dos 
polinomios cualesquiera:  
  


01
1


1


01
1


1


)(
)()(


qxqxqxq
pxpxpxp


xq
xpxf m


m
m


m


n
n


n
n


++++
++++


== −
−


−
−


K


K
 


 
donde    y   son coeficientes reales de los polinomios.  011 ,,,,0 pppp nn K−≠ 011 ,,,,0 qqqq nn K−≠
 
 


• Funciones potenciales 
 
Una función potencial viene dada por:  
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  cxxf =)(
 
donde  es un número real cualquiera diferente de cero.  c
 
 


• Funciones exponenciales y logarítmicas 
 
Una función exponencial viene dada por:  
  
  xaxf =)(
 
donde  es un número real cualquiera positivo y diferente de cero, que llamamos base. En particular, 
destacamos la función exponencial de base , que es un número irracional. 


a
K71828182,2=e


 
La función logaritmo se define como la inversa de la función exponencial. Así tenemos que   
 
  xxg alog)( =
 
que satisface las siguientes propiedades:  
 
  xaxgfxfog xa === log))(())((
 
  xaxfgxgof x


a === log))(())((
 
es decir una función es la inversa de la otra.  
 
En particular, cuando   tenemos la función exponencial propiamente dicha  K71828182,2== ea xe
y el logaritmo de base  o neperiano: .  e xln
 
 


• Funciones trigonométricas 
 
Las tres funciones trigonométricas más importantes son:  
 
el seno:      )sin() xx(f =  
 
el coseno:      )cos()( xxf =
 


y la tangente:     
)cos(
)sin()tan()(
x
xxxf ==  


 
Estas funciones son periódicas, es decir, sus valores se repiten con un periodo determinado, en este 
caso . π2
 
 


• Funciones hiperbólicas 
 
Las funciones hiperbólicas se construyen a partir de la función exponencial. Las más importantes 
son tres:   
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el seno hiperbólico:     
2


)sinh()(
xx eexxf


−−
==  


 


el coseno hiperbólico:   
2


)cosh()(
xx eexxf


−+
==   


 


y la tangente hiperbólica:  xx


xx


ee
ee


x
xxxf −


−


+
−


===
)cosh(
)sinh()tanh()(  


 
 
 
CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 
• Representación algebraica, tabular y gráfica de una función real de variable real 
 
Supongamos la función . Utilizando Mathcad, expresamos a la izquierda los valores de la 
variable y de función en una tabla y a la derecha la gráfica de la función.  


2)( xxf =


f x( ) x2:= x es la variable independiente f(x) es la variable dependiente


x 10− 9.95−, 10..:=


10 0 10
0


50


100


f x( )


x


x


0
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15


-10
-9.95


-9.9
-9.85


-9.8
-9.75


-9.7
-9.65


-9.6
-9.55


-9.5
-9.45


-9.4
-9.35


-9.3
-9.25


= f x( )


0
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15


100
99.002
98.01


97.022
96.04


95.062
94.09


93.122
92.16


91.202
90.25


89.302
88.36


87.422
86.49


85.562


=


 


de separación entre los puntos a representar
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• Paridad de funciones. Función par, función impar y función carente de simetría 
 
Presentamos tres funciones para el estudio de su paridad:  


 
42 43)( xxxf −=  xxxg


2
1)( 3 +=   16)( 2 +−= xxxh


 
Puesto que todos los exponentes son pares, el polinomio  será par. 
Comprobémoslo analíticamente:  


42 43)( xxxf −=


 
( ) ( ) )(4343)( 4242 xfxxxxxf =+=−−−=−  


 


Dado que todos los exponentes son impares, el polinomio xxxg
2
1)( 3 +=  presentará simetria 


impar. En efecto:  
 


( ) ( ) )
2
1()(


2
1


2
1)( 333 xxxgxxxxxg +−=−=−−=−+−=−  


 
Por otro lado, la tercera función  no presenta paridad alguna puesto que mezcla 
términos polinomiales de exponente par con términos de exponente impar. Fijémonos en la 
comprobación:  


16)( 2 +−= xxxh


 
( ) ( ) 16)(1616)( 222 +−=≠++=+−−−=− xxxhxxxxxh  


 
( ) ( ) 16)(1616)( 222 −+−=−≠++=+−−−=− xxxhxxxxxh  


 
Mathcad nos proporciona la comprobación geométrica. Basta con darse cuenta que la simetria 
asociada a una función par existe si al doblar la hoja de paper donde está impreso el gráfico utilizando 
como eje de fijo en la acción de doblar, el eje de las y’s, la función en su parte negativa coincide (toca) 
a la parte positiva, es decir, se solapan perfectamente. Dicho de otra manera, si perpendicularmente a 
la hoja de papel existe un espejo que incluye el eje y, la imagen de la izquierda quedara reflejada 
encima de la de la derecha si y sólo si, la función es par. Del mismo modo, para una función impar, 
sabemos que si efectuamos dos de estas “inversiones” especulares, una según el eje x y la otra 
según el y, debemos conseguir solapar la función a la izquierda del eje y con la función a su derecha. 
 


 
 
 
La representación gráfica de 
la función f(x) muestra que 
efectuando una reflexión a 
partir del eje de las y’s, la 
parte de las x negativas se 
solapa perfectamente con la 
de las x positivas. En efecto, 
la función es par.   


10 0 10
4 .104


2 .104


0


2 .104


3x2 4x4−


0


x
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Por el contrario, en el caso 
de la función g(x) 
necesitamos efectuar dos 
reflexiones, una según el eje 
de las x y otra según el eje 
de las y, para conseguir 
solapar la función para las x 
negativas encima  de la 
función para las x positivas. 
Por lo tanto, la función es 
impar.   


10 0 10
1000


0


1000


0
x3 1


2
x−


0


x


 
 


 
 
 
La función h(x) no presenta 
simetría alguna. 


10 0 10


0


125


x2 6x− 1+


x


 
 
 
• Búsqueda del dominio y del recorrido de una función 
 
Sean f, g, h y i las funciones definidas por: 


 


23)( −= xxf   )1log()( −= xxg
16


4)( 2 −
=
x


xh  )1sin()(
x


xi =  


 


Hallaremos el dominio de cada una de ellas y luego las representaremos gráficamente con Mathcad 


para averiguar sus recorridos. 


 


Para determinar el dominio de f(x) tenemos que preguntarnos si existe alguna operación que no 


podemos efectuar dentro de ℜ, el cuerpo de los reales, cuando evaluemos –paso a paso- la función 


f(x). Dado que siempre podemos multiplicar un real como el 3 por la variable independiente x y luego 


efectuar la resta con 2, no vemos en las operaciones a realizar riesgo alguno. No obstante, el número 


obtenido después de evaluar 3x-2 puede ser negativo. Dado que no podemos sacar raíces cuadradas 


de números negativos en ℜ, x tiene que ser tal que 3x-2 sea mayor o igual que cero.  
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Resolviendo la inecuación 3  obtenemos el dominio de f(x): 02 ≥−x )∞
 ,
3
2


 que también podemos 


escribir como: Dom f(x): 










3
2


≥ℜ∈ / xx . Ambas notaciones son equivalentes; la primera indica un 


intervalo de la recta real que contiene exactamente los mismos puntos que en el conjunto expresado 


utilizando la segunda notación. Fijaros que el intervalo es cerrado por la izquierda (incluye el 
3
2


) y es 


abierto por la derecha porque el infinito ( ) no forma parte de los números reales.   ∞
 


En el caso de g(x) las limitaciones al dominio sólo pueden estar originadas en la última operación que 


realizamos: el logaritmo. Por la definición de logaritmo (l es el logaritmo base 10 de un número z si 


z=10l), éste no puede obtenerse nunca de números negativos o de cero (ya que no se puede obtener 


cero ni ningún real negativo a partir de una potencia de 10).  


 


Esto nos conduce también para g(x) a una inecuación: , que una vez resuelta determina el 


dominio de g(x), a saber,  o { . Notad que 1 no forma parte de Dom g(x) puesto 


que para x=1 obtendríamos log(0) que no existe en ℜ ( )  


01 >−x


+→
log(lim


1
x


( )∞,1 }1/ >ℜ∈ xx


−∞=− )1
x


 
En el caso de una función racional, como h(x), tenemos que excluir del dominio aquellas x que anulan 
el denominador, es decir que ocasionan que  y resultarían en la imposibilidad de obtener 
una imagen h(x) real. Esto corresponde a dos puntos:  y . Por tanto, Dom 
h(x)=  o utilizando la notación de intervalos Dom 
h(x)= . 


0162 =−x
4=x 4−=x


}{ 4,4/ −≠≠ℜ∈ xxx
( ) ( )∪−∪−∞− 44,44, ( ∞, )


 
Por la misma razón que para h(x), hay que excluir el punto x=0 del dominio de i(x); es imposible hallar 
el valor de la función si la variable independiente no es un número real, sino infinito.  
 


 
 
 
 
Para determinar el recorrido 
de cada función, las 
representaremos con 
Mathcad.  Aquí tenemos la 
primera. 
 


0 500 1000
0


75


3x 2−


x
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Vemos que f(x) crece de forma continua desde cero. El recorrido será igual a todos los reales 
positivos además del cero, es decir: Im f(x )=[  o { . )∞,0 }0/ ≥ℜ∈ yy


 
Representamos g(x) también con Mathcad, utilizando un paso no lineal para representar mejor la 
divergencia hacia cuando x se aproxima a 1. ∞−
 


 
 
 
 
Representamos con Mathcad 
la función g(x) que sólo está 
definida para valores de la 
variable mayores que la 
unidad. 
 


j 1 99999..:=


xj 100.0001 j⋅
:=


yj log xj 1−( ):=


1 2 3 4


0


5


y j


xj


 
 
Desde x=1 hasta x=2, g(x) crece rápidamente. Para valores más grandes, el crecimiento continua, 
pero más lentamente. El recorrido será igual a todos los reales (positivos y negativos), es decir: Im g(x 
)= ( )  o { . ∞∞− , }ℜ∈y


 
Para h(x) vemos como el recorrido lo forman todos los números reales positivos y los negativos 
menores o iguales que –0.25. Es decir: Im h(x )= . Notad que esta función posee 
simetría par h(x) puesto que h(-x)=h(x). 


( ] ( ∞∪−∞− ,025.0, )


 
  


 
 
 
 
Esta es la gráfica que 
Mathcad nos proporciona 
para la función h(x). 
 


10 0 10
10


0


10


4


x2 16−


x
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La función i(x) posee simetría impar ya que i(-x)=-i(x). Dado que la función seno proporciona valores 
entre –1 y 1, el recorrido corresponderá a intervalo cerrado [  es decir Im 
i(x)={ . 


]1,1−
}11/ ≤≤−ℜ∈ yy


 
 


 
 
 
 
Aquí ilustramos con 
Mathcad el comportamiento 
oscilatorio de i(x) al 
acercarse a cero la variable 
independiente.  
 


j 1 9999..:=


xj 10 3−
π 10 6−


100.005 j⋅ π⋅+:=


yj sin
1
xj












:=


0.01 0.1 1 10
1


0


1


y j


xj
 


 
 
• Composición de dos funciones. Dominio y recorrido de la función compuesta. 


Relación con los dominios y recorridos de las funciones de partida  
 
Supongamos f y g dos funciones definidas por: 


 
2)( 2 −= xxf  2)( −= xxg   


 


Vamos a hallar las funciones compuestas f○g(x)  y  g○f(x) y comprobaremos el resultado obtenido con 


Mathcad. 


 
Por definición, la función compuesta f○g(x) se construye aplicando f(x) a la imagen de g(x), es decir: 
 


 2)2()2())(( 2 −−=−= xxfxgf  
 
 
De la misma manera, podemos escribir para g○f(x) que: 


 


22)2())(( 22 −−=−= xxgxfg  
 
 
Reproducimos aquí el cálculo simbólico realizado utilizando Mathcad: 
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  Función real de variable real 


 
 
 
 
 
Componemos las funciones 
y después evaluamos 
simbólicamente el resultado 
mediante View > Toolbars > 
Symbolic > Symbolic 
Evaluation.  


f x( ) x2 2−:=


g x( ) x 2−:=


f g x( )( ) x


1


2 2−












2


2−→


g f x( )( ) x2 2−( )
1


2
2−→


 
 
 
Los dominios de las funciones f(x) y g(x) son  y , respectivamente. Dado que el 
dominio de f(x) es toda la recta real, el dominio de f○g(x) sólo vendrá limitado por el dominio de g(x) y, 
por tanto, coincidirá con éste.  En el caso de la función g○f(x), el dominio resulta de restringir la recta 
real a aquellos puntos x para los cuales es posible obtener una raíz cuadrada de x


( )∞∞− , [ )∞,0


2-2, es decir, para 
2≥x  y 2−≤x . Así pues, Dom(g○f(x))= ( ] [ ,2U .Los recorridos se obtienen 


fácilmente a partir de las gráficas generadas con Mathcad:  
)∞−∞− 2,


 
 
 
 
 
La representación gráfica de 
ambas funciones 
corresponde a: 


10 0 10
10


0


10


x 2−
2


2−


x


( )


10 0 10
10


0


10


x2 2− 2−


x
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  Función real de variable real 


 
En este caso particular, para ambas funciones compuestas, f○g(x) y g○f(x), el recorrido coincide: 


. [ )∞− ,2
 
 
• Obtención de la función inversa 


 
Calculad la función inversa de: 


 
3)1()( −= xxy   


 
 
Solucionamos el problema paso a paso. Primero aplicamos la raíz cúbica a ambos lados de la 
ecuación:  


 
1)(3 −= xxy  


 
  


Luego despejamos la x obteniendo: 
 


xxy =+1)(3  
 
 


Un cambio de orden (izquierda ↔  derecha) en la ecuación y la substitución de x por y nos permite 
escribir: 


 
1)( 3 += xxy  


 
 


 
 
 
 
Con Mathcad generamos la 
representación gráfica de la 
función y su inversa: 


5 0 5
5


0


5


x 1−( )3


x


5 0 5
5


0


5


3 x 1+


x
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  Función real de variable real 


• Funciones lineales  
 


 
 
 
 
Las tres rectas representadas 
con Mathcad corresponden a 
una función creciente, una 
constante y la tercera,  
decreciente: 


5 0 5
5


0


5


2x 1−


2.5−


2−


3
x


x 


 
• Funciones cuadráticas 
 


 
 
 
 
La primera parábola 
corresponde a una función 
cuadrática con el coeficiente 
del término de mayor grado 
positivo. En la segunda 
tenemos las ramas hacia las 
y’s negativas puesto que el 
coeficiente de mayor grado 
es negativo. 5 0 5


5


0


5


x2 3−


2− x2 3x+ 1−


x
 


 
• Funciones cúbicas 
 


 
 
 
 
Cuando el coeficiente de 
mayor grado (grado tres) es 
positivo, la función cúbica 
avanza de menos infinito a 
más infinito mientras que 
cuando dicho coeficiente es 
negativo, la función avanza 
de más infinito hasta menos 
infinito. 


5 0 5
10


0


10


2x3 5x2− 2+


x3− 2x+ 1+


x
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  Función real de variable real 


 
• Funciones potenciales 
 


 
 
 
 
Cuando el exponente de una 
función potenciales positivo, 
la función crece, y cuando es 
negativo, decrece.  


0 2 4
0


2


4


x0.25


x 1.50−


 


 
 
• Funciones exponenciales y logarítmicas 
 


 
 
 
 
Estas son las funciones 
exponencial y logarítmicas 
más comúmente utilizadas.  
 
 
 
 
Exponencial y logaritmo 
base 10.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Exponencial y logaritmo 
neperiano (base e ).  


0 2 4


0


2


4


10x


log x( )


x


0 2 4


0


2


4


ex


ln x( )


x
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  Función real de variable real 


 
 
 
 
 
• Funciones trigonométricas 
 


 
Las tres funciones 
trigonométricas más 
importantes son el seno, el 
coseno y la tangente. Aquí 
las representamos con 
Mathcad en el segmento de 
la recta real  .  [ ]ππ 3,3−
 
 
El seno es una función impar 
de período .  π2
 
 
 
 
 
 
 
El coseno también tiene 
período  pero es par. De 
hecho equivale al seno si 
desplazamos el origen de 


coordenadas 


π2


2
π


. 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La tangente, que es el 
cociente entre el seno y el 
coseno, tiene período y es 
una función impar. 


π


 


1.25
1


0.75
0.5


0.25
0


0.25
0.5


0.75
1


1.25


sin x( )


x


1.25
1


0.75
0.5


0.25
0


0.25
0.5


0.75
1


1.25


cos x( )


x


1.25
1


0.75
0.5


0.25
0


0.25
0.5


0.75
1


1.25


tan x( )


x
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  Función real de variable real 


 
 
 
 
• Funciones hiperbólicas 
 


 
Las tres funciones 
hiperbólicas más 
importantes son el seno 
hiperbólico, el coseno 
hiperbólico y la tangente 
hiperbólica. Aquí las 
representamos con Mathcad 
entre .  [ ]4,4−
 
 
El seno hiperbólico es una 
función impar.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
El coseno hiperbólico es una 
función par.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La tangente hiperbólica, al 
ser el cociente entre una 
función impar y una par, es 
también una función impar. 
 


0
20


0


20


sinh x( )


x


0
20


0


20


cosh x( )


x


1.25
1


0.75
0.5


0.25
0


0.25
0.5


0.75
1


1.25


tanh x( )


x
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  Función real de variable real 


 
 
CONCLUSIONES    ___________________________________ 
 
 
Hemos introducido el concepto de función real de variable real y, posteriormente, hemos 
proporcionado las definiciones de dominio y recorrido de una función. Tanto la representación tabular 
(en forma de tabla de valores) como la gráfica han sido introducidas haciendo hincapié en la segunda 
que se utiliza de forma común en todos los ejemplos. En la parte central de este Mathblock hemos 
tratado de la existencia de función inversa y de la composición de funciones. Hemos visto que no 
siempre existe la función inversa de una función cualquiera.  
 
En la segunda parte de este Mathblock nos hemos centrado en una variedad de ejemplos de 
funciones describiendo sus propiedades más importantes: la simetria, el crecimiento o decrecimiento, 
etc. Un sinfín de funciones que permitan representar el comportamiento de las magnitudes que 
utilizaremos en la ingenieria.  
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ENLACES     ___________________________________ 
 


 
[W1] http://www.satd.uma.es/a_valverde/aula-calculo/calculo.html 
 Excelente aula virtual con apuntes muy completos de funciones escalares y vectoriales (C5). 
 
[W2] http://www.ugr.es/~dpto_am/docencia/cie_mat_calculo/apuntes.html 


El capítulo 1 de esta serie de apuntes contiene una parte dedicada a las funciones reales de 
variable real y a sus propiedades. 
 


[W3] http://www.monografias.com/trabajos7/mafu/mafu.shtml 
 Monografía sobre funciones reales de variable real.  
 
[W4] http://www.ciudadfutura.com/matematicas/analisis/f_real_1var.html 


Resumen conciso de las propiedades de las funciones reales de variable real.  
 


[W5] http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/apuntes/ 
Apuntes sobre funciones. 
 


[W6] http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/problemas/ 
 Problemas y ejercicios sobre funciones. 
 
[W7]  http://www.planetmath.org/encyclopedia/Function.html 


Página web de PlanetMath.org dedicada a la definición de función, describe el dominio y el  
recorrido. 
 


[W8]  http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/deri_limi/default.htm 
 Apuntes de cálculo con funciones.  
 
[W9] http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/calculo_1/default.htm 
 Excelente resumen de cálculo (límites, derivación, integración, etc) con funciones.  
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


En este Mathblock introducimos el concepto de sucesión de números reales. Se trata de una 
aplicación de los números naturales, un conjunto infinito, pero discreto, en los números reales. 
Este tipo de aplicaciones son inyectivas puesto que existe una cantidad infinita y densa de 
números reales y sólo una cantidad infinita pero discreta de naturales. Este Mathblock versa 
sobre los tipos de sucesiones, el concepto de límite de una sucesión y los métodos de cálculo 
analíticos y con el Mathcad que conducen a la determinación del límite de sucesiones 
convergentes. Este Mathblock es la base para comprender satisfactoriamente los Mathblocks 
“Series de números reales positivos” y “Series de potencias”. Por lo tanto, asimilarlo 
detenidamente es de fundamental importancia.  
 
Averiguar si una serie es monótona, si está acotada y si existe el límite de dicha sucesión es 
uno de los objetivos de la primera parte de este Mathblock. Todas las sucesiones con límite 
saatisfacen determinadas operaciones que expondremos aquí en detalle. La parte central de este 
Mathblock consiste en desarrollar una habilidad de cálculo suficiente para poder determinar el 
límite en las llamadas situaciones de indeterminación. En ellas debemos ser capaces de utilizar 
simplificaciones, la regla del bocadillo, el criterio de Stolz y otras técnicas para 
desenmarcarar la indeterminación y averiguar el valor del límite.  


  
 
OBJETIVOS DOCENTES ___  ___________________________________ 
 
• Introducir el concepto de sucesión de números reales. Saber comprobar si una sucesión es 


acotada y monótona. Introducir el concepto de límite de una sucesión.  
 
• Conocer las propiedades fundamentales del límite de una sucesión así como introducir la 


aritmética de los límites.  
 
• Distinguir los casos de indeterminaciones en el cálculo de límites y resolver casos concretos, 


utilizando los criterios adecuados (criterio de Stolz, regla del bocadillo, etc). 
 
 
CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Previamente a la lectura de este Mathblock es muy aconsejable que se tenga un conocimiento 
mínimo del programa Mathcad. 
 
Por lo tanto, recomendamos que trabajéis el Mathblock “Uso básico del Mathcad en Análisis (I): 
cálculo simbólico y analítico” antes de empezar con éste.  
 
 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


• Sucesión de números reales 
 
En el lenguaje corriente las palabras “serie” y “sucesión” son sinónimas y se utilizan para designar un 
conjunto de cosas o sucesos dispuestos en un orden. En Matemáticas, estas palabras tienen un 
significado técnico especial. La palabra “sucesión” tiene un sentido análogo al del lenguaje corriente, 
pues con ella se quiere indicar un conjunto de objetos puestos en orden, pero la palabra “serie” se 
usa en un sentido completamente distinto. Aquí se estudiará el concepto de sucesión dejando el de 
serie para definirlo más tarde en el Mathblock “Series de números reales”.  
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Si a cada entero positivo n  está asociado un número real na , entonces se dice que el conjunto 
ordenado: 


,,,,, 21 KK naaa  
 


 
define una sucesión infinita. Cada término de la sucesión tiene asignado un entero positivo, de 
manera que se puede hablar del primer término 1a , del segundo término 2a  y en general del término 
n-ésimo na . Cada término na  tiene un siguiente 1−na  y por tanto no hay un “último término”.  
 
Los ejemplos más corrientes de sucesiones se pueden construir dando alguna regla o fórmula que 
defina el término n-ésimo. Así, por ejemplo, la fórmula nan 1=  define la sucesión cuyos cinco 
primeros términos son:  
 


.
5
1,


4
1,


3
1,


2
1,1   


 
 
Podemos definir de manera más formal una sucesión de números reales como una aplicación h  de 
los números naturales N en el conjunto R de los números reales: RNh →: , nxnhn =→ )( . La 
imagen de n  recible en nombre de término n-ésimo o término general de la sucesión. Podemos 
también definir una sucesión de números reales como aquella función f  cuyo dominio es el conjunto 
infinito de todos los enteros positivos K,5,4,3,2,1 . El valor )(nf  de la función se denomina el 
término n-ésimo de la sucesión.  
 
De alguna forma hemos readaptado el concepto de función continua, donde hemos fijado el dominio 
de la función como el conjunto de los naturales, N. En lo que sigue, diremos que dos sucesiones 


}{ na  y }{ nb  son iguales si nn yx =  para todo Nn ∈ .  
 
 


• Sucesión acotada 
 
Una sucesión }{ na  se dice que está acotada si existe un número positivo K  tal que Kan ≤  para 


todo n . Entonces,  K  es una cota de la sucesión }{ na .  
 
Vemos, como ejemplo, que la sucesión mencionada anteriormente nan 1=  está acotada. Basta con 


fijarse que para 1≥n , n11 ≥ . Por lo tanto, la sucesión está acotada y las cotas són todos los 
números reales mayores o iguales a la unidad. 
 
Una sucesión es no acotada si para cualquier valor G , arbitariamente grande, existe un número 
natural n  tal que Gan > .  
 
Como ejemplo de sucesión no acotada, proporcionamos aquí ( ) nnan 12 += . Tenemos que probar 


que dado un valor G  arbitrariamente grande, entonces existe un valor de n  tal que Gan > . Para 


ello, nos debemos fijar en que para cualquier G  es posible encontrar un n  tal que: 


G
n


n
n


nan >+=
+


=
112


 puesto que n  puede hacerse arbitrariamente grande.  
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• Sucesión monótona 
 
Una sucesión }{ na  se dice que es creciente si para todo número natural n  se verifica que 


nn aa ≥+1 . Una sucesión }{ na  se dice que es decreciente si para todo número natural n  se verifica 


que nn aa ≤+1 . Una sucesión es monótona si es creciente o decreciente. 
 


Nos proponemos ahora demostrar que la sucesión con término general: 
1+


=
n


nan  es monótona 


creciente. Si queremos comprobar que la sucesión es monótona creciente, tenemos que demostrar 
que 1+≤ nn aa . Veámoslo:  


 1


?


+≤ nn aa  
 
substituyendo: 


 ( ) 11
1


1


?


++
+


≤
+ n


n
n


n
 


 
simplificando: 


 
2
1


1


?


+
+


≤
+ n


n
n


n
 


 
multiplicando en cruz: 


 ( ) ( )2
?


12 +≤+ nnn  
 
desarrollando:  


 122
?


2 ++≤+ nnnn  
 
obtenemos finalmente:  


 10
?
≤  


 
 
que es una desigualdad cierta y, por lo tanto, todas las anteriores también lo son y, en particular, la 
primera. Acabamos, pues de demostrar que la sucesión considerada es monótona creciente.  
 
 


• Límite de una sucesión 
 
Una sucesión { }na  tiene limite l  si, para cada número positivo ε , existe otro número positivo N  
(que en general depende de ε ) tal que  


 
ε<− lan  para todo Nn ≥ .  


 
En este caso, decimos que la sucesión na  converge hacia l  y escribimos 
 


lann
=


∞→
lim  o que   lan →  cuando ∞→n  


 
 
Una sucesión que no converge, puede divergir cuando no esté acotada inferiormente o superiormente 
o oscilar cuando su valor varie entre dos o más valores fijos para ∞→n .  
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• Convergencia de sucesiones monótonas 
 
Es cómodo trabajar con sucesiones monótonas pues su convergencia o divergencia se puede 
determinar fácilmente. En efecto, existe el siguiente criterio. Una sucesión monótona converge si y 
sólo si está acotada. 
 
 


• Aritmética de los límites 
 


A continuación vemos una serie de resultados que nos permiten calcular límites sin utilizar la 
definición. Supongamos las sucesiones { }na  y { }nb  tales que sus límites existen, es decir, que 


existen dos números reales tales que: Aa nn
=


∞→
lim  y Bbnn


=
∞→


lim , entonces:  


 
1. Para cualquier número real λ , Aa nn


λλ =
∞→


lim . 


 
2. BAba nnn


+=+
∞→


lim  


 
3. BAba nnn


−=−
∞→


lim  


 
4. BAba nnn


⋅=⋅
∞→


lim  


 


5. Si 0≠B , entonces 
B
A


b
a


n


n


n
=


∞→
lim  


 
6. Bb


nn
Aa n =


∞→
lim  


 
 
 


• Sucesiones divergentes 
 


Una sucesión { }na  tiende a ∞  si para todo número real 0>G  existe un entero N  tal que Nn >∀ ; 


Gan > . Lo denotaremos —en un abuso de lenguaje matemático— como ∞=
∞→ nn


alim . De forma 


semejante, una sucesión { }nb  tiende a ∞−  si para todo número real 0>G  existe un entero N  tal 


que Nn >∀ ; Gbn −< . Lo denotaremos —en un abuso de lenguaje matemático— como 


−∞=
∞→ nn


blim . 


 
 


• Regla del bocadillo 
 
A menudo la resolución de un límite requiere darse cuenta que la sucesión diverge, oscila o tiende a  
una valor determinado sin efectuar un cálculo explícito del límite. Este último caso corresponde a la 
situación que vamos a exponer seguidamente que se resuelve aplicando la regla del bocadillo.  
 
Veamos en que consiste.  
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Supongamos que { }na  y { }nc  son dos sucesiones convergentes tales que Aca nnnn
==


∞→∞→
limlim , si 


nnn cba ≤≤  0nn >∀ ; entonces nb  es también convergente y su límite equivale al de { }na  y { }nc : 


Abnn
=


∞→
lim .  


 
 
Estudiemos el siguiente ejemplo. Supongamos la sucesión:  
 


 2


cos2cos1cos
n


nan
+++


=
K


 


 
 
Construyamos dos sucesiones, una mayor y una menor que { }na  de la siguiente forma:  
 





















⋅≤+++≤




















⋅ 222222222


cos,,2cos,1cosmaxcos2cos1coscos,,2cos,1cosmin
n


n
nn


n
n


n
nnn


n
nn


n LKL


 


22222


1cos2cos1cos1
n


n
n


n
nnn


n ⋅≤+++≤






 −


⋅ K  


 
 
Hacemos un paso en el límite y tenemos:  
 







 ⋅≤








 +++≤


















 −


⋅
∞→∞→∞→ 22222


1limcos2cos1coslim1lim
n


n
n


n
nnn


n
nnn


K  


 


0cos2cos1coslim0 222 ≤






 +++≤


∞→ n
n


nnn
K  


 
 
Por la regla del bocadillo tenemos que:  


 


0cos2cos1coslim 222 =






 +++


∞→ n
n


nnn
K  


 
 
 


• Simplificaciones: sucesión acotada por sucesión de límite nulo 
 


 
Enunciemos la siguiente consecuencia de la regla del bocadillo. Supongamos que { }na  es una 


sucesión convergente tal que 0lim =
∞→ nn


a  y { }nb  es una sucesión acotada (no necesariamente 


convergente), entonces la sucesión { }nn ba ⋅  es convergente y 0lim =⋅
∞→ nnn


ba . 


 
 
Pongamos un ejemplo, supongamos que queremos calcular el límite cuando ∞→n  de la sucesión 


n
nsin


. Para ello podemos observar que la sucesión puede entenderse como el productor de dos 
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sucesiones:  
n
1


  y  nsin . Entonces como 01lim =
∞→ nn


 y nsin está acotada por 1, podemos asegurar 


que 0sinlim =
∞→ n


n
n


.  


 
 


• Indeterminaciones 
 
Las fórmulas de la aritmética de los límites que hemos visto anteriormente nos conducen, en algunos 
casos, a expresiones indeterminadas, es decir cuyo valor no es evidente y que señalamos, de forma 


simbólica, de la siguiente forma: ∞−∞ , 
∞
∞


, 
0
0


, 0⋅∞ , 0∞ , 00  y ∞1 . 


 
No existen reglas generales que nos permitan resolver los límites indeterminados; no obstante, se 
pueden dar algunas indicaciones como presentamos en la parte práctica de este Mathblock.  
 
 


• Criterio de Stolz 
 
El siguiente criterio, que recibe el nombre de criterio de Stolz, resulta especialmente útil para 
determinar el límite de sucesiones en las que aparecen sumas de términos que se incrementan con 
n .  
 
Sean { }na  y { }nb  dos sucesiones donde { }nb  es monótona creciente o decreciente y 0≠nb  para 


Nn ∈∀  tales que:  
 
 0limlim ==


∞→∞→ nnnn
ba        o bien         ∞=


∞→ nn
blim  


 


Si existe  R
bb
aa


nn


nn


n
∈


−
−


=
+


+


∞→
1


1limλ   entonces tenemos que  λλ ==
∞→


n


n


n b
a


lim  


 
 


Ilustremos el criterio de Stolz con un ejemplo. Calculemos 3


222 21lim
n


n
n


+++
∞→


K
, vemos que { }3n  


es creciente y que ∞=
∞→


3lim n
n


 y, por tanto, podemos aplicar el criterio de Stolz. Dado que el  


nn


nn


n bb
aa


−
−


+


+


∞→
1


1lim  existe:  


 
( ) ( )


( )
( )


3
1


133
1lim


1
21121lim 2


2


33


2222222


=
++


+
=


−+
+++−+++++


∞→∞→ nn
n


nn
nnn


nn


KK
 


 
 
Éste es igual al límite buscado:  
 


 
3
121lim 3


222


=
+++


∞→ n
n


n


K
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 
• Cálculo de límites que presentan indeterminación  
 
Averigüemos a qué valor tienden en el infinito las siguientes sucesiones después de haber 
determinado el tipo de indeterminación: 
 


  a) ( ) ( )1ln3ln2 2 +− nn   b) ( )n
nn −++ 11  


 


  c) 
1


)!sin(
2 +n


nn
   d) 


( )
n


n
n


n !
!21


 


 
En la sucesión d) utilizaremos la aproximación de Stirling, nnnenn −≈ π2! , que relaciona dos infinitos 
equivalentes. Al final comprobaremos los límites con Mathcad. 


  


a) Se trata de una indeterminación del tipo ∞−∞ . Utilicemos las propiedades de los logaritmos para 
conseguir reducir la expresión al logaritmo de un cociente:  


 


( ) ( )( ) ( ) ( )( ) =









+


=+−=+−
→∞→∞→∞ 1


9lnlim1ln3lnlim1ln3ln2lim 2


2
222


n
nnnnn


nnn
 


3ln29ln
11
9lnlim 2 ==











+


=
→∞ nn


 


 
 


Verificamos este resultado con 
Mathcad utilizando la instrucción de 
simplificación View > Toolbars > 
Symbolic > Symbolic Evaluation. ∞n


2ln 3n( ) ln n2 1+( )−( )lim
→


2 ln 3( )⋅→


 
 
 
b) Demostraremos que esta indeterminación es del tipo ∞1 . Basta para ello, probar que nn −+1  
tiende a cero cuando n tiende a infinito. Multipliquemos y dividamos por el conjugado para 
desbarazarnos de la indeterminación ∞−∞  en raíces. 


 


( ) ( ) =











++
++


−+=−+
→∞→∞ nn


nnnnnn
nn 1


11lim1lim  


 


( ) ( ) 0
1
1lim


1
1lim =













++
=













++
−+


=
∞→∞→ nnnn


nn
nn


 


 
Resolvamos, pues, esta indeterminación del tipo ∞1  intentando construir el número e que equivale al 
límite siguiente:  
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    e
s


ns


n
n


=









+


∞→


11lim  


 
donde ns  es cualquier sucesión con ( ) ∞=


∞→n
nslím . En primer lugar expresemos la resta de raíces 


como un cociente: 
 


( ) =









++


+=









++


+=−++












++
++


∞→∞→∞→


n
nn
nn


n


n


n


n


n nnnn
nn


1
1


1
11lim


1
11lim11lim  


 


eeeee nnn
n


nn ===== +++++ ∞→∞→ 2
1


11
1


111
1lim


1
lim


 
 


 
Verifiquemos este resultado con 
Mathcad utilizando la instrucción de 
simplificación View > Toolbars > 
Symbolic > Symbolic Evaluation 


∞n
1 n 1++ n−( ) n


lim
→


exp
1
2










→


 
 


 


c) Estudiemos este límite analizando sus partes: 
 
1) )!sin(n toma valores entre –1 y 1 y no tiene límite cuando n tiende a ∞ . 


2) 
12 +n


n
 tiene a cero puesto que el exponente del término de mayor grado del 


denominador supera al del numerador una unidad. 
 


Entonces podemos, sin realizar más cálculos, afirmar que:  
 


0
1


)!sin(lim 2 =
+∞→ n
nn


n
 


 
porque el producto de una sucesión que tiende a cero con otra que tiende a un valor finito, o oscila 
entre dos valores finitos, es cero.   
 


 
Verifiquemos este resultado con 
Mathcad utilizando la instrucción de 
simplificación View > Toolbars > 
Symbolic > Symbolic Evaluation.  


∞n


n sin n!( )⋅


n2 1+












lim
→


0→


 
 
 


d) Averigüemos el resultado de este límite: 
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( )
=


∞→
n


n n
n


n !
!21lim  


 
substituyendo !n  por nnnen −π2  (fórmula de Stirling). Podemos hacer esta substitución siempre que 
el término substituido esté multiplicando o dividiendo al resto de la expresión. Se substituyen infinitos 
equivalentes con el mismo  “cuidado” que se substituyen infinitésimos equivalentes.  


 
Con esta substitución, llegamos a: 
 


( )
( )


n
nn


nn


n nen
nen


n
==


−


−


∞→ π
π
2


2221lim
22


 


 
y, simplificando:  


 


====
−


∞→


−


∞→


−


∞→
n


n


nnn


n
n


n


nnn


n


n nnn


n n
ne


n
nene


n


22
2 22lim22lim221lim  


eeeeee
n


n


n


n


n


n
n


n


n


4242lim42lim424lim42lim 02
1


2 =






=








=








=








=








=


∞→∞→∞→∞→
 


 
 
donde hemos sacado fuera del límite la fracción 4/e, al ser esta una constante. 
 
  


 
Con Mathcad, utilizando la instrucción 
de simplificación View > Toolbars > 
Symbolic > Symbolic Evaluation, 
obtenemos, por supuesto, el mismo 
resultado.  


∞n


1
n


n 2n( )!
n!


⋅lim
→


4 exp 1−( )⋅→


 
 


Este último límite también se puede resolver mediante el criterio de Stolz, ejercicio que se propone al 
los lectores y lectoras de este Mathblock.  
 
 
• Cálculo de límites mediante el criterio de Stolz  


 
Calculemos los siguientes límites de sucesiones aplicando el criterio de Stolz:  


 


a) 






 −


++++
∞→ 2222


1321lim
n


n
nnnn


K    


 


b) 






 ++++


∞→ nn 2
1


8
1


4
1


2
1lim K  


 
 
Nos preguntaremos si cabe la posibilidad de efectuar el cálculo de estos límites sin utilizar el criterio 
de Stolz. Y comprobaremos ambos límites con Mathcad. 
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a) Expresando el término general de la sucesión como una única fracción: 
 


=






 −++++


=






 −


++++
∞→∞→ 22222


1321lim1321lim
n


n
n


n
nnn nn


K
K  


 
 


vemos que tanto el numerador como el denominador divergen y, por tanto, podemos resolver la 
indeterminación ∞∞  aplicando el criterio de Stolz: 


 
( )( )


( )
=













−−
−++++−−++++


=






 −++++


=
∞→∞→ 222 1


23211321lim1321lim
nn


nn
n


n
nn


KKK
 


 
 


simplificando: 
 


2
1


12
11lim


12
1lim =











−
−


=









−
−


=
∞→∞→ n


n
n


n
nn


 


 
 
También se puede resolver este límite sin utilizar el criterio de Stolz. Basta con sumar la serie 
aritmética en el numerador. Recordando que la suma de n términos de una serie aritmética, A


nS  es 
igual a la semisuma del primer y último término multiplicada por el número de términos, es decir: 


 
( )naaS nA


n 2
1 +


=  


 
 


podemos escribir: 
 


=






 −++++


=






 −


++++
∞→∞→ 22222


1321lim1321lim
n


n
n


n
nnn nn


K
K  


 
( )


2
1


2
1


2
1lim21lim 2 =








 −=








 −⋅


=
∞→∞→ nn


nn
nn


 


 
 
Recuperando el valor del límite que habíamos obtenido aplicando el criterio de Stolz. 


 
 


 
Verifiquemos este resultado con 
Mathcad utilizando la instrucción 
de simplificación View > Toolbars 
> Symbolic > Symbolic 
Evaluation.  ∞n


1


n 1−


j


j∑
=


n2
lim
→


1
2


→ 0.5=


 
 
 
b) Si tomamos común denominador, conseguiremos expresar la sucesión como el cociente entre una 
suma de términos dividida por una potencia. Veámoslo: 
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=








 ++++
=








 ++++


−−−


∞→∞→ n


nnn


nnn 2
1222lim


2
1


8
1


4
1


2
1lim


321 K
K  


 
 


y, como tanto el numerador como el denominador divergen (indeterminación tipo ∞∞ ), aplicamos el 
criterio de Stolz: 


 
( )


=









−


=









−


+++−++++
= −


−


∞→−


−−−−−


∞→ 1


1


1


32321


22
2lim


22
1221222lim nn


n


nnn


nnnnn


n


KK  


 
 


Este límite indeterminado, se resuelve simplicando el factor común 12 −n : 
 


1
12


1lim
12


1
2
2lim 1


1


=









−
=











−
=


∞→−


−


∞→ nn


n


n
 


 
 


Resolvamos este límite sin utilizar el criterio de Stolz. Efectuemos, en primer lugar, la suma de la 
serie geométrica en el numerador. Dado que la suma de n términos de una serie geométrica, G


nS  es 
igual a: 


 


1
1


−
−


=
r


araS nG
n  


 
 


donde a1 y an son el primer y último términos de la serie geométrica, podemos reescribir el límite 
como: 


 


=








 ++++
=








 ++++


−−−


∞→∞→ n


nnn


nnn 2
1222lim


2
1


8
1


4
1


2
1lim


321 K
K  


( ) ( ) 1
2


12lim
2


12/122lim
1


=








 −
=










 −−
=


∞→


−


∞→ n


n


nn


n


n
 


 
 
 
Recuperando el valor del límite que habíamos obtenido aplicando el criterio de Stolz. 


 
 


 
Verifiquemos este resultado con 
Mathcad utilizando la instrucción de 
simplificación View > Toolbars > 
Symbolic > Symbolic Evaluation.  


∞n


1


n 1−


j


2j∑
=


2n
lim
→


1→ 1=
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CONCLUSIONES    ___________________________________ 
 
Hemos visto algunos tipos de sucesiones de números reales que existen. Entre las sucesiones de 
números reales monótonas, aquellas que son acotadas, convergen. Es decir, existe un número real al 
que se acercan los valores de la sucesión al aumentar el índice de término. El cálculo de límites 
supone utilizar diversos tipos de técnicas para conseguir determinar su valor que a menudo, no es 
trivial de determinar debido a las indeterminaciones que existen.  
 
Para eliminarlas hemos trabajado con la regla del bocadillo, simplificaciones basadas en esta regla 
así como el criterio de Stolz. Con Mathcad y en lenguaje simbólico, hemos mostrado con qué facilidad 
se pueden generar las soluciones a los límites buscados y comparar los resultados con los obtenidos 
analíticamente.  
 
 
 
BIBLIOGRAFÍA    ___________________________________ 
 
 
[1] J. Bernat Pané, corrección P.Molinàs (2001), “Sucesiones y series”, Ediuoc, Barcelona, p. 9-29.  


 


[2] T. Apostol, (1979); “Calculus. Cálculo con funciones de una variable, con una introducción al 


álgebra lineal”, Vol.1, Reverté, Barcelona, p. 457-467.  


 


[3] R. Calm, N. Coll, y M.R. Estela (1992): “Problemas de cálculo”, Micromar, Barcelona, p. 20-36.   
 


[4] R. Courant and F. John (1976): “Introducción al Cálculo y al Análisis Matemático”, Limusa, 


México, p. 79-140.  
 
[5] R.G. Bartle and D.R. Sherbert  (1990): “Introducción al Análisis Matemático de una Variable,”, 


Limusa, México, p. 31-41.  
 


[6] M. Ross (1980): “Elementary Analysis: The Theory of Calculus”, Springer, Berlin, p. 31-48.  


 
[7] M. Spivak (1990): “Calculus. Cálculo Infinitesimal”, Reverté, Barcelona, p. 33-40.  
 
[8] T.M. Apostol (1979): “Análisis Matemático”, Reverté, Barcelona, p. 223-225.  
 
 







  Sucesiones de números reales 


Proyecto e-Math          14 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


ENLACES     ___________________________________ 
 
 
[W1] http://www.satd.uma.es/a_valverde/aula-calculo/calculo.html 
 Excelente aula virtual con apuntes muy completos de sucesiones de números reales. 
 
[W2] http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/sucesiones/default.htm 


El sitio de los estudiantes y los docentes universitarios. Es una recopilación de apuntes, con 
ejemplos, sobre sucesiones convergentes, acotadas, infinitésimos, límites de sucesiones, 
propiedades de los límites de sucesiones, cálculo de límites y límites indeterminados. 


 
[W3] http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/apuntes/ 


Apuntes muy completos sobre sucesiones, tipos de sucesiones y cálculo del límites. 
 
[W4] http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/problemas/ 
 Problemas y ejercicios de sucesiones. 
 
[W5] http://www.monografias.com/trabajos11/traaprox/traaprox.shtml#termposit 
 Monografía sobre aproximaciones polinomiales, sucesiones y series. 
 
[W6] http://www.math-atlas.org 


Contiene un módulo sobre “Sucesiones, series y sumabilidad” (en inglés). 
 
[W7] http://www.math.gatech.edu/~cain/notes/cal10.pdf 
 Contiene apuntes muy pedagógicos sobre sucesiones y series (en inglés). 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


En el Matblock “Sucesiones” introducimos el concepto de sucesión de números reales. Se trata 
de una aplicación de los números naturales, un conjunto infinito, pero discreto, en los números 
reales. Este tipo de aplicaciones son inyectivas puesto que existe una cantidad infinita y densa de 
números reales y sólo una cantidad infinita pero discreta de naturales. En este Mathblock nos 
ocuparemos de estudiar las series asociadas a las sucesiones que vimos. Entendemos por 
elemento n-ésimo de una serie, la suma de n términos de una sucesión.  
 
Averiguar si la suma de los términos de una sucesión, o dicho de otro modo, el límite del n-ésimo 
término de una serie cuando n tiende a infinito, es finita, es decir, existe, supone resolver el  
problema de determinar la convergencia de la serie. En adelante, distinguiremos claramente dos 
problemas: el de averiguar la convergencia y el de sumar la serie cuando esta sea, 
evidentemente, convergente. La suma de una serie divergente es imposible puesto que diverge! 
 
Después de introducir el concepto de serie de números reales y repasar los dos únicos tipos de 
series que se estudian en la enseñanza secundaria: las series aritméticas y las series 
geométricas, introduciremos la condición necesaria de convergencia para series de números 
reales positivos. Cuando esta condición se cumple, sabemos que la serie puede ser 
convergente, mientras que cuando no se satisface, es forzosamente divergente. A continuación 
introduciremos los criterios suficientes de convergencia de uso más habitual para series de 
números reales positivos. Finalmente trataremos de la convergencia de series de signos 
alternados enunciando el Teorema de Leibniz y introduciremos el concepto de convergencia 
absoluta de una serie.  


 
 
OBJETIVOS DOCENTES ___  ___________________________________ 
 
 
• Profundizar en el dominio de las propiedades de las series aritméticas y geométricas, en 


particular de su suma. 
 
• Desarrollar cierta habilidad para la suma de series a partir de la reducción a series geométricas. 
 
• Determinar, a partir del criterio necesario de convergencia, si una serie es divergente. 
 
• Lograr determinar el carácter (convergente o divergente) de series de números reales positivos o 


de signo alternado a partir de diferentes criterios de suficiencia. 
 


 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Previamente a la lectura de este Mathblock es recomendable el haber realizado un estudio detallado 
de los siguientes temas: 
 
• Sucesiones de números reales.  
 
Asimismo también es muy aconsejable que se tenga un conocimiento mínimo del programa Mathcad. 
 
Por lo tanto, recomendamos que trabajéis los Mathblocks: “Sucesiones” y “Uso básico del Mathcad en 
Análisis (I): cálculo simbólico y analítico” antes de empezar con éste.  
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


• Series de números reales 
 
A partir de una sucesión de números reales, se puede formar una nueva sucesión sumando los 
términos sucesivamente. Así, si la sucesión dada tiene los términos:  
 


,,,,, 21 KK naaa  
 


 
se forma la sucesión de “sumas parciales”:  
 


,11 as =   ,212 aas +=   ,3213 aaas ++=  
 
 
Y así sucesivamente, estando definida la suma parcial de los n  primeros términos como sigue: 
 


.
1


321 ∑
=


=++++=
n


k
knn aaaaas L   


 
 
La sucesión }{ ns  de las sumas parciales se llama serie infinita o simplemente serie, y se indica 
también por los símbolos siguientes:  
 


L+++ 321 aaa   LL ++++ naaa 21   ∑
∞


=1k
ka  


 
 


Por ejemplo, la serie ∑∞


=1k ka  representa la sucesión }{ ns  para la cual: 


 


∑
∞


=


=
1


1
k


n k
s  


 
 
Con las tres expresiones para una serie que acabamos de presentar se quiere recordar que la 
sucesión de sumas parciales }{ ns  se obtiene de la sucesión }{ na  por adición de términos sucesivos.  
Si existe un número real S  tal que:  
 


Ssnn
=


∞→
lim  


 
 


se dice que la serie ∑∞


=1k ka es convergente y tiene suma S en cuyo caso se escribe:  


 


 Sa
k


k =∑
∞


=1
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Si }{ ns  diverge, es decir si: ∞→
∞→ nn
slim  se dice que la serie ∑∞


=1k ka  diverge; no tiene suma finita. 


 
 


• Series aritméticas 
 
Como ejemplo de serie divergente, consideremos la serie formada a partir de la sucesión o 
progresión artimética de diferencia d . Se generan los términos de una sucesión aritmética asociada 
a dicha serie de la siguiente forma:  
 


daa kk += −1  
 
 
que equivale a: 
 


 ( )11 −⋅+= kdaak  
 
 
Los términos de la serie infinita corresponden a:  
 


( )( )dkakaaas kk 121121 −++++⋅=+++= LL  
 
 
Cuando ∞→k ,  ∞→ks  y, por tanto, las series aritméticas siempre divergen. 


 
 
• Series geométricas 
 


La ecuación generadora de una sucesión o progresión geométrica viene dada por: 
 


1−⋅= kk ara  


 
 
donde r  es la razón, es decir, el factor por el cual se mulplica un término para generar el posterior. 
Formemos ahora la serie geométrica:  


 


( ) ( )
r
rarrraaaas
k


k
kk −


−⋅
=+++⋅=+++= −


1
11 112


121 LL  


 
 
Descomponiendo esta suma en dos términos se obtiene:  
 


k
k r


r
a


r
as ⋅


−
−


−
=


11
11  


 
 
Al efectuar el límite cuando ∞→k  se distinguen cuatro casos:  
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1. Tomemos 1<r . Entonces 0→nr  cuando ∞→n , y por lo tanto la serie es convergente con 


suma igual a 
r


aaS kk −
==


∞→ 1
lim 1 . 


 
 
2. Tomemos 1>r . Entonces nr  crece infinitamente y el segundo término de la expresión tiene a 


∞+  o ∞−  cuando ∞→n , y por lo tanto en este caso la serie diverge y no tiene suma finita. 
 
 


3. Tomemos 1+=r . En este caso la serie es: ++++ aaa L esta es una serie aritmética 
y por lo visto en el apartado anterior, diverge. 


 
 


4. Finalmente tomemos 1−=r . La serie resultante tiene la siguiente forma:  
 


+−++−+− − aaaaa k 1)1(L  
 
 


En función del número de sumandos que tomamos, esta serie oscila entre dos valores fijos: 0  y 
1.  En este caso tampoco converge la serie, sino que oscila. 


 
  
 


• Series de números reales positivos: Criterio necesario de convergencia 
 
Si la serie LL +++++ − nn aaaa 121  converge, entonces a medida que el índice n  crece 


infinitamente, el n-ésimo término na  tiende a cero. Esta afirmación, de hecho, un teorema no afirma 


que si 0lim =
∞→ nn
a  esto implique que la serie converja, com a veces, erróneamente, por supuesto, se 


afirma. Se trata de una condición necesaria de convergencia.  
 
El contrario: si 0lim ≠


∞→ nn
a  si que representa una condición suficiente de divergencia. En efecto 


siempre que el término general tenga por límite en el infinito una cantidad finita, la serie diverge. Este 
criterio es muy útil para elucidar el carácter divergente de una serie con el sólo cálculo de un límite.  
 
 
Veamos seguidamente algunos 
 
Criterios suficientes de convergencia para series de términos positivos 
 
 
 


• Criterio de convergencia de comparación 
 
Antes de enunciar el criterio de convergencia de comparación debemos comentar que el carácter 
(convergente o divergente) de una serie de números reales no depende de una cantidad finita de 
miembros de la serie. Es decir, supongamos que de la serie    
 


LL ++++++ ++ 2121 ppp aaaaa  
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extraemos p  términos, por ejemplo, del inicio de la serie. Entonces obtendremos la siguiente serie, 
todavía infinita:  
 


L+++ +++ 321 ppp aaa  
 
 


cuyo carácter (convergente o divergente) será el mismo que el de la serie original puesto que el 
hecho de extaer p  términos iniciales sólo a modificado el valor de la serie en una cantidad finita Q : 
 


paaaaQ ++++= L321  
 
 


Enunciemos ahora el criterio de convergencia de comparación entre dos series, de gran utilidad para 
determinar la convergencia de una serie.  
 
Si los términos de una serie:  
 


LL ++++ naaa 21  
 
 
son positivos (o, de forma más precisa, no negativos) y no exceden del valor de los términos 
correspondientes de la serie convergente:  
 


LL ++++ nbbb 21  
 
 


es decir jj ba ≤  para cualquier valor de 1≥j , entonces la primera serie también es convergente. 
Este potente teorema se utiliza a menudo para comparar una serie con otra más conocida y 
convergente, después de haber retirado un número finito de términos del inicio de la serie, para 
facilitar la comparación y sin que esto afecte al carácter de la serie.  


 
 


• Criterio del cociente o de d’Alembert  
 


Supongamos que todos los términos de una serie  
 


LL ++++ naaa 21  
 
 
son positivos y que la razón entre el (n+1)-ésimo y el n-ésimo términos tiende a un número real l  
cuando n  tiende a infinito, es decir:  
 


l
a
a


n


n


n
=+


∞→


1lim  


 
Entonces existen tres posibilidades:  
 
1. 1<l . La serie dada converge. 
 
2. 1>l . La serie dada diverge. 
 
3. 1=l . La serie puede tanto convergir como divergir; el criterio no proporciona respuesta alguna. 
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• Criterio de la raíz o de Cauchy 


 
Supongamos que todos los términos de una serie  


 
LL ++++ naaa 21  


 
 
son positivos y que la raíz n-ésima del n-ésimo término tiende a un número real l  cuando n  tiende a 
infinito, es decir:  
 


lan nn
=


∞→
lim  


 
Entonces existen tres posibilidades:  
 
1. 1<l . La serie dada converge. 
 
2. 1>l . La serie dada diverge. 
 
3. 1=l . La serie puede tanto convergir como divergir; el criterio no proporciona respuesta alguna. 


 
 


• Criterio de Pringsheim 
 
Supongamos que todos los términos de una serie  


 
LL ++++ naaa 21  


 
 
son positivos y que existe un número s  mayor que la unidad ( )1>s  tal que el límite del producto de 


n
s an ⋅  es un número real l , es decir:  


 
    lan n


s


n
=⋅


∞→
lim   


 
 
entonces podemos afirmar que la serie converge. 
 
Por el contrario, si existe un número s  menor o igual a la unidad ( )1≤s  tal que el límite del producto 


de n
s an ⋅  es un número real l  no nulo, es decir:  


 
    0lim ≠=⋅


∞→
lan n


s


n
  


 
 
entonces podemos afirmar que la serie diverge. 
 
Es consecuencia de este criterio, la siguiente afirmación. Es condición necesaria para la convergencia 
de una serie de términos positivos y decrecientes que:  
 


0lim =⋅
∞→ nn


an  
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Criterio suficiente de convergencia para series de términos con signos alternados: 
 


• Criterio de convergencia de Leibniz 
  
 
Se define serie alternada como aquella serie que posee la forma siguiente:  
 


LL +−++−+− −
n


n aaaaa 1
4321 )1(  


 
 
con 0≥ja  para todo K3,2,1=j , de forma que todos los términos tienen vecinos de signos 
opuestos. 
 
Enunciemos ahora el Teorema de Leibniz para series alternadas. Si los valores absolutos de los 
términos de una serie alternada forman una secuencia que decrece monótonamente, tendiendo a 
cero:  
 


L≥≥≥≥ 4321 aaaa  
 
 
y el n-ésimo término tiende a cero cuando ∞→n , es decir: 
    


0lim =
∞→ nn
a  


 
 


entonces podemos afirmar que la serie es convergente. Un ejemplo de serie que satisface todas las 
premisas del teorema de Leibniz y, por tanto, es convergente, es la serie armónica alternada:  
 


L+−+−+−
6
1


5
1


4
1


3
1


2
11  


 
 
• Convergencia absoluta 


 
Supongamos una serie formada por términos positivos, negativos y nulos como: 
 


∑
∞


=


=++++++
1


4321
j


jn aaaaaa LL  


 
 
podemos construir otra serie con los valores absolutos de los términos de la primera:  
 


∑
∞


=


=++++++
1


4321
j


jn aaaaaa LL  


 
 
si esta segunda serie converge, también convergirá la primera.  
 
El contrario es falso. Si una serie converge, la serie formada por los valores absolutos de sus 
términos no convergirá necesariamente. Por lo tanto toda serie convergente forma parte de una de 
las dos clases siguientes. En la primera tenemos las series tales que la serie asociada formada por 
los valores absolutos de sus términos también converge. Llamaremos a este tipo de series, series 
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absolutamente convergentes. Mientras que aquellas series cuyas series asociadas construidas con 
los valores absolutos de todos los términos, divergan, recibirán el nombre de series 
condicionalmente convergentes.  
 
Pongamos un ejemplo de cada tipo de series. La serie:  
 


L+−+−+−
32
1


16
1


8
1


4
1


2
11  


 
 
es absolutamente convergente puesto que la serie formada con los valores absolutos:  
 


 L++++++
32
1


16
1


8
1


4
1


2
11  


 
 
también converge. Basta con darse cuenta que ambas series son series geométricas con razones, 


r , de valor absoluto inferior a la unidad 1<r .  La original tiene 
2
1


−=r  mientras que la de los 


valores absolutos se forma con 
2
1


=r . Aplicando la fórmula correspondiente a la suma de términos 


de una serie geométrica deducimos que la original suma 
3
2


 y la de los valores absolutos 2 , un valor 


obviamente mayor.  
 
 
Por otro lado, consideremos la serie armónica alternada:  
 


    L+−+−+−
6
1


5
1


4
1


3
1


2
11  


 
 
que, al satisfacer todas las premisas del criterio de Leibniz, será convergente. No obstante, la serie 
formada por los valores absolutos de ésta, la serie armónica:  
 


L++++++
6
1


5
1


4
1


3
1


2
11  


 
 
diverge.  
 
Para finalizar estos conceptos fundamentales ilustramos el caso de serie que satisface la condición 
necesaria de convergencia, pero que diverge. Este es el caso de la serie armónica cuyo término 
general de la sucesión: n1  tiende a cero cuando ∞→n . Para demostrar que esta serie diverge, 
empecemos reescribiendo la serie agrupando términos: 


 


+






 ++++








 +++=


8
1


7
1


6
1


5
1


4
1


3
1


2
112mS  


  


K+






 ++++++++


16
1


15
1


14
1


13
1


12
1


11
1


10
1


9
1  
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 .
2
1


22
1


12
1


11 






 ++


+
+


+
+ −− mmm KK  


 
 
Después de agrupar términos, podemos observar que:  
 


2
1


4
1


4
1


4
1


3
1


=+>+ , 


 


2
1


8
1


8
1


8
1


8
1


8
1


7
1


6
1


5
1


=+++>+++ , 


 
 


2
1


16
1


16
1


16
1


16
1


16
1


16
1


16
1


16
1


16
1


15
1


14
1


13
1


12
1


11
1


10
1


9
1


=+++++++>+++++++  


 
 
en el caso general 
 


2
1


2
2


2
1


2
1


2
1


2
1


22
1


12
1 1


11 ==+++>++
+


+
+


−


−− m


m


mmmmmm KK  


 
 


Así pues vemos que la suma de los términos en cada paréntesis es mayor que 
2
1


. Como el número 


total de parejas de paréntesis (sin contar los dos primeros términos) es igual a 1−m , tenemos que:  
 


 
2


12


mS m +> . 


 
 
Por esta expesión. podemos afirmar que al tender a infinito el número total de términos 


mn 2= también tiende su suma mSSn 2
= a infinito, con lo cual, la serie diverge.  


 
En resumen, cuando se satisface la condición necesaria de convergencia no podemos deducir el 
carácter de la serie. Debemos, entonces, pasar a averiguar si se satisface alguno de los criterios 
suficientes de convergencia que hemos enunciado anteriormente. 
 
 
 
CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 
• Determinación del carácter de una serie mediante el criterio del cociente o de 


d’Alembert  
 
Estudiemos la convergencia o divergencia de la serie:  
 


( )
( )∑


∞


=1


2
2


!2
!


n


na
n
n
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en función del valor del parámetro a  con 0≥a .  
 
En el caso que 0=a  la serie es convergente puesto que la serie está formada por términos nulos.  
 
Si 0>a  aplicamos el criterio del cociente:  
 


( )( )
( )( )


( )
( )


( ) ( ) ( )
( ) =


+
++


=+
+


=
∞→


+


∞→


+


∞→ n


n


nn


n


n
n


n
n annn


naann


n
an


n
an


a
a


2


22


22


222


1


!!!22
!2!1!1lim


!2
!


!12
!1


limlim :  


 
utilizando que ( ) ( )( )( )!21222!22 nnnn ++=+  y ( ) ( ) !1!1 nnn +=+  llegamos a:  
 


( )
( )( ) 41222


1lim
222 a


nn
an


n
=


++
+


=
∞→


 


 
 


Distinguiremos tres casos. Si 1
4


2


<
a


, es decir 20 << a , la serie sera convergente. Para 1
4


2


>
a


, es 


decir 2>a , la serie sera divergente. Finalmente cuando 1
4


2


=
a


, es decir 2=a , debemos construir 


la serie con el propósito de averiguar su carácter: 
 


( )
( )∑


∞


=1


2
2


2
!2


!
n


n


n
n


 


 
 
Comprovemos que esta serie no cumple la condición necesaria de convergencia y, por tanto, será 
divergente:  
 


( )
( ) ==


∞→∞→


n


nnn n
na 2


2


2
!2


!limlim  


 
 
(aplicando la fórmula de Stirling: nnen nn π2! −≈ ) 
 


( )
∞====


∞→∞→−


−


∞→ n
n


nn
nn


nne
nne


nnn


nn


nnn


nnn


n π
π


π
π


π
π


4
2lim


42
22lim


42
22lim 22


22


22


222


 


 
 
Resumiendo:  Para 20 <≤ a  la serie es convergente. 
   Para 2≥a  la serie es divergente. 
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Comprobemos estos resultados con 
Mathcad.  
 
Para ello barremos el intervalo de 
la recta real entre 0 y 3 donde 
debería encontrarse el intervalo de 
convergencia. En lugar de calcular 
la suma de infinitos términos, basta 
con sumar los 25 y los 50 primeros 
para ver que fuera del intervalo de 
convergencia el valor numérico se 
dispara. 
 
En efecto, para valores dentro del 
intervalo [0,2[ la serie converge. 
 
 


33 23
2 7


1
27
10
−=+−= rqrs


 
 
 
 
• Determinación del carácter de una serie mediante el criterio de la raíz o de Cauchy  
 
 
Estudiemos la convergencia o divergencia de la serie:  
 


n


n n
an∑


∞


=










+
+


1 34
1


 


 
 
en función del valor del parámetro a  con 0≥a .  
 
Aplicamos el criterio de la raíz:  
 


434
1lim


34
1lim a


n
an


n
an


n
n


n


n
=


+
+


=









+
+


∞→∞→
 


 
 


Por lo tanto, la serie será converge si 1
4


<
a


 es decir si 4<a y divergente si 1
4


>
a


, es decir, si 


4>a . Estudiemos qué sucede en la frontera. Para 4=a  tenemos la siguiente serie:  
 


n


n


n


n n
n


n
n ∑∑


∞


=


∞


=










+
+


=









+
+


11 43
41


34
14


 


 
 


Comprobemos si satisface el criterio necesario de convergencia. Para ello debemos calcular el limite 
del n-ésimo término cuando n  tiende a ∞ :  
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( ) 0
43


211lim
43
41lim 21 ≠=











+


−
+=











+
+ −


∞→∞→
e


nn
n


n


n


n


n
 


 
 
Al ser este límite diferente de cero, el criterio necesario de convergencia no se satisface y, por tanto,, 
para 4=a  la serie es divergente.  
  
Resumiendo:  Para 40 <≤ a  la serie es convergente. 
   Para 4≥a  la serie es divergente. 
 
 
 


 
 
Comprobemos estos 
resultados con Mathcad.  
 
Para ello barremos el 
intervalo de la recta real 
entre 0 y 6 donde debería 
encontrarse el intervalo de 
convergencia. En lugar de 
calcular la suma de infinitos 
términos, basta con sumar 
los primeros 25, 50, 100 y 
200 términos para ver que 
fuera del intervalo de 
convergencia el valor 
numérico se dispara. 
 
En efecto, para valores 
dentro del intervalo [0,4[ la 
serie converge. 
 
 
 
 


g a( )


1


25


n


a n 1+
4n 3+










n


∑
=


:= h a( )


1


50


n


a n 1+
4n 3+










n


∑
=


:=


i a( )


1


100


n


a n 1+
4n 3+










n


∑
=


:= j a( )


1


500


n


a n 1+
4n 3+










n


∑
=


:=


0 2 4 6
0


500


1000


g a( )


h a( )


i a( )


j a( )


a


 
 
 
 
• Determinación del carácter de una serie mediante el criterio de Pringsheim y 


ejemplo de cálculo de la suma infinita  
 
Estudiemos la convergencia de la serie:  
 


( )( )( )∑
∞


= +++1 321n nnn
n


 


 
 
y si lo es, determinemos su suma.  
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Apliquemos el criterio de Pringsheim:  
 


( )( )( ) ( )( )( ) K+
=


+++
=


+++
=


+


∞→


+


∞→∞→∞→ 3


11


lim
321


lim
321


limlim
n
n


nnn
n


nnn
nnan


nnnnn


αα
αα  


 
 


Para que este límite sea finito y diferente de cero, necesariamente el grado del numerador y del 
denominador deben ser iguales, entonces tenemos que tomar 31 =+α , es decir, 2=α . Como 


1>α , según el criterio de Pringsheim, la serie es convergente. 
 
Calculemos la suma. Para ello descomponemos el término general de la serie en sumandos:  
 


  ( )( )( ) 321321 +
+


+
+


+
=


+++
=


n
C


n
B


n
A


nnn
nan  


 
 


Resolviendo el sistema de ecuaciones, tenemos: 
2
1


−=A , 2=B  y 
2
3


−=C . 


 
Calculemos la suma parcial: nn aaaS +++= K21  
     


( ) ( ) ( )32
3


22
4


12
1


+
−


+
+


+
−


=
nnn


an  


 


( ) ( )22
3


12
4


2
1


1 +
−


+
+


−
=− nnn


an  


 
 


KKKKKKKKKKKKKKKK  
 


 


72
3


62
4


52
1


4 ⋅
−


⋅
+


⋅
−


=a  


 


62
3


52
4


42
1


3 ⋅
−


⋅
+


⋅
−


=a  


 


52
3


42
4


32
1


2 ⋅
−


⋅
+


⋅
−


=a  


 


42
3


32
4


22
1


1 ⋅
−


⋅
+


⋅
−


=a  


 
 


Si sumamos, observamos que cada sumando del tipo ( )22
4
+k


 de ka  se simplifica con los 


sumandos ( )22
4
+k


 de ka  y ( )22
4
+k


 de 1−ka  (si nk <<1 ). Por consiguiente obtenemos los 


siguientes 6   términos que no se simplifican:  
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( ) ( )22
4


)3(2
3


22
3


6
1


4
1


3
2


+
+


+
−


+
−−−=


nnn
Sn  


 
 
Pasando al límite cuando ∞→n  obtenemos la suma de la serie:  
 


4
1


6
1


4
1


3
2lim =−−=


∞→ nn
S  


 
 
 


 
 
Comprobemos este resultado con 
Mathcad.  
 
Efectuemos la suma infinita con la 
opción View > Toolbars > 
Symbolic > Symbolic Evaluation 


1


∞


n


n
n 1+( ) n 2+( )⋅ n 3+( )⋅∑


=


1
4


→


 
 
 
 
CONCLUSIONES    ___________________________________ 
 
 
Existen series de números reales que son convergentes, divergentes, oscilantes, etc. Entre las series 
más populares tenemos las aritméticas, siempre divergentes, y las geométricas que convergen sólo 
cuando el valor absoluto de la razón es menor que 1. Dada una serie de números reales positivos 
siempre procedemos a aplicar el criterio necesario de convergencia. Si la serie no lo satisface, seguro 
que la serie es divergente. Si lo satisface debemos verificar si satisface algun criterio de suficiencia de  
convergencia, como por ejemplo, el criterio del cociente o de D’Alembert o el criterio de la raíz o de 
Cauchy. En el caso de series de números reales alternadas, solemos comprobar si se satisface el 
criterio de Leibniz por su sencillez de aplicación. Basta con averiguar si el límite del término general 
de la sucesión que da lugar a la serie tiende a cero.  
 
Hemos visto la inestimable ayuda que Mathcad nos puede prestar para ir descubriendo el carácter de 
las series. Con Mathcad podemos realizar la suma infinita de una serie o bien, definir una conjunto de 
series finitas (truncadas) de la primera y representarlas gráficamente. Entonces comprobaremos la 
exactitud de nuestro cálculo analítico.  
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324. 
 
 
ENLACES     ___________________________________ 
 
 
[W1] http://www.satd.uma.es/a_valverde/aula-calculo/calculo.html 
 Aula virtual con apuntes muy completos de series numéricas. 


 
[W2] http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/apuntes/ 


Apuntes de series de números reales. 
 
[W3] http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/problemas/ 


Compendio de problemas y ejercicios sobre convergencia de series numéricas. 
 
[W4] http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/series/default.htm 


El sitio de los estudiantes y los docentes universitarios. Es una recopilación de apuntes, con 
ejemplos, sobre series convergentes, divergentes, alternadas, propiedades y criterios de 
convergencia. 


 
[W5] http://www.monografias.com/trabajos11/traaprox/traaprox.shtml#termposit 
 Monografía sobre aproximaciones polinomiales, sucesiones y series. 
 
[W6] http://planetmath.org/?op=getobj&from=objects&name=Series 
 Apuntes sobre series numéricas (en inglés).   
 
[W7] http://www.math-atlas.org 


Contiene un módulo sobre “Sucesiones, series y sumabilidad” (en inglés). 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


Hemos visto en el Mathblock “Uso básico de Mathcad 2001 Professional” la convivialidad de este 


programa para la edición y cálculo con expresiones matemáticas. Entre la riqueza de posibilidades 


que ofrece Mathcad también se hallan las operaciones de cálculo simbólico así como las operaciones 


donde se persigue la obtención de un resultado numérico.  


 


En este Mathblock vamos a describir en detalle cómo utilizar las operaciones de cálculo simbólico y 


numérico que ofrece Mathcad. Esto nos permitirá entender y reproducir sin dificultad las operaciones 


realizadas con Mathcad en los Mathblocks dedicados a temas específicos de Análisis.  


 


 


OBJETIVOS DOCENTES ___  ___________________________________ 
 


• Ilustrar las operaciones de cálculo simbólico más comunes que se pueden realizar con Mathcad.  


 


• Alcanzar un buen dominio con Mathcad de la representación gráfica de cualquier función real de  


variable real.  


 


• Mostrar las posibilidades de Mathcad en tareas de cálculo numérico.  


 


 


CONOCIMIENTOS PREVIOS____________________________________________ 
 


Es imprescindible —previamente a la lectura de este Mathblock— el haber desarrollado cierta 


destreza en el manejo del programa Mathcad. Para ello es fundamental trabajar el Mathblock “Uso 


básico de Mathcad 2001 Professional” que encontraréis entre los Mathblocks de Algebra.  


 


Después de haber trabajado este Mathblock podéis seguir con otros Mathblocks, en el siguiente 


orden: “Funciones de una variable”, “Límites de funciones”, “Continuidad en una dimensión”, 


“Derivación”, “Aplicaciones de las derivadas”, “Sucesiones”, “Series de números reales”, “Series de 


potencias” y “Numeros complejos”. En todos estos Mathblocks usaréis las técnicas de cálculo con 


Mathcad presentadas aquí. En éstos se intercala el aprendizaje analítico (con papel y lápiz) con el 


trabajo experimental con programario (Mathcad). Solemos llamar a esta combinación, el aprendizaje 


dual de las matemáticas.  


 


El Mathblock “Uso básico del Mathcad en Análisis (II): Representación en tres dimensiones, 


programación y animación”  constituye una continuación natural al estudio de las posibilidades 
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avanzadas de cálculo con Mathcad y es de lectura aconsejada una vez se haya trabajado con los 


Mathblocks que acabamos de nombrar.  


 


 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES_______________________________________ 
 
CÁLCULO SIMBÓLICO 
 
 


• Cálculo de límites laterales y del límite de una función en un punto 
 


Procedemos a calcular los límites laterales y el límite de una función en un punto mediante las 


instrucciones de cálculo simbólico que aparecen en la última línea del menú View>Toolbars>Calculus:  


 


 


 


 


 


 


Tan pronto como hemos introducido la función cuyo límite buscamos, basta con pedir a Mathcad la 


evaluación simbólica de la siguiente forma View>Toolbars>Symbolic:  
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Dejamos para el lector la comprobación que dicho límite da cero. 


 
 


• Cálculo de sumas de series  
 


De forma análoga al cálculo de límites, sumamos series. Desde el menú View>Toolbars>Calculus 


introducimos el símbolo correspondiente, p.e., para la suma de una serie con 10 términos:  
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Después de introducir el índice de sumación y el índice del primer término, vamos a efectuar la suma 


con el operador de evaluación simbólica en View>Toolbars>Symbolic y, luego, con el evaluador 


numérico para obtener una cifra decimal en el mismo menú:   


 


 


• Cálculo de derivadas 
 


Para efectuar operaciones de derivación, volveremos al menú View>Toolbars>Calculus desde donde, 


p.e., introduciremos el operador derivada n-ésima:  


 


 


Para obtener la función derivada, evaluaremos simbólicamente la expresión que hemos introducido: 
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• Cálculo de integrales 
 


Para efectuar operaciones de integración y siempre desde el menú View>Toolbars>Calculus, 


introducimos, p.e., el operador de integración indefinida. Después de introducir la función a integrar, 


vamos proceder a la integración con el evaluador simbólico. Esta vez, en lugar de llamarlo desde 


View>Toolbars>Symbolic, lo lanzaremos desde View>Toolbars>Evaluation:  


 


• Simplificación de resultados simbólicos 
 


A menudo el resultado de una operación simbólica corresponde a una expresión de gran tamaño. Es 


siempre recomendable pedir a Mathcad que simplifique la expresión. Por ejemplo, efectuemos el 


siguiente cálculo de derivación:  
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La expresión que obtenemos es larga y contiene términos comunes. Vamos a pedir a Mathcad que al 


mismo tiempo que calcula simbólicamente, simplifique. Para ello debemos introducir la instrucción 


View>Toolbars>Symbolic>simplify:  
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Vemos que el resultado obtenido es mucho más sencillo que el primero. Notad que en el origen la 


función no es derivable, ni tampoco continua. 


 


• Restricción de un resultado simbólico según el valor de la variable 
 


Es muy útil disponer de una instrucción que nos permita restringir el valor de la variable a aquellos 


valores de interés en nuestro problema o sencillamente para obtener una expresión más sencilla y 


manejable en el intervalo de la recta real en el que trabajamos. Entre los diversos modificadores que 


existen en Mathcad vamos a ilustrar el uso de la instrucción “assume” que encontramos en 


View>Toolbars>Symbolic>assume. En el siguiente ejemplo, efectuamos la suma infinita de una serie 


de potencias. El resultado, obtenido mediante la instrucción ”simplify” cuya utilización hemos descrito 


con anterioridad, está expresado en función del signo de la variable. Asumiendo que la variable es 


positiva, la función signo vale 1 y obtenemos el resultado final:  


 


 


 


 


Es importante notar que esta serie de potencias de la variable z convergerá sólo para valores de la 


variable menores que 1 y mayores que –1. En efecto, el llamado radio de convergencia1 de dicha 


serie de potencias es 1. Para estos valores, el argumento del logaritmo neperiano en la fórmula 


anterior es, por supuesto, siempre positivo. 


 


                                                      
1 Véase el Mathblock Series de potencias para conocer el significado de este concepto. 
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• Búsqueda de soluciones numéricas de ecuaciones 
 


Si tratamos de averiguar las soluciones de una ecuación polinómica, f(x)=0, solemos aplicar la 


instrucción “polyroots” de gran facilidad de uso. Basta con introducir, en orden creciente, los 


coeficientes del polinomio cuyas raíces estamos buscando, en un vector, y luego aplicar la 


mencionada instrucción encima de éste:  


 


En este caso, vemos que el polinomio de grado 6 que hemos escogido tiene dos raíces reales y dos 


pares de raíces complejo-conjugadas.  


 


Cuando no se trate de un polinomio, sino de una función más general, vamos a solucionar el 


problema de búsqueda de raíces utilizando otras instrucciones. Para ilustrarlo utilizaremos la función 


“root” en la solución de dos ecuaciones no lineales:   
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La instrucción “root” encuentra una raíz próxima al punto con el que inicializamos la función. 


 


 


• Determinación de los máximos y mínimos de una función 
 


Para buscar máximos y mínimos absolutos de una función utilizaremos las instrucciones “maximize” y 


“minimize” de la siguiente forma:  


 


1. definiremos la función 


2. daremos un valor numérico de inicialización a la variable independiente 


3. introduciremos el “Given” seguido de condiciones lógicas con los operadores de 


View>Toolbars>Boolean 


4. definiremos el valor mínimo con “minimize” y el máximo con “maximize” 


5. evaluaremos numericamente dichos valores 


 


Veamos, en un ejemplo, el funcionamiento de estas instrucciones:  
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Hemos representado a la derecha del proceso de búsqueda de extremos, la función según lo que 


explicaremos en el apartado siguiente sobre Representación gráfica en una dimensión. La gráfica 


confirma la exactitud de los resultados obtenidos.  
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• Representación gráfica en una dimensión 
 


La representación gráfica en el mismo entorno de trabajo que el cálculo simbólico o el numérico 


constituye una de las ventajas más importantes que ofrece Mathcad. En cualquier etapa y en 


cualquier sitio de la hoja de trabajo, podemos incorporar una visión gráfica de cualquier función o 


tabla de datos. En particular, vamos a ver ahora como podemos visualizar la derivada de la función 


que hemos simplificado en el apartado de Simplificación de resultados simbólicos.   


 


En primer lugar, vamos a definir la función derivada como, p.e., Df(x). Luego introduciremos una 


plantilla de representación X-Y de la siguiente forma:  


 


Una vez introducida la plantilla debemos rellenar los cuadraditos negros correspondientes a:  


1. el nombre de la variable independiente (en el eje horizontal o de abcisas),  


2. el nombre de la función o variable dependiente (en el eje vertical o de ordenadas),  


3. el rango de cada segmento de eje representado, esto es, cuatro valores (dos valores inferiores y 


dos valores superiores).  


 


Esta es la apariencia de la plantilla X-Y del menú antes de rellenar los cuadrados negros: 
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Una vez rellenados, aparece la gráfica: 
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Podemos introducir modificaciones en la gráfica, por ejemplo, cambiando el trazo de la curva. Para 


que nos aparezca el menú que permite modificar la gráfica, cliquearemos con el botón izquierdo del 


ratón dos veces encima de ésta:  


 


Entre otras opciones de suma utilidad, podemos modificar la escala (de normal a logarítmica) 


mediante “Log Scale” así como podemos sobreponer una red encima de la figura mediante la 


instrucción “Grid Lines”. Si entramos en la pestaña “Traces” podremos modificar el grueso del trazo de 


la curva así como el color o el tipo de trazo (continuo, discontinuo, etc.):  
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De esta forma podemos conseguir mejorar la calidad de la representación gráfica:  
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[W1] http://www.mathsoft.com/ 
 Corporación Mathsoft que produce el programa Mathcad. 
 
[W2] http://www.addlink.es/ 


Distribuidor oficial del programa Mathcad en España.  
 
[W3] http://ist.uwaterloo.ca/ic/mathcad/ 


En la Universidad de Waterloo hay un importante esfuerzo en la enseñanza de las 
matemáticas y disciplinas cuantitativas con software, en particular con Mathcad. Son muy 
instructivas las animaciones que se presentan para entender el funcionamiento del programa.  


 
[W4] http://www.math.odu.edu/cbii/calcanim 
 Animaciones para el cálculo. 
 
[W5] http://www2.latech.edu/~schroder/mathcd.html 


Relación de archivos interesantes sobre cálculo con el Mathcad. 
 


[W6] http://courses.lugo.com/mcad.htm 
 Relación de archivos interesantes sobre cálculo con el Mathcad. 
 
[W7] http://www.softwarecientifico.com/paginas/mathcad.html     
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
Hemos visto en el Mathblock “Uso básico del Mathcad en Análisis I: cálculo simbólico y numérico” la 
riqueza de posibilidades que ofrece Mathcad para efectuar operaciones de cálculo simbólico así como 
para resolver operaciones donde se persigue la obtención de un resultado numérico. Ahora queremos 
ilustrar las grandes posibilidades que tiene en otros tres ámbitos: la representación de funciones de 
dos variables, la programación y la generación de animaciones.  
 
Las funciones de varias variables son difíciles de visualizar en el espacio tridimensional salvo en el 
caso de funciones de dos variables, que pueden ser representadas utilizando la tercera dimensión. 
Además de poder representar funciones en el espacio tridimensional, Mathcad también nos permite 
efectuar diversas operaciones como poderla girar en todos los angulos y sentidos. Esto es relevante 
puesto que a menudo una propiedad de dicha función (como el límite en el origen: (0,0)) se observará 
mejor si podemos observar la función desde varios ángulos. Aparte del límite, la representación 
gráfica también permite entender otras propiedades de una función como son, por ejemplo, el 
gradiente y la derivada direccional. 
 
Mathcad también representa una herramienta de programación de fácil utilización y totalmente 
incorporada al mismo entorno que permite el cálculo simbólico y numérico y la representación gráfica 
en una y dos dimensiones. Con Mathcad en general y, programando en particular, podemos generar 
secuencias de números (como sumas parciales de series) o objetos matemáticos (como rectas 
secantes) que son susceptibles de ser representados de forma encadenada constituyendo una 
animación. Veremos seguidamente dos ejemplos al respecto. 
 
 
 
OBJETIVOS DOCENTES ___  ___________________________________ 
 
• Describir la representación gráfica de funciones de dos variables, sus Proporcionar elementos 


suficientes para que el estudiante Introducir el concepto de función, proporcionar su 
representación tabular y gráfica. Saber determinar el dominio y el recorrido de una función 
cualquiera.  


 
• Ilustrar las posibilidades de escribir pequeños programas para aplicar algún aspecto de la teoria 


con programas.   
 
• Alcanzar un buen dominio de los elementos básicos necesarios para generar, activar y guardar 


una animación.  
 
 
 
CONOCIMIENTOS PREVIOS____________________________________________ 
 
Es imprescindible —previamente a la lectura de este Mathblock— el haber desarrollado cierta 
destreza en el manejo del programa Mathcad. Para ello es fundamental trabajar el Mathblock “Uso 
básico de Mathcad” que encontraréis entre los Mathblocks de Algebra. También se recomienda, 
aunque no es imprescindible, la lectura y asimilación de los contenidos del Mathblock: “Uso básico del 
Mathcad en Análisis I” puesto que en él se describen procedimientos y métodos de cálculo avanzado 
con dicho programa, de gran utilidad para la programación y la generación de animaciones.  
  
Después de haber trabajado este Mathblock podéis trabajar el Mathblock “Funciones de varias 
variables” puesto que dominaréis la representación gráfica de funciones de dos variables. También 
sería conveniente regresar a los Mathblocks de “Derivación” y de “Series de números reales” puesto 
que los ejemplos aquí presentados hacen referencia a los conceptos que se trabajan allí. 
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES_______________________________________ 
 
• Representación gráfica de una función de dos variables. Límite en (0,0) 


 
Supongamos que tenemos una función de dos variables como, por ejemplo:  
 


( )22


),( yxeyxf +−=  
 
y deseamos conocer en qué punto la función es máxima o a qué valor tiende cuando una de las dos 
variables o ambas tienden a infinito. Si desconocemos como realizar los cálculos analíticos necesarios 
–que hemos descrito en “Funciones de varias variables I” y en “Funciones de varias variables II”– 
siempre nos queda el recurso de buscar el máximo numéricamente (véase “Uso básico del Mathcad 
en Análisis I”) y de representar la función para conocer su límite lejos del origen. De hecho, si hemos 
conseguido averiguar tanto el valor del máximo como el comportamiento asintótico de la función, 
también queremos comprobarlos y la gráfica de la función nos resultará de gran utilidad.  
 
Vamos a generar una gráfica tridimensional de esta función de la siguiente manera. En primer lugar, 
definimos la función en una hoja de trabajo de Mathcad y seguidamente creamos una “red” de puntos 
en el espacio cuyas coordenadas z  equivalen al valor de la función ),( yxfz =  en los puntos de 
coordenadas ),( yx  escogidos. Si esta red es suficientemente fina (los puntos estan suficientemente 
juntos) conseguiremos emular la superficie continua que representa una función tridimensional. 
Empecemos generando esta red de puntos:  
 


 
 
Una vez calculados los valores que constituyen la superficie a representar, vamos a representarla 
mediante la instrucción Surface Plot: 
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Debemos introducir el nombre de la red de puntos a representar en la parte inferior del rectángulo 
para conseguir representar la gráfica tridimensional. 
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Si situamos el botón encima de la representación tridimensional y, con el botón izquierdo del mouse lo 
desplazamos, veremos rotar la figura alrededor de los tres grados de libertad angulares en el espacio. 
 
Seguidamente podemos modificar muchos aspectos de dicha representación. Basta con hacer doble 
click sobre la figura para que aparezca el menú “3-D Plot Format”. En éste encontramos los botones o 
pastillas necesarios para modificar, por ejemplo:  
 
• los ángulos de orientación en el espacio: Rotation, Tilt y Twist, el tipo de representación 


tridimensional: Surface Plot, Data Points, Contour Plot, etc, el tipo de ejes: Axes Style  la 
presencia o no de una “caja” de ejes alrededor de la figura: Show box, etc. Utilizando estas 
opciones podemos llegar a representar la función de perfil y conocer su valor máximo. Todo esto 
modificando la pestaña General.  


 
Así por ejemplo, si pasamos de esta configuración:  
 


a esta otra: 
 


 
 
conseguimos determinar que el máximo de esta función vale 1:  
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• Programación. ¿Qué son los números primos y como obtenerlos?  
 
Supongamos que queremos general números primos, es decir, números que tan sólo son divisibles 
por ellos mismos o por la unidad. Podemos empezar el estudio mediante aquellos que conocemos de 
memoria:  
 


K,17,13,11,7,5,3,2,1  
 
Si queremos proporcionar más números primos debemos utilizar algún tipo de algoritmo. 
¿Qué es un algoritmo? Un algortimo es un conjunto específico de instrucciones para llevar a 
cabo un proceso o solucionar un problema, a menudo con la restricción que el proceso termine 
en algún momento. La palabra “algoritmo” es una distorsión de nombre del matemático persa 
al-Khwarizmi (approx. 780-850).   
 
El matemático griego Eratóstenes (276-194aC) propuso el siguiente algoritmo para la 
obtención de todos los números primos más pequeños que el número natural N . Si un número 
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es múltiplo de otro, no puede ser primo. Entonces vamos a suprimir, de entre todos estos 
números, aquellos que sean múltiplos de los primeros primos, distintos de cero, que conocemos de 
memoria: K,5,3,2  hasta el valor del mayor primo, que sea menor que N , aquellos números que 
no se vean suprimidos de la lista, serán primos. No es necesario seguir suprimiendo para múltiplos de 
números primos mayores que N  porque si un número es multiplo de un primo mayor que N  


también lo es de un primo menor que N  y, por lo tanto, ya habrá suprimido. Pongamos un ejemplo, 
si estamos suprimiendo múltiplos hasta 40=N , basta con suprimir los múltiplos de ,2  3  y 5  


K32,640 =<   puesto que un múltiplo de 7  mayor que K32,640 =  como 21 , ya habrá sido 
suprimido al haber suprimido los múltiplos de 3 .        
 
Por ejemplo, tomemos 50=N  y calculemos su raíz K071,7=N . Debemos ir suprimiendo 
múltiplos de primos distintos de cero hasta llegar al 7 , es decir, debemos realizar cuatro operaciones: 
suprimir los múltiplos de 2 , de 3 ,  de 5  y de 7 . Los números restantes (no suprimidos de la lista) 
serán los naturales. Este es el algoritmo que Eratóstenes inventó y que nosotros vamos a programar.  
 
Suprimamos los múltiplos de 2  con un trazo azul: 
 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 


21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 


31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 


41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 
 
 
 
 
de 3  (que no sean múltiplos de 2 ) con un trazo rojo:  
 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 


21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 


31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 


41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 
 
 
 
de 5  (que no sean múltiplos ni de 2 , ni de 3 ) con un trazo verde:  
 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 


21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 


31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 


41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 
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 y de 7  (que no sean múltiplos ni de 2 , ni de 3 , ni de 5 ) con un trazo marrón:  
 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 


21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 


31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 


41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 
 
 
Así los números que no han sido suprimidos son los números primos entre 1 y 50 , es decir: 


 
1, 2 , 3 , 5 , 7 , 11, 13 , 17 , 19 , 23 , 29 , 31, 37 , 41 , 43  y  .47  


 
 
 
Veamos ahora como podemos programar este algoritmo con Mathcad. Empezamos por definir 
parámetros con la ayuda del modo “Definition” del menú “Evaluation”, 
(“View”>”Toolbars”>”Evaluation”): 


 
 
 


 
 
 
 


 
 
Luego entramos en la programación utilizando las funciones propias de ésta que encontramos en el 
menú “Programming”:  
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Comentemos cada paso de programa: 
 
En (1) inicializamos el vector que contendrá los números primos. 
 
En (2) definimos cada una de sus componentes mediante el programa. 
 
Dentro de un doble búcle (3) que barre todos los números desde 1 hasta n , asignamos el valor 1 a 
los que son múltiplos (4).  
 
Después de definir dos parámetros en (5) efectuamos una instrucción while (“mientras”) que nos 
permite mediante la condición (7) ir reconociendo aquellos valores que son distintos de zero, es decir, 
cuyos indices corresponden a números primos que vamos asignando (8) a componentes del vector en 
(9), que es el resultado del programa. 
 
 
 
Sólo nos queda ahora, presentar un subconjunto de los 50 primeros números primos:  
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• Animación sobre un valor que converge. Suma de series infinitas 
 
 
El concepto de convergencia se encuentra entre los que —a pesar de estar asociados a la variación 
de un solo número— mejor se prestan a ser visualizados en una animación. Vamos a calcular el valor 
numérico de la suma de la siguiente serie infinita:  
 


      
( )∑


∞


=


−


1


1
n


n


n
 


 
 
 
Para hacerlo, definiremos las sumas parciales de la serie de la siguiente forma:  
 


( )∑
=


−
=


j


n


n


j n
S


1


1
 


 
 
 
vamos a representar con Mathcad las primeras 100 sumas parciales de esta serie.  
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Queda clara la convergencia de la suma infinita al valor de )2ln(− . La convergencia hacia este 
resultado se puede animar y hasta generar un fichero avi con la animación de la siguiente forma. En 
primer lugar definimos los valores a representar utilizando como valor superior a representar FRAME.  
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Seguidamente abrimos el menú Animate (View>Animate), substituimos los valores mínimo (From) y 
máximo (To) y la frecuencia de barrido de las imágenes (At): 
 


 
Finalmente basta con escoger la región que debe ser animada y proceder a lanzar la animación. Una 
vez finalizada ésta, se puede optar por salvarla en un fichero mediante el botón Save as. Esta 
animación, en particular, se encuentra en el fichero adjunto convergencia.avi: 







  Uso básico del Mathcad en Análisis (II) 


Proyecto e-Math          13 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


 


convergencia.avi


 
 
 
• Animación sobre un objeto matemático. Rectas secantes que se convierten en la 


recta tangente  
 
Para finalizar este Mathblock vamos a generar la animación de un objeto matemático, la recta secante 
entre dos puntos de una parábola. Al aproximar el segundo punto hacia el primero hasta que 
coincidan, la recta secante se convertirá en tangente a la curva en el primer punto.  
 
 
Veamos que hace el programa que reproducimos en la siguiente figura.  
 
 
En primer lugar (1) se inicializa la variable discreta que va a permitir la animación mediante FRAME. 
Cada recta secante va a corresponder a un valor de la variable j . En efecto, determinamos el valor 
de la pendiente m  de la recta que pasa por el punto )2,1( −−  y por otro punto de la parábola 
mediante la ecuación (4).  
 
 
Luego construimos una matriz de puntos donde cada columna corresponde a las imágenes de una 
recta secante de pendiente diferente (7). Cada recta viene dada por 400 puntos (5) en el rango 
[ ]2,2− . 
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Adjuntamos el fichero rectas_secantes.avi generado:  
 
 


rectas_secantes.avi
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


El concepto de límite es uno de los más importantes en el análisis matemático. Sobre el concepto 
de límite reside la definición de continuidad de una función en un punto así como la de 
derivabilidad de una función en un punto. Es por este motivo, que dedicaremos un Mathblock 
entero a estudiar este importante concepto. En particular, vamos a desarrollar suficiente destreza 
de cálculo como para poder determinar, para cualquier función, la existencia del límite en un 
punto, es decir, la existencia de una cantidad real finita a la que converge la función al 
aproximarse a dicho punto, tanto desde valores superiores como inferiores a él.  
 
Se afirma la existencia del límite cuando los límites por arriba y por debajo del punto considerado 
arrojan el mismo resultado numérico. Estos límites reciben el nombre de límites laterales. Cuando 
coinciden, el límite existe y su valor es el de los dos límites laterales.  
 
Investigar la existencia de límite conlleva efectuar el cálculo explícito de los límites laterales que 
muy a menudo supone resolver indeterminaciones como por ejemplo: ∞⋅0 . ¿Qué significa 


∞⋅0 ? Básicamente significa que al buscar el límite de una expresión, si substituimos la variable 
por el valor al que tiende, obtenemos algo que tiende a 0  por algo que tiende a ∞ . Dependiendo 
del “grado” o la “fuerza” con la que la primera parte de la función tiende a 0  y la segunda a ∞ , la 
“indeterminación” puede arrojar un valor nulo, real (finito) o infinito. 


 
 
OBJETIVOS DOCENTES ___  ___________________________________ 
 
• Introducir el concepto de límite de una función en un punto.  
 
• Adquirir los conocimientos necesarios para el cálculo automático de límites. Conocer el orden de 


magnitud de las funciones en su aproximación al infinito. 
 
• Reconocer los siete tipos de indeterminaciones y aplicar métodos de resolución adecuados para 


solventarlos que incluyen la racionalización, la substitución mediante infinitésimos equivalentes.  
 


 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Con anterioridad a la lectura de este Mathblock, es fundamental haber realizado un estudio detallado 
del siguiente tema: 
 
• Funciones reales de variable real.  
 
Asimismo también es muy aconsejable que se tenga un conocimiento mínimo del programa Mathcad, 
que incluya como calcular límites de funciones. 
 
Por lo tanto, recomendamos que trabajéis los Mathblocks: “Uso básico del Mathcad en Análisis (I): 
cálculo simbólico y analítico” y “Funciones de una variable”, antes de empezar con éste. Después de 
haber trabajado este Mathblock podéis abordar el de “Continuidad en una dimensión” y “Derivación”.   
 


 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


• Límite de una función en un punto: definición 
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El concepto de límite de una función en un punto es uno de los más importantes del tema dado que 
permite introducir el concepto de continuidad.  
 
Decimos que una función )(xf  tiene limite L  en un punto 0x  cuando para todo número positivo, 
ε , (por pequeño que sea), 0>∀ε , siempre es posible encontrar otro número positivo, δ , tal que si 


δ<− 0xx  esto implica que ε<− Lxf )( .  
 
Intuitivamente el límite de una función en un punto equivale al valor al que la función “tiende” 
independientemente del valor que tiene, a partir de la definición, en aquel punto.  
 
Así, en cada punto de la recta real, tenemos dos límites:  
 
uno por la derecha o superior (aproximando la función hacia 0x  a partir de valores ligeramente 


superiores a 0x ): 
 


   )(lim
)( 0


xfL
xx +→


+ =   


 
 
y otro por la izquierda o inferior (aproximando la función hacia 0x  a partir de valores ligeramente 


inferiores a  0x ): 
 
  )(lim


)( 0


xfL
xx −→


− = . 


 
 


+L  y −L  reciben el nombre de límites laterales por la derecha y por la izquierda, respectivamente.  
 
La coincidencia de los dos límites resulta en la existencia del límite de la función en el punto: 
 


( )
)(lim)(lim


00 )(
xfLxfLL


xxxx −+ →


−


→


+ ====  


 
 


• Órdenes de magnitud en el infinito 
 
 


Supongamos que )(xf  y )(xg  sean funciones tales que:  
 
    +∞==


∞→∞→
)(lim)(lim xgxf


xx
 


 
entonces decimos que:  
 


)(xf  y )(xg  son del mismo orden de magnitud cuando el 
)(
)(lim
xg
xf


x ∞→
 es una cantidad finita (ni 0 , 


ni ∞ ). En este caso escribimos )()( xgxf ≈ . 
 


)(xf  tiene un orden de magnitud superior a )(xg  cuando ∞=
∞→ )(


)(lim
xg
xf


x
. En este caso 


escribimos )()( xgxf >> . 
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)(xf  tiene un orden de magnitud inferior a )(xg  cuando 0
)(
)(lim =


∞→ xg
xf


x
. En este caso escribimos 


)()( xgxf << . 
 
 
Damos aquí los órdenes de magnitud relativos de las funciones más comúnmente utilizadas:  
 


xxpk
a xxaxx <<<<<<<< !)(log  con 0>k , 0>p  y 1>a    cuando  ∞→x  


 
Cuando tengamos que resolver un límite racional con dos de estos tipos de funciones, podremos dar 
el resultado correcto con sólo fijarnos en las posiciones que ocupan en esta gradación.  
 
 


• Indeterminaciones 
 
A menudo no podemos aplicar una relación de órdenes de magnitud, y en el cálculo del límite 
obtenemos expresiones indeterminadas, es decir cuyo verdadero valor desconocemos.  
 
Se trata de siete expresiones indeterminadas o indeterminaciones: cuatro de racionales y tres de 
potenciales.  
 
Indeterminaciones racionales:  
 


0
0


, 
∞
∞


, ∞−∞  y ∞⋅0  


 
 
 Indeterminaciones potenciales:  
 


∞1 , 00  y 0∞  
 
 
En el apartado “Casos prácticos con software” daremos ejemplos tipo de cada una de estas 
indeterminaciones y de la técnica de resolución que solemos aplicar.  
 
 


• Infinitésimos equivalentes 
 


Supongamos dos funciones )(xf  y )(xg  tales que: 0)(lim =
→


xf
ax


, 0)(lim =
→


xg
ax


 y 1
)(
)(lim =


→ xg
xf


ax
. 


Estas funciones recibirán el nombre de infinitésimos equivalentes cuando ax→ .  
 
Siempre que tengamos una función )(xf  como parte de un límite cuando ax→  podemos 
substituirla por un infinitésimo equivalente en ax→  si está multiplicando o dividiendo al resto de la 
expresión.  
 
Por ejemplo, son infinitésimos equivalentes cuando 0→x , las siguientes funciones:  
 


x , xsin , xarcsin , xtan , xarctan , ( )x+1ln , 1−xe , xsinh , xtanh  
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• Regla de l’Hôpital 
 
Sean f  y g  funciones reales de variable real, continuas, tales que 0)(lim =


→
xf


ax
 y 0)(lim =


→
xg


ax
 o 


bien que ambos límites son nulos: ∞=
→


)(lim xf
ax


 y ∞=
→


)(lim xg
ax


. Si existe 
)('
)('lim
xg
xf


ax→
 entonces 


también existe el 
)(
)(lim
xg
xf


ax→
, y ambos coinciden:  


 


)('
)('lim


)(
)(lim


xg
xf


xg
xf


axax →→
=  


 
 
Esta regla es muy útil para resolver límites indeterminados como mostramos, en un ejemplo, en 
“Casos prácticos con software”.  
 
 
CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 
• Cálculo de límites laterales y determinación de la existencia del límite 
 
Calculemos analíticamente y con Mathcad los límites laterales para las siguientes expresiones: 


 


a) 
xx


xx


x
ee


ee
11


11


0
lim


−


−


→
+


−
  


 


b) 
)23)(2(


4lim 2


2


2 +−−
−


−→ xxx
x


x
  


 
 


y determinemos si el límite existe.  
 
a) Empecemos calculando el límite por la derecha de la función cuando x tiende a cero: 


 


=
+


−
−


−


→
xx


xx


x
ee


ee
11


11


0
lim  


 


Podemos resolver la indeterminación aparente del tipo 
∞
∞


 multiplicando numerador y denominador 


por xe
1


−
: 


 







  Límites de funciones en 1D 


Proyecto e-Math          6 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


1
01
01


1


1lim 2


2


0
=


+
−


=
+


−
=


−


−


→ +


x


x


x
e


e
  debido a que  0limlim 2


2


0
== −


∞→


−


→ +


y


y
x


x
ee  


 


De forma similar podemos calcular el límite por la izquierda:  


 


1
10
10


1


1limlim 2


2


011


11


0
−=


+
−


=
+


−
=


+


−
−− →−


−


→
x


x


x
xx


xx


x
e


e


ee


ee
   donde   0limlim 2


2


0
==


−∞→→ −


y


y
x


x
ee  


 


Estos resultados pueden ser comprobados fácilmente con Mathcad: 


 
Puesto que los dos límites laterales (-1 y 1) no coinciden, no existe el límite de la función en el punto 


cero, 


 


b) Calculemos los límites laterales que muestran una indeterminación del tipo 
0
0


 expresando los 


polinomios del numerador y denominador en función de binomios elementales con la intención de 


simplificar: 


 0
)1)(2(


)2(lim
)1)(2)(2(


)2)(2(lim
)23)(2(


4lim
222


2


2
=


−−
+


=
−−−


−+
=


+−−
−


−−− −→−→−→ xx
x


xxx
xx


xxx
x


xxx
 


 


 0
)1)(2(


)2(lim
)1)(2)(2(


)2)(2(lim
)23)(2(


4lim
222


2


2
=


−−
+


=
−−−


−+
=


+−−
−


+++ −→−→−→ xx
x


xxx
xx


xxx
x


xxx
 


 


Con la ayuda de Mathcad podemos comprobar estos límites:  







  Límites de funciones en 1D 


Proyecto e-Math          7 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


2−x


x2 4−


x 2−( ) x2 3x− 2+( )⋅
lim


−→
0→


2−x


x2 4−


x 2−( ) x2 3x− 2+( )⋅
lim


+→
0→


y, por tanto:


2−x


x2 4−


x 2−( ) x2 3x− 2+( )⋅
lim
→


0→


 
Dado que los límites laterales son finitos y coinciden, existe el límite de la función en el punto x=-2.  


 
 
 
 
• Resolución de indeterminaciones 
 
Racionales 


En el punto anterior hemos tratado dos ejemplos de indeterminaciones tipo  
0
0


 y 
∞
∞


.  Vamos ahora a 


tratar las indeterminaciones de los tipos ∞−∞  y ∞⋅0 .  
 
Supongamos la función xx −+1  y calculemos su límite cuando ∞→x . Debemos resolver una 
indeterminación del tipo ∞−∞ . Puesto que se trata de una diferencia de raíces, para solventar la 
indeterminación utilizaremos la técnica de multiplicar por el conjugado en el numerador y el 
denominador:  
 


 ( ) ( )( ) 0
1
1lim


1
1lim


1
11lim1lim =


++
=


++
−+


=
++


++−+
=−+


∞→∞→∞→∞→ xxxx
xx


xx
xxxxxx


xxxx
 


 
 
 
Comprobemos este resultado con Mathcad 


∞x
x 1+ x−lim


→
0→


 
 
 
Como ejemplo de indeterminación del tipo ∞⋅0  tomemos la función  xe x ⋅−  cuando ∞→x . Para 
resolver la indeterminación basta con expresar dicho límite como un cociente de infinitos y, 
posteriormente, por comparación de órdenes de magnitud, obtener el resultado:  
 


0limlim ==⋅
∞→


−


∞→ xx


x


x e
xxe  
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Comprobémoslo con Mathcad 


∞x
e x− x⋅lim


→
0→


 
 
 
Potenciales 
Vamos a tratar las indeterminaciones ∞1 , 00  y 0∞ . 
 


Supongamos la función 
x


x
x












−
+


12
12


 y calculemos su límite cuando ∞→x . Debemos resolver una 


indeterminación del tipo ∞1 . Para solventarlas intentaremos expresar la función a partir del número 


e
x


x


x
=








 +


∞→


11lim  de la siguiente forma:  


 


=









−
+=











−
+=











−
+


∞→∞→∞→


x


x


x


x


x


x xxx
x


2/1
11lim


12
21lim


12
12lim  


 
Aplicando las propiedades de los límites:  
 


=









−
+⋅











−
+=


∞→


−


∞→


2/12/1


2/1
11lim


2/1
11lim


xx x


x


x
 


 
 
y substituyendo 2/1−≡ xy  llegamos a:  
 


ee
xy x


y


y
=⋅=











−
+⋅











+=


∞→∞→
1


2/1
11lim11lim


2/1


 


 
 


 
 
Comprobemos el resultado con Mathcad 


∞x


2x 1+
2x 1−










x
lim
→


exp 1( )→


 
 
 


Supongamos la función 
111


−









 −


x


x
  y calculemos su límite cuando +→1x . La simple substitución 


nos conduce a una indeterminación del tipo 00 . Veamos como podemos resolverla buscando el límite 
del logaritmo neperiano de la función: 
 


=






 −⋅−=








 −


++ →


−


→ x
x


x x


x


x


11ln1lim11lnlim
1


1


1
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Hemos conseguido convertir el problema en el de una indeterminación tipo 0⋅∞ , que vamos a 


expresar —siguiendo lo que hemos hecho anteriormente— como una indeterminación 
0
0


: 


 


=


−









 −


=
+→


1
1


11ln
lim


1


x


x
x


 


 
 
Aplicando la Regla de l’Hôpital, tenemos que: 
 


( )
012lim


1
2
1


1
11


1


lim
123


2


1
=


−−
=


−−









⋅


−
=


++ →−→ x
x


x


x
x


xx
 


 
Luego el límite que buscamos es la exponencial del límite del logaritmo neperiano de la función. En 
efecto:  
 
 


    111lim 0
11lnlim1


1


1


1 ===






 −=


−


+→


+









 −−


→
ee


x


x


x x
x


x
 


  
 


 
 
Comprobemos el resultado con Mathcad 


1x
1


1
x


−







x 1−
lim


+→
1→


 
 
 
Finalmente vamos a ilustrar la última de las indeterminaciones racionales 0∞ . Supongamos la función 


( ) 






 −xx 2)tan(


π


 y calculemos su límite cuando 
−


→
2
πx . La simple substitución nos conduce a una 


indeterminación del tipo 0∞ . Veamos como podemos resolverla efectuando, en primer lugar, el 


siguiente cambio de variable: xy −≡
2
π


 que conlleva que el límite sea de la función 
y


y 









)tan(


1
 para 


+→ 0y .  
 
 
Para resolver este límite, buscamos el límite del logaritmo neperiano de esta función:  
 


( )
=−=











⋅=











⋅=











++++ →→→→


y


y
y


y
y


y
y xxx


y


x 1
)tan(lnlim


)tan(
1lnlim


)tan(
1lnlim


)tan(
1lnlim


0000
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Aplicando l’Hôpital para solventar la indeterminación 
∞
∞


 : 


 


==
−


⋅
−=


++ →→ )2sin(
2lim


1
)(cos


1
)tan(


1


lim
2


0


2


2


0 y
y


y


xy
xx


 


 


hemos conseguido reducir la indeterminación a una del tipo
0
0


, que volvemos a derivar: 


 


0
)2cos(2


4lim
)2sin(


2lim
0


2


0
===


++ →→ y
y


y
y


xx
 


 
 


Y, por lo tanto, como el límite del logaritmo neperiano de la función ( ) 






 −xx 2)tan(


π


 vale 0  cuando 
−


→
2
πx , el límite de dicha función para 


−


→
2
πx  vale 1.  


 
 
Comprobemos el resultado con Mathcad 


π
2


x


tan x( )( )


π


2
x−




lim


−
→


1→


 
 
 
• Cálculo de límites mediante infinitésimos equivalentes 
  
Calculemos los siguientes límites:  


   


a) 
( )230


5sin3sinlim
xx


xx
x −


⋅
→


  b) ( )x
x
x


x −
−


→ 1ln
1


arcsin
lim


2


0
  


 
 


utilizando infinitésimos equivalentes y suponiendo que el resultado es independiente de como se 
efectúa la aproximación al valor (a partir de valores superiores o inferiores).   
 
a) Aplicando infinitésimos equivalentes podemos calcular el valor del límite: 
 
 


 
( ) ( ) ( )


15
1


15lim
1


53lim5sin3sinlim 2202220230
=


−
=


−⋅


⋅
=


−


⋅
→→→ xxx


xx
xx


xx
xxx
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a) 
 
Comprobemos este resultado con Mathcad 


0x


sin 3x( ) sin 5x( )⋅


x x3
−( )2


lim
→


15→


 
 
 
b) Aplicando infinitésimos equivalentes podemos calcular el límite: 
 
 


 ( ) 1
1


1lim1lim
1ln


)
1


arcsin(
lim


20


2


0


2


0
−=


−


−
=


−
−=


−
−


→→→ xx
x
x


x
x
x


xxx
 


 
 


a) 
 
Comprobemos este resultado con Mathcad 


0x


asin
x


1 x2
−












ln 1 x−( )
lim
→


1−→


 
 
 
 
• Aplicación del cálculo diferencial al computo de límites: Regla de l’Hôpital 


 
Calculemos los siguientes límites:  


     


a) 
x
ee xx


x


βα −
→0


lim  b) 


qq
x


pp
x


x
−+


−+


∞→
2


2


2
2


1


1


lim  con p y q >0 


 
 


utilizando la regla de l’Hôpital.  
 


El límite en a) tiende a 
0
0


 cuando 0→x  y, por lo tanto, podemos aplicar la regla de l’Hôpital.  


 
Derivando el numerador y el denominador obtenemos:  
 


 


βα
βα βαβαβα


−=
−


=
−


=
−


→→→ 1
lim


)'(
)'(limlim


000


xx


x


xx


x


xx


x


ee
x
ee


x
ee


 


 
Fijaros que no calculamos los límites laterales por separado puesto que coinciden como podéis 
comprobar. 


En el caso b) también podemos aplicar la regla de l’Hôpital puesto que el límite tiende a 
0
0


 cuando 


∞→x : 
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=







 −


+









 −


+
=












−+












−+


=
−+


−+


∞→∞→∞→


3
2


2


3
2


2


2
2


2
2


2
2


2
2


2
12


1


2
12


1


lim
1


1


 lim
1


1


 lim


x
q


x


x
p


x


qq
xdx


d


pp
xdx


d


qq
x


pp
x


xxx
 


 
 


que simplificando nos conduce a: 


 


p
q


p
x


q
x


x
=


+


+
=


∞→
2


2


2
2


1


1


 lim  


  
 
 
 
 
 
 
 


Comprobamos ambos resultados con Mathcad:  
 
  a) 
 


  0x


e
α x⋅


e
β x⋅


−


x
lim
→


α β−→
 


 
  b) 


 


∞x


p 12 1


x p⋅( )2
+ 1−












⋅


q 12 1


x q⋅( )2
+ 1−












⋅


lim
→


1
p


q⋅→


 
 
 
 
 
• Límites indeterminados. Ejemplos de límites indeterminados de dos tipos: los que 


pueden ser resueltos mediante la regla de l’Hôpital y los que no 
 
Vamos a justificar por qué motivo no podemos aplicar la Regla de l’Hôpital a algunos de los límites 
siguientes y, en estos casos, los resoldremos mediante otros métodos: 
   


a)  xx e
x


/10


ln1lim −
+→


  b) 
x
xx


x sin
)/1sin(lim


2


0


⋅
→
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c)  
xx
xx


x sin
sinlim


+
−


∞→
  d) 20


sinlim
x


xx
x


−
→


 


 
 


Recordemos lo que establece la Regla de l’Hôpital. Si el cálculo del límite 
)(
)(lim
xg
xf


ax→
 
conduce a una 


indeterminación del tipo 
∞
∞


 o 
0
0


 con ℜ∈a  o a infinito, y el 
)('
)('lim
xg
xf


ax→
 existe (es decir, es igual a un 


número real L ) entonces podemos afirmar que: 
 


L
xg
xf


ax
=


→ )(
)(lim


 
 


Fijémonos que la Regla de l’Hôpital no afirma que 
)('
)('lim
xg
xf


ax→
 exista necesariamente. Seguidamente 


veremos cómo para muchas funciones este último límite no existe y, sin embargo, somos capaces de 


calcular el límite indeterminado 
)(
)(lim
xg
xf


ax→
. 


 


a) Cómo se trata de una indeterminación del tipo 
∞
∞


 podemos intentar evaluar el límite 
)('
)('lim


0 xg
xf


x +→
. 


Si éste existe (es finito), aplicando la Regla de L’Hôpital conoceremos el valor de 
)(
)(lim


0 xg
xf


x +→
.  


Evaluando obtenemos: 


  


0lim
)1)((


1lim
)'(


)'ln1(lim
)('
)('lim 10210100


==
−


−
=


−
=


++++ →→→→ xxxxxxx e
x


xe
x


e
x


xg
xf


 


 


con lo que podemos concluir que: 


 


0ln1lim
)(
)(lim 100


=
−


=
++ →→ xxx e


x
xg
xf


 


  


b) Al tratarse de una indeterminación del tipo 
0
0


 podemos intentar evaluar el límite 
)('
)('lim


0 xg
xf


x→
. Si éste 


existe (es finito), aplicando la Regla de L’Hôpital conoceremos el valor de 
)(
)(lim


0 xg
xf


x→
. Evaluando este 


último límite obtenemos: 
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( )[ ]
[ ]


( ) ( )( )
=


−⋅+⋅
=


⋅
=


→→→ x
xxxxx


x
xx


xg
xf


xxx cos
11sin1sin2lim


'sin
'1sinlim


)('
)('lim


22


0


2


00
 


 


 


( ) ( )
x


xxx
x cos


1sin1sin2lim
0


−⋅
=


→
 


 


cuya expresión final oscila en [-1,1] y por lo tanto no tiene límite. Es, pues, imposible aplicar la Regla 


de l’Hôpital para calcular el límite que nos ocupa.  


 


No obstante, podemos resolverlo utilizando infinitésimos equivalentes. Cuando 0→x  las funciones 


x  y xsin
 
son equivalentes (infinitésimos equivalentes). Esto permite efectuar el siguiente cálculo:  


 


( ) ( ) 01sinlim
sin


1sinlim
)(
)(lim


0


2


00
=⋅=


⋅
=


→→→
xx


x
xx


xg
xf


xxx
 


  


donde hemos aplicado en la última igualdad el hecho que el producto de una función que tiende a 


cero por una función que oscila entre dos cantidades finitas, en este caso 1−  y 1, tiende a cero. 


 


c) Del mismo modo que en b), veremos en este caso que la Regla de l’Hôpital tampoco sirve. Si 


evaluamos el límite 
)('
)('lim
xg
xf


x ∞→
 vemos que no existe. En efecto: 


  


( )


( ) x
x


dx
xxd


dx
xxd


xg
xf


xxx cos1
cos1lim


sin


sin


lim
)('
)('lim


+
−


=
+


−


=
∞→∞→∞→


 


 


donde la expresión final oscila. No obstante el límite puede resolverse fácilmente sacando factor 


común x  tanto en el numerador como en el denominador: 


 


( )
( ) 1


sin1
sin1lim


sin1
sin1lim


sin
sinlim


)(
)(lim =


+
−


=
+
−


=
+
−


=
∞→∞→∞→∞→ xx


xx
xxx
xxx


xx
xx


xg
xf


xxxx
 


 


d) Finalmente el último límite sí que se puede resolver utilizando la Regla de l’Hôpital. Evaluemos el 


límite 
)('
)('lim
xg
xf


x ∞→
: 
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( )


x
x


dx
dx
dx


xxd


xg
xf


xxx 2
1coslim


sin


lim
)('
)('lim


0200


−
=


−


=
→→→


 


 


Al ser el límite del cociente de las primeras derivadas indeterminado, se calcula el mismo límite para 


el cociente de derivadas segundas y así sucesivamente hasta que el límite dejase de ser 


indeterminado. Evaluaremos el límite del cociente de las segundas derivadas: 


 


0
2


sinlim
)(''
)(''lim


00
=


−
=


→→


x
xg
xf


xx
 


 


Entonces podemos afirmar que:  


 


( )
( ) 0


)(''
)(''lim


)('
)('limlim


000
===


→→→ xg
xf


xg
xf


xg
xf


xxx
 


   


Comprobemos los resultados con Mathcad:  


 


0x


1 ln x( )−


e


1


x


lim
+→


0→
0x


x2sin
1
x










sin x( )
lim
→


0→


∞x


sin x( ) x−


x2
lim
→


0→


∞x


x sin x( )−
x sin x( )+


lim
→


1→
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CONCLUSIONES    ___________________________________ 
 
 
Hemos visto la importancia del concepto de límite y su sentido intuitivo. El límite es el valor que la 
función debería tener o, de hecho, tiene en un punto a tenor de los valores de la función muy cerca de 
dicho punto. En una dimensión, la existencia de límite equivale a la existencia de dos límites llamados 
laterales y correspondientes a la aproximación hacia dicho punto mediante valores superiores e 
inferiores al pùnto considerado. 
 
Calcular un límite de una función en un punto se efectúa mediante reglas basadas en órdenes de 
magnitud de crecimiento, resolución de indeterminaciones, substitución por infinitésimos equivalentes 
o derivación (Regla de l’Hôpital). Con una amplia muestra de límites hemos ilustrado las diferentes 
técnicas para el cálculo de límites.  
 
Mathcad representa una ayuda inestimable para la comprobación de límites calculados analíticamente 
al mismo tiempo que un instrumento independiente para el cálculo simbólico y numérico de límites.  
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ENLACES     ___________________________________ 
 


 
[W1] http://www.satd.uma.es/a_valverde/aula-calculo/calculo.html 
 Excelente aula virtual con apuntes de límites de funciones (tema C5). 
 
[W2] http://www.ugr.es/~dpto_am/docencia/cie_mat_calculo/apuntes.html 
 En el Capítulo 1 se presentan —entre otros contenidos— los límites de funciones.  
 
[W3] http://www.dma.fi.upm.es/docencia/primerciclo/calculo/grupo15t/ 


Teoria, ejercicios, problemas y enunciados de exámenes de cálculo (también de límites de 
funciones). 
  
 


[W4] http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/apuntes/ 
Apuntes de series de límites y continuidad. 
 


[W5] http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/problemas/ 
 Problemas y ejercicios de límites. 
 
[W6]  http://planetmath.org/encyclopedia/Limit.html 


Página web de PlanetMath.org dedicada a límites de funciones (en inglés). Contiene una 
breve reflexión histórica sobre la formulación de la definición más común actualmente de 
límite. 


 
[W7]  http://planetmath.org/?op=getobj&from=objects&id=2950 


Página web de PlanetMath.org dedicada a límites laterales (en inglés).  
 


[W8] http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/calculo_1/default.htm 
Excelente resumen de cálculo (límites, derivación, integración, etc) con funciones. 
Contiene un módulo sobre el cálculo de límites indeterminados de funciones.  
 


[W10]  http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/deri_limi/default.htm 
 Apuntes de límites y derivación de funciones.  
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  Continuidad de una función real de variable real 


INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


La aplicación más importante del cálculo de límites es la determinación de la continuidad de una 
función en un punto. Saber calcular límites permite determinar si una función es continua en un 
punto, es decir si al trazar dicha curva vamos a tener que levantar el lápiz del papel, llegando en 
ocasiones a tender a desplazarlo hacia el infinito, o si el transcurrir del lápiz encima de la curva de 
la función va a ser continuado, sin interrupciones finitas o infinitas, es decir continuo.  
 
Además de saber averiguar si una función es continua en un punto, es conveniente ser capaz de 
determinar rápidamente en qué puntos de su dominio, la función presenta posibles 
discontinuidades. Estos puntos deben ser examinados individualmente persiguiendo la 
determinación del tipo de discontinuidad. Si la discontinuidad es evitable, podremos definir una 
nueva función que no poseerá esta discontinuidad y, por lo tanto, será continua en dicho entorno 
o en toda la recta real si éste fuera el único punto de posible discontinuidad. Por el contrario, si la 
discontinuidad implica un salto finito o infinito de la función o la imposibilidad de efectuar el cálculo 
del límite, entonces, se trata de una discontinuidad no evitable. Por consiguiente en dicho punto, 
la función no tendrá derivada, por ejemplo.   
 
La inestimable ayuda de Mathcad nos va a permitir comprobar la posición y tipo de 
discontinuidades que presenta una función a partir de su representación gráfica. 


 
 
 
OBJETIVOS DOCENTES ___  ___________________________________ 
 
• Introducir el concepto de continuidad a partir del cálculo de los límites laterales y del cálculo del 


valor de la función en dicho punto.  
 
• Compaginar el estudio analítico de la continuidad de una función en un punto y en todo su 


dominio con la comprobación de dichos resultados mediante la representación gráfica con el 
Mathcad.  


 
• Adquirir destreza en averiguar las posibles discontinuidades a partir de la expresión analítica de la 


función y de su representación gráfica con Mathcad.  
 
 
 
CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Puesto que la continuidad de una función real de variable real es una propiedad que emana del 
concepto y cálculo de límites de funciones reales, es imprescindible —previamente a la lectura de 
este Mathblock— el haber realizado un estudio detallado de los siguientes temas: 
 
• Funciones reales de variable real.  
• Límites de funciones.  
 
Asimismo también es muy aconsejable que se tenga un conocimiento mínimo del programa Mathcad, 
que incluya como calcular límites de funciones. 
 
Por lo tanto, recomendamos que trabajéis los Mathblocks: “Uso básico del Mathcad en Análisis (I): 
cálculo simbólico y analítico”, “Funciones de una variable” y “Límites de funciones”, antes de empezar 
con éste. Después de haber trabajado este Mathblock podéis abordar el de “Derivación“.   
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


• Continuidad de una función en un punto 
 


Decimos que una función es continua en un punto  cuando en dicho punto podemos asegurar 
que: 


0x


 
1. la función está definida en , es decir,  existe 0x )( 0xf


 
2. los límites laterales  y  existen (se pueden calcular y son finitos!) 


y son iguales, lo que equivale a afirmar que existe el límite de la función en dicho punto:  
 . 


)(lim
0


xf
xx +→


lim)
0


fx
xx −→


=


)(lim
0


xf
xx −→


)((lim)(lim
00


xfxf
xxxx +→→


=


 
coincide el límite de la función en el punto con su valor en dicho punto, es  decir: 


 
 . )()(lim 0


0


xfxf
xx


=
→


 
 


• Discontinuidades: Clasificación 
 


Existe una discontinuidad en  cuando alguno de los tres puntos anteriores no se satisface.  0xx =
 
Clasificamos las discontinuidades en dos grandes grupos, a saber: evitables y no evitables.  
 
 
Discontinuidad evitable en un punto y extensión continua de la función en dicho punto 
 
En las discontinuidades evitables, el límite  existe (es decir,  y  son 


números reales –finitos– y coinciden), pero  no existe en ℜ (alguno de sus limites laterales en 


 tiende a infinito o no se puede calcular). También hablamos de discontinuidad evitable cuando 


 existe en ℜ pero su valor difiere del límite. La discontinuidad es evitable porque basta con 
redefinir la función asignando a la función en dicho punto, el valor del límite:  


)(lim
0


xf
xx→


)( 0xf


)(lim
0


xf
xx +→


)(lim
0


xf
xx −→


0x
(f )0x


 










=
→


)(lim
)(


)(
0


xf
xf


xf
xx


E  cuando       y   ,    respectivamente. 0xx ≠ 0xx =


 
 
Discontinuidad evitable en un punto y extensión continua de la función en dicho punto 
 
Las discontinuidades no evitables aparecen cuando es imposible obtener el límite de la función en 
el punto. Esto sucede o bien porque los límites laterales, a pesar de ser ambos finitos no coinciden 
(discontinuidad no evitable de primera especie o de salto finito1) o porque uno de los dos límites 
laterales, o ambos límites, divergen (son infinitos) (discontinuidad no evitable de segunda especie, 


                                                      
1 A menudo nos referimos a este tipo de discontinuidades como discontinuidades de salto. 
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de salto infinito2) o porque no se pueden calcular (discontinuidad no evitable de segunda especie 
cuyo límite no se puede calcular).  


 
 


• Continuidad de una función en todo su dominio 
 


Una función es continua en todo su dominio cuando lo es en cada punto del dominio. Para ilustrar lo 
que acabamos de decir, analizamos la continuidad de una función racional en todo ℜ. Una función 
polinómica racional es continua en todos los puntos de la recta real excepto en aquellos en los que su 
denominador se anula. Si el denominador se anula y el numerador no lo hace en un punto , la 


función presenta en  una discontinuidad no evitable de segunda especie de tipo asintótico. Se 


dice también que la recta vertical de ecuación  es una asíntota vertical para la función. No 


obstante, si el numerador también se anula en , habrá que simplificar los factores (  y 
redefinir la función. Entonces si obtenemos un denominador que no se anula, decimos que la 
discontinuidad es evitable. 


0x


)0x


0x


0xx =


0xx = x −


 
 


• Determinación de puntos de discontinuidad 
 
La búsqueda práctica de puntos de discontinuidad, para una función cuya gráfica desconocemos, 
consiste —en primer lugar— en determinar si existen puntos de la recta real donde ocurren, entre 
otras, las siguientes situaciones:  
 


a. La función no está definida 
 
b. La función está definida de forma diferente para valores superiores e inferiores al 


punto 
 
c. La función diverge al anularse su denominador 
 
d. La función no puede calcularse al convertirse en negativo el argumento de una raíz 


de índice par 
 
e. La función diverge al anularse el argumento de un logaritmo 
 
f. La función no puede calcularse por tender a infinito el argumento de una función 


trigonométrica  
 
 


En cada punto susceptible de presentar una discontinuidad de la función, procederemos a evaluarla, 
calcular sus límites laterales en aquel punto y averiguar el tipo de discontinuidad si la hubiese a partir 
de las definiciones dadas anteriormente. 
 
 
Mathcad nos proporciona una inestimable ayuda para comprobar las discontinuidades y, por supuesto 
también, para encontrarlas con solamente representar la función.  
 
 
CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 
• Ejemplos de los distintos tipos de discontinuidades utilizando Mathcad para el 


cálculo de los límites 
                                                      


2 También nos llamamos este tipo de discontinuidades de salto infinito discontinuidades con asíntota 
vertical. 
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Discontinuidad evitable y extensión continua de la función 
 


Estudiemos la discontinuidad que presenta la función 
2


162


−
−


=
x
xy  en . 4=x


 
¿Cuánto vale la función en ? 4=x
 
No está definida en dicho punto puesto que ambos, el numerador y el denominador, se anulan.  
 
 
¿Cuánto valen los límites laterales para ? 4→x
 


Con la ayuda de Mathcad calculamos:  
 
 
el límite lateral por la izquierda:  
 
 
 
 
el límite laterial por la derecha: 
 
 
 
y al ser iguales, el límite existe y tiene el 
valor de los dos límites laterales:  
 


4x


x2 16−


x 2−
lim


−→
32→


4x


x2 16−


x 2−
lim


+→
32→


4x


x2 16−


x 2−
lim
→


32→


 


 
 
Esta función presenta una discontinuidad evitable en . Por lo tanto, podemos definir una nueva 
función, extensión continua de la primera o función extendida, de la siguiente manera: 


4=x


 
  













−
−


=
32


2
16


)(


2


x
x


xfE  cuando       y   ,    respectivamente. 4≠x 4=x


 
 
 
Discontinuidad no evitable de primera especie (o de salto finito) 
 


Estudiemos la discontinuidad que presenta la función 
x
xy =  en . 0=x


¿Cuánto vale la función en ? 0=x
 
No está definida en dicho punto puesto que ambos, el numerador y el denominador, se anulan.  
 
 
¿Cuánto valen los límites laterales para ? 0→x
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Con la ayuda de Mathcad calculamos:  
 
 
el límite lateral por la izquierda:  
 
 
 
 
el límite laterial por la derecha: 
 
 
 
y al no coincidir, el límite no existe como 
Mathcad afirma: 
 


0x


x
x


lim
−→


1−→


0x


x
x


lim
+→


1→


0x


x
x


lim
→


undefined→


 


 
 
Esta función presenta una discontinuidad no evitable en . 0=x
 
 
Discontinuidad no evitable de segunda especie de salto infinito 
 


Estudiemos la discontinuidad que presenta la función 
1
1


−
+


=
x
xy  en . 1=x


¿Cuánto vale la función en ? 1=x
 
No está definida en dicho punto puesto que ambos, el denominador, se anulan.  
 
 
¿Cuánto valen los límites laterales para ? 1→x
 
 


Ambos límites divergen como vemos con 
Mathcad:  
 
 
el límite lateral por la izquierda:  
 
 
 
 
el límite laterial por la derecha: 
 
 
 
y al no existir los límites laterales (no tienden 
a ningún número real sino que divergen) el 
límite tampoco existe: 
 


1x


x 1+


x 1−
lim


−→
∞−→


1x


x 1+


x 1−
lim


+→
∞→


1x


x 1+


x 1−
lim
→


undefined→


 


 
 
Estamos, pues ante una discontinuidad no-evitable de segunda especie de salto infinito o asintótica 
 


Proyecto e-Math          6 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 







  Continuidad de una función real de variable real 


Discontinuidad no evitable de segunda especie con límite no calculable 
 


Estudiemos la discontinuidad que presenta la función 
















⋅=
xx


y 1sin1tanh  en . 0=x


¿Cuánto vale la función en ? 0=x
 
No está definida en dicho punto puesto que dos denominadores de dicha expresión se anulan.  
 
 
¿Cuánto valen los límites laterales para ? 0→x
 
 


Ambos límites no se pueden calcular como 
vemos con Mathcad:  
 
el límite lateral por la izquierda:  
 
el límite laterial por la derecha: 
 
y al no existir los límites laterales (no tienden 
a ningún número real ni divergen, sino 
oscilan) el límite tampoco existe: 
 
 
Representemos con Mathcad el 
comportamiento en el entorno de , de 
esta función: 


0=x


 
 
Estamos pues tratando con una 
discontinuidad no evitable de segunda 
especie sin limite calculable y que tampoco 
diverge. 


0x
tanh


1
x


sin
1
x










⋅







lim
−→


undefined→


0x
tanh


1
x


sin
1
x










⋅







lim
+→


undefined→


0x
tanh


1
x


sin
1
x










⋅







lim
→


undefined→


2 0 2
2


0


2


tanh
1


x
sin


1


x








⋅







x  


 
• Determinación de los puntos donde una función presenta discontinuidades 


desconociendo su gráfica. Comprobación gráfica del resultado con Mathcad 
 
 


Estudiemos si las siguientes funciones presentan alguna discontinuidad: 
 
 


a) 
2


1
xey


−
=   b) 


x
x


sin
y =   c) 


xx
x


42


2


−
y =    


 


d) )2cos( 3x
xy −


=   e) 








+ −


0
1


1


1
1
xe=y   si   y ,  respectivamente. 1≠x 1=x
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a) 
 
La función no se puede calcular 
en un sólo punto, para , 
porque dividimos por cero. 
Dado que los límites laterales en 
dicho punto existen y son 
iguales a , el límite en  
existe y la función presenta una 
discontinuidad evitable. 


0=x


0=x0


 
 
La simple inspección de la 
gráfica de la función nos indica 
claramente que o bien la función 
es continua o la o las 
discontinuidades que presenta 
con todas evitables.  
 
 
En particular, en el punto cero, 
vemos que la función no 
presenta ninguna discontinuidad 
no evitable. 


10 0 10


0


2


e


1−


x2


x


5 0 5


0


2


e


1−


x2


x


 
 
 
 


b) 
 
La función no está definida en 


 ya que tanto el 
numerador como el 
denominador se anulan. No 
obstante los límites laterales 
existen y valen ambos 1. 
También en este caso se puede 
redefinir la función suprimiendo 
la discontinuidad evitable.  


0=x


 
 
La simple inspección de la 
gráfica de la función nos indica 
claramente que la función 
presenta una discontinuidad 
evitable en x=0.  
 
 


5 0 5
0


2.5


5


x


sin x( )


x


3 0 3


0


2


x


sin x( )


x
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c)  
 
La función no se puede calcular 
en dos puntos, para  y 
para . En el primer punto, 
dividimos  entre  y, en el 
segundo,  se anula el 
denominador mientras el 
numerador es finito. En   
tenemos una discontinuidad 
evitable mientras que en  
es no evitable. 


0=x


=x


=x


4=x
0 0


0


4


 
La simple inspección de la 
gráfica de la función nos indica 
claramente que la función 
presenta una discontinuidad de 
segunda especie de salto infinito 
en . Mientras que en 


 la función puede ser 
extendida para garantizar su 
continuidad.  


4=x
0=x


 


10 0 10


0


10


x2


x2 4x−


4


x


2 0 2


0


2


x2


x2 4x−


x


 


 
 
 


d) 
 
La función no está definida en 


 ya que el numerador de 
la expresión de la cual debemos 
calcular el coseno, diverge. 
Dado que el coseno es una 
función periódica, oscilará 
continuamente sin cesar cuando 


. El límite, pues, no 
existe. 


0=x


0→x


 
 
La simple inspección de la 
gráfica de la función nos indica 
claramente que la función 
presenta una discontinuidad no 
evitable de segunda especie con 
imposibilidad de calcular el 
límite en x=0.  
 
 


5 0 5
1.25


0


1.25


cos
x 2−


x3










x


0.75 0 0.75
1.25


0


1.25


cos
x 2−


x3










x
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e) La función está definida de forma particular en . En el resto de puntos, la función no presenta 
ninguna posible discontinuidad puesto que la exponencial nunca puede ser negativa.  


1=x


 
Por lo tanto, estudiaremos sólo la continuidad en , que produciría una división por cero en la 
expresión válida para el resto de puntos. A pesar de que ambos límites laterales en  son finitos, 
éstos no son iguales; por la derecha, el límite es igual a 1 mientras que por la izquierda vale . Por 
consiguiente, el límite de la función en  no existe y la función presenta una discontinuidad no 
evitable de salto finito en dicho punto. 


1=x
1=x


0
1=x


 
 


e)  
 
. 
 
 
La simple inspección de la 
gráfica de la función nos indica 
claramente que la función 
presenta una discontinuidad no 
evitable de primera especie de 
salto finito en .  1=x
 
 


f x( ) if x 1 0,
1


1 e


1


1 x−
+


,









:=


5 0 5
0.25


0


0.25


0.5


0.75


1


1.25


f x( )


x


 


 
 
 
CONCLUSIONES    ___________________________________ 
 
Conocer si una función es continua en un punto y en todo su dominio, se reduce a saber evaluar esta 
función en todo punto y ser capaz de obtener sus límites laterales en cualquier punto. La continuidad es 
una propiedad fundamental puesto que la derivabilidad de una función en un punto depende, entre 
otras cosas, de si es continua en dicho punto. Cuando una función es continua es susceptible de ser 
utilizada o “encontrada” en el análisis de magnitudes regulares y finitas.  
 
Hemos visto como Mathcad nos puede resultar de gran utilidad para determinar dónde están y de qué 
tipo son las discontinuidades de una función. De hecho la continuidad de una función en un punto 
puede entenderse como la suavidad con la que avanzamos cuando trazamos la curva de la función. 
En efecto, la representación gráfica de la función contiene información suficiente para comprobar 
límites laterales y, por lo tanto, el carácter de la supuesta discontinuidad.  
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ENLACES     ___________________________________ 
 


 
[W1] http://www.satd.uma.es/a_valverde/aula-calculo/calculo.html 


Excelente aula virtual con apuntes muy completos de campos escalares. Incluye un tema (C5) 
con abundante información sobre continuidad en una dimensión. 


 
[W2] http://www.ugr.es/~dpto_am/docencia/cie_mat_calculo/apuntes.html 


En el Capítulo 1 se trata de la continuidad de una función en un punto. 
 
[W3] http://www.dma.fi.upm.es/docencia/primerciclo/calculo/grupo15t 
 Apuntes, ejercicios, problemas y exámenes de cálculo (también de continuidad). 
 
[W4] http://math.uprm.edu/~josediaz/Continuidad.pdf 


Ejercicios sobre continuidad. 
 


[W5] http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/apuntes/ 
Apuntes de continuidad. 
 


[W6] http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/problemas/ 
 Problemas y ejercicios de continuidad. 
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http://www.dma.fi.upm.es/docencia/primerciclo/calculo/grupo15t

http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/apuntes/

http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/problemas/
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[W7]  http://planetmath.org/encyclopedia/Continuous.html 


Página web de PlanetMath.org dedicada a la continuidad de una función en un punto. En 
inglés.  


 
[W8]  http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/funciones_continuas/default.htm 
 Apuntes de cálculo de funciones continuas.  
 
[W9] http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/calculo_1/default.htm 
 Excelente resumen de cálculo que engloba también continuidad.  
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http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/deri_limi/default.htm

http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/calculo_1/default.htm
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INTRODUCCIÓN A MAPLE 
 


Autores: María Teresa Pérez Rodríguez (terper@wmatem.eis.uva.es),  Oscar Arratia García 


(oscarr@wmatem.eis.uva.es).  


MAPA CONCEPTUAL____                                                                          ________ 
 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
En los últimos años los ordenadores han incrementado de forma drástica su capacidad para resolver 
grandes problemas procedentes de los más diversos campos de la Ciencia debido, de un lado al 
portentoso avance que ha sufrido el hardware (ordenadores más potentes y rápidos) y de otro al 
reciente desarrollo de software con un elevado nivel de sofisticación. Como parte de este software 
están los sistemas de Cálculo Científico que permiten llevar a cabo no sólo cálculos numéricos 
complicados sino manipulaciones analíticas y tratamientos gráficos de los problemas. 
 
Son múltiples los sistemas de este tipo, mencionaremos algunos como DERIVE, REDUCE, 
MACSIMA, Mathematica, Maple. MuPAD o AXIOM, que están entre  los de propósito general. 
Citamos también otros, más dirigidos al cálculo numérico, como Mathcad o Matlab que han 
incorporado el núcleo algebraico de Maple para manipulaciones analíticas.    
 
Debido a la gran utilidad y aplicabilidad de estos programas es una ventaja el contar con 
conocimientos sobre el manejo de alguno o varios de ellos. Por esto,  en este bloque pretendemos 
dar las nociones básicas que permitan comenzar a manejar el manipulador simbólico Maple  y que 


MAPLE 
¿qué es Maple? 


La hoja de 
trabajo La ayuda  


en línea 


Matemáticas 
con Maple PROGRAMACIÓN GRÁFICOS 


Los paquetes de 
Maple 



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2







  Introducción a Maple 


Proyecto e-Math          2 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


dejen al lector en situación de explorar por si mismo otras opciones diferentes de las que aquí se 
presentan.  
 
Sería imposible una descripción detallada del sistema, por lo que nos restringimos a mostrar la amplia 
gama de posibilidades que ofrece realizando una pequeña introducción para aquellas que juzgamos 
más relevantes. La aplicación del manipulador a los distintos campos de las Matemáticas se deja 
para los bloques específicos en los que se presentan problemas resueltos con Maple y se describen 
en detalle los comandos  relacionados. 
 
El sistema Maple es esencialmente un sistema interactivo. Por ello es muy interesante que el lector 
tenga acceso al propio programa de modo que pueda experimentar inmediatamente todo lo que se 
comente en las secciones siguientes. Desde la dirección http://www.maplesoft.com/trial.shtml se 
puede descargar una copia gratuita con la que explorar las posibilidades del manipulador. En lo que 
sigue, la versión 8 de Maple será la base sobre la que se explique el comportamiento del sistema. 
 
 
OBJETIVOS       ________________________ 
 
• Entender lo que es el sistema Maple 
• Adquirir las nociones básicas del trabajo con Maple.  
• Manejar la ayuda y  la interfaz del programa. 
• Formarse una idea global de las múltiples capacidades de este manipulador. 
 


 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Es recomendable estar familiarizado con entornos gráficos de ordenadores. También es necesario el 
conocimiento de las Matemáticas a nivel elemental y en particular es aconsejable conocer cómo se 
representan los números reales en coma flotante. 
 


 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


�� ¿Qué es Maple?  
 


Maple es un sistema de cálculo simbólico o algebraico. Ambas expresiones hacen referencia a la 
habilidad que posee  Maple para trabajar con la información de la misma manera que lo haríamos 
nosotros cuando llevamos a cabo cálculos matemáticos analíticos. Mientras que los programas 
matemáticos tradicionales requieren valores numéricos para todas las variables, Maple mantiene y 
manipula los símbolos y las expresiones. Estas capacidades simbólicas permiten obtener soluciones 
analíticas exactas de los problemas matemáticos: por ejemplo se pueden calcular límites, derivadas e 
integrales de funciones, resolver sistemas de ecuaciones de forma exacta, encontrar soluciones de 
ecuaciones diferenciales, etc. Como complemento a las operaciones simbólicas  existe un amplio 
conjunto de rutinas gráficas que permiten visualizar información matemática compleja, algoritmos 
numéricos que dan soluciones en precisión arbitraria de problemas cuya solución exacta no es 
calculable y un lenguaje de programación completo y comprensible que permite al usuario crear sus 
propias funciones y aplicaciones.  


 
Internamente Maple se estructura en tres partes. En primer lugar está el núcleo, formado por rutinas 
escritas y compiladas en lenguaje C, donde se realizan la mayor parte de los cálculos básicos hechos 
por el sistema. La segunda parte es un conjunto de librerías, donde se encuentra la mayoría de los 
comandos de Maple, y que están escritas en su propio lenguaje de programación (interpretado no 
compilado), lenguaje que  permite al usuario crear sus propios comandos y añadirlos a la librería 
estándar (es por tanto un sistema extensible). Y finalmente la interfaz del programa a través de la cual 
es posible comunicarse con el sistema. 
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Esta interfaz de Maple tiene un  aspecto  muy similar a la de otros programas usados en sistemas 
operativos con entorno gráfico y permite el acceso a todas las funciones y capacidades del 
manipulador. Básicamente lo que aparece al invocar el programa Maple (haciendo doble clic en su 
icono, por ejemplo) es una ventana más o menos convencional en la que se encuentra integrado lo 
que en inglés se denomina “worksheet” y que nosotros traduciremos como “hoja de trabajo”. La 
flexibilidad de la hoja de trabajo permite tanto la investigación en ideas matemáticas como la creación 
de artículos técnicos sofisticados. De esta manera Maple presenta grandes posibilidades de 
aplicación y uso tanto en la investigación  como en el trabajo profesional y por supuesto en la 
enseñanza de las Matemáticas. 
 
En la sección siguiente describimos con más detalle la interfaz y la hoja de trabajo de Maple. 
 
 


�� La hoja de trabajo de Maple  
 


La interfaz gráfica de Maple permite realizar todas las operaciones de edición que cabría esperar de 
cualquier software moderno. Así, una vez que se invoca el programa, aparece la ventana siguiente. 


 


              
 
 


En su parte superior está la barra de Menú, con menús tales como File (Archivo) o Edit (Edición), 
muy parecidos a los de cualquier otra aplicación con entorno gráfico (en la figura siguiente vemos 
desplegado el menú Insert (Insertar)). Inmediatamente debajo tenemos la barra de herramientas, que 
contiene botones para  tareas comunes de edición y otras específicas de Maple algunas de las cuales 
comentaremos más adelante. Finalmente, debajo de la barra de herramientas, aparece la llamada 
barra de contexto que contiene controles específicos de la tarea que se está realizando en cada 
momento.   


 







  Introducción a Maple 


Proyecto e-Math          4 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


 
 
Debajo de estas tres barras hay un área en blanco en la que se desplegará la hoja de trabajo: es la 
región donde el usuario va a introducir comandos de Maple, texto, etc . Por último, en la parte inferior 
de la pantalla se encuentra la barra de estado.  
 
La hoja de trabajo, componente especial de la interfaz de Maple, es un entorno integrado en el que, 
interactivamente, se resuelven problemas y se documenta el trabajo. Contiene no solamente texto 
sino también comandos matemáticos vivos que generan resultados automáticamente. La resolución 
de problemas interactivamente se reduce a ejecutar los comandos adecuados de Maple y recibir sus 
respuestas. En la hoja de trabajo, el cambio de la secuencia de comandos y su re-ejecución es muy 
sencilla. También permite controlar la forma en que se dan los comandos y sus salidas. Finalmente el 
contenido de la hoja de trabajo se puede guardar en un archivo con extensión mws o exportar en 
distintos formatos. Las opciones para llevar a cabo estas acciones se encuentran en el menú File. 


    


  
 


Como  se observa en la imagen, en la parte superior de la hoja de trabajo en blanco aparece un  
símbolo con el siguiente aspecto [> . Este símbolo es el prompt de comandos e indica que lo que 
espera el editor es una instrucción del sistema Maple: cualquier cosa que se escriba a continuación 
aparecerá en rojo, color reservado a los comandos, mientras que el  texto utiliza el color negro. Las 
instrucciones de Maple han de finalizar con ; (característica esta común con el lenguaje de 
programación C) o con :. La diferencia entre ambas opciones es que la primera genera una salida en 
la pantalla (en azul) mientras que la segunda evita que ésta aparezca aunque, por supuesto, en 
ambos casos el comando se ejecuta cuando se pulsa la tecla de retorno de carro.  


 
 


Este es el icono que se asigna a un fichero generado con Maple a 
partir  de una hoja de trabajo.  
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La hoja de trabajo de la imagen superior muestra una sección titulada Algunas operaciones 
elementales (creada con la opción Section del menú Insert). La sección se puede plegar pinchando 
en el cuadrado a la izquierda del título, desplegándose después de la misma forma. Los tres primeros 
comandos pretenden conseguir la suma de dos números enteros: 2+2. Observemos las salidas que 
generan: en el primer caso como el comando termina en ; aparece la suma 4 en azul, el segundo no 
tiene salida pues finaliza con : , en el tercer comando la salida es un aviso indicando que falta el 
símbolo de final de instrucción. En la cuarta línea  simplemente se escribe un polinomio. Nótese hasta 
aquí que suma, resta, producto y exponenciación se designan por +, -,* y ^ ; para completar los 
operadores aritméticos diremos que la división se designa por / y que, alternativamente, la 
exponenciación también admite la representación ** .  En la quinta línea tenemos la función coseno 
evaluada en � cuyo resultado, –1, aparece al ejecutar el comando.  Finalmente el comando factor 
factoriza la expresión que aparece entre paréntesis. 
 
Existe la posibilidad, como ya hemos indicado antes, de escribir texto en la hoja de trabajo. El texto 
aparece en negro y para cambiar de modo comando a modo texto y viceversa se pueden utilizar los 


botones   de la barra de herramientas. El segundo botón, con una T, cambia de modo 
comando a modo texto mientras que el tercero botón, con [>, hace aparecer un prompt en el 
momento que se pincha. Por último, el primer botón, con una �,  permite  introducir fórmulas 
matemáticas dentro de texto con un formato similar al que tienen en las salidas de los comandos. En 
el menú Insert se encuentran estas mismas acciones junto con otras posibilidades de edición que 
permiten estructurar la hoja de trabajo mediante secciones y subsecciones o crear hipervínculos a 
otra hoja de trabajo o a una página de ayuda. 
 
Si el usuario está familiarizado con programas cuya interfaz esté desarrollada en un entorno gráfico 
no tendrá ningún problema en lograr un ágil manejo de la hoja de trabajo de Maple, puesto que la 
mayoría de las acciones de edición son estándar y aquellas especificas del manipulador son bastante 
intuitivas.    
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�� La ayuda de  Maple 
 
Maple posee un completo manual de referencia que se puede consultar “on-line”. El sistema de ayuda 
permite explorar los comandos de Maple, así como las características del sistema, por nombre o 
materia. Además puede localizar páginas de ayuda que contengan una palabra o frase determinada. 
Las páginas de ayuda relacionadas están unidas mediante hipervínculos, lo que permite investigar 
cualquier tópico de forma sencilla.  A continuación damos una breve introducción al uso de la ayuda 
de Maple.   
  
Si se conoce el nombre de un comando determinado, es posible pedir ayuda sobre el mismo desde la 
línea de comandos  utilizando el símbolo ? seguido del nombre. Así la ejecución de la instrucción 
[> ?factor  
despliega la hoja de ayuda que mostramos en la figura  
 


 
 
Como se observa en la imagen es posible navegar por el manual de ayuda de forma sencilla 
seleccionando el tópico que se desee en la zona que aparece debajo de la barra de estado en la que 
se selecciona pinchando, primero el capítulo (zona de más a la izquierda), después la sección del 
capítulo, luego las subsecciones y finalmente el comando deseado.  
 
La consulta del manual de referencia se puede realizar también  desde el menú desplegable de Help 
en el que aparecen varias opciones, algunas de las cuales comentamos a continuación.  
 
Si se desea ayuda sobre una palabra escrita en la hoja de trabajo, basta situar el cursor sobre dicha  
palabra  y seleccionar en el menú Help la opción Help on word (donde word es la palabra sobre la 
que se encuentra el cursor).  
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La opción New User’s Tour accede a un conjunto de páginas de ayuda a través de las cuales se 
presentan los comandos fundamentales que todo usuario debe conocer así como una breve 
introducción a la hoja de trabajo y a la ayuda en línea.  
 
Using Help remite a una página en la que aparece información sobre el uso de la ayuda. 
 
Topic Search permite encontrar los tópicos que comiencen de la manera especificada (véase la 
figura siguiente). De esta forma se puede investigar si existe un comando que lleve a cabo ciertas 
acciones y cuyo nombre esperamos que esté relacionado con su acción.  
 


 
 
Full Topic Search permite encontrar las páginas de ayuda en las que aparecen la palabra o palabras 
especificadas.  
 







  Introducción a Maple 


Proyecto e-Math          8 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


  
 
Finalmente comentaremos que la opción History permite revisitar cualquiera de las páginas de ayuda 
que se hayan invocado durante la sesión  de Maple. 
 


�� Matemáticas con  Maple 
 
Los cálculos más básicos que se pueden realizar con Maple son numéricos. Maple opera como una 
calculadora convencional con enteros y números en coma flotante. Además es capaz de realizar 
cálculos exactos con números racionales: el resultado de la operación 2+1/2 es 5/2 que para Maple 
es un objeto totalmente diferente del número en coma flotante 2.5. 
 
Sin embargo, Maple no sólo trabaja con números racionales sino también con expresiones, variables, 
conjuntos, listas, sucesiones, polinomios, matrices y muchos otros objetos matemáticos. Además es 
un lenguaje de programación completo que contiene procedimientos, tablas y otras estructuras. 
 
Los cálculos se llevan a cabo utilizando los llamados operadores aritméticos ya mencionados con 
anterioridad, que son +, -, *, / ,^ (**). Su orden de prioridad es justamente inverso al que hemos 
usado para enumerarlos. De esta forma una exponenciación será siempre la primera operación que 
se realice seguida de los productos y las divisiones (ambas con la misma prioridad) y finalmente las 
sumas y restas indistintamente. La prioridad se cambia por medio de paréntesis de igual forma que 
en los cálculos a mano. 
 
En la siguiente imagen vemos algunos ejemplos.  En la cuarta línea de comandos ilustramos las dos 
posibles representaciones del operador exponencial. En las líneas quinta y sexta se constata cómo 
los paréntesis alteran la prioridad de los operadores aritméticos, lo que conduce a resultados 
diferentes. Nótese que el resultado que obtiene Maple es, en ambos casos, el que obtendríamos 
nosotros si realizásemos estos mismos cálculos con lápiz y papel.   
 
Los números 1, 2, 1/ 2 son, para Maple, números en aritmética exacta mientras que si los escribimos 
como 1., 2., 1./ 2. pasan a ser números en coma flotante. Obsérvese la diferencia que existe entre la 
salida que proporciona el comando 28/3 y la que proporciona el comando 28./3. en la penúltima 
instrucción: en el primer caso Maple trabaja en aritmética exacta y como 28 no es divisible entre 3 se 
queda con el número racional 28/3, mientras que en el segundo trabaja con aritmética de punto 
flotante (con 10 dígitos significativos y redondeo) dando una aproximación al resultado de la división, 
como haría una calculadora.   
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En la séptima línea de comandos vemos cómo se representan de forma simbólica algunos números  
irracionales: Pi es el número �, sqrt(2) es la raíz cuadrada de dos y exp(1) es el número e base del 
logaritmo neperiano. Esta representación simbólica permite cálculos exactos con estos números.  
 
La última línea muestra cómo actúa el comando evalf : da la expresión en coma flotante de su primer 
argumento, el segundo argumento indica el número de dígitos significativos que se usa en la 
representación. Nótese que el segundo argumento es opcional, si no aparece se usan 10 cifras . 
 
FUNCIONES MATEMÁTICAS 
Maple conoce todas las funciones matemáticas estándar. Damos una pequeña lista de las más 
básicas: 


• Funciones trigonométricas: sin, cos, tan,... 
• Funciones hiperbólicas:  sinh, cosh, tanh, ... 
• Función exponencial: exp  y logaritmos:  ln (neperiano), log[10] (base 10). 
• Función raíz cuadrada: sqrt . 
• Redondeo al entero más próximo: round, truncación a la parte entera: trunc, parte 


fraccionaria: frac.      
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MANIPULACIÓN DE EXPRESIONES. VARIABLES Y SU ASIGNACIÓN. 
En la imagen siguiente se pueden ver algunos cálculos simbólicos con expresiones y varios 
comandos que permiten su manipulación.  
 


 
 


La instrucción expand desarrolla la expresión que va entre paréntesis, factor la factoriza, y 
simplify la simplifica. El comando normal pone el mismo denominador a las fracciones que 
aparezcan en la expresión entre paréntesis y elimina factores comunes del numerador y 
denominador. Como se observa en el ejemplo sirve también para simplificar la expresión racional 
obteniendo el mismo resultado que simplify. 
 
Maple puede trabajar con variables.  Los nombres de variables se forman con letras, números y el 
signo underscore y han de ser distintos de las palabras reservadas del sistema. A las variables se les 
puede asignar valores. Las asignaciones en Maple se hacen con el símbolo := ( mientras que = es el 
operador relacional de igualdad). 
 
En la imagen siguiente: 


1. Asignamos el valor  � a la variable que hemos llamado expr1; comprobamos que esta 
asignación se ha realizado invocando el nombre de la variable: la salida es la deseada 
(instrucciones 1 y 2). 


2. Sin embargo en la tercera línea hemos usado el operador = para llevar a cabo la asignación 
de la expresión )1)(1( 2yy −+  a la variable expr2. La asignación, lógicamente, ha fallado lo 
que constatamos invocando la variable en la siguiente línea. A continuación realizamos, 
ahora sí, la asignación. 


3. Finalmente intentamos utilizar como nombre de variable la palabra log que es una palabra 
clave del sistema: se usa para nombrar la función logarítmica. Como vemos Maple devuelve 
una línea de error en la que se nos advierte de tal eventualidad evitando redefinir el 
significado de la expresión log. Este comportamiento es de agradecer puesto que es 
prácticamente imposible conocer todas las palabras reservadas. 
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Nótese que para formar expresiones se utilizan variables: en las expresiones de los ejemplos y es 
una variable no asignada, ya que si previamente a su aparición en la expresión se le hubiese 
asignado un valor Maple sustituiría y por ese valor en todos los lugares en los que apareciera. De 
esta forma si ese valor fuese numérico, al ejecutar la expresión, obtendríamos el resultado de las 
operaciones que aparecen en ella. Este es el caso en la hoja de trabajo siguiente. 
 


 
 
Para desasignar variables se utiliza el comando unassign(‘var’) donde var es la variable que se 
quiere vaciar. Durante una sesión de trabajo Maple guarda en memoria todas las asignaciones 
realizadas hasta que ésta se cierra. Por ello en algunos momentos puede resultar conveniente vaciar 
la memoria: el comando restart realiza esta acción. Es aconsejable iniciar la hoja de trabajo con este 
comando. 
 
OTROS OBJETOS MANIPULABLES 
Maple, además de números, variables y expresiones, puede manipular estructuras más complejas. 
Entre ellas tenemos las sucesiones de expresiones que se crean usando la coma: por ejemplo el 
comando  
[> 1, 2+x, 3*x^2, 5;  


crea una sucesión con cuatro elementos que son las expresiones 5,3,2,1 2xx+ . También se 


pueden crear sucesiones utilizando el operador de repetición $ (x$3 genera la sucesión x,x,x) o 
llamando al comando seq: por ejemplo seq(f(i), i=1..3) generará la sucesión f(1), f(2), f(3), donde 
f(i) es una expresión donde aparece la variable i (que no ha sido asignada previamente). 
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En la imagen vemos dos comandos que generan la sucesión de los cuadrados de los 10 primeros 
números naturales. 


Otra estructura compleja es la lista. Básicamente una lista es una sucesión de expresiones encerrada 
entre corchetes. Similar a la lista es la estructura de conjunto: sucesión encerrada entre llaves. La 
diferencia fundamental entre ellas es que en la lista importa el orden: así las listas [1,1,,2,2] y [1,2,1,2] 
son distintas mientras que los conjuntos {1,1,2,2} y {1,2,1,2} son iguales al conjunto {1,2}. Es posible 
acceder a los elementos de las sucesiones, las listas o los conjuntos de forma sencilla como vemos 
en la pantalla siguiente. 


 
 
Como extensión de la estructura  de lista encontramos el array, que básicamente es una lista a cuyos 
elementos se les han asignado índices. Precisamente los arrays son las estructuras que se usan para 
definir vectores y matrices.  
 
 
CÁLCULO DE SOLUCIONES 
El comando solve tiene como propósito resolver de forma exacta ecuaciones o sistemas de 
ecuaciones. Tiene dos argumentos: en el primero se escriben, entre llaves, las ecuaciones a resolver 
separadas por comas y en el segundo, también entre llaves, las incógnitas.  
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Como se observa en las salidas que aparecen en la imagen, Maple da cada solución de la ecuación o 
del sistema de ecuaciones como un conjunto, es decir, entre llaves. Además, si no se especifican las 
incógnitas respecto a las que se quiere resolver Maple resuelve para todas; éste es el caso en la 
última instrucción.  
 
El comando subs sustituye una variable var en una expresión expr por un valor determinado val. 
Como primer argumento se pasa la igualdad var=val ; el segundo argumento será la expresión en la 
que se desea hacer la sustitución. La instrucción queda subs( var=val, expr ). Véase su uso en la 
pantalla siguiente en la que se resuelve un sistema de ecuaciones y se verifica la solución obtenida. 
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En la imagen:  


• A las variables ecua y var se les asignan sendos conjuntos: el de ecuaciones a resolver y el 
de incógnitas.  


• En la variable sol guardamos las soluciones del sistema.  
• Para comprobar de forma efectiva que las soluciones calculadas por Maple realmente lo son, 


sustituimos los valores obtenidos para x e y en las ecuaciones.  
• Como después de realizar la sustitución los cálculos quedan indicados utilizamos el comando 


simplify para que se lleven a cabo las operaciones.  
 


El comando fsolve es el equivalente en aritmética de punto flotante a solve. Así, este comando 
obtiene una aproximación numérica a la solución de una ecuación o un sistema de ecuaciones 
(mediante un método numérico). En general calcula sólo una solución; sin embargo para ecuaciones 
polinómicas busca todas las raíces reales.  
 


 
 


 


�� Gráficos con Maple 
 
Maple incluye potentes capacidades gráficas que permiten realizar representaciones bidimensionales, 
tridimensionales e incluso animaciones. El programa es muy flexible en lo que a la entrada de datos 
se refiere de tal forma que es posible representar funciones dadas en forma explícita, curvas y 
superficies especificadas a través de expresiones paramétricas e incluso se pueden manejar lugares 
geométricos definidos en forma implícita. Por otra parte, el sistema otorga al usuario control total 
sobre el resultado de modo que, por ejemplo, es posible cambiar desde los colores de los distintos 
objetos hasta las fuentes utilizadas en los títulos o las etiquetas de los ejes. 
 
GRAFICOS 2D 
El comando básico para la representación de funciones en el plano es plot. En la siguiente figura se  
ilustra el empleo de dicho comando a través de tres ejemplos.  El primero de ellos muestra la sintaxis 
básica de la instrucción:  su primer argumento es la función que deseamos representar, en este caso 


se trata de 
x


xsen
xf


)(
)( = . El segundo argumento especifica la variable independiente y su rango 


de variación.  
 
La segunda llamada a plot ilustra cómo representar curvas dadas en forma paramétrica. El primer 
argumento es ahora una lista con tres elementos: los dos primeros constituyen la expresión 
paramétrica de la curva espiral 


�
�
�
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�


�


=


=


t
tsen


ty


t
t


tx


)(
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y el tercero especifica el parámetro y su rango de variación. El resto de los argumentos que aparecen 
en la expresión son optativos y simplemente especifican opciones que modifican el aspecto de la 
gráfica. Así,  la opción scaling con el valor CONSTRAINED  especifica que deben usarse las 
mismas unidades en los dos ejes. La opción color indica el color que debe usarse para la gráfica de 
la función. Obsérvese que la instrucción completa para la realización de esta gráfica ocupa dos 
líneas. En general, si se desea escribir varias líneas de entrada antes de que el kernel de Maple las 
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interprete, debemos finalizar cada una de ellas pulsando la combinación de teclas [Shift]+[Return], 
excepto al final de la última donde pulsaremos simplemente [Return] para indicar al sistema que 
procese la instrucción o conjunto de instrucciones introducidas. 
 


 
 


En el tercer ejemplo se utiliza plot para representar más de una función simultáneamente. En el caso 


que nos ocupa se representan las funciones  
t


t
tf


)cos(
)( =  y 


t
tsen


tg
)(


)( =  en el intervalo [1,20]. 


Intencionadamente hemos seleccionado una notación que recuerda la del caso anterior para 
remarcar las diferencias. Nótese que ahora el primer argumento es un conjunto (se utilizan llaves en 
lugar de corchetes) que contiene solamente las funciones que queremos representar. El segundo 
argumento contiene la variable independiente y su rango de variación. La opción color toma como 
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valor una lista que contiene los colores que se utilizarán en la representación de cada una de las 
funciones especificadas en el primer argumento (f(t)�azul y g(t)�rojo). Por último, la opción title 
añade un título explicativo a la gráfica. 
 
Existen multitud de opciones para el comando plot aparte de las que han aparecido en los ejemplos 
anteriores, con ellas es posible controlar aspectos tan variados del dibujo como el tipo de ejes que 
deben aparecer, la separación de las marcas sobre los mismos o el tipo de trazo que se usará en la 
representación de la gráfica. 
 
El paquete plots (Ver la sección Los paquetes de Maple, situada más adelante, para una 
descripción más detallada del concepto de paquete) incluye varios comandos avanzados para la 
realización de gráficos más específicos. De entre ellos destacamos dos: animate e implicitplot. 
Del primero nos ocuparemos al final de esta sección, en cuanto al segundo hay que decir que permite 
representar funciones dadas en forma implícita o, dicho de forma más rigurosa, es posible 
representar lugares geométricos definidos a través de una ecuación. En la siguiente figura se utiliza 
este comando para representar la circunferencia dada por 122 =+ yx . Si bien el rango de variación 
especificado para x  e y es el intervalo [-π,π], Maple sólo representa la región de plano [-1,1]x[-1,1] 


en la que está incluida toda la circunferencia. El comando with(plots), situado en la primera línea, 
sirve para cargar todas las funciones del paquete  permitiendo de esta forma la utilización de 
implicitplot. 
 


 
 
GRAFICOS 3D 
La versión tridimensional del comando plot es la instrucción plot3d con una sintaxis muy similar a la 
de aquél. En la siguiente figura se ilustra el empleo de plot3d en la representación de funciones 
dadas en forma explícita y superficies expresadas en forma paramétrica.  


En el primer caso  se ha representado la función 22),( yxsenyxf += . Como puede observarse 


la función constituye el primer argumento en la llamada a plot3d. En el segundo y tercer argumento 
se especifican las variables independientes y sus rangos de variación. Por último hemos empleado la 
ya conocida opción scaling para mantener las mismas unidades a lo largo de los tres ejes. 
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En el segundo ejemplo el comando plot3d se utiliza para representar la superficie dada por 
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Nótese que el primer argumento lo constituye una lista que incluye la expresión paramétrica de cada 
una de las tres coordenadas. Los dos argumentos siguientes indican los parámetros y sus rangos de 
variación. 
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Las representaciones obtenidas mediante este procedimiento son auténticos modelos 
tridimensionales con los que es posible interaccionar. Basta arrastrar con el puntero del ratón sobre la 
figura para conseguir que ésta gire en la pantalla. De esta forma se puede observar la superficie 
desde cualquier ángulo lo que permite una completa comprensión espacial de la misma. 
 
La mayoría de las opciones del comando plot3d están presentes también en plot, sin embargo hay 
algunas que son específicas de la versión tridimensional permitiendo, entre otras cosas, seleccionar 
la iluminación y el tipo de sombreado con el que se representan las superficies. 
 
ANIMACIONES 
Como comentamos anteriormente el paquete plots incluye utilidades para la generación de 
animaciones. En la siguiente figura se presenta un ejemplo basado en el uso del comando animate. 
 


 
 
El primer argumento de animate lo constituye una lista que contiene la información necesaria para 
construir la gráfica de una circunferencia centrada en el origen de radio |)(|10 tsen  dada en forma 
paramétrica (u es el parámetro de la circunferencia). Nótese que el parámetro t, que es el que juega 
el papel de tiempo en la animación, aparece definido en el segundo argumento de la llamada a 
animate. Puesto que el rango de variación de t es [0, π], la animación comienza con una 
circunferencia de radio nulo (un punto) que va creciendo hasta alcanzar un radio igual a 10 (t=π/2) y a 
continuación decrece hasta convertirse de nuevo en un punto. 
 
La opción view fija los valores mínimos y máximos de las coordenadas x e y que son representados 
en la pantalla. Por último la opción frames permite especificar el número de “fotogramas” que 
constituirán la película. Un valor bajo para esta opción hace que se note el salto de un fotograma a 
otro y da como resultado animaciones poco fluidas. Por otro lado valores excesivamente altos de 
frames pueden agotar la memoria del ordenador. 
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Señalemos que para poder visualizar la animación es necesario seleccionar el dibujo creado por 
animate pinchando sobre el mismo. Es en ese momento cuando aparece en la barra contexto los  
botones con los que se controla la animación. 
 
Finalizamos la sección indicando que es posible realizar animaciones de objetos 3D usando el 
comando animate3d, también incluido en el paquete plots. 
 
�� Programación en Maple 
 
Maple no es un programa diseñado sólo para el uso interactivo. Los comandos e instrucciones que se 
utilizan de manera individual desde la línea de comandos pueden agruparse formando programas que 
facilitan la realización de tareas repetitivas y nos proveen a su vez de nuevos comandos. A 
continuación se comentan, a modo de introducción al tema de la programación en Maple, las 
principales construcciones usadas en el desarrollo de programas. El lector interesado en una 
información más amplia puede consultar [3] como punto de partida. 
 
CONSTRUCCIONES BÁSICAS 
 
1.-Bucle for 


Los bucles for se emplean para realizar tareas repetitivas un cierto número de veces. En la figura 
siguiente se pueden observar tres ejemplos concretos. 
 


 
 
El primer caso presenta un bucle for que realiza tres iteraciones sobre la variable i. Dicha 
variable comienza tomando el valor 1 (from 1) y en cada ciclo incrementa su valor en una unidad 
hasta alcanzar el valor 3 (to 3). Obsérvese la palabra reservada do que aparece al final de la 
primera línea y que es la que marca el inicio de las instrucciones sobre las que debe actuar el 
bucle. 
El cuerpo del bucle lo constituye una llamada a la función printf la cual será ejecutada en cada 
una de las tres iteraciones.  
La función printf escribe expresiones en la salida de acuerdo con una cadena de formato. Su 
sintaxis de llamada es la siguiente 


printf(formato, x1, ..., xn) 
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donde formato es una expresión encerrada entre comillas que contiene los caracteres que van a 
ser impresos junto con especificaciones de formato (que comienzan con el símbolo %) y otras 
secuencias de control de la salida. Las especificaciones de formato indican la forma en la que 
deben ser impresas las variables x1, ..., xn. En los ejemplos aparece la especificación de 
formato %d que indica que la variable i debe ser escrita como un número entero. La secuencia 
de control \n introduce un retorno de carro al final de cada impresión. Para más información 
acerca de printf puede consultarse la ayuda de Maple o cualquier manual que contenga 
información sobre el comando homónimo del lenguaje C. 
 
Finalmente, la expresión end do señala el alcance del bucle for, es decir marca cuáles son las 
instrucciones a las que debe afectar la secuencia de iteraciones. El resultado final del bucle es la 
impresión de los tres valores que toma la variable i. 
 
El segundo ejemplo es similar pero ahora el valor de la variable de iteración i se incrementa dos 
unidades (by 2) en cada ciclo, lo que hace que sólo se impriman los números impares de 1 a 5. 
 
En el tercer caso el bucle for se utiliza para guardar los cien primeros números naturales dentro 
de la variable a. Nótese que al finalizar con dos puntos después de end do se suprimen las cien 
líneas de salida correspondientes a otras tantas asignaciones. La última instrucción comprueba 
que el elemento indexado con el número 39 dentro de la variable a contiene efectivamente el 
valor 39.  
 
A continuación se presenta una aplicación del bucle for en la resolución de un problema 
matemático. Supongamos que estamos interesados en calcular las soluciones de la ecuación 
cos(x)=x. Evidentemente las soluciones de esta ecuación coinciden con los ceros de la función 
f(x)= x-cos(x). Para obtener estos últimos emplearemos un algoritmo conocido como método de 
Newton-Raphson que genera, a partir de una aproximación inicial x0, una sucesión definida en 
forma recursiva como sigue  
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n
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Bajo ciertas condiciones la sucesión obtenida converge hacia un cero de la función f.  
 
La siguiente figura muestra una pantalla de Maple con la resolución del problema. En primer lugar 
se ha efectuado la representación gráfica de la función f(x)= x-cos(x) usando el comando plot. A 
la vista de la gráfica se hace evidente la existencia de una solución cercana a x0=1. Es fácil 
comprobar que, de hecho, la ecuación en la que estamos interesados sólo admite una solución: 
para ello basta notar que f(x) es monótona creciente y por lo tanto sólo puede cortar al eje de 
abscisas una vez. Tras la gráfica hemos utilizado un bucle for para implementar cinco iteraciones 
del método Newton-Raphson. Obsérvese que las dos últimas iteraciones arrojan el mismo 
resultado, lo que indica que el método ha sido convergente y proporciona la solución 
x=0.7390851332. Por último hemos empleado el comando fsolve para resolver directamente el 
problema y comprobar que obtenemos exactamente la misma solución.  
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2.-Bucle while 


Cuando deseamos realizar un bucle hasta que una cierta condición deja de satisfacerse se 
emplea la construcción  while.  
 
Tanto esta instrucción de control de flujo como la que veremos a continuación (if) puede 
necesitar de expresiones lógicas para formular la condición que gobierna el bucle. Una expresión 
lógica es aquella cuya evaluación da un resultado lógico, es decir, verdadero o falso.  Las 
expresiones lógicas se forman utilizando operadores relaciones (> mayor, < menor, <= menor o 
igual, >= mayor o igual, = igual, <> distinto) y/u operadores lógicos (and y, or o, not no). Por 
ejemplo, la expresión  2>1 or 1>3  es lógica y su evaluación produce el resultado true.  
 
En el ejemplo comenzamos inicializando la variable i con el valor 5. A continuación comienza un 
bucle while que imprime el valor de la variable i junto con el mensaje “i es mayor que 2” y 
seguidamente se disminuye el valor de i en una unidad. Después de la tercera iteración la 
variable i pasa a tener el valor 2 dejando de satisfacerse la condición que gobierna el bucle, con 
lo cual concluye su ejecución. 
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La instrucción while puede emplearse también en combinación con el bucle for de forma que la 
ejecución de éste se cancele en el momento en el que deja de verificarse una condición. De 
hecho ambas instrucciones forman parte de una expresión general de control de flujo cuya 
sintaxis es la siguiente 


for <nombre> from <expr> by <expr> to <expr> while <expr> 
do  <sucesión de sentencias>  end do; 


 
 
2.-Sentencia  if 


A menudo interesa ejecutar una instrucción o un grupo de instrucciones sólo si se verifica cierta 
condición. La sentencia if da respuesta a esta necesidad. Ilustraremos su empleo por medio de 
tres ejemplos en los que analizaremos su comportamiento dentro de un bucle for. 
 
Comencemos describiendo el ejemplo recogido en la siguiente figura. 
 


 
 


 En primer lugar se define un bucle for que se ejecutará cinco veces. La sentencia if hace que la 
instrucción printf se ejecute únicamente para los valores negativos de i. Obsérvese la sintaxis 
de la sentencia if que incluye el término then detrás de la condición i<0 y emplea la expresión 
end if para cerrar su alcance. 
 
Hay ocasiones en las que, además de ejecutar ciertas instrucciones cuando se verifica una 
condición, deseamos que se ejecuten otras cuando no se verifica. Para ello basta con insertar la 
palabra reservada else seguida de las instrucciones correspondientes dentro del cuerpo de la 
sentencia if, tal y como se muestra en la siguiente figura. 
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Por último, si se quiere elegir entre la ejecución de un bloque de sentencias u otro dependiendo 
de la verificación de una u otra condición es posible insertar tantas líneas elif [condición] then 
como sean necesarias para dar cuenta de todas las posibilidades. En el tercer ejemplo, recogido 
en la siguiente figura, se puede apreciar esta construcción. else <sucesión de sentencias> es 
opcional y puede no aparecer, pero si aparece debe de estar al final, como en el ejemplo. 
 


 
 


 
PROCEDIMIENTOS 
Al usar Maple frecuentemente en modo interactivo se descubre que hay secuencias de comandos 
que se repiten a menudo. El lenguaje de programación Maple permite agrupar todos esos comandos 
en unidades que se denominan procedimientos. La forma más sencilla de crear un procedimiento 
consiste en encapsular la secuencia de instrucciones que se habría introducido interactivamente entre 
las sentencias proc() y end proc. 
 
En la siguiente figura se define un procedimiento sencillo que hemos denominado suma. El 
procedimiento toma dos argumentos y simplemente devuelve el valor de su suma.  
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El verdadero poder de los procedimientos reside en la posibilidad de combinar cualquier tipo de 
comando de Maple. Por ejemplo, en la siguiente figura se muestra un procedimiento que admite como 
argumentos las coordenadas (x,y) de un punto del plano y devuelve un dibujo con el punto en 
cuestión así como su distancia hasta el origen de coordenadas. 
 


 
 
El símbolo # que aparece en dos de las líneas del anterior procedimiento sirve para introducir 
comentarios que facilitan la comprensión de los programas. Maple interpreta como comentario todos 
los caracteres que siguen al símbolo # dentro de la misma línea. Observesé que al finalizar con : la 
expresión end proc evitamos que Maple saque por pantalla la definición del procedimiento completo 
como sucedía en el primer ejemplo. 
 
Los procedimientos creados por el usuario constituyen nuevas instrucciones que, a su vez, pueden 
ser llamadas por otros procedimientos. De hecho muchos de los comandos de Maple son simples 
procedimientos cuyo código es accesible, de modo que pueden ser modificados para adaptarlos a las 
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necesidades específicas de cada situación. La mayoría de estos comandos se encuentran agrupados 
en los denominados paquetes que son el objeto de la siguiente sección. 
 
�� Los paquetes de Maple 
 
En el momento del arranque el programa Maple carga un número relativamente reducido de 
comandos en memoria. Existen sin embargo multitud de instrucciones adicionales diseñadas para 
resolver problemas más específicos o realizar tareas más avanzadas. Estos comandos se encuentran 
organizados en colecciones que en inglés reciben el nombre de “packages” y que nosotros 
traducimos como paquetes. Puede decirse que un paquete de Maple es un conjunto de comandos 
diseñados para facilitar la resolución de problemas en un área específica. En algunos casos el 
número de nuevas funciones es tan grande que se han terminado reorganizando en subpaquetes. 
 
Al pasar el nombre de un paquete como argumento al comando with se consigue cargar en memoria 
todas las funciones del paquete en cuestión. Un ejemplo concreto, referente al paquete plots aparece 
en el apartado ANIMACIONES de la sección Gráficos con Maple. Hay que decir, sin embargo que 
también es posible cargar parcialmente un paquete o incluso se puede llamar a una función sin 
necesidad de cargar el paquete correspondiente. En este último caso la sintaxis de llamada es la 
siguiente 


paquete[función](argumentos) 
 
A continuación se comentan brevemente alguno de los paquetes más representativos. 
 
Student Este paquete está diseñado para la enseñanza y el aprendizaje de los cursos de 
matemáticas a un nivel básico. Proporciona, además, una buena introducción para la comprensión 
del sistema Maple. Contiene el subpaquete Calculus1 que cubre el material esencial para un curso 
sobre funciones de una variable.  
 
plots Contiene funciones que facilitan la representación de curvas y superficies en dos y tres 
dimensiones. También contiene instrucciones para la realización de animaciones. 
 
linalg En este paquete se encuentran recogidas funciones de utilidad en el álgebra lineal. Con ellas 
se pueden realizar fácilmente productos de matrices, cálculo de inversas o de exponenciales, 
obtención de polinomios característicos, valores propios, formas de Jordan ... 
 
stats Este paquete proporciona funciones como medias o cuantiles para el análisis de datos y 
funciones para construir histogramas y realizar representaciones gráficas. Contiene varios 
subpaquetes como anova para el análisis de la varianza, fit para efectuar regresiones lineales, 
statevalf para la evaluación numérica de distintas distribuciones de probabilidad o statplots que 
proporciona funciones para crear diferentes tipos de gráficos estadísticos. 
 
DEtools Está integrado por funciones que facilitan el trabajo con ecuaciones diferenciales. Con las 
utilidades contenidas en este paquete se puede, entre otras tareas, realizar representaciones gráficas 
de campos vectoriales, trabajar con secciones de Poincaré, manipular operadores diferenciales, 
simplificar sistemas y construir soluciones en forma cerrada. 
 
Además de los anteriormente enumerados, existen decenas de paquetes que abarcan los más 
variados tópicos: combinat sobre combinatoria, finance para cálculos financieros, group para 
trabajar en teoría de grupos, networks útil para manejar grafos y redes, simplex diseñado para la 
optimización lineal, Maplets si se pretende crear interfaces gráficos de usuario, Matlab para usar 
funciones del sistema Matlab en una sesión Maple... Con tal variedad de paquetes el usuario puede 
estar seguro de que, sea cual sea el problema sobre el que trabaje, el sistema Maple siempre le 
ofrecerá ayuda especializada sobre la materia. 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
  


En la actualidad las Matemáticas están presentes en casi todas nuestras actividades ya sea de forma 
explícita o encubierta en alguna medida. El lenguaje cotidiano también se ve influido por esta 
presencia, de hecho gran parte del vocabulario matemático aparece en nuestra vida diaria con un 
significado no muy alejado del que tiene en las Ciencias Exactas. Así, por ejemplo, no es difícil oír 
hablar de integración o diferenciación a la gente de la calle.  El primero de estos vocablos haciendo 
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referencia al hecho de unificar o poner cosas juntas mientras que el segundo se refiere más bien a la 
operación contraria: separar o distinguir cosas.  
 
Estas acepciones populares no distan tanto del concepto matemático como se pudiera pensar. De 
hecho la diferenciación más sencilla en matemáticas es la substracción: diferencia entre dos 
números. De ésta se puede pasar a la diferenciación del cálculo infinitesimal que también da la 
diferencia entre dos números pero ahora éstos representan valores de una función que están 
(infinitamente) próximos. Por analogía la integración más sencilla, matemáticamente hablando, es la 
suma; la integración en sentido infinitesimal es entonces una suma (continua) de los infinitos valores 
que toma una función en un intervalo.  
 
No es difícil pensar en situaciones de la vida real en las que se requiera un proceso de integración: 
por ejemplo la energía eléctrica total consumida por una familia durante un mes se puede obtener 
integrando la función que da el consumo en cada instante de tiempo durante ese periodo. De hecho 
la integral es una herramienta muy útil que aparece en todas las ramas de la Ciencia y la Técnica en 
las que tiene aplicaciones de gran interés.    
   
El objeto de este e-bloque es el desarrollo y estudio de un tema tan básico de cálculo infinitesimal 
como es “La Integral”. En él prestaremos especial atención a la obtención de su valor, cuestión que 
abordaremos tanto desde el punto de vista analítico (cálculo exacto) como numérico (cálculo 
aproximado). Nuestro objetivo es, sin perder rigurosidad matemática, clarificar y hacer asequible al 
público no matemático el concepto de integral, sus propiedades y las técnicas elementales para su 
cálculo, así como sentar las bases y fundamentos que permitan al lector interesado profundizar en su 
estudio y aplicación. 
 
Por ello hemos optado por introducir el concepto de integral de Riemann para la clase de funciones 
continuas, ya que para ellas la integral existe siempre y se define de forma sencilla. Sin embargo, 
animamos al lector a la consulta de la definición más general para funciones acotadas que puede 
encontrar en [6] y [8]. También es interesante hacer notar que existen, además, otros tipos de 
integrales, como son la de Riemann-Stieljes o la de Lebesgue, que generalizan la de Riemann y para 
cuya definición es necesario el concepto de medida que no trataremos aquí debido, no sólo a su 
complejidad, sino al hecho de que para muchas de las aplicaciones interesantes es suficiente con la 
integral en sentido de Riemann (véase [1]  para la integral de Lebesgue y de Riemann-Stieljes). Junto 
con la definición estudiamos algunas de las propiedades más significativas de la integral como son la 
linealidad respecto al integrando o la aditividad respecto al intervalo de integración además del 
Teorema fundamental del Cálculo que relaciona la integral con la derivada  y la conocida Regla de 
Barrow que permitirá calcular integrales definidas a partir de una primitiva de la función que se 
integra. 
 
En cuanto a los métodos de cálculo de integrales hay que tener en cuenta que la mayoría de las 
integrales no son calculables mediante las técnicas analíticas ya que no poseen primitivas 
elementales. Por ello nos parece interesante estudiar, junto a los métodos de integración exacta, 
métodos  numéricos sencillos que nos permitan introducir algunas de las ideas en las que se basa la 
integración aproximada. Entre los primeros trataremos los más usuales para el cálculo de primitivas 
como son el cambio de variable o la integración por partes, mientras que en el segundo grupo 
incluimos métodos de cuadratura básicos con nodos igualmente espaciados, conocidos como 
fórmulas de Newton-Cotes, para los casos de uno, dos y tres nodos. Tanto el cálculo analítico como 
el numérico se ilustran utilizando el manipulador simbólico Maple que permite el empleo de ambas 
técnicas.   
 
Concluimos esta unidad temática con varias aplicaciones prácticas de la integral. Por un lado  
ilustramos su utilización en la definición de algunos conceptos estadísticos de gran interés, tales 
como la función de distribución o la esperanza matemática de variables aleatorias. Por otro, 
conseguimos una fórmula basada en la integral para calcular longitudes de arcos. Finalmente, de 
entre las múltiples aplicaciones a la Física de la integral, hemos elegido el cálculo del trabajo 
realizado por una fuerza en un desplazamiento recto.  
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OBJETIVOS       ________________________ 
 
• Comprender el concepto de integral de Riemann para funciones continuas. 
• Conocer las propiedades de la integral. 
• Aprender a calcular la integral definida de una función continua dada, ya sea analítica o 


numéricamente. 
• Conocer algunas aplicaciones de la integral definida.  
• Conocer el uso del manipulador simbólico Maple para calcular integrales y otras cantidades 


asociadas. 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Es recomendable haber leído, previamente, los math-bloques sobre cálculo diferencial, así como el 
introductorio al manipulador simbólico  Maple. 
 


 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


�� Definición de integral de Riemann para funciones continuas  
 
El concepto de integral surge relacionado con el problema de cálculo de áreas. Para figuras 
elementales con lados rectos parece estar más o menos claro cómo realizar este cálculo; pensemos 
en un triángulo o un rectángulo por ejemplo. Pero la cosa cambia cuando se consideran figuras 
curvilíneas. La estrategia de dividir la figura correspondiente en porciones cada vez más pequeñas y 
cuya área se aproxima por la de un polígono fue ya usada por Kepler. Por ejemplo, para calcular el 
área un círculo de esta manera se divide en porciones que se pueden aproximar por  triángulos cuya 
altura está tanto más próxima al radio del círculo cuanto más pequeña es su base. Sumando el área 
de estos triángulos obtenemos una aproximación a la superficie del círculo, aproximación que 
mejorará si la base de los triángulos disminuye, como se muestra en las figuras siguientes.   
 
 


 
 
 
Cuando los triángulos sean “infinitamente estrechos”  obtendremos exactamente el área del círculo. 
Un procedimiento no muy alejado de éste es el que permite llegar al concepto de integral definida.  
 
Consideremos el siguiente problema de cálculo de áreas: dada una función continua positiva en [a,b], 
se trata de determinar el área de la región limitada por el eje horizontal, las rectas verticales x=a y x=b  
y  la gráfica que  la función define en el intervalo [a,b]. La continuidad en los extremos del intervalo se 
entiende en sentido lateral: en a por la derecha y en b por la izquierda. 
 
En un primer momento, se puede simplificar el problema dividiendo esta región en franjas como se 
muestra en la figura de la izquierda y aproximando el área de cada una de ellas por la de un 
rectángulo (figura de la derecha) construido tomando como base la porción del intervalo [a,b] 







4   Integración analítica y numérica con Maple 


Proyecto e-Math          4 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


correspondiente y  como altura el valor de la función f en un punto arbitrario de su base (en la figura 
se ha tomado el extremo derecho de la base). La suma de las áreas de los rectángulos aproxima el 
área comprendida debajo de la gráfica de f que queremos calcular.  
 


                       
 
 
Se observa que cuanto mayor es el número de rectángulos considerados, es decir, cuanto menor es 
la base de los rectángulos,  mejor es la aproximación que obtendremos al área comprendida entre f y 
el eje. Este hecho se ilustra en las figuras que aparecen a continuación.  
 
 


   
   
En el límite, cuando las bases sean infinitamente pequeñas (se reduzcan a un punto), la suma de las 
áreas de los rectángulos correspondientes nos darán de forma exacta el área de la superficie 
considerada. Esta suma límite es precisamente lo que llamaremos integral de f en [a,b]. 
 
Formalicemos ahora las ideas anteriores. Comenzamos definiendo el concepto de partición: 
 


Definición Una  partición de un intervalo [a,b] es una colección finita de puntos { }n
iit 0=  de [a,b] tales 


que  
btttta nn =<<<<= −110 � . 


 
A los puntos de la partición les denominaremos nodos. Cada partición define una colección de 
subintervalos [ti-1, ti] i=1,...n en [a,b] cuya longitud viene dada por �ti =ti – ti-1. Cuando esta longitud 
sea la misma para todos los subintervalos diremos que la partición es regular. Luego en una partición 
regular los nodos están igualmente espaciados y  


ni
n


ab
ti ,,1, �=−=∆ . 


 
Si para cada subintervalo de la partición se elige un punto arbitrario [ ]iiii ttxx ,,, 1−∈decires  
entonces la suma  


i


n


i
iii


n


i
i txfttxf ∆=− ��
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1


1
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que se conoce como suma de Riemann de f asociada a la partición, representa la suma de las áreas 
de los rectángulos que tienen por base el subintervalo correspondiente y altura f(xi). El valor de la 
suma de Riemann depende del xi elegido. Así, si xi  es el punto donde f alcanza el máximo en el 
subintervalo [ti-1, ti] para i=1,...,n entonces la suma correspondiente se denomina suma superior de 
Riemann, mientras que si en xi se alcanza el mínimo, la suma se conoce como suma inferior de 
Riemann.  
 
Consideremos particiones regulares, entonces si la función f es continua los límites de las sumas de 
Riemann cuando n tiende a infinito existen y son iguales sea cual sea el punto xi elegido en cada 
subintervalo. Justamente este límite nos da el área de la región considerada  
  


                                                     i


n


i
i


n
txf ∆= �


=∞→
)(limArea


1


 


 
Para el caso más general en el que la función continua no es positiva se definen de forma análoga las 
sumas de Riemann. También en este caso se puede demostrar que sus límites existen y toman el 
mismo valor, valor que se utiliza para definir la integral  de la función  en el intervalo [a,b]. 
 
Definición Dada una función continua f en el intervalo [a,b], la integral de Riemann de f en el intervalo 


[a,b] se denota por �
b


a


dxxf )(  y se define como  


                                                   i


n


i
i


b


a
n


txfdxxf ∆= ��
=∞→


)(lim)(
1


 


 
 
La función f se denomina integrando, los puntos a y b se conocen como extremos de integración  
inferior y superior, respectivamente y el símbolo � , que es una S alargada y fue introducido por 
Leibniz, se denomina signo integral. 
 
 
Ejemplo 
 
Consideremos la función f(x)=x definida en el intervalo [0,1] .  


Tomemos los nodos ni
n
i


ti ,,1,0, �==   igualmente espaciados. La longitud de los subintervalos 


determinados por esta partición es 1/n . Las sumas de Riemann de f asociadas a la partición son 
 


n
xtxf
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La suma superior de Riemann se consigue tomando 
n
i


xi = , ya que la función f es estrictamente 


creciente y por lo tanto alcanza el máximo en cada subintervalo en el extremo superior de éste. Se 
tiene 
 


2
)1(111


superior suma 2
1


2
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Utilizando este resultado calculamos ahora la integral de f 
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Ejemplo con Maple 
 
El comando de Maple RiemannSum permite obtener  sumas de Riemann de una función asociadas a 
particiones regulares.  Este comando admite distintas posibilidades para la elección del punto de 
evaluación de la función, que se especifica en el tercer argumento del comando. En el ejemplo que 
presentamos  hemos seleccionado xi como el punto medio de los subintervalos. 
 
El comando RiemannSum se encuentra en el paquete Student[Calculus1] y básicamente su 
sintaxis admite las tres posibilidades  siguientes:  


      
     RiemannSum(f(x), x = a..b, method = midpoint, opts) 
     RiemannSum(f(x), a..b, method = midpoint, opts) 
     RiemannSum(Int(f(x), x = a..b), method = midpoint, opts) 
 


donde opts  hace referencia a distintas opciones alguna de las cuales mencionamos a continuación. 
  
En la imagen se pueden ver algunas variantes del comando con sus salidas: 
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• para obtener la suma de forma simbólica añadimos la opción output  a la que damos el valor  


sum;  
• la aproximación numérica al valor de la suma se consigue escribiendo los extremos del 


intervalo en coma flotante sin especificar ninguna opción; 
• si se quiere obtener la gráfica correspondiente basta con hacer output=plot; 
• el número de puntos de la partición se puede variar con la opción partition, por defecto la 


partición utilizada tiene 10 nodos.  
 
Otras posibilidades para el valor de la opción method son: left (evalúa la función en el extremo 
inferior de los subintervalos), right (utiliza el extremo superior), upper (calcula la suma superior de 
Riemann), lower (calcula la suma inferior de Riemann).  
 
En la imagen siguiente hemos conseguido las sumas de Riemann asociadas a una partición de n 
nodos correspondientes a los valores midpoint, left y right para method.  Para cada una de ellas 
hemos calculado su límite cuando n tiende a infinito utilizando el comando limit. Obsérvese que los 
tres límites coinciden y son precisamente el valor de la integral de la función sen(x) en el intervalo 
[0,5]. 
  


 
 
 
Pasamos ahora a introducir los conceptos de función primitiva e integral indefinida. Para ello 
utilizaremos un resultado conocido como Teorema fundamental del Cálculo 
 
Teorema fundamental del Cálculo Dado una función f continua en un intervalo [a,b], para x en [a,b] 
se  define la función  


�=
x


a


dttfxF )()(  


entonces la función F es derivable en [a,b]  y  
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[ ]baxxfxF ,)()(' ∈= para  
 
donde la derivada en a y b se entiende en sentido lateral. 
 
 
Definición Se denomina primitiva de f a cualquier función F que verifica F’ = f 
 
Es evidente que si F es una primitiva de f entonces F+c, donde c es una constante cualquiera, es 
también una primitiva de f. El símbolo 


                                                             � dxxf )(  ó � f   


 
significa “una primitiva de f” o más precisamente denota “el conjunto de todas las primitivas de f”  y se 
denomina integral indefinida de f. 
 
 
Ejemplo 
Dada la función f(x) =k donde k es una constante real, una primitiva de f es la función F(x)=kx. 
 
La relación entre la integral definida y cualquier primitiva de una función dada se establece a través 
del resultado conocido como Regla de Barrow que enunciamos a continuación 
 
Regla de Barrow  Dada una función f continua, si F es una primitiva de f en [a,b] entonces 


                                                 � −=
b


a


aFbFdxxf )()()(  


 
Este resultado permite calcular integrales definidas de funciones a partir de una de sus primitivas. 
 
Ejemplo con Maple 
El comando int permite calcular tanto primitivas de funciones como integrales definidas. En las 
imágenes siguientes ilustramos la sencilla sintaxis de este comando.  
 
 


 
 







9   Integración analítica y numérica con Maple 


Proyecto e-Math          9 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


En el recuadro pequeño, el segundo comando define la función 
1


1
)( 2 +


=
x


xf , el tercer comando 


halla una primitiva de f  y finalmente con el cuarto comando se calcula la integral de f en el intervalo 
[0,1] en aritmética exacta.  
 


En el recuadro grande se define la función g(x)= 
2xe−  y se calcula, primero, una primitiva y después 


su integral entre 0 y 1 en aritmética exacta. Nótese que el primer argumento del comando int puede 
ser g(x) o directamente la expresión que define g(x). La instrucción evalf(%) evalúa la expresión 
inmediatamente anterior (en ejecución) obteniendo una aproximación en coma flotante con 10 dígitos 


significativos. Finalmente intentamos conseguir una primitiva de )ln(
2


xe x− . 
 
En los resultados de los cálculos ejecutados en la ventana grande, observamos que Maple da una 


primitiva  de la función 
2xe−  en términos de erf(x) conocida como función de error, que se define 


como  �
−=


x
t dtexerf


0


22
)(


π
 (esta primitiva no es una función elemental). Sin embargo, con el 


manipulador sí es posible obtener una aproximación numérica a una integral definida de la función 
anterior. Lo hemos hecho, en este caso, utilizando el comando evalf. Finalmente, al intentar calcular 


una primitiva de  la función )ln(
2


xe x−  nos devuelve la integral indicada puesto que tampoco esta 
primitiva es elemental. 
 
�� Propiedades de la integral 
 
En esta sección vemos las propiedades fundamentales de la integral: 
 


1. Aditividad respecto al intervalo de integración 
Si a<c<b 


� �� +=
c


a


b


c


b


a


dxxfdxxfdxxf )()()(  


 
2. Linealidad respecto al integrando 


 


2.a. � �� +=+
b


a


b


a


b


a


dxxgdxxfdxxgf )()())((  


2.b. � �=
b


a


b


a


dxxfcdxxcf )()(   donde c es una constante real cualquiera 


 
3. Monotonía 


Si f(x) ≤ g(x) para todo x∈[a,b], entonces 


� �≤
b


a


b


a


dxxgdxxf )()(  


4. Acotación 
Si m y M son constantes tales que m ≤ f(x)  ≤ M para cualquier x∈[a,b] entonces 


� −≤≤−
b


a


abMdxxfabm )()()(  


5. Valor medio 


[ ]baabfdxxf
b


a


,))(()( ∈−=� ξξ algúnpara  
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La primera propiedad permite extender el concepto  de integral para funciones continuas a trozos en 
un intervalo [a,b]. Recordamos que las funciones continuas a trozos en [a,b] son aquellas que 
presentan un número finito de discontinuidades de primera especie en [a,b]. De esta forma si f tiene 
discontinuidades de primera especie en los puntos c1,c2,...,cm   se define la integral de f en [a,b] como 
  


�� �� +++=
b


c


c


a


c


c


b


a m


dxxfdxxfdxxfdxxf )()()()(
1 2


1


�  


 
 
 
CÁLCULO DE INTEGRALES ___  ______________________________ 
 
�� Métodos de integración 
 
Bajo la expresión “Métodos de integración” se engloban una serie de técnicas diseñadas con el fin de 
obtener el conjunto de primitivas (o integral indefinida) de una función dada. Desde un punto de vista 
estricto se trata de “antiderivar” una función pero el uso de la palabra “integración” está justificado por 
la importancia que las primitivas juegan a través de la Regla de Barrow. A diferencia de la derivación, 
donde basta conocer unas pocas reglas elementales, la integración dista mucho de ser una tarea 
mecánica. El lector no debe perder de vista que el cálculo de primitivas es un auténtico arte en el que 
no hay reglas fijas y sí una gran dosis de intuición e imaginación, desarrollable sólo a través de la 
práctica y el ejercicio constante. A continuación comentaremos los métodos de integración de 
aplicación más general, enunciando brevemente su fundamento teórico. Cada método se ilustrará con 
un ejemplo completamente desarrollado que, además, servirá para introducir las técnicas de trabajo 
básicas del manipulador simbólico Maple. 
 
El primer conjunto de reglas de integración se obtiene sin más que “leer” de derecha a izquierda las 
expresiones que proporcionan las derivadas de las funciones elementales. La pantalla de Maple que 
aparece a continuación ilustra, sobre dos casos simples, cómo operan los comandos diff e int para el 
cálculo de derivadas e integrales respectivamente.  


 


 
 
Nótese que los comandos diff e int operan esencialmente como inverso uno del otro. No obstante 
hay que tener presente que int genera una única primitiva, es decir no añade por si mismo la 
constante de integración. 
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Operando como se ha indicado anteriormente se construye la siguiente tabla que recoge las 
integrales conocidas como inmediatas: 
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Csenhxxdx +=�cosh  Cxsenhxdx +=� cosh  Ctghxdx
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Naturalmente, en la mayor parte de los casos la integral que se debe calcular no es inmediata. Los 
siguientes métodos de integración tratan, precisamente, de transformar y/o descomponer la función 
integrando en expresiones fácilmente reconocibles como integrales inmediatas.  
 
1. INTEGRACIÓN POR DESCOMPOSICIÓN: Es consecuencia directa de la linealidad de la integral 


 


[ ] ��� +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()()( βαβα  


 
Ejemplo 


Calcular � +− dxxex x )sen253(  


En este caso el método de descomposición permite transformar la integral pedida en una 
combinación lineal de tres integrales que ya son inmediatas 


Cxexxdxdxedxxdxxex xxx +−−=+−=+− ���� cos252sen253)sen253( 2
3


 


 
La siguiente figura muestra el cálculo realizado usando Maple 
 


 
 


 
Nótese, en la primera línea, la utilización del comando Int que proporciona una expresión no evaluada 
de la integral. A continuación hemos utilizado el comando expand para realizar la descomposición de 
la integral. En la última expresión se utiliza value para escribir explícitamente el valor de cada una de 
las integrales que habíamos obtenido en la línea anterior. 
 
2. INTEGRACIÓN POR PARTES: Se basa en la fórmula de derivación de un producto. Si u y v son 


dos funciones con derivadas continuas se tiene 
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�� −= dxxvxuxvxudxxvxu )()(')()()(')(  


 
En la práctica, el problema se reduce a decidir qué parte de la integral jugará el papel de u(x). 
 
Ejemplo 


Calcular � xdxln  


En este caso la elección obvia es ln(x) = u(x).  Los cálculos suelen organizarse de la siguiente manera 
 


Cxxx
x


dx
xxx
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ux


dxx +−=−=
	



	
�


�


	


	
�


�


=�=


=�=
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Cuando se utiliza Maple, el comando que realiza la integración por partes es intparts. La siguiente 
figura ilustra el cálculo de la integral anterior dentro de una sesión de Maple. El primer comando carga 
el paquete student, necesario para utilizar la instrucción de intparts. A continuación se define, 
utilizando la forma inerte Int,  la integral que deseamos calcular. El tercer comando es el que realiza 
la integración por partes propiamente dicha. Nótese que intparts usa dos argumentos: la integral que 
estamos calculando y la parte que hemos seleccionado como u. El cuarto comando selecciona el 
segundo operando de la expresión G, es decir la parte que aún queda por integrar. Para finalizar, la 
última línea presenta el resultado del cálculo completo, escribiendo explícitamente la integral original, 
el primer operando de la expresión G y la integral H ya evaluada a través del comando value. 
 


 


 
 


3. INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN (CAMBIO DE VARIABLE) Si f y la derivada de ϕ son 
continuas entonces 


 


[ ]
)(1


)('))(()(
xt


dtttfdxxf
−=�� =


ϕ
ϕϕ  


Ejemplo:  


Calcular � xdxtg  


Para calcular esta integral tendremos en cuenta que la tangente es el cociente entre el seno y el 
coseno, lo que nos permitirá utilizar el cambio cos(x)=t (o, lo que es lo mismo, x =arccos(t)) 
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El manipulador simbólico Maple implementa el método de sustitución por medio del comando 
changevar. A continuación se muestra cómo se realizan los cálculos por medio de este programa. El 
primer comando carga el paquete student en el que se encuentra definido changevar. El segundo 
define la integral F, en la cual estamos interesados. A continuación introducimos una variable 
temporal G en la que iremos guardando las manipulaciones que efectuemos a partir de la integral 
original. De entrada usamos el comando convert, con su segundo argumento igual a sincos, para 
reescribir la expresión original en términos de senos y cosenos. En la cuarta expresión efectuamos el 
cambio de variable, lo que nos proporciona una integral inmediata que es evaluada, usando value, en 
la quinta instrucción. La última línea presenta el resultado obtenido al efectuar la integración. 
 


 
 
Aparte de los métodos generales de integración expuestos anteriormente existen multitud de 
procedimientos desarrollados para casos más concretos. De entre ellos merece la pena destacar el 
siguiente, por la elevada frecuencia con que se utiliza en la práctica: 
 
INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES 


Una función racional es un cociente de dos polinomios 
)(
)(


)(
xQ
xP


xf = . La integración de este tipo de 


funciones se basa en que toda función racional propia (grado del denominador mayor que el del 
numerador) se puede descomponer en suma de fracciones “irreducibles”. La descomposición se 
realiza del siguiente modo 
 
1. A cada raíz real r  de )(xQ  con multiplicidad m le corresponden m fracciones de la forma 


m
m


rx
A


rx
A


rx
A


)(
,...,


)(
, 2


21


−−−
 


 







14   Integración analítica y numérica con Maple 


Proyecto e-Math          14 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


2. A cada par de raíces complejas iba ± de )(xQ  con multiplicidad m le corresponden m 
fracciones de la forma 
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Los coeficientes que aparecen en el numerador de las fracciones simples se obtienen por 
identificación con la función racional original. Por otro lado las integrales de los distintos tipos de 
fracciones simples vienen dadas por las siguientes expresiones 
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y esta última integral, que denotaremos por nI , se puede calcular utilizando las siguientes      
fórmulas de reducción 
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Señalemos que, en la práctica, la descomposición en fracciones simples constituye el mayor 
obstáculo para la obtención de la integral. 
 
Ejemplo:  


Calcular � +−+−
−+−


dx
xxxx


xxx
4454


713123
234


23


 


 
Es fácil comprobar que el denominador se puede factorizar en la forma )1()2( 22 +− xx , de lo que se 
deduce que la raíz real 2 es doble mientras que el par de raíces complejo conjugadas i±  tiene 
multiplicidad uno. De acuerdo con lo explicado anteriormente el integrando se puede descomponer 
como sigue 
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Reduciendo el segundo miembro a común denominador e identificando el numerador obtenido con el 
que aparece a la izquierda del signo igual, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones: 
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Usando la descomposición así obtenida podemos calcular la integral buscada: 
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En la siguiente figura reproducimos los cálculos dentro del entorno que proporciona el manipulador 
simbólico Maple.  
 


 
 
En primer lugar cargamos el paquete student que en este caso es necesario para poder utilizar más 
adelante el comando integrand. Inmediatamente después hemos definido la integral objeto de 
nuestro cálculo. El paso correspondiente a la descomposición en fracciones simples lo realiza el 
comando convert, al cual hay que pasarle los siguientes argumentos: 
 
1. La función racional que queremos descomponer. En nuestro caso lo hacemos seleccionando el 


integrando de F empleando la función integrand del paquete student. 
2. El tipo de conversión que deseamos realizar sobre la expresión dada en el primer argumento. 


Para obtener la descomposición en fracciones simples debe usarse parfrac. 
3. La variable independiente, en este caso “x”. 
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El resto de los pasos lo constituyen manipulaciones sencillas: definimos la expresión auxiliar G como 
la integral de la expresión ya descompuesta en fracciones simples y a continuación usamos el 
comando expand para descomponer la integral en suma de integrales. Por último escribimos el 
resultado de la integración empleando por un lado la expresión no evaluada F y por otro forzamos la 
evaluación de G por medio de value además de añadir la correspondiente constante de integración. 
 
Antes de finalizar esta sección hay que señalar que la potencia del programa Maple para la 
integración simbólica le permite, en realidad, resolver cualquiera de las integrales propuestas a lo 
largo de esta sección usando simplemente el comando int, como ilustra la siguiente figura. 
 
 


 
 
 
No obstante, nuestro interés ha sido ilustrar las capacidades de Maple para la manipulación de 
expresiones, tomando como base el cálculo de integrales. La flexibilidad y la potencia de cálculo de 
este manipulador posibilita la reproducción de los razonamientos realizados “sobre el papel” de una 
manera cómoda, rápida y eficaz permitiendo que el alumno se concentre sobre el fondo del problema. 
Se evitan de esta forma las distracciones inevitablemente asociadas a los largos cálculos rutinarios 
que deben realizarse de forma auxiliar cuando se trabaja “a mano”. Todo lo anterior nos ha permitido 
introducir la sintaxis elemental de varios comandos básicos de Maple. El lector interesado puede 
consultar la excelente ayuda que ofrece el propio programa para indagar acerca de las posibilidades 
más avanzadas que ofrece cada instrucción. A modo de ejemplo podemos decir que una sencilla 
modificación en la llamada de la función int (ver Regla de Barrow) permite calcular integrales 
definidas: basta con añadir los extremos de integración a la lista de argumentos tal y como muestra la 
siguiente figura. 
 
 


 
 
 
Concluimos este apartado dedicado a los métodos de integración señalando que a menudo es 
necesario usar varias técnicas combinándolas hasta obtener una expresión reconocible como integral 
inmediata. Finalmente, hay multitud de casos en los que las funciones no tienen una primitiva 
expresable en términos de funciones elementales lo que hace necesario el desarrollo de técnicas 
numéricas para el cálculo de integrales definidas. 
 
 
�� Integración  aproximada 
 
Aunque, como hemos mencionado al principio del bloque, toda función continua es integrable esto no 
quiere decir que se pueda encontrar una expresión para su primitiva en términos de las funciones 
elementales. Las funciones elementales son las funciones polinómicas, racionales, potenciales, 
exponenciales, trigonométricas, sus inversas y todas aquellas que se pueden generar a partir de las 
anteriores mediante las operaciones sobre funciones. Un ejemplo sencillo de esta situación la 
tenemos en la integral 


dxe x
�


2
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cuyo integrando es continuo pero para la que se ha probado que no es una función elemental. En 
este caso no es posible encontrar el valor exacto de la integral en cualquier intervalo. Pero existen 
también otras situaciones en las que tampoco es posible la integración exacta. Piénsese, por ejemplo, 
en los casos en los  que la función integrando se determina experimentalmente. 
 
Para solventar este problema se pueden utilizar técnicas de aproximación numérica. Una primera 
idea para el desarrollo de las mismas surge de la definición de integral puesto que de ella se deduce 
que cualquier  suma de Riemann se puede considerar una aproximación al valor de la integral.   
 
Otro enfoque para  realizar la integración numérica consiste en sustituir la función del integrando por 
otra más sencilla que la aproxime de alguna manera y de la cual se conozca una primitiva. Se toma 
entonces como valor de la integral de partida el de la integral de la función aproximante, aunque no 
hay que perder de vista el hecho de que este proceso conlleva un error.  Las fórmulas de integración 
numérica que vamos a estudiar en esta sección se consiguen utilizando polinomios cuyo valor 
coincide con el de la función del integrando en un número de puntos igual a su grado más 1. Estos 
puntos se denominan nodos de integración y los tomaremos igualmente espaciados dentro del 
intervalo de integración. 
 
Veamos más en detalle algunas fórmulas de integración numérica que se obtienen con esta técnica 
para los casos en que se utilicen polinomios de grado 0 y un solo nodo (regla del punto medio), de 
grado 1 y dos nodos (regla del trapecio) y  grado 2 con tres nodos (regla de Simpson). 
 
En el caso más sencillo en el que sólo hay un nodo, tomamos éste como el punto medio del intervalo 
[a,b], es decir el punto a+(b-a)/2=(a+b)/2. El polinomio de grado 0 que coincide con f en ese punto es 
la función constante P(x)= f((a+b)/2). Integrando P(x) en [a,b] obtenemos 
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La fórmula de integración numérica resultante es 


 
 
 
 
 
 
 
 


 
Cuando la función f es positiva esta fórmula aproxima el área comprendida debajo de la gráfica de f 
por el área del rectángulo cuya base es el intervalo [a,b] y su altura es f((a+b)/2)  según se muestra 
en la figura siguiente 
 
 


 


Regla del punto medio 
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Ejemplo 


Para 
2


)( xexf =  la fórmula del punto medio da la siguiente aproximación a la integral en [0,1] 
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Consideremos ahora el caso en que se utilizan dos nodos de integración. Elegimos estos nodos como   
los extremos del intervalo. Geométricamente el polinomio de grado 1 que toma los mismos valores 
que f en a y b es una recta que pasa por los puntos (a,f(a)) y (b,f(b)) y tiene por ecuación  
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El polinomio buscado es por tanto  
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Y tenemos la siguiente fórmula de aproximación conocida como regla del trapecio 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
Cuando la función f es positiva, nótese que la fórmula obtenida no es más que la fórmula del área del 
trapecio que tiene por lados el segmento de eje x entre a y b, los segmentos de las rectas verticales 
x=a y x=b comprendidos entre 0 y f(a) y 0 y f(b), respectivamente, y el segmento de la 
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 con extremos en  los puntos (a,f(a) ) y (b,f(b)), según se muestra en la 


figura siguiente 
 


 


Regla del trapecio 
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Ejemplo 


Para 
2


)( xexf =  la fórmula del trapecio da la siguiente aproximación a la integral en [0,1] 
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Finalmente tomemos ahora como nodos los extremos del intervalo a y b junto con el punto medio del 
mismo (a+b)/2. El polinomio buscado es de grado 2, γβα ++= xxxP 2)( , y gráficamente se 
representa como una curva parabólica que pasa por los puntos (a,f(a)), ((a+b)/2, f((a+b)/2) y (b,f(b)). 
Si integramos P(x) 
 


)(
2323


)()(
223323


2 ab
abab


x
xx


dxxxdxxP
b


a


b


a


b


a


−+−+−=++=++=� � γβαγβαγβα  


 
Como  P(a)=f(a), P((a+b)/2)=f((a+b)/2) y P(b)=f(b)  tenemos las siguientes igualdades   
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que nos permiten eliminar  α, β y γ  para obtener la igualdad 
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La fórmula de integración numérica obtenida finalmente es 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
Cuando la función f es positiva, esta fórmula aproxima el área de la región limitada por f  mediante el 
área de la región limitada por la parábola que da el polinomio P(x) como se ve en la figura  
 


 
 
 
 


Regla de Simpson 
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Ejemplo 


Para 
2


)( xexf =  la regla de Simpson da la siguiente aproximación a la integral en [0,1] 
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Aumentando el número de nodos se pueden conseguir fórmulas más complicadas. En general las 
fórmulas así obtenidas se denominan fórmulas de Newton-Cotes y son casos particulares de las 
llamadas fórmulas de cuadratura: 
 
Definición  Una fórmula de cuadratura o integración numérica basada en los nodos x0,x1,...,xn es una 
expresión del tipo   
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donde �i, i=0,...,n son constantes que se conocen como coeficientes de cuadratura.  
 
Una fórmula de cuadratura se dice que tiene grado de precisión k si integra exactamente los 
polinomios de grado menor o igual que k. Las fórmulas de Newton-Cotes tienen grado de precisión 
mayor o igual que su número de nodos menos uno. 
 
Como se puede observar en las figuras de esta sección, el error que se comete al aproximar la 
integral de una función mediante las fórmulas que hemos deducido anteriormente es bastante 
apreciable. Para disminuir este error cabe la posibilidad de dividir el dominio de integración en 
subintervalos (dando una partición del mismo) y en cada uno de estos subintervalos aplicar la fórmula 
correspondiente. Este proceso lleva a las fórmulas de cuadratura compuestas que vemos a 
continuación.  
 
Dado el intervalo [a,b] consideremos una partición regular del mismo que lo divida en n subintervalos 
[ti-1,ti], i=1,...,n. En cada uno de ellos aplicamos la regla del punto medio para aproximar la integral 
correspondiente, es decir 
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que es la regla del punto medio compuesta. Nótese que esta fórmula coincide con la suma de 
Riemann de f en la que la función se evalúa en el punto medio de los subintervalos determinados por 
la partición. De esta manera hemos recuperado la forma de aproximación que mencionamos al 
principio de la sección pero obtenida desde un punto de vista diferente. 
 
Si ahora consideramos la fórmula del trapecio para aproximar las integrales en los subintervalos 
tenemos 
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que es la regla del trapecio compuesta. 
 
 
Finalmente obtenemos la regla de Simpson compuesta. Como   
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sumando estas aproximación obtenemos 
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Ejemplos con Maple 
 
En el paquete Student[Calculus1] de Maple está el comando ApproximateInt que permite obtener 
las fórmulas de cuadratura compuestas que acabamos de estudiar. La sintaxis de este comando es 
muy parecido al de RiemannSum que vimos en la primera sección.  
 
En la hoja de trabajo siguiente aparece la instrucción 


ApproximateInt ( ln(x), x = 1..3, method = trapezoid); 
cuya salida es la fórmula compuesta del trapecio (desarrollada) en la que se han utilizado 10 
subintervalos. Para obtener una expresión más compacta de esta fórmula utilizamos la opción output 
con valor sum. Si se quiere el valor numérico de la fórmula basta dar los extremos de integración en 
coma flotante y finalmente con la opción partition se puede cambiar el número de subintervalos 
utilizados 
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La opción method admite otros valores: midpoint y simpson generan las fórmulas de cuadratura 
compuesta del punto medio y de Simpson, respectivamente. De forma más genérica se puede utilizar 
el valor newtoncotes[n] donde n+1 es el número de nodos de la fórmula base de Newton-Cotes (que 
tiene entre sus nodos a los extremos del subintervalo) que se utiliza para generar la fórmula 
compuesta que usa el comando. 
 
En la imagen vemos como la fórmula de Simpson se puede generar indistintamente con los valores 
simpson o newtoncotes[2] para la opción method 
 
 


 
 
 
En la figura siguiente aparece el comando ApproximateInt en el que hemos dado el valor plot a la 
opción output. Esto nos permite ver gráficamente como se aproxima la función integrando, en este 
caso tg(x)-2x, en la regla de Simpson compuesta. La función aproximante, que en el dibujo aparece 
en rojo, es en cada subintervalo de integración un polinomio de grado dos que coincide con tg(x)-2x 
en tres puntos: los extremos y el punto medio del subintervalo correspondiente. 
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Investigamos a continuación el efecto que tiene, en la fórmula de Simpson compuesta, el aumento del 
número de subintervalos. Como se puede observar en la salida se produce una mejora en la 
aproximación. Así, el último valor obtenido (con 10 subintervalos) consigue las cuatro primeras cifras 
decimales significativas exactas. 
 
 


 
 
 
Comparamos ahora distintos métodos con el mismo número de subintervalos: 10. Como vemos la 
regla  de Simpson es superior a las del punto medio y el trapecio, consiguiendo seis cifras decimales 
exactas. 
 
 


 
 
 
CONSIDERACIONES FINALES. 
En las fórmulas de cuadratura que hemos tratado los nodos se han tomado siempre igualmente 
espaciados pero también cabe la posibilidad de utilizar nodos irregularmente repartidos en el intervalo 
de integración. De hecho, algunas fórmulas los eligen para obtener un grado de precisión más alto: 
son las llamadas fórmulas de Gauss. Todos estos tópicos están desarrollados en [2] y [4], donde se 
puede encontrar también el estudio del error de las fórmulas numéricas que nosotros no hemos 
incluido aquí. Finalmente haremos notar que cuando el manipulador Maple no es capaz de calcular 
una primitiva de una función dada, siempre puede conseguir una aproximación numérica al valor de 
su integral definida en un intervalo. Este cálculo se realiza mediante métodos numéricos muy 
eficientes que están entre las fórmulas de Gauss anteriormente mencionadas. 
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APLICACIONES__________________  ______________________________ 
 
�� Probabilidad: función de densidad.  
 
De manera informal, una variable aleatoria se puede definir como una cantidad cuyo valor viene 
gobernado por el azar. Así, la altura de una persona, el número de coches que pasan por un cruce o 
el tiempo de funcionamiento de una bombilla son ejemplos de variables aleatorias. De una variable 
aleatoria, que representaremos por X, interesa conocer cuál es la probabilidad con la que toma un 
valor situado entre dos cantidades dadas a y b. Es costumbre representar esta cantidad como sigue 


)( bXap ≤≤  
La probabilidad debe darse normalizada, lo que quiere decir que debe tomar valores reales entre 0 y 
1. De esta forma, una cantidad muy próxima a uno indica que el suceso es altamente probable 
mientras que si la probabilidad es cercana a cero el suceso ocurrirá raramente. 
 
Existe un tipo de variables aleatorias para las cuales el cálculo diferencial e integral desempeña un 
papel fundamental. Nos referimos a lo que los estadísticos llaman variables aleatorias continuas. 
Toda variable de este tipo lleva asociada lo que se conoce como su densidad de probabilidad, que no 
es sino una función real f de cuya integración se deducen las probabilidades correspondientes tal y 
como se indica a continuación 


�=≤≤
b


a


dxxfbXap ,)()(  


Aparte de otros muchos usos la función de densidad se puede emplear para hacer una estimación del 
valor esperado o esperanza matemática de la variable aleatoria. Si el conjunto de puntos en el que f  
es distinta de cero (lo que se denomina soporte de la distribución) está contenido en el intervalo [c,d], 
entonces el valor esperado se calcula también en términos de una integral: 


.)()( �=
d


c


dxxxfXE  


En lo que sigue presentamos un par de problemas que involucran variables aleatorias continuas. En 
su resolución se empleará el manipulador Maple con el fin de ilustrar nuevamente las capacidades y 
eficacia que aporta para el planteamiento y resolución de las más variadas cuestiones. 
 
PROBLEMA 1 
Cierto satélite de comunicaciones incorpora dentro de su equipamiento un componente electrónico 
cuyo funcionamiento es esencial para el correcto desarrollo de las tareas de transmisión. Se sabe que 
el tiempo de fallo de ese componente, expresado en años, viene descrito por una variable aleatoria 
continua X, con función de densidad dada por 
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Se pide  
a) Dibujar la función de densidad 
b) Calcular la probabilidad de que el satélite deje de funcionar antes de que finalice el primer año 


desde su lanzamiento. 
c) Calcular el tiempo esperado de vida útil del satélite. 
 


 
Para resolver el problema hemos comenzado por definir la función de densidad. Para ello hemos 
utilizado el comando piecewise, que permite manejar cómodamente funciones definidas a trozos. La 
segunda línea muestra el comando plot, utilizado para dibujar la función de densidad. Nótese que 
sólo hemos representado valores positivos de la variable independiente, ya que a la izquierda de cero 
la función se anula. En la gráfica se puede apreciar el máximo de la función de densidad que se 
alcanza en 10=x , así como el decrecimiento hacia cero cuando ∞→x . La tercera expresión 
calcula la probabilidad pedida en el apartado b). El resultado obtenido es poco significativo, por lo que 
en la siguiente línea hemos repetido el cálculo usando evalf para obtener el mismo valor escrito en 
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notación de coma flotante. Como se ve, la probabilidad de que el satélite deje de funcionar a lo largo 
del primer año es realmente pequeña. Por último, el cálculo de la vida útil plantea el problema de que 
el soporte de la distribución no está contenido en ningún intervalo cerrado. Para resolverlo hemos 
optado por plantear la integral correspondiente sobre un intervalo de la forma [0,c] y utilizar un 
proceso de paso al límite para recubrir el soporte de definición de f  que es [0,∞]. El valor obtenido 
para el tiempo esperado de vida útil es de veinte años. 
 


 
 
PROBLEMA 2 
Para que el satélite de comunicaciones del ejemplo anterior esté operativo es necesario que describa 
una órbita cuya inclinación con respecto al ecuador terrestre esté comprendida entre 43 y 47 grados. 
Debido a múltiples perturbaciones la inclinación de la órbita varía de tal forma que en un instante 
cualquiera su valor se puede describir por medio de una variable aleatoria Y que, medida en grados, 
sigue una distribución normal de media 45=µ  y desviación típica 2=σ , o lo que es lo mismo, su 
función de densidad es 
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Se pide  
a) Dibujar la función de densidad. 
b) Calcular la probabilidad de que el satélite esté operativo en un instante cualquiera. 
c) Calcular la inclinación esperada para la órbita del satélite. 
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Comenzaremos definiendo los valores de los parámetros µ y σ que caracterizan la distribución de 
probabilidad. A continuación utilizamos esos valores para definir la función de densidad. El comando  
plot utilizado en la tercera línea proporciona la gráfica pedida en el primer apartado del problema. En 
el dibujo se reconoce rápidamente la forma acampanada de la distribución gaussiana. 
 


 
 
 El siguiente comando trata de  calcular la probabilidad solicitada en el apartado b) efectuando la 
integración de la función de densidad sobre el intervalo de operatividad del satélite. Como se ve, el 
resultado aparece expresado en términos de la función de error que ya se introdujo en uno de los 
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ejemplos anteriores. El comando evalf proporciona la representación en coma flotante 
correspondiente al valor que queríamos calcular: el satélite está operativo durante casi un 70% del 
tiempo. A continuación hemos cargado el paquete Student[Calculus1] con la intención de contrastar 
este resultado con el que proporcionan los métodos numéricos explicados en las secciones 
anteriores. Empleando la instrucción ApproximateInt hemos obtenido las aproximaciones 
correspondientes a tres métodos compuestos de integración numérica (en todos los casos con 10 
subintervalos). Obsérvese como, una vez más, el método de Simpson es claramente superior, 
proporcionando cuatro cifras significativas correctas donde los métodos del punto medio y el trapecio 
tan solo consiguen dos. Por último, se ha calculado el valor esperado para la inclinación de la órbita 
del satélite siguiendo un procedimiento similar al del problema anterior, con el fin de resolver el 
problema planteado por la no acotación  del soporte de la distribución. En este caso la integral se 
puede calcular analíticamente sin ninguna dificultad por lo que Maple aporta el resultado de forma 
inmediata. Nótese que el resultado obtenido coincide precisamente con el parámetro µ de la 
distribución normal. 
 
Finalizamos esta sección indicando que, debido a la gran importancia que la estadística tiene en 
multitud de aplicaciones, Maple  incorpora el paquete  stat orientado hacia este tipo de cálculos. Este 
paquete proporciona funciones especializadas para el tratamiento estadístico de conjuntos de datos y 
para la evaluación numérica de distintos tipos de distribuciones, así como avanzadas herramientas 
gráficas que permiten presentar visualmente los resultados obtenidos. Por otra parte el lector 
interesado en el área de la probabilidad y la estadista puede consultar los distinto e-books disponibles 
sobre el tema, donde podrá encontrar además de excelentes introducciones, referencias a fuentes 
más avanzadas.  
 
 
 
�� Cálculo de longitudes de arco 
 
Supongamos que queremos medir la longitud del trozo de curva plana definida por la gráfica de una 
función continua derivable  f entre las abcisas a y b.  
 


              
 
Si f fuese una función afín, es decir, f(x)=kx+c con k y c constantes reales, entonces su gráfica sería 
una recta y nuestro problema se reduciría a medir la longitud del  segmento de extremos (a,f(a)) y 
(b,f(b)). Observando el dibujo vemos que esta longitud viene dada por 
  


22 )())()(( abafbfl −+−= . 
 
Supongamos ahora que la función f no es afín y que tenemos que medir la longitud de un segmento 
curvilíneo. Puesto que para arcos rectos sabemos calcular la longitud (como hemos hecho antes), 
una primera idea es aproximar la curva por una recta. Sin embargo, para evitar un error muy grande 
es conveniente dividir previamente la curva en arcos pequeños y aproximar la longitud de cada uno 
de ellos por la del segmento que une sus extremos. La longitud total quedará aproximada por la suma 
de las longitudes de los segmentos.  
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Técnicamente el proceso anterior es sencillo: para dividir la curva damos una partición del intervalo 
[a,b] y justamente los puntos Pi, con abcisa en cada uno de los nodos ti y ordenada en la imagen de 
los nodos f(ti), son los puntos que dividen la curva. Entonces, si denotamos por l(.) a la longitud, 
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Como la función f es derivable en [a,b] el teorema del valor medio garantiza la existencia de un punto 


iξ en cada subintervalo de la partición [ti-1, ti]  verificando 
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y por lo tanto tenemos la aproximación  
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Esta es precisamente la suma de Riemann de la función 1)(' 2 +xf  asociada a la partición. 
Cuanto más fina sea la partición, es decir, cuanto mayor sea n, mejor será la aproximación que 
obtenemos de esta manera a la longitud del arco. En el límite, cuando n tiende a infinito, 
conseguiremos exactamente la longitud:   
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De esta forma hemos obtenido una fórmula que nos permite calcular la longitud de un arco de curva 
mediante una integral definida. 
 
PROBLEMA 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Una empresa fabrica tejados que construye ondulando láminas metálicas de forma que el perfil  
del panel resultante es una onda senoidal cuya altura es 0.50 metros desde la línea central. En la 
figura se muestra un panel de longitud 10 metros junto con su sección longitudinal 


                     
La empresa quiere saber qué longitud han de tener las placas necesarias para construir tejados 
que cubran 30 metros.  
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La función que representa el perfil del panel es  
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La longitud de la plancha metálica será la de la curva dada por f entre 0 y 30. Esta longitud se calcula 
utilizando la fórmula deducida para las longitudes de arco. Necesitamos entonces la derivada de f(x) 
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La longitud será 
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Esta integral, que es una de las llamadas integrales elípticas, no es calculable analíticamente. En la 
siguiente figura ilustramos estos cálculos con Maple. En la salida del último comando se observa que 
no se puede calcular la primitiva de la función dada y, por lo tanto, se deja indicada en términos de la 
integral elíptica.  
 


 
 
En el paquete Student[Calculus1]  de Maple está el comando ArcLength que calcula directamente 
la longitud de arco de la función dada en el primer argumento entre los valores especificados en el 
segundo, como ilustramos a continuación  
 


 
 
Como la integral no es calculable con técnicas analíticas vamos a obtener una aproximación 
numérica a su valor utilizando la regla de Simpson compuesta. Con el manipulador Maple podemos 
comparar la aproximación proporcionada por este método y el valor que calcula Maple utilizando 
métodos numéricos más sofisticados. También ilustramos como influye en la aproximación el 
aumento en el número de subintervalos  
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Por defecto, Maple da las aproximaciones en coma flotante con 10 cifras significativas. Para modificar 
este número se utiliza el comando Digits, que aparece como primera instrucción en la figura 
siguiente, donde le hemos dado el valor 20.  
 


 
 
 
�� Cálculo del trabajo realizado por una fuerza 
 
El concepto físico de trabajo se encuentra estrechamente relacionado con la idea de fuerza.  
Intuitivamente, aunque no sepamos dar una definición formal de lo que es una fuerza, todos 
pensamos en que cuando  actúa sobre un objeto se produce un efecto sobre el mismo que se traduce 
normalmente en su desplazamiento. De esta forma si un objeto se desplaza a lo largo de una 
trayectoria recta descrita  por una  función x(t), la segunda ley de Newton del movimiento  define la 
fuerza F sobre dicho objeto como el producto de la masa del mismo por la aceleración, es decir 
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En el caso de que la aceleración sea constante también lo será la fuerza y entonces se define el 
trabajo realizado por F en el desplazamiento, que denotaremos por W,  como 
 


dFW ⋅=  
 
donde d es la distancia  recorrida por el objeto.  
 
Consideremos ahora el caso de un desplazamiento recto entre las posiciones a y b producido por una 
fuerza no constante  que depende de la posición del objeto, es decir, F=F(x) con a � x � b.   En este 
caso podemos dividir el desplazamiento total en pequeños desplazamientos, lo que se consigue 
dando una partición regular del intervalo [a,b]  


btttta nn =<<<<= −110 �  
y en cada uno de los subintervalos de la partición aproximamos  la fuerza por una constante que es 
precisamente el valor que toma en un punto arbitrario del subintervalo: [ ]iiii ttxxF ,),( 1−∈ . Entonces 
el trabajo en cada uno de los pequeños desplazamientos se puede aproximar por   


iiiii txFttxF ∆=− − )())(( 1  y esta aproximación será tanto mejor cuanto más pequeña sea la 
longitud del subintervalo. El trabajo total queda aproximado por 
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Como la aproximación mejora conforme aumentamos n, definiremos el trabajo como  
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Ejemplo 


Supongamos que un objeto se desplaza horizontalmente por acción de una fuerza que aumenta 
cuando éste se aleja de su posición inicial según la ecuación F(x)=5x2+2, donde x es la distancia 
recorrida por el objeto.  El trabajo realizado por esta fuerza para llevar el objeto desde su posición 
inicial a una distancia de 5 unidades es  
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  Funciones de varias variables I 


INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


No siempre es posible expresar una magnitud como función matemática de una sola variable. Al 
contrario, las funciones de interés en  ingeniería dependerán –en general- de un gran número de 
variables. Este Math-block está dedicado a extender a funciones de más de una variable los 
conceptos de límite, continuidad y derivabilidad que ya hemos visto en una dimensión en bloques 
anteriores. 
 
Empezaremos proporcionando ejemplos de magnitudes que se describen mediante funciones de 
varias variables y representaremos en tres dimensiones las funciones de dos variables. 
 
Después introduciremos las nociones topológicas necesarias para definir el concepto de 
distancia, que nos permite definir bolas, entornos, conjuntos abiertos, conjuntos cerrados, 
conjuntos compactos y puntos de acumulación. 
 
Más tarde presentaremos el concepto de continuidad basándonos en la definición de límite, e 
ilustraremos el cálculo de límites de funciones de más de una variable. 


 
 


OBJETIVOS       ________________________ 
 
 


1. Aproximarnos al concepto de funciones de varias variables. 
 


2. Saber relacionar las curvas de nivel de una función con su gráfico. 
 


3. Entender la extensión de los conceptos de continuidad y límites para funciones de varias 
variables. 


 
4. Clasificar, topológicamente, un conjunto 2D. 


 
5. Saber calcular límites direccionales y generales. 


 
6. Representar gráficamente, con la ayuda del Mathcad, funciones de 2 variables y sus 


curvas de nivel. 
 


 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Para poder seguir con éxito esta unidad es recomendable haberse leído los siguientes Math-
blocks: Uso básico del Mathcad, Funciones de una variable, Límites de funciones, 
Continuidad, Derivación y Estudio local y representación gráfica en 2D. 


 


 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


 Definición de función de varias variables: Gráfica y curvas de nivel. 
 
Una  función  con  n variables reales  es una regla f que asocia a cada punto                    
(x1, x2,.., xn) ∈ D ⊂ Rn  un único número real  z = f(x1, x2,.., xn). Representaremos esta función 
como f: D → R.  D se llama dominio de definición de f . 
 
 
Ejemplos: 
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  Funciones de varias variables I 


 
1.- Un sistema de fiabilidad con estructura en serie, formado por cuatro componentes(o bien 
en circuitos eléctricos) funciona (la corriente pasa) si los cuatro componentes lo hacen. La 
función de varias variables que describe el sistema sería f(x1,x2, x3, x4) = x1x2x3x4  donde el 
componente i funciona si xi = 1, y no lo hace si xi = 0. Luego el sistema funciona si                  
x1 = x2 = x3 = x4 =1. 
 
2.- Veamos el dominio de las siguientes funciones: 


22),( yxyxf += . f(x,y) está definida para cualquier par de valores reales (x,y). Por tanto,  
D = R2. 


yx
yxg


−
=


2),(


yx ≠


. g(x,y) está definida para cualquier par de valores reales (x,y) tal que 


(para que no se anule el denominador). Luego el dominio es todo los puntos del xy-
plano excepto los que están sobre la recta y=x. 


221),( yxyxh −−= . Como 1 .  Luego el dominio es todo 
los puntos del xy-plano excepto los que están en el círculo de radio 1 y centro el origen de 


coordenadas, es decir, 


10 2222 ≤+⇒≥−− yxyx


)0,0(1B−
2RD = . Donde )0,0(1B  es la bola cerrada de centro (0,0) 


y radio 1. 
)ln(),( yxyxi += . El dominio de la función son aquellos pares (x,y) tales que x+y>0, el 


logaritmo no puede tener un argumento negativo o cero. Gráficamente, el conjunto dominio 
está constituido por uno de los semiplanos limitados  por la recta x+y = 0 (y = -x). 
 
 
La gráfica de una función de dos variables z = f(x,y), es la representación 3D (a partir de 
unos ejes cartesianos X,Y,Z) de todas las combinaciones posibles de valores (x,y,z). Es decir, 
para cada par de valores (x,y) encontraremos la imagen z a través de la función f . Los tres 
valores definen un punto en el espacio de tres dimensiones. El conjunto de todos estos puntos 
nos da la gráfica de la función. 
 
 
Dada una función f de n variables  z = f(x1, x2,.., xn) y un número real cualquiera c, se define la 
curva de nivel de la función f asociada a un determinado valor c de z (z = c) como el conjunto 
de puntos x = (x1,x2,...,xn)  tales que verifican la siguiente condición: f(x) = c. 
 
En particular, para una función de dos variables z = f(x,y), la curva de nivel para z = a, es el 
conjunto de todos los pares de valores (x,y) tales que su imagen sea a. Si denotamos esta 
curva de nivel como C z = a , podemos decir que: 
 


{ }ayxfyxC az === ),( que  tal),(
 
Podemos representar las curvas de nivel en dos dimensiones (usando los ejes X,Y). La 
representación coincidirá con el perfil que resulta de seccionar horizontalmente la gráfica de la 
función a un nivel (o altura) de valor z = a. El conjunto de curvas de nivel se llama mapa de 
curvas de nivel.  
 
Ejemplo: Supongamos que tenemos un ordenador con una placa metálica de grandes 
dimensiones. La temperatura de la placa (lo que nos dará una idea de como tiene que ser el 
ventilador para que no se caliente en exceso) es función de las coordenadas de cada uno de 


sus puntos y viene dada por : T . Veamos la gráfica y el mapa 
de curvas de nivel, en [-30,30]x[-20,20]. 


22 5.16.0500),( yxyx −−=
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Gráfica 3D


surf


Mapa de curvas de nivel


M  
 
 
 
 


 Definición de Entornos: Conjuntos abiertos y cerrados. Compactos. 
 
 
Un rectángulo A en Rn es aquel conjunto de puntos cuyas coordenadas están limitadas por 
intervalos.  
 
 
-  Rectángulo abierto: no contiene ninguno de los extremos: 
 
     A = { x = (x1,x2,...,xn) ∈ Rn : a1 < x1 < b1 , a2 < x2 < b2 , ... , an < xn < bn } 
 
 
-   Rectángulo semi-abierto: contiene alguno de los extremos de los intervalos. 
 
 
-   Rectángulo cerrado: contiene todos los extremos de los intervalos: 
 


A = { x = (x1,x2,...,xn) ∈ Rn : a1 ≤ x1 ≤ b1 , a2 ≤ x2 ≤ b2 , ... , an ≤ xn ≤ bn }   
 
 
 
 CEA 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Un conjunto O de Rn es abierto si para cualquier punto x del conjunto existe algún rectángulo 
A que contiene el punto y que está totalmente contenido en el conjunto. La unión y la 
intersección de dos conjuntos abiertos es otro abierto. 
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Un conjunto T de Rn es cerrado si su complementario, Rn \T, es abierto. La unión y la 
intersección de dos conjuntos cerrados es un cerrado. 
 


 
 
 
Un entorno de un punto x de Rn es cualquier conjunto dentro del cual haya un abierto que 
contenga al punto.  
Un conjunto C de Rn está acotado si lo podemos incluir dentro de un rectángulo cerrado. 
 


 
 
Se dice que un conjunto es compacto cuando es cerrado y acotado. 
 
 


 Definición de límite: continuidad. 
 
En caso de que exista, el límite cuando x = (x1,x2,...,xn) tiende a  a = (a1,a2,...,an) ∈ Rn  de una 
función  f(x) se representa por: 
 
 
 ),...,,()( 21),...,,(),...,,( 2121


naaaxxxax
xxxflimxfliml


nn →→
==  


 
 
Ejemplos: 
 


1) Veamos que 
( )


1coslim 22


2


)0,0(,
=















+→ yx
yx


yx
π .  
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Solución: 
 
Dado que el límite de  existirá siempre que  pertenezca a ℜ, tenemos que calcular el 


límite de la función 


)cos(z z


2


2


y
yx


+2x
z = π


z


 cuando ( . Para resolver este límite basta 


con fijarse que la función puede expresarse como el producto de dos funciones: 


)0,0(, →yx )


 


22


2


yx
x
+


π   









≤


+
≤ 10 22


2


yx
xπ  


e 
 
y  


 
Como el valor absoluto de la primera está acotado y la segunda tiende a 0, entonces, el límite 


( )( ) ( ) ( )
0limlim 22


2


0,0,0,0),
=


+
=


→→ yx
yxz


yxyx
π  y el límite de su coseno, 1. 


2) Veamos que no existe el límite:
( )


( )
2


2


)0,0(,


sinlim
yx
yx


yx ⋅
⋅


→
. Para demostrar la no existencia de 


límite, basta con probar que para una posible aproximación  el límite no existe.  )0,0(),( →yx
Supongamos que intentamos efectuar el cálculo de este límite aproximando (  


siguiendo la curva dada por la dependencia funcional  con . Siguiendo esta 


curva, el cálculo del límite 
( )


)0,0(), →yx
kxy = 0>k


( ) 









⋅
⋅


→ 2


2


0,0,
sinlim


yx
yx


yx
 resultaría en un límite unidimensional: 


 


k


xk


k


x
x


x
x −


→+


+


→
=










 1


021


2


0
limsinlim  


 
Cuando  este límite unidimensional no existe puesto que la función  tiende a 
infinito. Por lo tanto, el límite bidimensional no existe. 


1>k kx −1


 
 
El cálculo de límites direccionales se utiliza a menudo para estudiar aquellos límites en los 
cuales tengamos algún problema. Consideremos un determinado punto a = (a1,a2,...,an) y un 
vector director v = (v1,v2,...,vn). El límite de una función  f(x) en el punto a y en la dirección v se 
calcula de la siguiente manera: 
 


),...,,(lim 22110 nnt
vtavtavtaf ⋅+⋅+⋅+


→
 


 
Es importante recordar las siguientes propiedades: 
 
Si el límite en una determinada dirección v no existe, entonces el límite general tampoco. 
 
Si todos los límites direccionales existen pero no son todos iguales, entonces el límite general 
tampoco existe. 
 
 
Una función f(x) es continua en un punto x = a si se cumplen las siguientes condiciones: 
 
(1)  El punto x = a es un punto del dominio de la función, es decir, existe f(a). 
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(2)  Existe el límite de la función cuando x tiende al punto a . 
(3)  El límite y el valor de la función en el punto coinciden, es decir: 
 


)()( afxflim
ax


=
→


 
 
 
Una función es continua en un conjunto si es continua en cada uno de los puntos del 
conjunto.  
 


Ejemplo: Veamos si es continua la función 









+ 22


2


cos
yx
yxπ  en todo ℜxℜ. 


Solución: 
 
Para que la función sea continua en , basta con que la imagen del argumento del 


coseno sea real porqué el coseno es una función continua en ℜ. El argumento, 


),( yx


22


2


yx
yx


+
π


)0,0(


, 


es real en todo ( ℜxℜ salvo en  donde la función no está definida. No obstante, 
hemos visto anteriormente que el límite del argumento existe y vale 1, entonces en  
tenemos una discontinuidad evitable. Entonces, podemos construir una extensión continua de 
la función de la siguiente manera:   


∈), yx )0,0(


 
 





























+


=
1


cos


)(


22


2


yx
yx


xfC


π


 cuando (  y cuando , 


respectivamente. 


( 0,0), ≠yx ) ( )0,0),( =yx


 
 
Teorema de Weierstrass: toda función continua en un conjunto compacto tiene siempre un 
máximo y un mínimo absolutos. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 


 Ejemplo de cálculo de dominio y representación gráfica:  
 
Dada la función z = f(x,y) = 3x + 4y, se pide: 
 


¿Cuál es el dominio de esta función?. 
  ¿Cómo es la gráfica de la función?. Dibújala con el Mathcad. 


¿Cuál es la curva de nivel para el valor z = 12?. Deducirla matemáticamente. 
Dibujar el mapa de curvas de nivel de la función. Interpretarla. 


 
 
La función está definida para cualquier par (x,y) de R2. Por tanto, D = R2. 
La gráfica de la función es un plano. De hecho, las funciones f(x,y) = ax + by son  llamadas 
funciones lineales en dos variables. 
 
 
 
 


 
 


Introducimos la función a 
representar. 


 
 


Definamos el área (subconjunto de 
ℜxℜ) donde vamos a representar 
la función F(x,y). 


 
 


También tenemos que 
proporcionar el número de puntos 
por dirección donde la función será 
evaluada.  


 
Definamos la función surf como la 
“red” de puntos generados con 
F(x,y) 


 
                          


F x y,( ) 3x 4y+:=  
 


xlow 4−:= xhigh 4:=


ylow 4−:= yhigh 4:=  
 


xn 100:=


yn 100:=  
 
surf CreateMesh F xlow, xhigh, ylow, yhigh,(:=
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Utilizamos Surface Plot de Graph 
para representar esta función. 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Efectuando una rotación en el 
espacio, podemos obtener la 
imagen de la función desde 
perspectivas diferentes. Basta con 
pinchar con el botón izquierdo  del 
cursor en la figura desplazándolo. 
Alternativamente podemos pinchar 
la figura con el botón derecho y 
seguir el menú que se abre al 
escoger format. 


 
 


surf  


surf  
 
 
 
 
 
 
c) La curva de nivel de valor z = 12 está formada por todos los pares (x,y) tal que f(x,y) = 3x + 
4y = 12 o, dicho de otro modo,  tal que y = 3 - 3/4 x.  
 









 −== xyyxCz 4


33 que  tal),(12


 
Por tanto, la curva de nivel es una recta. 
 
d) Todas las curvas de nivel son rectas con la misma pendiente, aunque desplazadas de 
forma paralela. 
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Introducimos la función a 
representar. 


 
 


Definamos el área (subconjunto de 
ℜxℜ) donde vamos a representar 
las curvas de nivel. 


 
 
 
 
 
 
 


También tenemos que 
proporcionar el número de puntos 
por dirección donde la función será 
evaluada.  


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Obtenemos el mapa de las curvas 
de nivel de la función. 


 


     
F x y,( ) 3x 4y+:=  
 


xlow 4−:= xhigh 4:=


ylow 4−:= yhigh 4:=  
 


xn 100:=


yn 100:=  
 


i 0 xn 1−..:= xindi xlow i
xhigh xlow−


xn 1−
⋅+:=


j 0 yn 1−..:= yindj ylow j
yhigh ylow−


yn 1−
⋅+:=


Mi j, f xindi yindj,( ):=


 
 


Level curves:


M


 
 


 
 
Las curvas que están situadas más a la derecha tienen asociado un valor de la función mayor. 
Por tanto, la función crece cuando nos desplazamos hacia esta zona, y decrece conforme nos 
desplazamos hacia la izquierda.  
 


 Ejemplo de clasificación topológica de un conjunto en 2D:  
 
Considerar el siguiente conjunto C = {(x,y) : y > x2 ,  x > 0 ,  y > 0}. 
 
(a) Representadlo gráficamente. 
 
(b) Decir si es un conjunto abierto o cerrado. ¿Es un conjunto compacto? 
 
(c) ¿Y si tenemos el conjunto D = {(x,y) : y ≥ x2, 0 ≤ x ≤ 2 , 0 ≤ y ≤ 1}? ¿es compacto? 
 
 
 
(a)  Observar que C no es más que la intersección de dos conjuntos: 
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C1 = {(x,y) : y > x2}    y    C2 = {(x,y) : x > 0 ,  y > 0} 
 
Conjunto C1: 
 
Para ver qué puntos del plano (x,y) son aquellos que verifican la condición y > x2, hemos de 
representar la gráfica de la función y = x2 . Después, hemos de decidir cuál de las dos zonas 
en las que nos quedará dividido el plano es la que contiene los puntos que verifican la 
desigualdad. 


 
 
 
Para decidir que la zona de color gris es la que verifica la desigualdad, sólo se ha de elegir un 
punto cualquiera de su interior (por ejemplo el (0,7)) y comprobar que satisface la desigualdad 
(efectivamente, 7 > 02 ).  
 
Observar que, como tenemos una desigualdad estricta, los puntos que están sobre la gráfica 
no pertenecen al conjunto (por tal motivo hay una línea discontinua).   
 
 
-      Conjunto C2: 
 
Este conjunto está formado por aquellos puntos situados en el primer cuadrante (la x y la y 
son siempre positivas). Observar que como las desigualdades son estrictas, los puntos que 
están sobre los ejes no pertenecen al conjunto: 
 


 
 
 
 
 
 
 
Haciendo la intersección de los conjuntos anteriores, obtendremos la representación de C: 
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(b) C es abierto, ya que para cualquier punto del conjunto  podemos encontrar una bola  que 
esté completamente incluida en C. Observar que todas las desigualdades que aparecen 
son desigualdades estrictas. Además, no es cerrado, ya que su complementario no es 
abierto. Por tanto, como no es un cerrado, no es un conjunto compacto. Observar que, de 
hecho, el conjunto C no es acotado. 
 
 
 
(c)  Observar que podemos considerar este conjunto como la intersección de dos conjuntos: 
 
D1 = {(x,y) : y ≥ x2}   y  D2 = {(x,y) : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1} 
 
 
El primer conjunto es exactamente el mismo que C1 pero incluyendo también a los puntos que 
pertenecen a la gráfica. El segundo conjunto no es nada más que un rectángulo cerrado de 
2x1. La representación del conjunto D es la zona de color gris: 
 
 


 
 
Por la forma que tiene el conjunto D podemos decir que es un conjunto acotado (es muy fácil 
encontrar una bola que contenga al conjunto). Además, está claro que el conjunto es cerrado 
(si consideráis el conjunto complementario a D veréis que es un conjunto abierto). Por tanto, 
como es un conjunto acotado y cerrado, es un conjunto compacto.   
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 Ejemplo de cálculo de límites en dos dimensiones: 
 


Calculad los límites de las funciones ℜ×ℜ→ℜ siguientes y determinad si las funciones son 
continuas en los puntos donde calculáis los límites:  


 


a) ( ) 22
1


2


)0,0(),(
)sin(1lim yx


yx
yx +


→
+   b) 2


3


)0,0(),(
lim


y
x


yx →
 


c)
x
xy


yx


)sin(lim
)2,0(),( →


   d)
2)1,1(),( −+


−
→ yx


yx
yx
lim  


 
 


Para el cálculo de límites seguimos la siguiente estrategia. Si intuimos que el límite existe, 


intentamos simplificar la función asociada utilizando la técnica de los infinitésimos 


equivalentes y/o buscamos como expresar dicha función como una función acotada por una 


función que tiende a cero. Tenemos que asegurarnos que los cálculos que realizamos 


corresponden a límites realizados desde todos los posibles entornos alrededor del punto al 


que hacemos tender las variables (x,y). 


 


Por el contrario, cuando suponemos que el límite no existe, basta con demostrar que 


siguiendo dos caminos diferentes que conducen al punto al cual hacemos tender las variables 


(x,y), obtenemos valores diferentes. 


 


a) Apliquemos, en primer lugar, el logaritmo a toda la expresión. 


 




















+ +


→


22
1


2


)0,0(),(
))sin(1(limln yx


yx
yx  


 


Si el límite de la función existe, la expresión anterior equivaldrá al logaritmo neperiano del 


límite y será igual al límite del logaritmo neperiano. Lo que nos permitirá escribir: 


 


( )
=


+
+


=


















+


→


+


→ 22


2


)0,0(),(


1
2


)0,0(),(


)sin(1lnlim))sin(1(lnlim
22


yx
yxyx


yx


yx


yx
 


La expresión puede ser multiplicada por equivalencias basadas en infinitésimos equivalentes: 


 


 =
++


+
→ )sin())sin(1ln(


)sin())sin(1ln(lim 2


2


2


2


22


2


)0,0(),( yx
yx


yx
yx


yx
yx


yx
=  


 


siempre que los denominadores de las fracciones unidad (iguales a 1) no sean cero. 


Separamos pues la resolución del límite en tres partes: A) tanto x como y son diferentes de 


cero, B) x es diferente de cero e y = 0 y C) y es diferente de cero y x = 0.  


Proyecto e-Math          13 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 







  Funciones de varias variables I 


 


A) en este caso podemos simplificar puesto que los denominadores son diferentes de cero y 


obtener: 


 


0limlim 22


2


)0,0(),(22


2


)0,0(),(
=⋅


+
=


+
=


→→
y


yx
x


yx
yx


yxyx
 


 


En la segunda igualdad hemos utilizado el hecho que el límite de una función acotada por una 


función que tiende a cero, es cero. Notad que la primera función 122


2


≤
+ yx
x


10 =e


 cuando ambas 


x e y son distintas de cero. Entonces el límite que buscamos será: si coincide con el 


resultado en B) y en C). 


 


B) cuando x es distinto de 0, pero y es idénticamente igual a 0, podemos simplificar la 


expresión de partida obteniendo: 


( ) 101lim 2
1


0
=+


→
x


x
 


 


al ser el interior de la potencia un 1 exacto. 


 


C) de la misma forma encontramos que también en el tercer caso (x = 0 e y→0) el limite vale 


1: 


( ) 101lim 2
1


0
=+


→
y


y
 


 


Por lo tanto, el límite de la función cuando (x,y)→(0,0) es 1. 


 


Entonces, la función presenta una discontinuidad evitable en el punto (0,0). Basta con definir 


la función en dicho punto de forma que sea igual al valor del límite: 1. 


b) Es relativamente sencillo demostrar que el 2


3


)0,0(),(
lim


y
x


yx →
 no existe. Basta con calcular un 


límite de dicha función que diverja. Efectuemos el cálculo del límite suponiendo que (x,y) se 


aproxima a (0,0) siguiendo la parábola y = x2: 


 


  ∞===
→→→ xx


x
y
x


xxyx


1limlimlim
04


3


02


3


)0,0(),(
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 Por lo tanto, la función presenta una discontinuidad no evitable en el punto (0,0). 
 
c) Efectuemos el cálculo del límite intentando utilizar infinitésimos equivalentes. Dado que en 


un entorno de (x,y)=(0,2) la variable y nunca será 0, podemos escribir la siguiente expresión 


con toda generalidad: 


 


  221)sin(lim)sin(lim
)2,0(),()2,0(),(


=⋅=⋅=
→→


y
xy
xy


x
xy


yxyx
 


 
Podemos conseguir que la función sea continua en este punto, si definimos que el valor en él 
sea igual al límite: 2. Se trata pues de una discontinuidad evitable. 
 


d) Demostraremos que el límite 
2


lim
)1,1(),( −+


−
→ yx


yx
yx


 no existe calculando dos límites 


direccionales y obteniendo valores diferentes. 


 


Sabemos que el límite de una función  f(x) en el punto a = (a1,a2,...,an) y en la dirección del 


vector v = (v1,v2,...,vn) se calcula de la siguiente manera: 


 


),...,,(lim)(lim 2211
00


nn
tt


vtavtavtaftvaf ⋅+⋅+⋅+=+
→→


  


 


En el primer caso aproximaremos (x,y) a (1,1) siguiendo la dirección del vector v = (0,1): 


  11limlim
211
)1(1lim)1,1(lim)11,01(lim


00000
−=−=


−
=


−++
+−


=+=⋅+⋅+
→→→→→ ttttt t


t
t
ttfttf  
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En el segundo caso aproximaremos (x,y) a (1,1) siguiendo la dirección del vector v = (1,0): 


  11limlim
211


11lim)1,1(lim)01,11(lim
00000
===


−++
−+


=+=⋅+⋅+
→→→→→ ttttt t


t
t
ttfttf  


  
Por lo tanto, no existe el límite de esta función en (1,1) y, por tanto, la función presenta una 
discontinuidad no evitable en este punto. 
 
Con Mathcad se podría calcular, también, los límites direccionales: 
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ENLACES_________________________________________________________________ 
 


 


[W1] http://mate.dm.uba.ar/~pdenapo/dif.html 
 


Página web donde se extiende el concepto de derivada a funciones de varias variables. Está 
la teoría con ejemplos. 


 
 [W2] http://www.okmath.com/Catego3.asp?clave=231 
 


Página web con problemas resueltos sobre Diferenciablilidad de Funciones de Varias 
Variables. 
  


[W3] http://planetmath.org/encyclopedia/Differentiable.html 
 


Página web de la enciclopedia de PlanetMath.org sobre diferenciabilidad. También se pueden 
buscar en http://planetmath.org/encyclopedia otros conceptos como límites, por ejemplo, 
dándole a l letra L. Está en inglés. 


 


[W4] http://www.satd.uma.es/matap/svera 
 


Página web de Salvador Vera Ballesteros, profesor del Departamento de matemáticas 
aplicada de la universidad de Málaga. Contiene problemas y apuntes sobre funciones de 
varias variables. 
 


[W5] http://cariari.ucr.ac.cr/~cimm/calculo.html 
 
Página web que trata sobre un curso de cálculo diferencial. Se introduce el concepto de  
funciones de varias variables y el de  de derivación parcial. Conceptos muy útiles en las 
aplicaciones. Hay teoría y ejercicios. 
 


[W6] http://www.dma.fi.upm.es/docencia/primerciclo/calculo/grupo13m/ 
 


Página web del Departamento de matemáticas aplicada de la universidad politécnica de 
Madrid. Contiene ejercicios y exámenes sobre funciones de varias variables. 


 
[W7] http://www.uco.es/organiza/departamentos/quimica-fisica/quimica-fisica/CD/CD0.htm 


 
Página web que trata sobre un curso de aprendizaje de Mathcad. Hay ejemplos sobre 
funciones de varias variables.  
 


[W8] http://www.terra.es/personal/jftjft/Home.htm 
 


Página completa sobre todo lo relacionado con las matemáticas. Aparecen matemáticos 
famosos y aplicaciones de las matemáticas a diversos campos.  
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
 


Este Mathblock está dedicado a extender a funciones de más de una variable los conceptos de 
derivabilidad, regla de la cadena y extremos que ya hemos visto en una dimensión en bloques 
anteriores. 
 
Ya hemos visto en el block anterior ejemplos de magnitudes que se describen mediante funciones 
de varias variables y sus representaciones en tres dimensiones. 
 
También hemos introducido nociones topológicas necesarias para definir el concepto de 
distancia, que nos permite definir bolas, entornos, conjuntos abiertos, conjuntos cerrados, 
conjuntos compactos y puntos de acumulación y con todo ello los conceptos de límite y 
continuidad. 
 
Nos queda por ver la derivabilidad y sus aplicaciones. Después de introducir el concepto de 
derivadas parciales de orden superior a 1, estudiaremos el carácter de los extremos locales de 
una función (máximos, mínimos y puntos silla) a partir de la matriz de las derivadas parciales 
segundas o matriz hessiana. 


 
 


OBJETIVOS       ________________________ 
 
 


1. Entender la extensión de los conceptos de diferenciación y regla de la cadena para 
funciones de varias variables. 


 
2. Conocer los conceptos de derivada direccional y derivada parcial. 


 
3. Utilizar la regla de la cadena para diferenciar funciones compuestas. 


 
4. Aprender a encontrar de manera analítica la solución de problemas de extremos. 


 
5. Aplicar correctamente el criterio de las derivadas parciales segundas. 


 
 


 
CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Para poder seguir con éxito esta unidad es recomendable haberse leído los siguientes Math-
blocks: Uso básico del Mathcad, Funciones de una variable, Límites de funciones, 
Continuidad, Derivación, Estudio local y representación gráfica en 2D y Funciones de varias 
variables I. 


 


 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


 Definición de derivabilidad en varias variables. 
 
 
Dada una función f(x), un punto x0 = (x0


1, x0
2,..., x0


n)  y un vector director v = (v1,v2,...,vn), se 
define la derivada direccional de f en x0 y en la dirección v como: 
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La derivada parcial de una función f en un punto x0 = (x0


1, x0
2,..., x0


n) y respecto a la i-ésima 
componente es la derivada direccional en el punto y en la dirección del vector 


)0,,0,1,0,,0(
)


LL
i


ie = . La derivada parcial se denota de las siguientes maneras: 
 


)()()( 000 x
x
fxfDxf
i


iei ∂
∂


==′   


 
PROPIEDAD: Si las derivadas parciales existen y son continuas, entonces la función inicial  f  
es continua. 
 
 
El vector gradiente de una función real  f en un determinado punto x es el vector formado por 
todas las derivadas parciales: 
 
 
 
 
 


Ejemplo:  Veamos el vector gradiente de la función 22 yx
xy
+


. También calcularemos en qué 


puntos de la circunferencia 122 =+ yx , el módulo de dicho vector es máximo y mínimo. 
 
Solución: 
 
 
Las componentes x  y y  del gradiente vienen dadas por: 
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Así pues el gradiente corresponde a :  
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y su módulo:  
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En los puntos de la circumferencia 122 =+ yx , el módulo del gradiente valdrá: 
 


12 2 −=∇ xf  


 
y el valor máximo,1, lo tomará en ( ) ( )0,1, =yx , ( ) ( )0,1, −=yx , ( ) ( )1,0, =yx  y 
( ) ( )1,0, −=yx . 
El valor mínimo del módulo del gradiente para puntos de la circumferencia es 0 , este valor se 


obtiene en ( ) 
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La aproximación lineal a una función real f en un entorno del punto x0 = (x0


1, x0
2,..., x0


n) viene 
dada por la siguiente expresión:     
 
 
 
 
es decir: 
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Si una vez obtenida la derivada parcial i-ésima de una función f , volvemos a derivar respecto 
a la j-ésima componente, se obtiene una derivada parcial de segundo orden, la cual 
denotaremos por: 
 
 
 
 
 
Esta expresión se lee “derivada segunda de f respecto de xi  y respecto de xj”. 
 
La matriz formada por todas las derivadas parciales de segundo orden se llama matriz 
hessiana. La construcción de esta matriz se hace según el siguiente cuadro: 
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PROPIEDAD (Teorema de Schwartz): La matriz hessiana siempre es simétrica si las 
derivadas parciales de segundo orden son continuas. 
 


 Regla de la cadena. 
 
La regla de la cadena para funciones de varias variables tiene dos versiones diferentes 
según la forma en que se realiza la composición (nos centramos en funciones de dos 
variables): 
 
-  Una función de dos variables f compuesta con otra de una variable h: 
 
 
 
 
 
Si queremos calcular, por ejemplo, las derivadas parciales de g (g es una función real de dos 
variables) a partir de las funciones h y f, podemos hacer lo siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
-  Dos funciones de una variable, u y v, compuestas con otra de dos variables f: 
 
 
 
 
 
 
Si queremos calcular la derivada de la función g (observar que esta función es una función 
real de una única variable real) a partir de las funciones u, v y f, deberemos seguir los 
siguientes pasos: 
 
 
 
 
Ejemplo:  Supongamos que las variables x e y dependen de otra variable t de la siguiente 
forma 
 
   x(t) = t + e t        e       y(t) = t 2 + t + 1 
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Calcularemos la derivada de la función f(x,y) = y/x respecto de la variable t. 
 
Solución: 
 
 
Observar que tenemos la siguiente situación:  g(t) = f(x(t),y(t))  y que lo que nos piden es, 
precisamente, calcular la derivada de g respecto de t. Según una de las fórmulas de la regla 
de la cadena, tenemos que: 
 


)('))(),(()('))(),(()(' tytytx
y
ftxtytx


x
ftg ⋅


∂
∂


+⋅
∂
∂


=  


Calculemos por tanto cada uno de los elementos que hay en la expresión anterior:  
 
- Parcial de f respecto de x: 
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- Derivada de x respecto de t:  x‘(t) = 1 + e t  
 
- Parcial de f respecto de y: 
 
 


 tettx
tytx


y
f


x
yx
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1))(),((1),(  


 
 
- Derivada de y respecto de t:  y’(t) = 2t + 1 
 
Finalmente, uniendo todas las expresiones anteriores, obtenemos que: 
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 Definición de extremos de funciones de varias variables. 
 
Una función f  definida en un dominio D abierto presenta un mínimo (máximo) local en 


Dba ∈),(  si existe un entorno U de (a,b) tal que ),(),( bafyxf ≥  Uyx ∈∀ ),(   
)),(),(( bafyxf ≤ .  Diremos (a,b) es un extremo local o relativo de f si es un mínimo o 


máximo local. 
 


El punto Dba ∈),( abierto, es un punto crítico de RRDf →⊆ 2: , si f es diferenciable en 
(a,b) [i.e: f continua y con derivadas parciales en (a,b)] y )0,0(),( =∇ baf . 
 
TEOREMA 
 
Si f es diferenciable en el punto Dba ∈),( abierto y además dicho punto es un extremo local, 
entonces (a,b) es un punto crítico  de f ; i.e: )0,0(),( =∇ baf . 
 
Este teorema pone de manifiesto que para encontrar extremos locales sólo tenemos que 
determinar los puntos críticos. Un punto crítico que no es un extremo local se denomina 
punto de silla. 
CRITERIO DE LAS DERIVADAS PARCIALES SEGUNDAS 
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Sea (a,b) punto crítico de f una función y sean ),(2


2


1 ba
x
fd


∂


∂
=  y d2 el determinante de la 


matriz Hessiana evaluada en (a,b). Entonces: 
 
1) Si d1>0 y d2>0, se deduce que (a,b) es un mínimo local. 
 
2) Si d1<0 y d2>0, se deduce que (a,b) es un máximo local. 


 
3) Si d2<0, se deduce que (a,b) es un punto de silla. 


 
4) Si d2=0, el criterio no es decisorio. 
 
 


Ejemplo:  Dada la función de dos variables 100222),( 22 +−+−= yyxxyxf   
 
(a) Calculad las derivadas parciales de la función. 
 
(b) En caso de existir, calculad los máximos y mínimos locales de la función. 
 
Solución: 
 


(a) Las derivadas parciales son:   yxyx
y
fyxyx


x
f 42),(       ;24),( −=


∂
∂


+−=
∂
∂


 


 
(b) Igualando las anteriores derivadas a cero, obtenemos que el único candidato a máximo o 


mínimo es (x,y) = (0,0). Para ver si es máximo o mínimo local calculamos la Hessiana: 
 


 
 
 


 


Dado que 04)0,0(1 <−== xxfd  y 0124162 >=−=d , el punto (0,0) es un máximo 


local de la función. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 


 Ejemplo de cálculo de derivadas parciales: 
 
Si u=arctg(y/x) y v(t,x)=Asin(aλt+ψ)sin(λx) demostrad que se satisfacen las siguientes 
ecuaciones:  
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Efectuemos las derivadas parciales: 
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 Y por lo tanto se satisface la ecuación de salida.  
 
Comprobemos este resultado con Mathcad utilizando la operación simbólica de 
derivación múltiple así como la instrucción de simplificación que ya hemos venido 
utilizando. 
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Para la segunda ecuación: 
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[ ] )sin()sin()cos()sin( 222 ψλλλλψλλ +−=
∂
∂


+= taxAax
x


taAa  


 
 Las dos expresiones son iguales y queda probada la ecuación de salida. 
 
Con la ayuda de Mathcad, podemos comprobar la exactitud del resultado: 


 


2t
A sin a λ⋅ t⋅ ψ+( )⋅ sin λ x⋅( )⋅( )d


d


2
A− sin a λ⋅ t⋅ ψ+( )⋅ a2


⋅ λ
2


⋅ sin λ x⋅( )⋅→
 


a2
2x


A sin a λ⋅ t⋅ ψ+( )⋅ sin λ x⋅( )⋅( )d


d


2







a2
− A⋅ sin a λ⋅ t⋅ ψ+( )⋅ sin λ x⋅( )⋅ λ


2
⋅→


 
 


 
 


 Ejemplo de cálculo de la matriz Hessiana:  
 
Calcular la matriz hessiana, en un punto cualquiera (x,y), de la función: 
    


123),( 2 −++= xyx
y
xyxg  


 
Encontrar esta matriz para (x,y) = (1,-2) y comprobar que, efectivamente se cumple el teorema 
de Schwarz (es decir, que la matriz hessiana es simétrica). 
 
Mathcad calcula derivadas parciales de segundo orden: 
 


 
La matriz hessiana en un punto cualquiera (x,y) estará formada por las siguientes derivadas 
segundas: 
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Esta matriz, en el punto (1,-2), valdrá lo siguiente (observar que esta matriz es simétrica): 
 












−


−
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8/24/23
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H  


 
 


 Ejemplo de función de tres variables:  
 
De la siguiente función real de tres variables, f(x,y,z) = x·y + y·z + z·x, se pide lo siguiente: 
 
(a) Calcular las derivadas parciales en un punto cualquiera (x,y,z). ¿Qué podemos decir de la 


continuidad de la función dada? 
 


(b) ¿Es cierto que si una función es continua, cualquier límite direccional en un punto siempre 
dará lo mismo? Comprobadlo con la función inicial y con el punto (x,y,z) = (1,0,-1). 


 


(c) A partir del apartado (a), encontrad el gradiente en el punto (-2,3,2) y la aproximación 


lineal en este punto. Comparar la imagen del punto (-2.1,3.1,2.1) con la que da la 


aproximación lineal. 


 
 
(a) Dado que es una función de 3 variables, habrá 3 derivadas parciales. Generalizando la 


metodología de cálculo de derivadas parciales, tenemos que:  


 
 


 


 


 


 


 


 


 


Como cada una de las derivadas parciales es una función continua (son la suma de 


funciones continuas) que existe para cualquier punto (x,y,z), tenemos que la función inicial 


f es una función continua.  


 


(b) Si una función es continua en un punto, eso significa que, en particular, el límite en el 


punto existe. Es decir, sea cual sea la trayectoria con que nos aproximamos al punto, el 


límite siempre ha de valer lo mismo. Eso también ha de pasar cuando nos aproximemos 


al punto por rectas (límites direccionales o por secciones verticales). Como la función 
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inicial f es continua, comprobamos este hecho para el punto (1,0,-1) tomando una 


dirección cualquiera v = (v1,v2,v3):   


( ) 11


)1()1()1()()()1(


)1,0,1(


31
2


3132
2


221
2


20


3132210


3210


−=⋅⋅+⋅+⋅−−⋅⋅+⋅−⋅⋅+⋅


=⋅+−⋅⋅++⋅+−⋅⋅+⋅⋅⋅+


=⋅+−⋅+⋅+


→


→


→


vvtvtvtvvtvtvvtvtlim


vtvtvtvtvtvtlim


vtvtvtflim


t


t


t


 


 
Observar que el resultado final es independiente del valor que tenga el vector v. 


 
(c) El vector gradiente está formado por las derivadas parciales, por tanto, a partir de los 


resultados del apartado (a): 
 


∇f(x,y,z) = (y+z,x+z,x+y)   
 


      y, en el punto (-2,3,2), tendremos lo siguiente: 


 
∇f(-2,3,2) = (3+2,-2+2,-2+3) = (5,0,1)   


 
     La aproximación lineal en el punto vendrá dada por la siguiente expresión: 
 


f(x,y,z) ≈ f(-2,3,2) + ∇f(-2,3,2)·(x-(-2),y-3,z-2)   
f(x,y,z) ≈ -4+(5,0,1)·(x+2,y-3,z-2) 
f(x,y,z) ≈ -4+5·(x+2) + 0·(y-3)+1·(z-2) 
 


      y, finalmente: 
f(x,y,z) ≈ 5x+z+4 


 
Si calculáis la imagen del punto (-2.1,3.1,2.1) a partir de la función inicial f obtendréis que      


f(-2.1,3.1,2.1) = -4.41. Con la aproximación lineal que hemos encontrado antes, obtendréis 


el valor:  f(-2.1,3.1,2.1) ≈ 5·(-2.1)+2.1+4 = -4.4 (que efectivamente es una buena 


aproximación al valor verdadero).  


 


     Mathcad también calcula el límite en una dirección (a,b,c): 
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 Ejemplos de máximos y mínimos:  
 


a) Dada la función 42),( yxyxf += , encontrar los máximos y mínimos de esta función.  
Dibuja la función con el Mathcad. 
 
 
En primer lugar, hemos de plantear las condiciones de primer orden que saldrán de las dos 
derivadas parciales: 
 


02 ==
∂
∂ x
x
f


          04 3 ==
∂
∂ y
y
f


 


 
Lo que implica que el candidato a máximo o mínimo de esta función es (x,y) = (0,0). 
 
Para discutir si el candidato es máximo o mínimo, hemos de considerar las condiciones de 
segundo orden a partir de la matriz hessiana.  
 












=⇒











=


00
02


)0,0(
120


02
),( 2 Hf


y
yxHf  


 


Dado que 0
00
02


2 ==d , el criterio de las derivadas parciales segundas para determinar 


extremos falla. En este caso hacemos el gráfico y vemos que el punto (0,0) es un mínimo 
local de la función, que además es global. Haciendo el dibujo con el Mathcad, se aprecia el 
mínimo. 
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b) Dibuja la función 221
1
yx+


 y averigua a partir de representaciones gráficas con Mathcad: 


Máximos y mínimos, absolutos y relativos, de dicha función. 
Direcciones de máximo crecimiento o decrecimiento alrededor de (0,0). 
 
Primero representamos su imagen tridimensional: 
 


xlow 10−:= xhigh 10:=
F x y,( )


1


1 x
2


y
2


+
:=


ylow 10−:= yhigh 10:=


xn 40:= yn 40:=


surf CreateMesh F xlow, xhigh, ylow, yhigh, xn, yn,( ):=


Imagen 3D de la función Otra vision 3D de la función


 
y luego sus líneas de nivel: 


xlow 10−:= xhigh 10:=
F x y,( )


1


1 x2 y2+
:=


ylow 10−:= yhigh 10:=


xn 400:= yn 400:=


surf CreateMesh F xlow, xhigh, ylow, yhigh, xn, yn,( ):=


Gráfica de las curvas de nivel


surf


Detalle de la gráfica de las curvas de nivel


surf
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A la luz de estos datos podemos afirmar que en los ejes x  e y  la función presenta el valor 
máximo: 1. Y por lo tanto, dichos ejes son máximos absolutos de la función. No obstante, 
estos puntos no son máximos relativos de la función puesto que en su entorno, existen otros 
puntos de igual imagen. Las direcciones de máximo decrecimiento alrededor del punto ( )0,0  
son las dadas por las bisectrices xy =  y xy −= . 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


A menudo los más pequeños nos preguntan: “Y cuánto vale la raíz de un número negativo?” y 
debemos responderles: “No existe” Este math-block pretende dar respuesta a estas preguntas a 
partir de la resolución de la ecuaciones introduciendo lo que llamamos los números complejos. 
Para ello partimos de la ecuación sin solución real más sencilla que existe y que no posee 
solución en los números reales: z2 +1=0. Sus soluciones son la unidad imaginaria j (j2=-1) que nos 
permite resolver la raíz cuadrada de cualquier número real negativo, en particular del 1. Sólo con 
esta información somos capaces de obtener todas las soluciones de ecuaciones de segundo y 
tercer grado, utilizando la fórmula de segundo grado y la fórmula de Cardano, respectivamente. A 
partir de aquí presentaremos la aritmética en los complejos que incluyen a los números reales así 
como algunas propiedades de interés. 


 
 
OBJETIVOS DOCENTES ___  ___________________________________ 
 
• Proporcionar una primera introducción a los números complejos, como soluciones de ecuaciones 


algebraicas. 
  
• Desarrollar cierta soltura para calcular con ellos en los distintos formalismos. 
 
• Ilustrar la resolución de ecuaciones y el cálculo con números complejos, en general, con el 


programa Mathcad. 
 


 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Es recomendable que, previamente, se dominen los siguientes apartados: 
 
• Ecuación de segundo grado. Su resolución. Gráfica a la que corresponde.  
 
Asimismo también es muy aconsejable que se tenga un conocimiento mínimo del programa Mathcad.  
 
Por lo tanto se recomienda la lectura previa de los Mathblocks: “Uso básico del Mathcad en Análisis 
(I): cálculo simbólico y analítico”, “Funciones de una variable” y “Series de potencias”. 
 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 
• Los números reales  
 
El sistema numérico, como nosotros lo conocemos en la actualidad, es el resultado de una evolución 
gradual en la historia de las Matemáticas. Describimos brevemente los tipos de números que la 
humanidad ha ido descubriendo [1].  


 
Los números naturales:  1, 2, 3, ...., o también llamados enteros positivos. Fueron usados 
primero para contar. Los símbolos han cambiado con las épocas, pues los romanos, por 
ejemplo, utilizaban I, II, III, IV, .... . La suma, ba + , y el producto, ba ⋅ , de dos números 
naturales són también números naturales, lo cual se puede expresar diciendo que el conjunto 
de los números naturales es cerrado respecto a las operaciones de suma y producto o que 
cumple la propiedad de clausura con relación a estas operaciones.  
 
Los enteros negativos y el cero, después denotados por –1, -2, -3, .... y 0, respectivamente, 
que permiten resolver ecuaciones como abx =+  con a  y b  naturales, llevan a la 
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operación de resta, que se escribe bax −= . El conjunto de enteros positivos y negativos 
con el cero se llama el conjunto de los enteros y es cerrado bajo las operaciones de suma, 
producto y resta.  
 
Los números racionales o fracciones, tales como 3/4, -8/3, ...  permiten resolver 
ecuaciones de la forma abx =  para enteros cualesquiera a  y b , con 0≠b , los cuales 
conducen a la operación de división o inversa del producto, que se representa como 


bax /=  (llamado cociente de a  y b ) donde a  es el numerador y b  el denominador. 
 
El conjunto de los enteros es un subconjunto de los números racionales, puesto que los 
enteros corresponden a los números racionales con 1=b .  
 
El conjunto de números racionales es cerrado bajo las operaciones de suma, sustracción, 
multiplicación y división, excluyendo la división por cero.  
 
Los números irracionales, tales como 41423,12 = ...  y 14159,3=π  ... son números que 
no son racionales, es decir, no pueden ser expresados como ba /  donde a  y b  son enteros 
y 0≠b . 
 


El conjunto de números racionales e irracionales es llamado el conjunto de los números reales. Se 
supone que el estudiante está ya familiarizado con las diversas operaciones con números reales.  
 
Es conocido que los números reales pueden representarse por puntos de una recta infinita que 
llamamos eje o recta real. El punto correspondiente al cero, se llama origen. Recíprocamente, para 
cada punto sobre la recta hay uno y solamente un número real. Si un punto A correspondiente a un 
número real a está ubicado a la derecha de un punto B correspondiente a un número real b, decimos 
que a es mayor que b o que b es menor que a y escribimos respectivamente ba >  o  ab <  y a 0 si 


0=a . Decimos que el conjunto de los números reales satisfacen una relación de orden.  
 
El conjunto de todos los valores de x , tal que bxa <<  se llama un intervalo abierto sobre el eje 
real, minetras que bxa ≤≤ , el cual incluye los extremos a  y b , se llama un intervalo cerrado. El 
símbolo x , que puede representar a cualquier elemento del conjunto de números reales, es llamado 
una variable real.  
 
El valor absoluto de un número real a , denotado por a  es igual a a  si  0>a , a a−  si 0<a  y a 


0 si 0=a . La distancia entre dos puntos a  y b  sobre el eje real es  ba − . 


 
 
• Definición de un número complejo [2] 
 
No existe un número real x  que satisfaga la ecuación polinómica 012 =+x . Para resolver este tipo 
de ecuaciones, es necesario introducir los números complejos.  
 
Se define un número complejo, z , mediante la siguiente expresión: 


 
jyxz +≡  


 
donde x  e y  son una pareja cualquiera de números reales. Llamamos j  a la unidad imaginaria 
compleja. Definimos j  de la siguiente manera:   


   12 −≡j .  
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Si jbaz += , a  se llama la parte real de z  y b  la parte imaginaria de z  y se denominan 
mediante )(za ℜ=  y )(zb ℑ= , respectivamente. El símbolo z , que puede representar cualquier 
elemento del conjunto de números complejos, es llamado una variable compleja. 
 
Dos números complejos jba +  y jdc +  son iguales si y solamente si ca =  y db = . Podemos 
considerar los números reales como el subconjunto del conjunto de los números complejos con 


0=b . En este caso por ejemplo, los números complejos 00 j+  y 03 j+−  representan los 
números reales 0 y –3, respectivamente. Si 0=a , el número complejo jb+0  o jb  se llama un 
número imaginario puro.  
 
El conjugado de un número complejo jba +  es jba − . El conjugado de un número complejo z  se 


indica frecuentemente por *z o 
−


z . 
  


 
• Operaciones aritméticas con números complejos en forma binómica  
 


• Suma  
 
( ) ( ) ( ) ( )dbjcajdcjba +++=+++  
 
 


• Resta  
 
( ) ( ) ( ) ( )dbjcajdcjba −+−=+−+  
 
 


• Producto  
 


( ) ( ) ( ) ( )bcadjbdacbdjjbcjadacjdcjba ++−=+++=+⋅+ 2  
 
 
• División 


 
( )
( )


( )
( )


( )
( ) =


−
−+−


=
−
−


+
+


=
+
+


222


2


djc
bdjjbcjadac


jdc
jdc


jdc
jba


jdc
jba


 


 
( )


222222 dc
adbcj


dc
bdac


dc
adbcjbdac


+
−


+
+
+


=
+


−++
=  


 
 


• El cuerpo de los números complejos 
 


Se puede probar que si 1z , 2z  y 3z  pertenecen al conjunto de los números complejos, C, 21 zz + , 
entonces, satisfacen las siguientes propiedades:  
 
1. 21 zz +  y 21zz  pertenecen a C  Ley de clausura 
 
2. 1221 zzzz +=+     Ley conmutativa de la suma 
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3. ( ) ( ) 321321 zzzzzz ++=++   Ley asociativa de la suma 
 
4. 1221 zzzz =     Ley conmutativa del producto 
 
5. ( ) ( ) 321321 zzzzzz =    Ley asociativa del producto 
 
6. ( ) 3121321 zzzzzzz +=+    Ley distributiva 
 
7. 111 00 zzz =+=+ , 0 es llamado el elemento neutro de la suma y 1 es el llamado elemento 


neutro del producto.  
 
8. Para cualquier número complejo, 1z , distinto de cero, existe un número único z  en C tal que 


01 =+ zz ; z se llama el opuesto de 1z  con respecto a la suma y se denota por 1z− .  
 
9. Para cualquier 01 ≠z , existe un número único z  en C tal que 111 == zzzz ;  z  se llama el 


inverso de 1z  con respecto al producto y es denotado por 1
1


−z  o 11 z .  
 
En general, cualquier conjunto, como C, cuyos elementos satisfagan las propiedades anteriores, se 
dice que es un cuerpo. 


 
 


• Representación gráfica de los números complejos 
 
Si se eligen ejes reales sobre dos rectas perpendiculares (los ejes x  e y , respectivamente), 
podemos situar cualquier punto del plano determinado por estas rectas mediante la pareja ordenada 
de números reales ( )yx,  o coordenadas cartesianas del punto. Como un número complejo jyx +  
se puede considerar como una pareja ordenada de números reales, podemos representar estos 
números por puntos en el plano xy , llamado el plano complementario o diagrama de Argand. Por 
ejemplo, el número complejo 43 j+  también se puede leer, entonces, como el par ordenado ( )4,3 . 
Así, a cada número complejo corresponde uno y solamente un punto en el plano y recíprocamente a 
cada punto en el plano le corresponde uno y solamente un número complejo. A causa de esto, a 
menudo mencionamos al número complejo z  como el punto z .  
 
Nos referimos a los ejes x  y y  como los ejes real e imaginario, respectivamente y al plano 
complejo como al plano z . La distancia entre dos puntos 111 jyxz +=  y 222 jyxz +=  en el plano 


complejo viene dada por ( ) ( )2
21


2
2121 yyxxzz −+−=− .  


 
 
• Módulo y argumento de un número complejo 


 
Si P es un punto en el plano complejo correspondiente al número complejo ( )yx,  o jyx + , entonces 


podemos definir el módulo, ( )zmod  o z , de dicho complejo de la siguiente forma:  


22 yxz +≡ .   


También podemos definir el argumento de este complejo, ( )zarg  o ( )zφ , como el ángulo que forma 
la recta OP con el eje OX positivo. A partir de la trigonometria se deduce que:  
     ( )φφ sincos jrjyxz +=+=  
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Esta última es la llamada forma polar o módulo-argumental del número complejo r  y ( )zφ  reciben el 
nombre de coordenadas polares.  
 
Para cualquier número complejo 0≠z  corresponde solamente un valor de φ  en πφ 20 <≤ . No 
obstante, cualquier otro intervalo de longitud π2 , por ejemplo, πφπ <≤− , se puede emplear. Esta 
elección particular recibe el nombre de la parte principal y el valor de φ  se llama valor principal.  
 
 


• Producto, división y potenciación [2] 
 
El módulo de un producto de números complejos ( )111111 sincos φφ jrjyxz +=+=  y  


( )222222 sincos φφ jrjyxz +=+=  es igual al producto de los módulos de esos números mientras 
que el argumento del producto es igual a la suma de los argumentos de esos números complejos. Es 
decir:  
 


212121 zzrrzz ⋅==   )arg()arg()arg( 212121 zzzz +=+= φφ  
 
 
para comprobarlo basta con ver que:  
 


( ) ( )[ ] =++−= 212121212121 sincoscossinsinsincoscos φφφφφφφφ jrrzz  
 


 ( ) ( )[ ]212121 sincos φφφφ +++= jrr  
 
 
En el caso de la división de dos números complejos, el módulo es el cociente entre los módulos de 
los dos números, mientras que el argumento del cociente es igual a la diferencia de los argumentos 
del dividendo y del divisor. El lector puede comprobar el resultado bien mediante el uso de 
expresiones trigonométricas o recordando que dividir es multiplicar por el inverso. El inverso de un 
número complejo tiene por módulo el inverso del módulo y, por argumento menos el argumento del 
complejo considerado. Así pues:  
 


2


1


2


1


2


1


z
z


r
r


z
z


==   )arg()arg()arg( 2121
2


1 zz
z
z


−=−= φφ  


 
 
• Teorema de Moivre  [1] 
 


Si multiplicamos n números complejos, a partir de la expresión del producto de dos números 
complejos obtenemos que el producto de n números complejos equivale a un complejo cuyo módulo 
es el producto de los n módulos y el argumento, la suma de los n argumentos. De esta forma:  
 


( ) ( ){ }nnnn jrrrrzzzz φφφφφφφφ +++++++++= LLLL 321321321321 sincos  
 


Tomando todos los complejos iguales zzzzz n ===== L321 , la expresión anterior queda 
como: 
 


( ) ( ){ }φφ njnrz nn sincos +=  
 
Por otro lado, la n-ésima potencia del número complejo z  también puede expresarse, lógicamente 
como: 
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( ) ( )( ){ }nn jrz φφ sincos +=  


 
y igualando las dos últimas expresiones llegamos al Teorema de Moivre: 
 
    ( ) ( )( ){ } ( ) ( )( )φφφφ njnrjrz nnn sincossincos +=+=  
 
 


• Radicación [2] 
 
El teorema de Moivre nos permite calcular fácilmente la expresión para las raíces de cualquier 
número complejo. Un número w  es una de las n raíces n-ésimas de un número complejo z , si 


nzw /1= . Del Teorema de Moivre, podemos demostrar que las n raíces de z , kw  son:  
 


( ) ( )( ){ } =+== nn
k jrzw 11 sincos φφ  


 



















 +


+






 +


=
n


kj
n


kr n πφπφ 2sin2cos1  con  1,,2,1,0 −= nk K  


 
 


Estos n valores distintos surgen debido a la posibilidad de obtener un mismo número complejo 
sumando vueltas enteras (de π2 ) al argumento. 
 
 


• Fórmula de Euler [2] 
 


La extensión compleja de la función exponencial viene definida a partir de la serie de potencias  
 


K++++= !3!21 32 xxxe x  
 
 
Substituyendo la variable x  por  θj , llegamos al resultado siguiente:  
 


( ) ( ) ( ) =+++++= K!4!3!21 432 θθθθθ jjjje j  
 


( ) ( ) θθθθθθ sincos3!4!21 342 jj +=+−+−+−= KK  
 
 
donde K71828,2=e  . Esta fórmula recibe el nombre de fórmula de Euler. A partir de esta 
expresión y definiendo la exponencial de un número complejo como: 
 


jyxjyxz eeee ≡≡ +  
 
y utilizando la fórmula de Euler, obtenemos: 
 


 ( )θθ sincos jeeeee xjyxjyxz +=≡≡ +  
 
Un caso particular de la fórmula de Euler es: 


 
01 =+πje  
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que relaciona elementos matemáticos tan diferentes como el 0 y el natural 1, los irracionales e y π, y 
el imaginario puro j. 
 
  


• Funciones trigonométricas complejas y funciones hiperbólicas [3] 
 
Las funciones hiperbólicas introducidas en el Mathblock “Funciones de una variable” se pueden 
expresar a partir de funciones trigonométricas en el plano complejo.  
 
Ampliemos las definiciones de las funciones seno y coseno en el plano complejo: 
 


  
2


cos
jzjz eez


−+
=   


j
eez


jzjz


2
sin


−−
=  


   
 
Cuando z  es real, estas fórmulas coinciden con las funciones seno y coseno ordinarias. Cuando z  
es imaginario puro,  esto es jyz = , obtenemos: 
 


222
cos


22 yyyyyjyj eeeeeejy
−−− +


=
+


=
+


=    


2222
sin


22 yyyyyyyjyj eej
j
ee


j
ee


j
eejy


−−−− −
=


−
−=


−
=


−
=  


 
 


con lo cual podemos establecer la relación existente entre las funciones trigonométricas de 
argumento complejo y las funciones hiperbólicas:  
 


yjy coshcos =  
 


yjjy sinhsin =  
 
 
 
CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 
• Resolución de ecuaciones de tercer grado. Soluciones reales y complejas 


 
La busqueda de todas las raíces o soluciones de un polinomio cualquiera de grado mayor o igual que 
dos es –en general– un problema sin solución en los números reales. En particular, la ecuación 


012 =+x  no presentan ninguna solución en ℜ. Sabemos por el Mathblock “Funciones de una 
variable” donde tratamos la intersección de las parábolas con el eje de las x , que esta ecuación 
corresponde a buscar la intersección entre una parábola que pasa por encima del eje de las x  y este 
eje. Como la intersección no existe, la ecuación no tiene ninguna solución en ℜ . Veamos a 
continuación un ejemplo de resolución de ecuaciones de tercer grado y su interpretación gráfica. 
Vamos a encontrar las soluciones de la siguiente ecuación de tercer grado: 0123 =−+− zzz .  
 
Aplicaremos la fórmula de Cardano [4] que proporciona las soluciones de cualquier ecuación de 
tercer grado con coeficientes reales: 001


2
2


3
3 =+++ azazaza , substituyendo a2=-1, a1=1 y a0=-1., 


En primer lugar, calculemos los parámetros q , r , 1s  y 2s : 
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9
2


9
1


3
1


33


2
21 =−=








−=


aaq  


27
10


27
1


3
1


27
1


6
31


276
3 3


2021 =+=+
+−


=−
−


=
aaaar  


 


333 23
1 729


108
27
10


729
100


729
8


27
10


+=++=++= rqrs  


33 23
2 729


108
27
10


−=+−= rqrs  


 
 


Entonces tenemos: 
 


 1
3
1


3
2


3
1


729
108


27
10


729
108


27
10


3
332


211 =+=






−−−++=−+=


assz  


 


jjjssassz =














−−+++−=−+−


+
−= 33


21
221


2 729
108


27
10


729
108


27
10


2
3


3
1


3
1)(


2
3


32
 


 


jjjssassz −=














−−+−+−=−−−


+
−= 33


21
221


3 729
108


27
10


729
108


27
10


2
3


3
1


3
1)(


2
3


32
 


 
 
Las tres soluciones de la ecuación son: 1, +j y –j. Y por lo tanto, tenemos que el polinomio z3-z2+z-1 
también puede expresarse como (z-1)(z-j)(z+j). 
 
 


  
 


Utilicemos Mathcad para encontrar 
las soluciones de la ecuación z3-z2+z-
1.    


 
 


La instrucción polyroots permite a 
partir del conocimiento de los 
coeficientes de un polinomio, 
obtener todas sus raíces, ya sean 
reales o complejas. Para ello, basta 
con haber construido el vector de 
coeficientes y aplicarle la instrucción 
mencionada. 


v


1−


1


1−


1














:=


polyroots v( )


j−


j


1














=
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Representemos la 
función real y=x3-x2+x-1 
asociada a la ecuación 
compleja z3-z2+z-1=0.   
 
Se observa que la 
función tiende a menos 
infinito cuando la 
variable tiende a menos 
infinito, y, a más 
infinito, cuando la 
variable tiende a más 
infinito. 


 
En particular, una 
ampliación cerca del 
origen de coordenadas 
nos permite comprobar 
que el único cruce con el 
eje x se produce en x=1 
e y=0. 


10 0 10
10


0


10


x3 x2− x+ 1−


x


2 1 0 1 2
2


1


0


1


2


x3 x2− x+ 1−


 
 
 
• Suma, resta, producto y división de números complejos en forma binómica  


 
Con el propósito de ilustrar las operaciones aritméticas con complejos en forma binómica, vamos a 
efectuar las siguientes operaciones  


 


     a) 
jzz


zz
++
++


21


21 1        b) 









+


2


2


1


1


2
1


z
z


z
z      c) ( )213Re zz −        d) ( )21Im zz +  


 
con los complejos z1=1-j, z2=√3+j. 
 
 
a) En primer lugar efectuemos las sumas en el numerador y el denominador:  


 


32131121 +=+++−=++ jjzz  


jjjjjzz ++=+++−=++ 313121  


 
Como el módulo de un cociente de complejos corresponde al cociente de los respectivos módulos, no 
es necesario multiplicar numerador y denominador por el conjugado del denominador. Basta con 
buscar el módulo de cada parte de la fracción:  
 


( ) 131


32
31


3211
2


21


21


21


21


++


+
=


++


+
=


++
++


=
++
++


jjzz
zz


jzz
zz  
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Utilicemos Mathcad para verificar 
esta operación. En primer lugar 
definamos los complejos z1=1-j  y  
z2=√3+j.  


 
Luego calculemos el complejo del 
cual deseamos obtener el módulo 
mediante el Evaluate Symbolically. 


 
Después de calcular el módulo, 
también con la instrucción 
Evaluate Symbolically, utilizamos 
el Evaluate Numerically para 
conocer el valor numérico de dicho 
módulo. 


 


z1 1 j−:=


z2 3 j+:=


z1 z2+ 1+( )
z1 z2+ j+( )


2 3


1


2
+












1 3


1


2
+ i+












→


z1 z2+ 1+( )
z1 z2+ j+( )


2 3


1


2
+












1 3


1


2
+












2


1+












1


2


→ 1.283=


 


 
 


b) Aplicando la definición de módulo de un número complejo, podemos escribir:  


 


 
( )
( )


( )
( )


( )
( )


( )
( ) =













−
−


+
−


+
−
−


+
−


=











+
−


+
+
−


=









+


j
j


j
j


j
j


j
j


j
j


j
j


z
z


z
z


3
3


3
3


1
1


1
1


2
1


3
3


1
1


2
1


2
1


2


2


1


1  


 
 


donde hemos multiplicado numerador y denominador por el conjugado del denominador y obtenemos: 


 


( )( )jjjjj 321
4
1


2
31


2
1


4
322


2
2


2
1


+−=








 −
+−=










 −
+


−
=   


 


 
Con Mathcad verificamos esta 
operación.  


 
 


Después de definir los complejos 
z1 y z2, introducimos la expresión a 
evaluar.  
 
Utilizando la instrucción de 
simplificación Symbolic Complex 
Evaluation comprobamos el 
resultado. 


z1 1 j−:=


z2 3 j+:=


1
2


z1


z1



z2



z2
+












complex
1
4


i
1−


2
1
4


3


1


2
⋅−














⋅+→
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c) Evaluemos la expresión dentro de la operación parte real (Re()):  


 


  ( ) ( ) ( )jjjjjzz 313333133 21 −=+−−=−−−=−  
 
 


cuya parte real es cero. Verificamos este resultado también con Mathcad. 
 
 


 
Después de definir los complejos 
z1 y z2, introducimos la expresión a 
evaluar.  


 
 


Utilizando la instrucción de 
simplificación Symbolic Complex 
Evaluation comprobamos el valor 
del complejo, cuya parte real es 
nula como podemos ver utilizando 
la instrucción Re, que extrae la 
parte real de un complejo.  


z1 1 j−:=


z2 3 j+:=


3z1 z2



− complex i 3− 1+( )⋅→


Re 3z1 z2



−( ) 0=


 
 
 


d) La  parte imaginaria (Im()) de un número complejo es el coeficiente real que multiplica a la unidad 


imaginaria. Así pues:  


 


 ( ) ( )( ) ( )( ) 2231Im31ImIm 21 =++=+++=+ jjjzz  
 
 


 
Verifiquemos este último resultado 
con Mathcad.  


 
 


Después de definir los complejos 
z1 y z2, introducimos la expresión a 
evaluar.  


 
 


Utilizando la instrucción de 
simplificación Symbolic Complex 
Evaluation comprobamos el valor 
del complejo, cuya parte 
imaginaria es igual a 2 como 
podemos ver utilizando la 
instrucción Im, que extrae la parte 
imaginaria de un complejo.  


z1 1 j−:=


z2 3 j+:=


z1



z2+ complex 1 2 i⋅+ 3+→


Im z1



z2+( ) 2=
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• Producto, división y potenciación de números complejos en forma polar  
 
Como ilustración del cálculo con números complejos en forma polar, vamos primero a convertir 
complejos en forma binómica a polar para luego efectuar operaciones con ellos. En primer lugar, 
convertiremos los siguientes complejos expresados en forma binómica: z1=1-√3j, z2=(√3+j)/4 a su 
forma polar y luego buscaremos el resultado de las siguientes expresiones:  


   


   a1) 
2


1


z
z


         a2) 
10
2


5
1 zz ⋅   


 


Para convertir a forma polar los complejos z1 y z2 debemos calcular sus módulos:  


 


  ( ) 2431
22


1 ==−+=z  


 


2
1


16
1


16
3


4
1


4
3 22


2 =+=






+











=z    


 


 


y sus argumentos:  


 


º300º60
1
3arctan1 =−=











−=φ  


º30
43


41arctan2 =











=φ  


 


 


donde hemos utilizado, en la determinación unívoca del argumento, el hecho de que z1 está en el 


cuarto cuadrante y z2, en el primero. En forma polar, estos complejos corresponden a:  


 


( ) ( )( ) jejz ⋅−⋅=−⋅+−⋅= º60
1 2º60sinº60cos2  


 


( ) ( )( ) jejz ⋅⋅=⋅+⋅= º30
2 2


1º30sinº30cos
2
1
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a1)  Efectuemos la división entre 1z  y 2z  en forma polar. El módulo de esta división será el cociente 


de módulos, es decir, 2 entre 1/2, 4. El argumento corresponderá a la resta de los argumentos de 1z  


y 2z , es decir, de −60º y –30º, pues tenemos que tomar el signo opuesto al de 2z  al estar conjugado. 


Por lo tanto, el argumento del cociente será –30º. El complejo que estamos buscando es, pues: 


( ) ( )( ) jej ⋅−⋅=−⋅+−⋅ º304º30sinº30cos4  


 


 
a1 


 
Verifiquemos los cálculos en forma polar  
con Mathcad.  


 
Después de definir los complejos z1 y z2, 
introducimos la expresión a evaluar.  


 
 
 


Utilizando la instrucción de simplificación 
Symbolic Complex Evaluation obtenemos 
el resultado en forma binómica.  


 
 


Para obtener la forma polar y exponencial 
de este complejo, basta con buscar el 
módulo y el argumento ayudándonos de la 
instrucción Simplify. 


 
 


z1 2e


π


3








j−


:=


z2
1
2










e


π


6








j
:=


z1


z2
complex 2 3⋅ 2 i⋅−→


2 3⋅ 2 i⋅− simplify 4→


arg 2 3⋅ 2 i⋅−( ) simplify
1−


6
π⋅→


 


 


Fijaos que el argumento –π/6 en radianes equivale a –30º puesto que π radianes equivalen a 180º.  


 
 


a2)  Calculemos la expresión 10
2


5
1 zz ⋅  en forma exponencial. Como jez ⋅−⋅= º60


1 2  y  jez ⋅⋅= º30
1 2


1
, 


tenemos:  


 


( )
32
1


2
1


2
12


2
12 0


5
º300º300


10
5


10
º305º6010


2
5
1 =⋅=⋅⋅⋅=








 ⋅⋅⋅=⋅ ⋅⋅−⋅⋅− eeeeezz jjjj  
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a2 


 
Verifiquemos los cálculos en forma polar  
con Mathcad.  


 
 
 


Después de definir los complejos z1 y z2, 
introducimos la expresión a evaluar.  


 
 


Utilizando la instrucción de simplificación 
Symbolic Complex Evaluation obtenemos 
el resultado en forma binómica.  


 
 
Al ser real y positivo, el módulo coincide 
con el complejo y el argumento es cero 
como vemos ayudándonos de la 
instrucción Simplify. 


 
 


z1 2e


π


3








j−


:=


z2
1
2










e


π


6








j
:=


z15z210 complex
1
32


→


1
32


simplify
1
32


→


 


 


 
• Radicación de un número complejo en forma polar [5]  
 
Como ilustración de la radicación de números complejos, vamos a calcular la raíces que aparecen al 
resolver la ecuación:  
 
 013 =−+ jz  


 
 


Despejando obtenemos la siguiente ecuación:  
 


jz +−= 13  
 
 


cuyas soluciones vienen dadas por las raíces cúbicas de j+−1  que en forma polar equival a: 



















+











4
3sin


4
3cos2 ππ j . Efectuemos esta operación de radicación mediante la fórmula que 


hemos derivado del Teorema de Moivre: 
 
 


 =













































 +
+























 +
=+−=


3


2
4


3


sin
3


2
4


3


cos21 33
3,2,1


k
j


k
jw


π
π


π
π
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 ++








 += kjk


3
2


4
sin


3
2


4
cos26 ππππ


  2,1,0=k  


 
 


Así pues las raíces son:  
 












+=











+=


















+








=


33
66


1 2
1


2
1


2
1


2
12


4
sin


4
cos2 jjjw ππ


 


 



















 −
+


+
−=



















 −
+


+
−=


















+








=


6 56 5
66


2
2


32
2


32
4


32
4


322
12


11sin
12


11cos2 jjjw ππ


 












−−=











−−=


















+








=


6 56 5


66
3


2
3


2
1


2
3


2
12


12
19sin


12
19cos2 jjjw ππ


 


 
 
Si dibujamos los puntos 1w , 2w  y 3w , vemos que representan tres puntos equidistantes situados 


encima de una circumferencia de radio 6 2 .  
 
  


 
 


 
Verifiquemos los cálculos en 
forma polar con Mathcad.  


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Después de intoducir las tres 
raíces w1 , w2 y w3, calculamos 
sus cubos.  


 
 
 


w1
1


3 2
j


1
3 2


⋅+









:=


w2
2 3+−
6


25
j


2 3−
6


25
⋅+














:=


w3
2 3−−
6


25
j


2 3+−
6


25
⋅+














:=


w1( )3 1− j+=


w2( )3 1− j+=


w2( )3 1− j+=
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Podemos representar 
los puntos en el plano 
complejo que 
representan las tres 
raíces (puntos rojos).  
 
 
 
 
 
 
 
Estan situados encima 
de una circumferencia 
de radio 6 2  (en trazo 
continuo azul) y 
separados 120º entre si. 


 
 


w


1
3 2


2 3+−
6


25


2 3−
6


25


1
3 2


2 3−
6


25


2 3+−
6


25




























:=


r 6 2:=


t 0 0.1, 2π..:=


Coordenadas_x w 0〈 〉
:= x t( ) r cos t( )⋅:=


Coordenadas_y w 1〈 〉
:= y t( ) r sin t( )⋅:=


2 0 2
2


0


2


Coordenadas_y


y t( )


Coordenadas_x x t( ),


 


 


 
 
CONCLUSIONES    ___________________________________ 
 
Dentro del cuerpo de los números complejos, toda ecuación polinómica tiene solución. Hemos 
mostrado que mediante la fórmula de Cardano y la unidad imaginaria, podemos obtener la solución 
de cualquier ecuación de tercer grado. Una vez introducidos los números complejos en sus formas 
binómica y polar, hemos visto que tanto la suma como la resta se efectuan con extraordinaria 
facilidad en forma binómica, mientras que el producto y la división se realizan más facilmente en 
forma polar. Una vez hemos deducido la Teorema de Euler, hemos podido construir la regla para la 
radicación de un número complejo cualquier. Todas estas operaciones se han ido acompañando de 
ejemplos con el programa Mathcad, que constituye una herramienta útilisima para el cálculo con 
números complejos. 
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[W1] http://wmatem.eis.uva.es/~matpag/Basicas/Contenidos/Complejos/complejos1.html 


Introducción amena e interesante a los números complejos. Incluye una animación a 
propósito de las raíces de un complejo. 
 


[W2] http://www.terra.es/personal/jftjft/Aritmetica/Numeros/Numcomp.htm 
Resumen conciso y muy manejable sobre las operaciones y propiedades de los números 
complejos. 


 
[W3] http://www.satd.uma.es/a_valverde/aula-calculo/calculo.html 


Operaciones con números complejos. Incluye el cálculo del logaritmo de un número complejo 
que no hemos presentado aquí.  


 
[W4] http://nti.educa.rcanaria.es/fundoro/es_confboye.htm 


Los números complejos en la historia de las matemáticas. 
 


[W5] http://caminantes.metropoliglobal.com/web/matematicas/historia.htm 
Artículo de divulgación sobre la historia de las matemáticas a caballo de los grandes 
movimientos culturales. Los comentarios sobre los números complejos empiezan con la 
solución de la ecuación de segundo grado por Cardano, en pleno Renacimiento. 
 


[W6] http://matgen.usach.cl/complejos.pdf 
Extenso compendio de ejercicios con números complejos. 


 
[W7] http://www1.ceit.es/asignaturas/Algebra/Web/docs/Complejos95.ppt 







  Números complejos 


Proyecto e-Math          19 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


Presentación en Power Point sobre los números complejos. Ilustra las propiedades de estos 
números con ejemplos interesantes como ii . 


 
[W8] http://www.monografias.com/trabajos10/comple/comple.shtml 
 Monografía sobre los números complejos, sus operaciones y sus aplicaciones.     


 
[W9] http://www.ping.be/math/complget.htm 


Introducción a los números complejos. Axiomática y propiedades (en inglés). 
 
[W10] http://math.about.com/cs/complexnumbers/ 


Aproximación práctica a los números complejos (en inglés). 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


Hemos visto anteriormente los criterios de convergencia para series de números reales positivos 
o alternados. Utilizando toda esta riqueza analítica vamos a ocuparnos de investigar el 
comportamiento de una serie de funciones, en particular, de potencias, cuya convergencia va a 
depender del valor de la variable x. Es así como podremos introducir el concepto de radio de 
convergencia R. Dentro del intervalo (-R, R)  la serie será convergente, fuera, divergente, y en los 
puntos de frontera, es decir, en x=-R e y=R, deberemos estudiar las series numéricas asociadas 
a estos dos puntos para determinar la convergencia o divergencia de la serie de potencias en 
ellos.  
 
Este Mathblock también tiene una parte aplicada. En ella illustramos la utilidad de las series de 
potencias para el cálculo de la suma de series numéricas. Derivando o integrando una serie de 
potencias, cuya suma analítica conozcamos, podemos llegar a una expresión que, por 
substitución de la variable, corresponda a la serie numérica cuya suma buscamos. De esta forma 
podemos conseguir determinar la suma numérica indirectamente. Estas operaciones de 
derivación e integración sólo son posibles dentro del radio de convergencia de las serie de 
potencias. Aquí radica la importancia de determinar con exactitud el radio de convergencia.  


 
 
OBJETIVOS DOCENTES ___  ___________________________________ 
 
• Ser capaz de determinar para que intervalo de la recta real, una serie de potencias es 


convergente, es decir su suma infinita converge a un valor finito. 
  
• Adquirir las intuiciones necesarias a fin de poder explorar la posibilidad que la suma de una serie 


numérica pueda calcularse mediante una serie de potencias.  
 
• Dotarse de una cierta destreza en el uso de programa Mathcad para verificar la resolución de 


problemas de sumación de series numéricas.  
 


 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Previamente a la lectura de este Mathblock es recomendable el haber realizado un estudio detallado 
de los siguientes temas: 
 
• Sucesiones y series de números reales.  
• Derivación e integración. 
 
Asimismo también es muy aconsejable que se tenga un conocimiento mínimo del programa Mathcad. 
 
Por lo tanto, recomendamos que trabajéis los Mathblocks: “Uso básico del Mathcad en Análisis (I): 
cálculo simbólico y analítico”, “Funciones de una variable”, “Derivación”, “Integración”, “Sucesiones” y 
“Series de números reales” antes de empezar con éste.  
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


• Las series de potencias 
 


Una serie del tipo:  
 


KK ++++++ n
n xaxaxaxaa 3


3
2


210  
 
 
ordenada por potencias enteras crecientes de la variable x  y con coeficientes .,,,,, 210 KK naaaa  
constantes, independientes de x , recibe el nombre de serie de potencias.  
 
 
A menudo consideramos la serie de potencias en una forma más general:  
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) KK +−++−+−+−+ n


n axaaxaaxaaxaa 3
3


2
210  


 
 
donde a  es otra constante. De hecho, por el Mathboch de “Aplicaciones de las derivadas” sabemos 
que este tipo de series reciben el nombre de series de MacLaurin y de Taylor, respectivamente. Una 
serie de Taylor puede ser reducida a una de MacLaurin mediante el siguiente cambio de variable: 
 
  'xax =−  
 
 
En lo que concierne a la convergencia de series, trataremos sólo las series de MacLaurin puesto que 
las de Taylor se reducen a las primeras mediante un simple cambio de variable.  
 
 


• Convergencia de una serie de potencias 
 
Investiguemos la convergencia de una serie de potencias de MacLaurin cualquiera. Asignando un 
valor numérico particular a la variable x , se obtiene una serie que convergirá o divergirá 
dependiendo del valor de la x .  
 
Vamos a demostrar que para cualquier serie de potencias existe un número finito o infinito r  llamado 
radio de convergencia de la serie tal que si 0>r , entonces para rx <  la serie converge y para 


rx > , la serie diverge. Para rx = , es decir, para rx =  y rx −= , la serie converge o diverge. El 


intervalo abierto ] [rr,−  recibe el nombre de intervalo o círculo de convergencia de la serie de 
potencias considerada. Si ∞=r , el intervalo de convergencia es toda la recta real. Por el contrario, 
si 0=r , la serie de potencias converge sólo en el punto 0=x  y, hablando rigurosamente, no hay 
intervalo de convergencia.  
 
 
En muchos casos podemos determinar el intervalo de convergencia de una serie de potencias con la 
ayuda del criterio de convergencia de d’Alembert. A dicho efecto, construimos —en primer lugar— 
la serie compuesta por los valores absolutos de los términos de la serie, que será una serie de 
números reales positivos:  
 


KK ++++++ n
n xaxaxaxaa 3


3
2


210  
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Como mostramos en el Mathblock de “Series de números reales”, si la serie que acabamos de escribir 
converge, entonces la serie original será absolutamente convergente. Llamemos al (n+1)-ésimo 
término de la serie ns . Éste y el siguiente son iguales, respectivamente, a:  
 
   n


nn xas =    1
11


+
++ = n


nn xas  
 
 
Formemos, ahora, la razón entre ambos con el fin de aplicar el criterio de d’Alembert: 
 


  x
a


a
s


s


n


n


n


n 11 ++ =  


 
 
Supongamos que el límite cuando ∞→n  de esta razón existe y vale l . Es decir que:  
 


 l
a


a


n


n


n
=+


∞→


1lim  


 
 
Luego, tenemos que:  
 


 xl
s


s


n


n


n
=+


∞→


1lim  


 
 


Obviamente, si  
l


x 1
< , entonces 1<xl  y la serie convergirá. En consecuencia, la serie original (sin 


los valores absolutos, también será convergente y además será absolutamente convergente. Por el 


contrario, si 
l


x 1
> , entonces 1>xl  y tanto la serie de valores absolutos como la original, 


divergirán.  
 
 


Por tanto, 01
≥=


l
r  es el radio de convergencia de una serie de potencias y tenemos que:  


 


 
1


lim
+


∞→
=


n


n


n a
a


r  


 
 
Queda una pregunta sin resolver en el caso que 0>r : ¿Qué sucede en los puntos de frontera dell 
intervalo de convergencia? Es decir, ¿qué sucede cuando rx =  o rx −= ? Para analizar la 
convergencia o divergencia en estos puntos, analizaremos las dos series de números reales 
separadamente. 
 
Ilustremos este particular con un ejemplo sencillo. Tomemos la siguiente serie de potencias:  
 


 KK +++++
n
xxxx n


321


32
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Aquí los coeficientes n-ésimo y (n+1)-ésimo son:  
 


   
n


an
1


=  y  
1


1
1 +


=+ n
an  


 
 
Luego podemos determinar el radio de convergencia calculando el siguiente límite:  
 


 111lim1lim


1
1


1


lim =






 +=


+
=


+


=
∞→∞→∞→ nn


n


n


nr
nnn


 


 
Así pues, la serie en cuestión, converge para valores de la variable x  en el intervalo ] [1,1− . Veamos 
ahora qué sucede en los puntos extremos, es decir, en 1−=x  y en 1=x .  
 
En 1=x , obtenemos la serie armónica: 
 


 KK +++++
n
1


3
1


2
11  


 
 
que sabemos, por el Mathblock “Series de números reales” que diverge. Por el contrario, cuando 


1−=x , la serie que obtenemos es alternada y converge:  
 


 
( )


KK +
−


++−+−
n


n1
3
1


2
11  


 
 
En virtud del criterio de convergencia de Leibniz para series alternadas, sabemos que esta serie 
converge. Basta con darse cuenta que el límite del valor absoluto del término general tiende a cero:  
 


 01lim =
∞→ nn


 


 
 
Utilizaremos este mismo ejemplo para ilustrar el procedimiento de cálculo de la suma de una serie 
infinita de números reales (en este caso, alternada) a partir de integración y derivación de series de 
potencias. 
  
 


• Derivación e integración de series de potencias [3] 
 
Si una función está representada por una serie de potencias  
 


( )∑
∞


=


−=
0


)(
j


j
j axaxf  
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en un intervalo abierto ( )rara +− , , se puede demostrar que dicha función es continua en ese 
intervalo, y su integral en cualquier subintervalo cerrado puede calcularse integrando la serie término 
a término. En particular para todo x  de ( )rara +− , , tenemos:  
 


( ) ( )∑ ∑∫∫
∞


=


∞


=


+−
+


=−=
0 0


1


1
)(


j j


jj
x


a


j
j


x


a


ax
j
a


dtatadttf  


 
 
Se puede demostrar que el radio de convergencia de las serie integrada es igual al de la serie 
original.  
 


Recíprocamente, se demuestra que para toda función ( )∑
∞


=


−=
0


)(
j


j
j axaxf  de intevalo de 


convergencia ( )rara +− , , entonces tenemos que:  
 
 


1. la función derivada de dicha serie existe y es igual a:  
 


( )∑
∞


=


−−==
1


1)(')(
j


j
j axjaxf


dx
xdf


 


 
2. su radio de convergencia, r , es idéntico al de la serie )(xf . 


 
 
En el punto anterior vimos como la serie de números reales alternada:  
 


 
( )


KK +
−


++−+−
n


n1
3
1


2
11  


 
 
converge. Vamos ahora a determinar su valor numérico. Empecemos considerando la siguiente serie 
de potencias 
 
 KK ++++++ nxxxx 321  
 
 
Esta serie corresponde a una serie formada a partir de la progresión geométrica de razón x , que 


converge para 1<x , siendo su suma igual a 
x−1


1
. Así, dentro del intervalo de convergencia, 


podemos escribir:  
 


 KK ++++++=
−


nxxxx
x


321
1


1
 


 
 


Esta igualdad puede ser considerada como la expansión de la función 
x−1


1
 en serie de potencias. 


Vamos ahora a reemplazar la variable x−  por z  con lo que la expresión se convierte en:  
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 ( ) KK +−++−+−=
+


nn zzzz
z


11
1


1 32  


 
 
Si tomamos 10 <≤≤ xz  la igualdad que acabamos de escribir puede ser integrada respecto a z  


entre 0  y x , siguiendo las expresiones dadas al principio de este punto. Con ello podemos escribir:  
 


 ( ) KK +−++−+−⋅=
+ ∫∫∫∫∫∫ dzzdzzdzzdzzdzdz


z


x
nn


xxxxx


00


3


0


2


000


11
1


1
 


 
 
Integrando, obtenemos:  
 


 ( ) ( ) KK +
+


−++−+−=+
+ xn


n
xxxx


x


n
zzzzzz


0


1


0


4


0


3


0


2


0
0 1


1
4321


1ln  


 
 
y finalmente:  
 


 ( ) ( ) KK +
+


−++−+−=+
+


1
1


4321
1ln


1432


n
xxxxxx


n
n  


 
 
Esta expresión es válida siempre que 1<x  y también para 1=x  puesto que hemos demostrado 
antes que la serie numérica asociada, converge. Así pues:  
 


 ( ) ( )
KK +


−
−−+−=


n


n1
3
1


2
112ln  


 
 
Y la serie que nos ocupaba tiene por suma:  
 


 
( ) )2ln(1


3
1


2
11 −=+


−
++−+− KK


n


n


 


 
 
 
CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 
• Determinación del radio de convergencia de una serie de potencias [5] 
 
Con el propósito de ilustrar las posibilidades de Mathcad a la hora de determinar el intervalo de 
convergencia y la suma de series de números reales, vamos a estudiar la siguiente serie de potencias 
de Taylor:  
 


( )∑
∞


=


−


1 34
3


n
n


n


n
x
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En primer lugar vamos a calcular el radio de convergencia r . 
l


r 1
=  con  


n


n


n a
a


l 1lim +


∞→
= :  


 


( )
3
1


1
lim


3
1


34
1


314
1


lim
1


=
+


=
+


=
∞→


+


∞→ n
n


n


nl
n


n


n


n
 


 
Por tanto, 3=r , y  la serie será convergente para valores de la variable x  tales que 33 <−x , es 


decir, valores entre 0 y 6 ( 60 << x ).  
 


 
 


Comprobemos estos resultados con 
Mathcad.  
 
Para ello barremos el intervalo de 
la recta real entre –2 y 8 donde 
debería encontrarse el intervalo de 
convergencia. En lugar de calcular 
la suma de infinitos términos, basta 
con sumar los 50 y los 100 
primeros para ver que fuera del 
intervalo de convergencia el valor 
numérico se dispara. 
 
En efecto, para valores dentro del 
intervalo ]0,6[ la serie converge. 
 


g x( )


1


50


n


x 3−( )n


4n3n∑
=


:= h x( )


1


100


n


x 3−( )n


4n3n∑
=


:=


2 0 2 4 6 8
0


500


1000


g x( )


h x( )


0 6


x
 


 
 
Estudiemos ahora el comportamiento en los puntos de frontera. En 0=x  tenemos la serie de 
potencias se convierte en la siguiente serie numérica:  
 


( )∑
∞


=


−


1 4
1


n


n


n
 


 


que es convergente puesto que es la serie armónica alternada con un factor multiplicativo 
4
1


. 


 
Por el contrario, en 6=x  tenemos la serie de potencias se convierte en la siguiente serie numérica:  
 


∑
∞


=1 4
1


n n
 


 


que es divergente puesto que es la serie armónica con un factor multiplicativo 
4
1


. Entonces el 


intervalo de convergencia de la serie es [ [6,0 . 
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• Determinación de la suma de una serie númerica mediante derivación e 


integración de series de potencias 
 
Para ilustrar las posibilidades que existen para sumar una serie numérica infinita a partir de una serie 
de potencias, demostraremos que la expresión siguiente es cireta mediante la construcción de una 
serie de potencias adecuada:  
 


12
12ln


329
2


167
2


85
2


43
2


21
2


−
+


=+
⋅


+
⋅


+
⋅


+
⋅


+
⋅


K    


 
 
Para demostrar esta igualdad basta con desarrollar el término de la izquierda para obtener el de la 


derecha. Empecemos simplificando cada uno de los términos de la expresión a la izquierda: 


 


=+
⋅


+
⋅


+
⋅


+
⋅


+
⋅


K
329
2


167
2


85
2


43
2


21
2


 


 


=+
⋅


+
⋅


+
⋅


+
⋅


+
⋅


= K
2169


1
287


1
245


1
223


1
21


1
 


 


K+
⋅


+
⋅


+
⋅


+
⋅


+
⋅


= 2927252321 29
1


27
1


25
1


23
1


21
1  


 
 
Esta serie numérica puede considerarse como la serie de potencias de x:  


 


K+++++=
97531


)(
9753 xxxxxxs  


 
 
evaluada en 21=x . Si derivamos esta serie numérica, vamos a poder efectuar la suma de sus 
infinitos términos. Derivando, obtenemos la serie de potencias:  


 


K+++++= 86421)( xxxx
dx


xds  


 
 


cuya suma, dentro del radio de convergencia de valor 1, R=1, es, al tratarse de una serie geométrica 
de razón x2: 


 


2
8642


1
11)(
x


xxxx
dx


xds
−


=+++++= K  


 
 


Como 21=x  está dentro del radio de convergencia alrededor de x=0, esta suma sirve para 
solucionar la serie numérica que nos ocupa.  


 
Integrando la última ecuación diferencial, obtenemos:  
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=









+
+


−
=


−
= ∫∫ dx


xx
dx


x
xs


1
21


1
21


1
1)( 2  


 


( ) ( ) Cxx +++−−= 1ln
2
11ln


2
1  


 
  


Determinamos el valor de la constante C sustituyendo la variable x por 0 en esta expresión y 
comparando con el valor que toma s(x) antes de la derivación, suma e integración, es decir:  


 


( ) ( ) CCs =+++−−= 01ln
2
101ln


2
1)0(  


 


0
97531


)(
0


9753


0
=+++++=


=
=


x
x


xxxxxxs K  


 
 


Por lo tanto la constante C tiene que ser igual a cero. Con esto hemos llegado a la expresión de la 
suma de la serie de potencias introducida: 
  


 ( ) ( )( )xxxxxxxxs −−+=+++++= 1ln1ln
2
1


97531
)(


9753


K  


 
 
Utilizando las propiedades de los logaritmos, podemos reescribirla como:  
 


 ( ) ( )( ) 









−
+


=−−+=
x
xxxxs


1
1ln


2
11ln1ln


2
1)(  


 
 


o como:  


 ( )
( )











+−
+−


=









−
+


=
x
x


x
xxs


1
1ln


2
1


1
1ln


2
1)(  


 
 


 
 


Verifiquemos este resultado analítico con Mathcad utilizando la instrucción de 
simplificación Symbolic Evaluation.  
 
A diferencia del resultado que nosotros hemos obtenido, Mathcad nos proporciona una 
expresión que tanto sirve para valores negativos como positivos. Para recuperar la 
expresión que hemos obtenido nosotros, utilizamos la instrucción Assume que podemos 
introducir mediante el menú al final de View > Toolbars > Symbolic. 
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1


∞


n


x2n⋅ 1−


2 n⋅ 1−∑
=


1
2


x


x2( )
1


2


⋅ ln
1 x2( )


1


2
+












1 x2( )
1


2
−






























⋅→ simplify
1
2


csgn x( )⋅ ln
1 csgnx( ) x⋅+( )−
1− csgnx( ) x⋅+( )










⋅→ assumex 0>,
1
2


ln
1 x+( )−
1− x+( )










⋅→


 
 


 
Queda solamente sustituir 21=x   para conocer el valor de la suma de los infinitos términos de la 
serie numérica de partida: 


 


  
211
211ln


2
1


329
2


167
2


85
2


43
2


21
2


−
+


=






=+


⋅
+


⋅
+


⋅
+


⋅
+


⋅
sK  


 
 


Simplificando, obtenemos la igualdad a probar:  
 


12
12ln


329
2


167
2


85
2


43
2


21
2


−
+


=+
⋅


+
⋅


+
⋅


+
⋅


+
⋅


K  


 
 


 
 


Verifiquemos este resultado 
numérico con Mathcad utilizando 
la instrucción de simplificación 
Symbolic Evaluation  1


∞


n


2


2n 1−( )2n∑
=


1
2


ln
1


1
2


2


1


2
⋅+














1
1
2


2


1


2
⋅−






























⋅→


 


 
 
CONCLUSIONES    ___________________________________ 
 
 
Toda serie de potencias viene caracterizada por su radio de convergencia. Para valores de la variable 
dentro de dicho radio de convergencia, la serie converge, es decir, la suma de sus infinitos términos 
converge a un valor finito. Determinar el radio de convergencia es fundamental para poder manipular 
la serie de potencias como una función dentro de su dominio de existencia. Fuera del intervalo o 
círculo de convergencia determinado a partir del radio de convergencia, la función diverge y, por 
tanto, su utilización matemática es puramente formal, en principio.  
 
Derivar e integrar una función definida como la suma infinita de potencias de la variable sólo puede 
realizarse en el interior del intervalo de convergencia. Es allí donde somos capaces —como hemos 
visto— de sumar dicha serie o su derivada/integral a fin de poder indirectamente determinar el valor 
de la suma de una serie de números reales. En este campo de las matemáticas, donde la 
comprobación de resultados no es fácil, Mathcad nos proporciona una inestimable ayuda. 
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ENLACES     ___________________________________ 
 


 
[W1] http://www.satd.uma.es/a_valverde/aula-calculo/calculo.html 
 Excelente aula virtual con apuntes muy completos de series funcionales.  
 
[W2] http://www.ugr.es/~fjperez/Ejerc_suc_ser_func_screen.pdf 
 62 páginas de apuntes y ejercicios de sucesiones y series de funciones. 


 
[W3] http://www.monografias.com/trabajos11/traaprox/traaprox.shtml#termposit 
 Monografía sobre aproximaciones polinomiales, sucesiones y series infinitas. 
 
[W4] http://math.uprm.edu/~josediaz/seriesdepotencias.doc 


Resumen conciso de las propiedades de las series de potencias. Incluye derivación e 
integración. 
 


[W5] http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/apuntes/ 
Apuntes de series de potencias. 
 


[W6] http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/problemas/ 
 Problemas y ejercicios de series de potencias. 
 
[W7]  http://planetmath.org/encyclopedia/PowerSeries.html 


 Página web de PlanetMath.org dedicada a las series de potencias (en inglés). Además de la 
definición incluye como ejemplos las series de Taylor y las series geométricas. 
 


[W8]  http://planetmath.org/?op=getobj&from=objects&name=FormalPowerSeries 
Página web de PlanetMath.org dedicada a las series formales de potencias (en inglés). 
Además de la definición se realiza una construcción formal, se relacionan las propiedades y 
se estudia su comportamiento como funciones. 
 


[W9] http://www.math-atlas.org 
Contiene un módulo sobre “Sucesiones, series y sumabilidad” (en inglés). 
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ESQUEMA DE CONTENIDOS  ___________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
 
El modelo de regresión lineal estándar presupone el cumplimiento de una serie de hipótesis 
sobre el término de error o perturbación (esfericidad del término de perturbación). Bajo dichas 
hipótesis, es posible demostrar que los estimadores obtenidos mediante el método MCO 
(mínimos cuadrados ordinarios) tienen una serie de características deseables en cualquier 
estimador.  


 
En este math-block veremos que cuando trabajamos con un modelo de regresión lineal múltiple 
generalizado (MRLMG) -en el cual no se presupone la existencia de un término de perturbación 
esférico-, los estimadores obtenidos por MCO dejan de ser eficientes (i.e.: dejan de ser los de 
mínima varianza). Esto significa que para obtener buenos estimadores del modelo será 
necesario recurrir a otro método de estimación, al cual llamaremos de mínimos cuadrados 
ponderados o generalizado (MCG). 


Hipótesis de normalidad 
Método MCG 


Estimadores MCG 


Caso práctico con Minitab 


Modelo de Regresión 
Lineal General (MRLG) 


Hipótesis del MRL 


Matriz de varianzas y 
covarianzas 


Estimadores MCO 


Estimadores MV 
Caso práctico con Excel 



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2







  Introducción al MRLMG 


Proyecto e-Math         2 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


 
OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Entender cuáles son las hipótesis de esfericidad en el término de perturbación y qué ocurre 
cuando éstas no se verifican. 


 
• Aprender el método de estimación MCG en sus dos versiones. 


 
• Introducirse en el uso de Excel para automatizar los cálculos matriciales que permiten 


obtener los estimadores MCG. 
 


• Comprender la importancia de la hipótesis de normalidad del término de perturbación. 
 


• Introducirse en el uso de Minitab para comprobar la hipótesis de normalidad usando 
métodos gráficos y el contraste de hipótesis de Anderson-Darling. 


 


 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Aparte de estar iniciado en el uso de la hoja de cálculo Excel y del paquete estadístico Minitab, 
resulta muy conveniente haber leído con profundidad los siguientes math-blocks: 
 
• Operaciones con matrices en Excel 
 
• Regresión Lineal Múltiple 


 
   
   


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


Hipótesis del modelo de regresión lineal múltiple (MRLM) 
 
En un modelo de regresión lineal múltiple (MRLM) se pretende explicar el comportamiento de 
una variable dependiente Y a partir de un conjunto de k variables independientes X1, X2, ..., Xk  
mediante una relación de dependencia lineal (haciendo un abuso de notación, 
consideraremos X1 = 1 como la “variable” que acompaña al término independiente): 


 
uXXY kk +⋅++⋅+= βββ ...221  siendo u el término de perturbación o error 


 
Para determinar el modelo anterior, es necesario hallar (estimar) el valor de los coeficientes 
β1, β2, ..., βk. 


 
Así pues, cuando se disponga de n observaciones (cada observación estará formada por una 
tupla con los valores de X2, X3, ..., Xk y el valor de Y asociado), tendremos el siguiente 
sistema de n ecuaciones lineales: 
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o, en forma matricial: Y = X⋅⋅⋅⋅B + U , donde:  
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En estas condiciones, las hipótesis del MRLM se resumen en la esfericidad del término de 
perturbación, i.e.: 


 
a) El valor esperado de la perturbación es cero: [ ] 0=iuE  ni ,...,1=∀  


 
b) Homoscedasticidad: todos los términos de perturbación tienen la misma varianza 


(varianza constante): 
 


[ ] [ ] 2σ== ji uVaruVar      ji ≠∀  
 


Por tanto, todos los términos de la diagonal principal de la matriz de varianzas y 
covarianzas serán iguales: 
 


[ ]
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2
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σ


σ
σ


UVar  


 
 


c) No Autocorrelación: los errores son independientes unos de otros, i.e.: la matriz de 
varianzas y covarianzas es una matriz diagonal (fuera de la diagonal principal todo son 
ceros): 
 


[ ]
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Observar que, bajo las hipótesis de homoscedasticidad y no autocorrelación, la matriz de 
varianzas y covarianzas tendrá la forma siguiente: 


 


[ ] nIUVar ⋅=




























= 2
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σ
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σ


          (In es la matriz identidad de orden n) 


 
 


d) El error o perturbación sigue una distribución normal, i.e.: 
 


( )nn INU ⋅≈ 2,0 σ  
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Matriz de varianzas y covarianzas en el caso de perturbaciones no esféricas 


 
En el caso de que no se cumpla la hipótesis de esfericidad en el término de error, la matriz de 
varianzas y covarianzas no podrá expresarse como una matriz en la que todos sus elementos 
de la diagonal principal son iguales (homoscedasticidad) y el resto son ceros (no 
autocorrelación). Así, dicha matriz tomará diversas formas según sea la hipótesis que se 
incumpla: 


  
 


• Heteroscedasticidad: si la varianza de los términos de perturbación deja de ser 
constante, encontraremos valores diferentes a lo largo de la diagonal principal: 
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 (donde σ es un factor de escala y, por tanto, la matriz Ω no es única). 
 
 
• Autocorrelación: si hay autocorrelación entre los términos de perturbación, existirán 


valores no nulos fuera de la diagonal principal: 
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 (donde σ es un factor de escala y, por tanto, la matriz Ω no es única). 
 
 
• Heteroscedasticidad y Autocorrelación: en el caso más general (i.e.: cuando haya 


problemas de heteroscedasticidad y de autocorrelación), la matriz de varianzas y 
covarianzas tendrá elementos no nulos fuera de la diagonal principal (autocorrelación) y, 
además, presentará valores distintos en la diagonal principal (heteroscedasticidad). 


 
 
 
Estimadores MCO en un modelo con perturbaciones esféricas 
 
 
El estimador del vector de coeficientes B que se obtiene por el método MCO es [7]: 
 


( ) YXXXB ⋅′⋅⋅′= −1ˆ  
   


cuya varianza viene dada por: [ ] ( ) 12ˆ −⋅′= XXBVar σ  
 
 
Además, el estimador MCO de la varianza del término de perturbación es: 
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kn
ee


u −
⋅′=2σ̂  


 
donde BXYYYe ˆˆ ⋅−=−=  es el vector de los residuos (i.e.: la diferencia entre el vector de 
valores observados y el de valores estimados), n es el número de observaciones y k es el 
número de elementos del vector B. 
 
Bajo la hipótesis de perturbaciones esféricas, sabemos que el estimador MCO del vector B 
cumple una serie de propiedades que le convierten en un excelente estimador: es insesgado 
(el valor esperado del estimador coincide con el valor real del parámetro), eficiente (de 
varianza mínima), y consistente [4].  
 
Además, bajo la hipótesis de esfericidad, el estimador MCO de la varianza del término de 
error, 2ˆ uσ , es también insesgado. 
 
 
 
 
Estimadores MCO en un modelo con perturbaciones no esféricas 
 
Si no se cumple la hipótesis de perturbación esférica (i.e., si aparecen problemas de 
heteroscedasticidad, autocorrelación, etc.), el estimador MCO de B sigue siendo insesgado y 
consistente, pero ahora ya no es eficiente (es decir, ya no será el de mínima varianza, por lo 
que si usamos el estimador MCO en lugar del eficiente para hallar intervalos de confianza 
estaremos perdiendo precisión ya que obtendremos intervalos más grandes de los que 
obtendríamos con el estimador eficiente). Además, ahora el estimador de la varianza del 
término de perturbación, 2ˆ uσ , será sesgado [1]. 
 
Así pues, podemos concluir que: en el caso de perturbaciones no esféricas (MRLMG), el 
método MCO no nos proporciona buenos estimadores, por lo que será necesario recurrir a un 
nuevo método de estimación, el de mínimos cuadrados generalizado (MCG), también 
conocido como el de mínimos cuadrados ponderados (MCP). 


 
 
 


Método de Mínimos Cuadrados Generalizado y estimadores MCG 
 
 
A continuación presentamos dos versiones alternativas del método de mínimos cuadrados 
ponderados o MCG: 
 
 
• Estimación MCG directa: a partir del modelo inicial Y = X⋅⋅⋅⋅B + U , es posible obtener los 


estimadores MCG utilizando las siguientes expresiones [1]: 
 


( ) ( )YXXXBMCG ⋅Ω⋅′⋅⋅Ω⋅′= −−− 111ˆ  
 


kn
ee


MCG −
⋅Ω⋅=


−1
2 'σ̂  


 
donde Ω es la matriz de varianzas y covarianzas (salvo factor de escala), y 


BXYYYe ˆˆ −=−=  es el vector de los residuos. 
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• Estimación MCG indirecta: otra forma alternativa de obtener los estimadores MCG 


consiste en realizar los siguientes dos pasos:  
 


1. Aplicar una matriz de transformación T al modelo inicial Y = X⋅⋅⋅⋅B + U de forma que 
pase a ser un modelo Y* = X*⋅⋅⋅⋅B + U*  (donde Y* = T⋅⋅⋅⋅X, X* = T⋅⋅⋅⋅X, U* = T⋅⋅⋅⋅U) con 
término de perturbación U* esférico, y  


 
2. Estimar por MCO el vector B del nuevo modelo. 


 
La matriz de transformación T es aquella que cumple T = P-1, siendo ΩΩΩΩ = P⋅⋅⋅⋅P-1 (en los 
math-blocks sobre Heteroscedasticidad y Autocorrelación se explica cómo calcular en 
cada caso la matriz de transformación). 


 
 


El estimador MCG de B es único, independientemente de que se haya obtenido mediante la  
variante directa o la indirecta del método. El estimador MCGB̂  es insesgado, consistente y 
eficiente (lo cual lo convierte en un excelente estimador). Por su parte, el estimador MCG de 
la varianza del error, 2ˆMCGσ  , es insesgado [1]. 


 
 
 


Estimador de máxima verosimilitud (MV) en el MRLMG 
 
Bajo el supuesto fundamental de que los términos de perturbación del modelo siguen una 
distribución normal, es posible demostrar [4] que los estimadores MV vienen dados por: 
 


( ) ( ) MCGMV BYXXXB ˆˆ 111 =⋅Ω⋅′⋅⋅Ω⋅′= −−−  
 
(y, por tanto, el estimador MV de B será también insesgado, consistente y eficiente) 


 


n
ee


MV
⋅Ω⋅=


−1
2 'σ̂  


(que es sesgado aunque asintóticamente insesgado, i.e.: [ ] 22ˆ unMVE σσ  → ∞→ ). 
 
 
 


Hipótesis de normalidad del término de perturbación 
 
Como se ha comentado en el apartado anterior, la hipótesis de normalidad del término de 
perturbación es fundamental para poder calcular los estimadores MV.  Además, y lo que 
todavía es más importante, esta hipótesis es necesaria para poder realizar inferencia 
(contrastes de hipótesis e intervalos de confianza) sobre los estimadores –MCO, MCG o MV-, 
puesto que los estimadores sólo se distribuirán de forma normal cuando las perturbaciones 
así lo hagan.  
 
Minitab puede resultar de gran ayuda a la hora de contrastar las diferentes hipótesis que 
componen el supuesto de perturbaciones esféricas. En otros math-blocks se analizarán las 
posibilidades de Minitab para contrastar las hipótesis de Homoscedasticidad y No 
Autocorrelación. En los casos prácticos de este documento nos limitaremos a analizar el 
cumplimiento de la hipótesis de normalidad en el término de error. Para ello, usaremos las 
capacidades gráficas del programa junto con el contraste de normalidad de Anderson-Darling. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 


Uso de Excel para hallar el estimador MCG 
 
 


Ejemplo de estimación MCG directa:  supongamos que partimos de un modelo de 
regresión lineal simple Y = XB + U donde el término de perturbación U no es esférico.  
 
Deseamos hallar el estimador MCG del vector de coeficientes B. Para ello disponemos de 
tres observaciones, cada una de las cuales está compuesta por el valor de la variable 
explicativa X2 y el correspondiente valor de la variable dependiente Y (recordamos que, 
siguiendo la notación matricial que hemos introducido al principio de este math-block, 
tendremos una variable explicativa X1 cuyas observaciones son siempre unos, y que estará 
asociada al primero de los dos coeficientes beta del modelo).  
 
Supongamos que conocemos también la matriz Omega (matriz de varianzas y covarianzas 
salvo factor de escala): 


 
 


 
 
 A fin de simplificar posteriores operaciones, lo primero que haremos será seleccionar el rango 
que ocupa cada una de las tres matrices (Y, X, y Omega) y asignarle un nombre a cada rango 
mediante la opción Insertar > Nombre > Definir: 
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A continuación, calcularemos la matriz transpuesta de X (TraX) y la matriz inversa de Omega 
(InvOmega). Es importante recordar que para validar fórmulas matriciales con Excel es 
necesario usar la combinación de teclas [Fn]+[Shift]+[Enter] (ver math-block sobre 
operaciones con matrices en Excel): 
 


 
 
 
Ahora simplemente nos queda ya seleccionar un rango vertical que esté vació (y que 
contenga tantas celdas como elementos tenga el vector B), e introducir la siguiente fórmula 
(los nombres de las matrices pueden ser distintos según hayan sido definidos anteriormente 
por cada usuario): 
  
 


 
 
El resultado que se obtiene se muestra a continuación. Observar que los estimadores MCG 
del modelo son b1 = 19,643 y b2 = 1,357: 


 
 


 
 
En la imagen anterior se muestran también los estimadores MCO del modelo (b1 = 14,808 y 
b2 = 1,808). Es interesante apreciar la diferencia entre los estimadores MCG y los MCO. La 
fórmula matricial utilizada para obtener los estimadores MCO se muestra a continuación: 
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Ejemplo de estimación MCG indirecta:  usaremos ahora el mismo modelo anterior para 
aplicar el método MCG en dos pasos.  
 
Para ello, supondremos conocida la matriz de transformación T. Los pasos a realizar son 
similares a los anteriores (seleccionar el rango de cada matriz y asignarle un nombre, 
calcular los productos matriciales T*X y T*Y, calcular la matriz transpuesta de T*X y, 
finalmente, usar las fórmulas matriciales que se muestran en las siguientes imágenes): 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
Es interesante observar varias cosas:  
 
(1) el valor obtenido para los estimadores MCG usando el método indirecto coincide con el 


que habíamos obtenido mediante el método directo (tal y como habíamos comentado 
anteriormente en el math-block), y  


 
(2) estos valores se obtienen al aplicar MCO al modelo transformado (el cual ya verifica la 


hipótesis de esfericidad). 
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Comprobación del supuesto de normalidad con Minitab 


 
Como hemos comentado anteriormente, Minitab nos puede ser de gran ayuda a la hora de 
comprobar los supuestos del MRLM. A continuación veremos un ejemplo en el cual se hace 
uso del programa Minitab para comprobar -gráficamente y también mediante un contraste de 
hipótesis- la validez del supuesto. 
 
 
Ejemplo: En la imagen siguiente se muestran datos referentes a cada uno de los 10 
empleados de una empresa:  
 


 
 La interpretación de cada variable es la siguiente: 
 


COLUMNA VARIABLE DESCRIPCIÓN 
C1 SALARIO  salario anual del trabajador, en euros 
C2 EMPRESA  años que lleva el empleado en la 


empresa 
C3 EXPERIENCIA años de experiencia previa en otras 


empresas 
C4 EDUCACIÓN  años de estudios 
C5 ID  código del empleado 
C6 SEXO 0 = hombre, 1 = mujer 


  
 
Construiremos ahora un modelo de regresión lineal múltiple que nos permita explicar el 
comportamiento de la variable SALARIO a partir de tres variables explicativas: EMPRESA, 
EXPERIENCIA y EDUCACIÓN. 
 


A fin de comprobar si se cumple el supuesto de normalidad, guardaremos en distintas 
columnas los residuos, los residuos estandarizados y los valores estimados: 
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Stat > Regression > Regression  


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


Regression Analysis 
 
The regression equation is 
SALARIO = 24042 + 421 EMPRESA + 387 EXPERIENCIA + 460 EDUCACIÓN 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant        24042        2156      11,15    0,000 
EMPRESA         421,2       178,5       2,36    0,056 
EXPERIEN        386,9       243,8       1,59    0,164 
EDUCACIÓ        459,6       450,6       1,02    0,347 
 
S = 3050        R-Sq = 81,8%     R-Sq(adj) = 72,6% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         3   250155142    83385047      8,96    0,012 
Residual Error     6    55829435     9304906 
Total              9   305984577 
 
Source       DF      Seq SS 
EMPRESA       1   217533278 
EXPERIEN      1    22940248 
EDUCACIÓ      1     9681616 


 
Observar que Minitab ha guardado en tres columnas los valores estimados para la variable 
SALARIO, los residuos (RESI1) y los residuos estandarizados (SRES1): 







  Introducción al MRLMG 


Proyecto e-Math         12 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


 
 


 
 
A fin de verificar los supuestos del modelo, podemos usar los residuos o los residuos 
estandarizados. Algunos analistas prefieren usar los residuos (que, cuando se cumple la 
primera de las hipótesis de esfericidad, tienen una media de 0), mientras que otros prefieren 
usar los residuos estandarizados (en los que la mayoría de los valores están comprendidos 
entre –3 y 3). En este ejemplo usaremos los estandarizados. 


 
Comprobemos el supuesto de normalidad: 


 
 


Stat > Basic Statistics > Normality Test 
 


 
 
 
 
 


 
 


 


Av erage: 0,0003251
StDev : 1,01488
N: 10


Anderson-Darling Normality  Test
A-Squared: 0,372
P-Value:   0,347
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En el gráfico se aprecia que la nube de puntos se ajusta bastante a la recta, lo cual nos hace 
pensar que el supuesto de normalidad sí se verifica. El output anterior también nos ofrece el 
test de normalidad de Anderson-Darling. En este caso, el p-valor de dicho contraste es de 
0,372, por lo que no rechazaremos la hipótesis nula de que los residuos se distribuyen de 
forma normal. Así pues, no hay indicios que nos hagan dudar del cumplimiento de la hipótesis 
de normalidad en el término de error. 
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ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
 
En el math-block Introducción al MRLG vimos qué ocurría cuando fallaban las hipótesis de 
esfericidad en el término de perturbación. Nos centraremos ahora en la hipótesis de 
homoscedasticidad (el supuesto de varianza constante para el término de perturbación), y 
supondremos que el resto de las hipótesis de esfericidad sí se cumplen. 


 
En este math-block aprenderemos a detectar la presencia de heteroscedasticidad (término de 
perturbación con varianza no constante) en el modelo, analizaremos algunas de sus posibles 
causas, y mostraremos cómo es posible resolver dicha problemática a fin de obtener 
estimadores de calidad. 


Detección de Heteroscedast. 
con Minitab 


Cálculo estimadores 
MCG con Minitab 


Métodos gráficos 


Heteroscedasticidad 


Problemática: 
1. Matriz Var[U] 
2. Estimadores MCO Causas de la Heterosc. 


Contraste de Hipótesis 


Test de Golfeld-Quandt 
Test de Breusch-Pagan 



mcastillonf
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OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Entender en qué consiste el problema de heteroscedasticidad y cómo afecta éste a la matriz 
de varianzas y covarianzas y a los estimadores MCO. 


 
• Saber obtener los estimadores MCG (en el caso de heteroscedasticidad) con ayuda de 


Minitab. 
 


• Entender las causas que pueden provocar el incumplimiento de la hipótesis de 
homoscedasticidad. 


 
• Saber detectar, con ayuda de Minitab, la presencia de heteroscedasticidad en un modelo, 


tanto por medios gráficos como a través de contrastes de hipótesis. 
 
 
 
CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Aparte de estar iniciado en el uso del paquete estadístico Minitab, resulta muy conveniente haber 
leído con profundidad los siguientes math-blocks: 
 
• Regresión Lineal Múltiple 
 
• Introducción al MRLG 


 
 
 
 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


El problema de la Heteroscedasticidad 
 
Como se comentó en el math-block Introducción al MRLG, cuando se utiliza el modelo de 
regresión lineal múltiple (donde usamos la notación X1 = 1 para la “variable” que acompaña al 
término independiente): 


 
uXXY kk +⋅++⋅+= βββ ...221  


 
resulta habitual suponer que el término de perturbación presenta varianza constante 
(hipótesis de homoscedasticidad), i.e.: 


 
 [ ] [ ] 2σ== ji uVaruVar      ji ≠∀  


 
Por lo que a la matriz de varianzas y covarianzas se refiere, esta hipótesis se traduce en el 
hecho de que todos los términos de la diagonal principal serán iguales entre sí: 


 


[ ]
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Cuando no se cumpla la hipótesis de varianza constante para el término de perturbación, 
diremos que el modelo presenta problemas de heteroscedasticidad. En tal caso, no todos 
los términos de la diagonal principal de la matriz de varianzas y covarianzas serán iguales. 
 
En presencia de heteroscedasticidad, y suponiendo que sí se cumple la hipótesis de No 
Autocorrelación (i.e.: que los términos fuera de la diagonal principal son ceros), la matriz de 
varianzas y covarianzas será de la forma: 
 
 


[ ] n


nn


UVar Ω⋅=
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0...0
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donde [ ] 2


iiuVar σ= , y σ es un factor de escala (y, por tanto, la matriz Ω no es única). 
 
 
En tales condiciones, el estimador MCO de B es insesgado y consistente, pero no es eficiente 
(es decir, ya no será el de mínima varianza, por lo que si usamos el estimador MCO en lugar 
del eficiente para hallar intervalos de confianza estaremos perdiendo precisión ya que 
obtendremos intervalos más grandes de los que proporcionaría el estimador eficiente). 
Además, el estimador de la varianza del término de perturbación, 2ˆ uσ , será sesgado. 


 
 
 


Aplicación del MCG para modelos con Heteroscedasticidad 
 


Como acabamos de ver, cuando el modelo presente problemas de heteroscedesticidad, el 
método MCO no nos proporciona buenos estimadores, y será necesario recurrir al método de 
mínimos cuadrados ponderados o generalizado (MCG) para obtener estimadores de 
calidad: 
 


( ) ( )YXXXBMCG ⋅Ω⋅′⋅⋅Ω⋅′= −−− 111ˆ  
 
 
Por tanto, resulta imprescindible conocer la matriz Ω-1 (la inversa, salvo factor escalar, de la 
matriz de varianzas y covarianzas) o, alternativamente, la matriz T = P-1 tal que 


PP ′⋅=Ω (recordemos que otra opción alternativa para hallar los estimadores MCG es 
aplicar MCO sobre el modelo transformado mediante T).  
 
La forma concreta de la matriz Ω-1 (determinada en el caso de heteroscedasticidad por los 
elementos que componen su diagonal principal) dependerá de la expresión funcional que 
tome la varianza del término de perturbación. Más concretamente, si la forma funcional de la 
varianza es: 
 
 


[ ] )(22 ifuVar ii ⋅== σσ  
 
(donde f es una función que sólo depende de la variable i), entonces las matrices T y Ω-1 
serán de la forma:  
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En el math-block introducción al MRLG ya vimos cómo era posible usar Excel para hallar 
los estimadores MCG mediante operaciones con matrices. En el caso de 
heteroscedasticidad, sin embargo, Minitab nos facilita bastante la obtención de los 
estimadores MCG. Para ello, tan sólo será necesario introducir en el programa una columna 
de pesos compuesta por los elementos que configuran la diagonal principal de la matriz Ω-1. 
Veámoslo con un ejemplo: 


 
 


Ejemplo: Supongamos que pretendemos explicar el consumo familiar (C) en función del nivel 
de renta (R) mediante el modelo siguiente: 
 


uRC +⋅+= 21 ββ  
 
Para ello disponemos de las siguientes observaciones: 
 
 
 


Al realizar la regresión por MCO, obtenemos la siguiente 
ecuación: 


 
 


Regression Analysis 


The regression equation is 
C = 6,2 + 1,10 R 


 
 


Sin embargo, tras haber realizado una serie de análisis, 
sospechamos que el modelo presenta problemas de 
heteroscedasticidad. En concreto, pensamos que la 
varianza del término de perturbación es directamente 
proporcional al cuadrado de la renta, i.e.: 


 
 


[ ] 22
ii RuVar ⋅= σ  


 
 
 
Así pues, la matriz Ω contendrá los términos Ri


2 en su diagonal principal (fuera de la diagonal 
principal sólo habrá ceros, ya que estamos suponiendo que no hay problemas de 
autocorrelación). 
 
Crearemos una nueva columna, la de pesos, la cual contendrá los valores 1 / Ri


2 : 
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Calc > Calculator: 


 
 
Finalmente, realizaremos la regresión por MCG. Para ello, deberemos indicar -en el menú de 
opciones de regresión- la columna que contiene los pesos a usar: 
 


 
  


Obtendremos el siguiente “output”, en el cual se muestran los estimadores MCG para los 
coeficientes del modelo (observar que difieren bastante de los estimadores MCO que 
habíamos obtenido anteriormente): 


  
Regression Analysis 
 
Weighted analysis using weights in PESOS 
 
The regression equation is 
C = 2,72 + 1,26 R 
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Causas de la Heteroscedasticidad 
 
• Causas estructurales: se producen al trabajar con modelos de corte transversal 


cuando las observaciones muestran un comportamiento muy heterogéneo. 
Consideremos el siguiente ejemplo, en el que se usan observaciones de corte 
transversal para explicar el ahorro mensual de las familias (S) en función de sus 
ingresos mensuales (Y): 


 
uYS +⋅+= 21 ββ  


 
Es de esperar que la varianza en S (y, por tanto, en el término de perturbación) 
dependa del nivel de ingresos Y: en aquellos casos de familias con bajos ingresos, los 
niveles de ahorro serán bastante similares (puesto que una gran proporción de los 
ingresos estarán destinados a cubrir las necesidades básicas). Sin embargo, en el caso 
de familias con ingresos elevados, encontraremos mucha más variedad (desde familias 
que dedican gran parte de sus ingresos al ahorro, hasta familias que dedican al 
consumo inmediato la práctica totalidad de lo que ingresan): 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
• Causas muestrales: en muchas ocasiones, no será posible disponer de todos los datos 


que componen una muestra, sino que sólo se tendrá acceso a valores medios o a 
valores agregados correspondientes a submuestras de la muestra total. Así, p.e., si 
estuviéramos interesados en realizar un estudio sobre el uso que de Internet hacen las 
familias españolas, podría ocurrir que no dispusiésemos de la información para cada 
una de las familias que componen la muestra total y que nos tuviésemos que conformar 
con los valores medios o agregados por provincias.  
 
Pues bien, el trabajo con submuestras de diferentes tamaños propiciará la aparición de 
heteroscedasticidad en el modelo. Más concretamente, se puede demostrar que: 
 


1. En el caso de usar submuestras de valores medios, [ ]
i


m
i n
uVar 12 ⋅= σ  


2. En el caso de usar submuestras de valores agregados, [ ] i
a
i nuVar ⋅= 2σ  


 
(donde ni es el número de observaciones que componen la muestra i-ésima). 


 
 
• Causas espurias: finalmente, también es posible que la presencia de 


heteroscedasticidad sea consecuencia de la existencia de otros problemas en el 
modelo. Tal es el caso de una especificación errónea del modelo (p.e. la omisión de 
alguna variable explicativa relevante, lo que causaría que el término de perturbación 
absorbiese el efecto de dicha variable), o la existencia de cambios estructurales en el 
modelo (p.e. un cambio estacional en una serie temporal). 


S 


Y 
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Detección de Heteroscedasticidad por métodos gráficos con Minitab 
 
Para analizar la posible presencia de heteroscedasticidad en el modelo se suele recurrir a dos 
técnicas complementarias: (1) el análisis gráfico de los residuos (obtenidos al realizar la 
regresión por MCO), y (2) los contrastes de hipótesis específicos (test de Breusch-Pagan, test 
de Golfeld-Quandt, test de White, test de Glesjer, etc.). 
 
Los métodos gráficos se basan en el hecho de que los residuos MCO son estimadores 
consistentes de los términos de perturbación. P or tanto, si se aprecian diferencias claras 
entre las varianzas de los residuos para diferentes niveles de una variable explicativa, 
podremos afirmar que los términos de perturbación no cumplen la hipótesis de 
homoscedasticidad.  
 
Minitab nos permite representar gráficamente los residuos (o, alternativamente, los residuos 
estandarizados) frente a los valores estimados de la variable dependiente. También resulta 
conveniente representar los residuos (o los residuos estandarizados) frente a cada uno de las 
variables explicativas. Si se cumple el supuesto de homoscedasticidad, en todos los gráficos 
anteriores encontraremos variaciones similares en los residuos (eje vertical) para cualquier 
nivel del eje horizontal (donde se sitúa la variable explicativa o la estimación de la variable 
dependiente). En caso contrario, el modelo presentará problemas de heteroscedasticidad.  


 
Ejemplo: El archivo Heteroscedasticidad.mtw contiene 30 observaciones de corte 
transversal para cada una de las siguientes variables: 
 


VARIABLE DESCRIPCIÓN VARIABLE DESCRIPCIÓN 
PA Precio (en euros) del producto A X2 Ln(PA) 
PB Precio (en euros) del producto B X3 Ln(PB) 
PC Precio (en euros) del producto C X4 Ln(PC) 
YD Ingresos disponibles (en euros) X5 Ln(YD) 
QA Cantidad demandada del producto A Y Ln(QA) 


 


 
 
A fin de comprender cómo varía la demanda del producto A en función de los precios 
asociados a cada uno de los tres productos y de los ingresos disponibles, usaremos el 
siguiente modelo lineal: 
 


uXXXXY +⋅+⋅+⋅+⋅+= 554433221 βββββ  
 
Emplearemos Minitab para realizar la estimación por MCO y el análisis gráfico de los residuos 
estandarizados a fin de determinar si existe o no heteroscedasticidad en el modelo (le 
pediremos al programa que nos muestre un gráfico de los residuos estandarizados frente a 
los valores estimados de la variable dependiente, así como un gráfico de los residuos 
estandarizados frente a cada una de las variables explicativas): 
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Stat > Regression > Regression: 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Al analizar algunos de los gráficos resultantes, podemos observar indicios claros de que la 
hipótesis de homoscedasticidad no se cumple. Así, p.e., en el gráfico siguiente se aprecia 
claramente cómo la varianza de los residuos va aumentando conforme mayor es el valor de la 
variable explicativa X5: 
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Detección de Heteroscedasticidad mediante contraste de hipótesis 
 
A continuación presentaremos una serie de tests que se utilizan, de forma complementaria al 
análisis gráfico de los residuos, para realizar el siguiente contraste de hipótesis: 


 







ticidadhomoscedas de hipótesis la cumple se NO  :
ticidadhomoscedas de hipótesis la cumple se  :


1


0


H
H


 


 
 
• Test de Golfeld-Quandt: este test se suele utilizar cuando se sospecha que la varianza 


del término de perturbación es directa o inversamente proporcional al valor de una de las 
variables explicativas, i.e.: cuando pensemos que el modelo: 
 


uXXY kk +⋅++⋅+= βββ ...221  
 
verifica una de las siguientes cuatro relaciones: 
 


Proporción directa:  [ ] jXuVar ⋅= δ  o [ ] 2
jXuVar ⋅= δ  


Proporción inversa:  [ ]
jX


uVar 1⋅= δ  o [ ] 2


1


jX
uVar ⋅= δ  


donde δ > 0 y Xj es alguna de las variables explicativas del modelo. 
 
 
Los pasos a seguir para obtener el estadístico G-Q, el cual seguirá -bajo la hipótesis nula- 
una distribución F de Snedecor, son: 
 
1. Ordenar según la variable Xj las observaciones correspondientes a todas las 


variables del modelo. Si la proporción es directa, ordenaremos de menor a mayor 
valor de la variable (orden creciente), mientras que si la proporción es indirecta lo 
haremos de mayor a menor valor (orden decreciente). 


  
2. Dividir las observaciones ya ordenadas en tres grupos o submuestras, de forma que 


la submuestra central contenga las c observaciones centrales, donde c representa 
aproximadamente la cuarta parte del total de observaciones. 


 
3. Aplicar regresión MCO a las submuestras primera y tercera (las cuales contendrán, 


respectivamente, los valores más pequeños y los más grandes de la variable Xj).  
 


4. Obtener la suma de cuadrados del error (Error SS) para cada una de las regresiones 
anteriores (las denotaremos por Error SS1 y Error SS3 respectivamente). 


 
5. Calcular el estadístico de Golfeld-Quandt: 


 








 −−−−≈≈= kcnkcnF


ErrorSS
ErrorSSGQ


2
,


2
Ho) (bajo


1
3


  


 
 


Una vez calculado el estadístico GQ, y para un nivel de significación α dado, usaremos la 
siguiente regla de decisión: 


 


 Rechazamos Ho (i.e.: existe heterosced.) ⇔ si 





 −−−−> α;


2
,


2
kcnkcnFGQ  
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Ejemplo:  Continuando con el ejemplo anterior, el gráfico de los residuos no sólo parecía 
indicar la presencia de heteroscedasticidad en el modelo, sino que además apuntaba la 
idea de que la varianza del término de perturbación era directamente proporcional al valor 
de la variable X5 (a mayor valor de la variable X5, mayor varianza se observaba en el 
valor de los residuos). Aplicaremos ahora el test de Golfeld-Quandt para contrastar 
empíricamente la existencia de heteroscedasticidad: 
 
En primer lugar, ordenaremos –de menor a mayor según los valores de la variable X5- las 
observaciones de las variables X2, X3, X4, X5 e Y, guardando los datos resultantes en 
las nuevas variables SX2, SX3, SX4, SX5 e SY: 
 
Manip > Sort: 


 
 
A continuación, dividiremos las observaciones en 3 grupos: el primer grupo estará 
formado por las filas 1 a 11, y el tercero por las filas 20 a 30 (el grupo central abarcará las 
filas 12 a 19, por lo que descartamos un total de c = 8 filas de observaciones centrales). 
Las columnas del primer grupo las denotaremos por 1SX2, 1SX3, 1SX4, 1SX5 y 1SY, 
mientras que a las columnas del tercer grupo las denotaremos por 3SX2, 3SX3, 3SX4, 
3SX5, y 3SY respectivamente: 
 
Manip > Copy Columns...: 
 
 
 
 
Tras realizar la operación análoga para obtener las nuevas variables que configuran el 
tercer grupo (usando las filas 20 a 30) obtendremos las siguientes columnas de datos: 
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El nuevo paso es realizar la regresión por MCO para cada uno de los grupos, a fin de 
obtener el correspondiente Error SS. En el caso del primer grupo, obtenemos el siguiente 
“output”, con un valor de Error SS1 = 0,02891: 
 
Regression Analysis 
 
The regression equation is 
1SY = 4,96 - 1,96 1SX2 + 1,59 1SX3 - 1,35 1SX4 + 1,62 1SX5 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         4     0,43741     0,10935     22,70    0,001 
Residual Error     6     0,02891     0,00482 
Total             10     0,46632 
 


Al realizar la regresión por MCO sobre el tercero de los grupos, obtendremos un Error 
SS3 = 0,20030. 
 
Así pues, el estadístico GQ = Error SS3 / Error SS1 = 6,93. 
 
Por otra parte, para un nivel de significación α = 0,05, el estadístico F con (n-c)/2 = 11 
grados de libertad en numerador y denominador es: 
 


Inverse Cumulative Distribution Function 
 
F distribution with 11 DF in numerator and 11 DF in denominator 
 
 P( X <= x)          x    
    0,9500        2,8179 


 
Dado que GQ = 6,93 > F(11,11;0,05) = 2,82 se sigue que hay indicios suficientes como 
para rechazar la hipótesis nula, i.e.: el test confirma la sospecha de que el modelo 
presenta heteroscedasticidad, y que la variable X5 (que era el logaritmo neperiano de la 
variable ingresos disponibles) tiene mucho que ver en ello. 
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• Test de Breusch-Pagan: el test de Goldfeld-Quandt se basaba en el supuesto de que la 
heteroscedasticidad venía provocada por una única variable. Cuando sean varias las 
variables causantes de tal problema, se deberá recurrir a otros tests. En concreto, el test 
de Breusch-Pagan -el cual sólo es estrictamente válido cuando se dispone de muestras 
suficientemente grandes- presupone que es posible expresar la varianza del término de 
perturbación como una combinación lineal de p variables explicativas, i.e.: 
 


[ ] pp ZZZuVar ⋅++⋅+⋅+= αααα ...22110  
 
Los pasos a seguir para obtener el estadístico BP, el cual seguirá -bajo la hipótesis nula- 
una distribución χ2 con p grados de libertad, son: 


 
1. Estimar por MCO el modelo original uXXY kk +⋅++⋅+= βββ ...221 , 


guardando los residuos resultantes. 
 


2. Definir 
n


ErrorSS=2~σ  


 


3. Estimar por MCO el modelo auxiliar vZZZe
pp +⋅++⋅+⋅+= αααα


σ
...~ 221102


2


 


 


4. Definir el estadístico 2Ho) (bajo
2


SSRegression
pBP χ≈≈=  


 
 
Una vez calculado el estadístico BP, y para un nivel de significación α dado, usaremos la 
siguiente regla de decisión: 


 
Rechazamos Ho (i.e.: existe heterosced.) ⇔ si 2


,αχ pBP >  
 
 
 
Ejemplo:  Volviendo a nuestro ejemplo anterior, utilizaremos el test BP para determinar la 
posible existencia de heteroscedasticidad en el modelo causada por la variable X5. Para 
ello, lo primero será hacer la regresión por MCO del modelo inicial, guardando los 
residuos resultantes en la columna RESI1:  
 
Regression Analysis 
 
The regression equation is 
Y = 5,14 - 2,04 X2 + 1,17 X3 - 0,802 X4 + 1,57 X5 
 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         4     1,71925     0,42981     31,48    0,000 
Residual Error    25     0,34139     0,01366 
Total             29     2,06063 


 


Observar que Error SS = 0,34139. Por tanto, 
n


ErrorSS=2~σ = 0,34139 / 30 = 0,01138. 


Ahora, construiremos la nueva columna 2


2


~σ
e


: 
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Calc > Calculator: 


 
 
Lo siguiente será realizar la regresión por MCO de esta nueva variable respecto a la 
variable X5: 
 
Regression Analysis 
 
The regression equation is 
Y2 = - 8,20 + 2,00 X5 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1       9,011       9,011      2,49    0,126 
Residual Error    28     101,259       3,616 
Total             29     110,270 
 
El “output” nos proporciona un valor de Regression SS = 9,011. Ello significa que el 
estadístico de Breusch-Pagan será BP = 9,011 / 2 = 4,51. 
 
Por otro lado, el valor crítico para un nivel de significación α = 0,05 y teniendo en cuenta 
que sólo se ha usado una variable (p = 1 grado de libertad), será: 
 
Inverse Cumulative Distribution Function 
 
Chi-Square with 1 DF 
 
 P( X <= x)          x    
    0,9500        3,8415 


 
Se puede concluir pues que sí hay indicios que nos llevan a rechazar la hipótesis nula de 
homoscedasticidad, ya que BP = 4,51 > 3,84. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 


Detección de heteroscedasticidad en el modelo 
 
 


El archivo Heterosced2.mtw contiene el gasto en consumo (C) y los ingresos disponibles (I) 
para una muestra de 30 familias. 
 
Al realizar la regresión por MCO obtenemos el “output” que se muestra a continuación: 
 
Regression Analysis 
 
The regression equation is 
C = 1480 + 0,788 I 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant       1480,0       449,6       3,29    0,003 
I             0,78848     0,02685      29,37    0,000 
 
S = 422,3       R-Sq = 96,9%     R-Sq(adj) = 96,7% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1   153872818   153872818    862,69    0,000 
Residual Error    28     4994182      178364 
Total             29   158867000 


 
Sin embargo, el siguiente gráfico de los residuos frente a la variable explicativa parece indicar 
la existencia de heteroscedasticidad en el modelo: 
 


 
 
  


Para salir de dudas, decidimos realizar -con ayuda de Minitab- el test de Golfeld-Quandt, 
eliminando un total de c = 6 observaciones centrales. Tras ordenar los datos y crear los tres 
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grupos de observaciones (de forma análoga a como se ha explicado anteriormente), 
obtenemos los siguientes “outputs” de regresión MCO para los grupos primero y tercero: 
 
 
Regression Analysis 
 
The regression equation is 
1SC = 847 + 0,837 1SI 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant          847        1144       0,74    0,476 
1SI           0,83667     0,08442       9,91    0,000 
 
S = 327,0       R-Sq = 90,8%     R-Sq(adj) = 89,8% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1    10500167    10500167     98,22    0,000 
Residual Error    10     1069000      106900 
Total             11    11569167 
 
 
Regression Analysis 
 
The regression equation is 
3SC = 2307 + 0,747 3SI 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant         2307        2916       0,79    0,447 
3SI            0,7467      0,1493       5,00    0,001 
 
S = 578,3       R-Sq = 71,4%     R-Sq(adj) = 68,6% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1     8362667     8362667     25,01    0,001 
Residual Error    10     3344000      334400 
Total             11    11706667 


 
Así pues, Error SS1 = 1.069.000 y Error SS3 = 3.344.000, de lo cual se sigue que el 
estadístico GQ = Error SS3 / Error SS1 = 3.13. 
 
Dado que n = 30, c = 6, y k = 2, bajo la hipótesis Ho (homoscedasticidad), el estadístico GQ 
se distribuirá según una F de Snedecor con (30-6)/2 – 2 = 10 grados de libertad en el 
numerador y los mismos grados de libertad en el denominador. 
 
 
Por su parte, para un nivel de significación α = 0,05, tenemos que el valor crítico será 
F(10,10;0,05), el cual podemos hallar con ayuda de Minitab: 
 
Inverse Cumulative Distribution Function 
 
F distribution with 10 DF in numerator and 10 DF in denominator 
 
 P( X <= x)          x    
    0,9500        2,9782 


 
 
Como GQ = 3,13 > 2,98 rechazaremos la hipótesis nula, i.e.: hay indicios claros de 
heteroscedasticidad en el modelo. 
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Corrección del problema de heteroscedasticidad: regresión por MCG 


 
 


Una vez confirmado que no se verifica la hipótesis de homoscedasticidad, aplicaremos el 
método de mínimos cuadrados ponderados (MCG) para obtener estimadores válidos. 
 
Supondremos que la varianza del error es proporcional al cuadrado de los ingresos, i.e.: 
 
 


[ ] 22
ii IuVar ⋅= σ  


 
 
Así las cosas, la columna de pesos contendrá los valores 1 / Ii2 : 
 
 


 
 
 
Al realizar la regresión por MCG (recordar incluir la columna de pesos en el menú de 
opciones), se obtiene el siguiente resultado: 
 
 
Regression Analysis 
 
Weighted analysis using weights in PESOS 
 
The regression equation is 
C = 1421 + 0,792 I 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant       1421,3       395,5       3,59    0,001 
I             0,79210     0,02514      31,51    0,000 
 
S = 0,02447     R-Sq = 97,3%     R-Sq(adj) = 97,2% 
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ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
 
En el math-block Introducción al MRLG vimos qué ocurría cuando fallaban las hipótesis de 
esfericidad en el término de perturbación. Nos centraremos ahora en la hipótesis de no 
autocovarianza (el supuesto de que los términos de perturbación del modelo no están 
correlacionados), y supondremos que el resto de las hipótesis de esfericidad sí se cumplen. 


 
En este math-block aprenderemos a detectar la presencia de autocorrelación (términos de 
perturbación correlacionados) en el modelo, analizaremos algunas de sus posibles causas, y 
mostraremos cómo es posible resolver dicha problemática a fin de obtener estimadores de 
calidad. 


Detección de Autocorrelación 
con Minitab 


Estimación por método de 
Durbin en modelos con 
autocorrelación AR(1) Métodos gráficos 


Autocorrelación 


Problemática: 
1. Matriz Var[U] 
2. Estimadores MCO Causas de la Autocorr. 


Contraste de Hipótesis 


Test de Durbin-Watson para 
autocorrelación de tipo AR(1) 


Matriz Var[U] en modelos con datos 
de serie temporal: autocovarianza 


Matriz Var[U] en modelos con 
autocorrelación de tipo AR(1) 



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2
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OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Entender en qué consiste el problema de la autocorrelación y cómo afecta éste a la matriz 
de varianzas y covarianzas y a los estimadores MCO. 


 
• Conocer las causas que pueden provocar el incumplimiento de la hipótesis de 


autocorrelación. 
 


• Analizar el problema de la autocorrelación en modelos con datos de corte longitudinal (serie 
temporal), y comprender los conceptos de autocovarianza y coef. de autocorrelación simple. 


 
• Estudiar el problema de la autocorrelación de tipo AR(1). 


 
• Aprender a detectar, con ayuda de Minitab, la presencia de autocorrelación en un modelo, 


tanto por medios gráficos como a través de contrastes de hipótesis. 
 


• Saber resolver el problema de la autocorrelación de tipo AR(1) mediante el método de 
Durbin. 


 
 
CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Aparte de estar iniciado en el uso de Excel y del paquete estadístico Minitab, resulta muy 
conveniente haber leído con profundidad los siguientes math-blocks: 
 
• Regresión Lineal Múltiple 
 
• Introducción al MRLG 


 
 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES Y CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE____ 
 
 


El problema de la Autocorrelación  
 
Como se comentó en el math-block Introducción al MRLG, cuando se utiliza el modelo de 
regresión lineal múltiple (donde usamos la notación X1 = 1 para la “variable” que acompaña al 
término independiente): 


 
uXXY kk +⋅++⋅+= βββ ...221  


 
resulta habitual suponer que no existe correlación entre los términos de perturbación 
(hipótesis de no autocorrelación), i.e.: 


 
 [ ] [ ] 0,, ==== jiijjiij uuCovuuCov σσ      ji ≠∀  


 
Por lo que a la matriz de varianzas y covarianzas del término de perturbación se refiere, esta 
hipótesis se traduce en el hecho de que VAR[U] será una matriz diagonal (todos los términos 
externos a la diagonal principal serán ceros): 


 


[ ]
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Cuando no se cumpla la hipótesis anterior, diremos que el modelo presenta problemas de 
autocorrelación o correlación serial. En tal caso, existirá correlación entre dos o más 
términos de perturbación, por lo que la matriz de varianzas y covarianzas asociada ya no será 
diagonal (existirán elementos no nulos fuera de la diagonal principal). 
 
En presencia de autocorrelación, y suponiendo que sí se cumple la hipótesis de 
Heteroscedasticidad, (i.e.: que la varianza del término de perturbación es constante), la matriz 
de varianzas y covarianzas del término de perturbación será una matriz simétrica de la forma: 
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donde [ ] 2σ=iuVar  y  n es el número de observaciones disponible. 
 
 
En tales condiciones, el estimador MCO de B es insesgado y consistente, pero no es eficiente 
(es decir, ya no será el de mínima varianza, por lo que si usamos el estimador MCO en lugar 
del eficiente para hallar intervalos de confianza estaremos perdiendo precisión ya que 
obtendremos intervalos más grandes de los que proporcionaría el estimador eficiente). 
Además, el estimador de la varianza del término de perturbación, 2ˆ uσ , será sesgado. 


 
 
 


Aplicación del MCG para modelos con Autocorrelación 
 


Como acabamos de ver, cuando el modelo presente problemas de autocorrelación, el método 
MCO no nos proporciona buenos estimadores, y será necesario recurrir al método de 
mínimos cuadrados ponderados o generalizado (MCG) para obtener estimadores de 
calidad: 
 


( ) ( )YXXXBMCG ⋅Ω⋅′⋅⋅Ω⋅′= −−− 111ˆ  
 
 
Por tanto, resulta imprescindible conocer la matriz Ω-1 (la inversa, salvo factor escalar, de la 
matriz de varianzas y covarianzas del término de perturbación) o, alternativamente, la matriz 
T = P-1 tal que PP ′⋅=Ω (recordemos que otra opción alternativa para hallar los estimadores 
MCG es aplicar MCO sobre el modelo transformado mediante T).  
 
Sin embargo, en el caso de autocorrelación en general, no resulta fácil conocer la forma 
concreta de las matrices T y Ω-1. En este math-block nos limitaremos pues a estudiar la forma 
de dichas matrices para un tipo frecuente de autocorrelación, el que aparece en modelos de 
regresión con datos de corte longitudinal (serie temporal). Más concretamente, analizaremos 
la forma que adquieren dichas matrices en los llamados esquemas autorregresivos de orden 
1 o AR(1). Asimismo, presentaremos una variante del método MCG (el llamado método de 
Durbin) que nos facilitará la estimación de los coeficientes B en modelos con esquema de 
autocorrelación de tipo AR(1). 
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Causas de la Autocorrelación 
 
 
• Trabajo con datos de serie temporal: cuando se trabaja con datos de corte 


longitudinal (p.e.: una variable explicativa cuyas observaciones correspondan a valores 
obtenidos en instantes temporales sucesivos), resulta bastante frecuente que el término 
de perturbación en un instante dado siga una tendencia marcada por los términos de 
perturbación asociados a instantes anteriores. Este hecho da lugar a la aparición de 
autocorrelación en el modelo. 


 
  
 
• Especificación errónea en la parte determinista del modelo (autocorrelación 


espuria): en este apartado, cabe distinguir dos situaciones:  
 


1. Omisión de variables relevantes: en tal caso, las variables omitidas pasan a formar 
parte del término de error y, por tanto, si hay correlación entre distintas 
observaciones de las variables omitidas, también la habrá entre distintos valores de 
los términos de perturbación. 


 
2. Especificación incorrecta de la forma funcional del modelo: si usamos un modelo 


inadecuado para describir las observaciones (p.e.: un modelo lineal cuando en 
realidad se debería usar un modelo cuadrático), notaremos que los residuos 
muestran comportamientos no aleatorios (i.e.: están correlacionados). 


 
 
 
• Transformaciones de los datos: determinadas transformaciones del modelo original 


podrían causar la aparición de autocorrelación en el término de perturbación del modelo 
transformado (incluso cuando el modelo original no presentase problemas de 
autocorrelación). 


 
 
 
• Trabajo con modelos dinámicos: cuando se trabaja con series temporales suele ser 


habitual considerar modelos de regresión que incluyan no sólo los valores actuales sino 
también los valores retardados (pasados) de las variables explicativas. Es el caso de un 
modelo de retardos distribuidos de orden s o RD(s): 


 


tststttt uXXXXY ++++++= −−− ββββα ...22110  
 


Otro tipo de modelo dinámico que presentaría problemas de autocorrelación sería aquel 
que incluyese entre sus variables explicativas uno o más valores retardados de la 
variable dependiente. Este otro tipo de modelo dinámico se conoce como modelo 
autorregresivo de orden s o AR(s): 


 


tststtt uYYXY +++++= −− γγβα ...110  
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Matriz VAR[U] en modelos de regresión con datos de corte longitudinal 
 
Como hemos visto, una de las situaciones en que con más frecuencia suelen aparecer 
problemas de autocorrelación es cuando se trabaja con modelos de regresión lineal que 
hacen uso de datos de corte longitudinal (serie temporal). En estos casos, no hablaremos de 
covarianza entre los términos de perturbación ui y uj, sino de covarianza entre los términos ut 
y ut-s, o autocovarianza de orden s, γγγγs, donde ut-s es el término de perturbación asociado al 
instante temporal t-s: 


 
Autocovarianza de orden s = γs = Cov[ut, ut-s] 


 
(Observar que γ0 = Cov[ut, ut] = Var[ut, ut] = σ2) 
 
La autocovarianza cumple una serie de propiedades interesantes: 
 
1. Es simétrica respecto de s, i.e.:  γs = Cov[ut, ut-s] = Cov[ut, ut+s] = γ-s 


 
2. Sólo depende del número de períodos temporales (s) que hay entre los dos términos de 


perturbación implicados, i.e.:  γs = Cov[ut, ut-s] = Cov[ut*, ut*-s]     ∀ t, t*  
 


3. En valor absoluto, es siempre menor o igual que la varianza, i.e.:  2
0 σγγ =≤s    ∀s 


 
Al conjunto formado por todas las autocovarianzas {γ1, γ2, γ3, ..., γn-1} se le denomina función 
de autocovarianzas (donde n es el número de observaciones). 


 
Usando el concepto de autocovarianza y las propiedades anteriores, la matriz de varianzas y 
covarianzas del término de perturbación puede escribirse como:  
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En la expresión anterior, podemos sacar como factor común el término γ0 = σ2, con lo que 
quedaría:  
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donde 
0γ


γ
ρ s
s =  es el llamado coeficiente de autocorrelación simple, ρρρρs. 


 
El coeficiente de autocorrelación simple no es más que un coeficiente de correlación, por lo 
que su valor siempre estará comprendido entre –1 y 1 (toma el valor 1 para s = 0). 


 
Al conjunto formado por todos los coeficientes de autocorrelación simple {ρ1, ρ2, ρ3, ..., ρn-1} se 
le denomina función de autocorrelación simple o ACF. 
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Matriz VAR[U] en modelos con esquema de autocorrelación AR(1) 
 


Acabamos de ver que, cuando se trabaja con modelos de regresión lineal de corte 
longitudinal (serie temporal), la matriz de varianzas y covarianzas del término de perturbación 
viene determinada por los coeficientes de autocorrelación simple (ρ1, ρ2, ρ3, ..., ρn-1). El 
problema es que dichos coeficientes son valores desconocidos a priori, por lo que -a fin de 
simplificar aún más la expresión de la matriz Ω- es necesario recurrir a algún supuesto 
adicional sobre el tipo de autocorrelación que siguen los términos de perturbación.  
 
En general se usan tres supuestos o esquemas de autocorrelación: el esquema 
autorregresivo (AR), el esquema de media móvil (MA), y el esquema mixto (ARMA). 
Nosotros nos centraremos en el primero de ellos. 
 
Así, dado el modelo de regresión lineal (con datos de corte longitudinal) siguiente: 
 


uXXY kk +⋅++⋅+= βββ ...221  
 
diremos que el término de perturbación asociado al instante t, (ut) sigue un esquema 
autorregresivo de orden 1, AR(1), si es una combinación lineal del término anterior (ut-1) y 
de un término de error (εt) que verifica los supuestos de esfericidad del MRLM (ruido blanco): 
 


ttt uu εφ +⋅= −1  
 
Se puede demostrar que, cuando el término de perturbación sigue un esquema AR(1) con 
coeficiente φ, se cumple lo siguiente: 


1. La varianza del término de perturbación es:  [ ] 2


2


0
2


1 φ
σγσ ε


−
===uVar   


(donde σε
2 es la varianza del término de error εt).  


 
2. Los coeficientes de autocorrelación simple son:  φ=1p , 2


2 φ=p , ..., s
sp φ=  


 
 
Así pues, en un modelo con esquema de autocorrelación AR(1), la matriz de varianzas y 
covarianzas del término de perturbación sólo dependerá de los parámetros σε


2 y φ: 
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En concreto, las matrices que nos interesan para aplicar MCG (en cualquiera de sus dos 
versiones) vendrán dadas por: 
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Finalmente, conviene observar lo siguiente: 
 
1. Dado que 11 <= ρφ , los coeficientes de autocorrelación simple forman una sucesión 


decreciente en módulo (i.e.: 0...2
21 >=>>=>= s


s φρφρφρ ). 


 
2. Si 10 << φ , los valores sρρρ ,...,, 21  serán siempre positivos. Por el contrario, si 


01 <<− φ , los valores sρρρ ,...,, 21  irán alternando su signo, comenzando por 
negativo. 


 
 
 
 
Ejemplo:  Supongamos que hemos estimado por MCO, y basándonos en n = 6 
observaciones, los coeficientes de un MRLM. Tras realizar un análisis, descubrimos que el 
término de perturbación del modelo presenta un esquema de autocorrelación de tipo AR(1). 
Sabemos además que σε


2 = 2 y que φ = 0,6. En estas condiciones, usaremos Excel para 
hallar la forma exacta de la matriz Var[U], así como un gráfico donde se muestre la función de 
autocorrelación simple o ACF: 
 
Teniendo en cuenta que s


sp φ= , el cálculo de los coeficientes de autocorrelación simple 
resulta inmediato (observar que en la hoja de cálculo hemos realizado los cálculos para los 
dos posibles valores del parámetro φ, el cual viene denotado por L en la figura). Asimismo, 


también resulta inmediato el cálculo de 2


2


0 1 φ
σγ ε


−
= .  


 


 
 
En este punto, es interesante notar que, si φ = 0,6 (es decir, φ > 0), los coeficientes de 
autocorrelación simple son decrecientes y siempre positivos. Por el contrario, si φ = -0,6 (i.e.: 
φ < 0), entonces dichos coeficientes van tomando valores negativos y positivos de forma 
alternada (si bien son decrecientes en módulo).  
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Las ideas anteriores se pueden apreciar con claridad en las gráficas ACF siguientes: 
 
 
 


 
 
 
 
  


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Correlograma ACF de un esquema AR(1) con L = 0,6
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Detección de Autocorrelación por métodos gráficos con Minitab 
 
Para analizar la posible presencia de autocorrelación en el modelo se suele recurrir a dos 
técnicas complementarias: (1) el análisis gráfico de los residuos (obtenidos al realizar la 
regresión por MCO), y (2) los contrastes de hipótesis específicos (test de Durbin-Watson, test 
h de Durbin, test de Breusch-Godfrey, test Q de Box-Pierce, test de Ljung-Box, etc.). 


 
Al realizar la regresión por MCO, Minitab nos ofrece la opción de representar gráficamente los 
residuos (o, alternativamente, los residuos estandarizados) frente al orden en que se ha 
registrado la observación asociada. Dado que los residuos MCO son estimadores 
consistentes de los términos de perturbación, si se aprecian en el gráfico anterior patrones de 
comportamiento sistemático (no aleatorio) podremos afirmar que los términos de perturbación 
presentan algún tipo de autocorrelación. 
 


 
Ejemplo: En la tabla siguiente se muestran datos referidos a 
los niveles de importación (IM) y PIB (ambos en miles de 
millones de euros) pertenecientes a la economía de la zona 
euro durante los últimos 20 años: 
 
Al realizar la regresión por MCO de IM sobre PIB, pediremos al 
programa que represente gráficamente los residuos frente al 
orden de la observación asociada: 
 
Stat > Regression > Regression: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Además, guardaremos también los 
residuos y los valores ajustados para IM 
en sendas columnas: 
 
 
 
En el gráfico de residuos frente al orden 
de la observación se observan indicios 
claros de que los residuos no siguen un 
patrón aleatorio y, por tanto, de que el 
modelo presenta problemas de 
autocorrelación: 
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También es posible 
obtener este gráfico 
(junto con algunos 
más que nos 
pueden ser de  
utilidad a la hora de 
contrastar otras 
hipótesis de 
esfericidad) 
mediante la opción 
Stat > 
Regression > 
Residual 
Plots... Usando esta opción, logramos además que Minitab realice un test de rachas y 
marque con asteriscos la presencia de patrones no aleatorios en los residuos: 
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A continuación se muestran los resultados de los tests de rachas, en los que se especifica el 
tipo de comportamiento sistemático detectado: 
 
TEST 1. One point more than 3,00 sigmas from center line. 
Test Failed at points: 1 13 20  
 
TEST 3. 6 points in a row all increasing or all decreasing. 
Test Failed at points: 7 8 9 10 11 12 13  
 
TEST 5. 2 out of 3 points more than 2 sigmas from center line 
        (on one side of CL). 
Test Failed at points: 2 3 13 14 16  
 
TEST 6. 4 out of 5 points more than 1 sigma from center line 
        (on one side of CL). 
Test Failed at points: 4 12 13 14 16  
 
TEST 8. 8 points in a row more than 1 sigma from center line 
        (above and below CL). 
Test Failed at points: 16  
 
Para conocer más detalles sobre estos tests podéis consultar el math-block Estadística no 
paramétrica o la opción de Minitab Stats > Nonparametrics > Runs Test. 
 
 
 
 
Detección de Autocorrelación mediante el test de Durbin-Watson 
 
Dado el modelo de regresión lineal múltiple uXXY kk +⋅++⋅+= βββ ...221 , el test de 
Durbin-Watson permite contrastar si el término de perturbación está autocorrelacionado 
según un esquema AR(1), i.e., la hipótesis nula indica que si el término de perturbación es de 
la forma ttt uu εφ +⋅= −1  entonces necesariamente φ = 0 (con lo que no habría 
autocorrelación según esquema AR(1)): 
 


(1)





>≈
=≈


0con      )1(  :
0con      )1(  :0


φ
φ


ARuH
ARuH


ta


t  o bien  (2)





<≈
=≈


0con      )1(  :
0con      )1(  :0


φ
φ


ARuH
ARuH


ta


t  


 
 
El estadístico que se utiliza para realizar dicho test es el estadístico Durbin-Watson (el cual 
obtendremos con ayuda de Minitab).  El estadístico DW es un valor comprendido entre 0 y 4. 
Como se observa en el siguiente gráfico, para valores de DW “próximos” a 2 no 
rechazaremos Ho. Por el contrario, para valores de DW “alejados” de 2, sí rechazaremos Ho 
(i.e., aceptaremos la existencia de autocorrelación de tipo AR(1)):  


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
En el gráfico anterior, dL y dU son valores tabulados [ver web de tablas] que dependen del 
número de observaciones (n), del número de regresores (k), y del nivel de significación (α). 
 


2 4 0 dL 4-dL 4-dU 


Zonas de incertidumbre 


Aceptar Ha en (1) 
φ > 0 


Aceptar Ha en (2) 
φ < 0 Aceptar H0 
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Añadir, finalmente, que si 0 < DW < 2, el coeficiente φ será positivo (estaremos en el 
contraste unilateral (1)), mientras que si 2 < DW < 4, dicho coeficiente φ será negativo 
(estaremos en el contraste (2)). 
 
 
Una vez hallado DW, es posible usar su valor para estimar el coeficiente de autocorrelación 
simple ρ1 mediante la expresión: 
 


2
1ˆ1
DW−≅ρ  


 
Además, sabemos que en un modelo con autocorrelación AR(1), los coeficientes de 
autocorrelación simple vienen dados por: φ=1p , 2


2 φ=p , ..., s
sp φ= , así que una vez 


estimado el valor de ρ1 = φ podremos obtener fácilmente estimaciones para los (n-1) 
coeficientes de autocorrelación simple y representar la correspondiente función de 
autocorrelación simple o ACF.  
 
 
Por otra parte, hemos visto anteriormente que conocido el valor estimado de φ es posible 
construir la matriz Ω-1 (o, alternativamente, la matriz de transformación T) y aplicar el método 
MCG para hallar los estimadores del vector de coeficientes B. 
 
 
El test de Durbin-Watson presenta algunos problemas serios que cabe tener encuenta: 


 
• Sólo es útil para contrastar si el término de perturbación está autocorrelacionado según 


un esquema AR(1). El test no serviría para detectar otros tipos de autocorrelación. 
 
• Las cotas dL y dU sólo son válidas si el modelo de regresión inicial contiene término 


independiente (que habitualmente hemos denotado por β1). 
 
• Presenta “zonas de incertidumbre”, de forma que si el estadístico DW se encuentra entre 


dL y dU, o entre 4-dU y 4-dL, no podremos concluir nada. 
 


• Sólo es válido si todos los regresores del modelo son deterministas. Si, p.e., entre los 
regresores del modelo se incluyese la variable endógena retardada (como en el modelo 


tttt uYXY +++= −110 γβα ), el test no sería válido (ya que el modelo incluiría un 
regresor con componente aleatoria proveniente del término de pertubación ut-1). 


 
 
Por los motivos anteriores, se ha desarrollado toda una serie de tests complementarios al de 
Durbin-Watson, los cuales pueden emplearse para solucionar algunas de sus limitaciones. 
Entre ellos cabe citar los siguientes: el test de la h de Durbin, el test de Breusch-Godfrey, el 
test Q de Box-Pierce, etc. 
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Ejemplo:  Volviendo al ejemplo anterior, vamos a comprobar ahora –mediante el test de 
Durbin-Watson- si la autocorrelación que habíamos detectado al analizar el gráfico de los 
residuos es del tipo AR(1). 
 
El primer paso será estimar el modelo mediante MCO, indicando al programa que deseamos 
conocer también el valor del estadístico DW: 


 


 
 
  El “output” que obtenemos es el siguiente: 
 


Regression Analysis 
 
The regression equation is 
IM = - 56,1 + 0,126 PIB 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant      -56,133       5,440     -10,32    0,000 
PIB          0,126230    0,004365      28,92    0,000 
 
S = 10,61       R-Sq = 97,9%     R-Sq(adj) = 97,8% 
 
 
Durbin-Watson statistic = 0,65 


 
 Minitab nos ha proporcionado el valor DW = 0,65. 
 


Para un nivel de significación α = 0,05, y dado que n = 20 y k = 1, se obtienen los valores (ver 
tablas en enlaces web): dL = 1,20 y dU = 1,41.   
 
Así pues, tendremos que DW = 0,65 < dL = 1,20, por lo que rechazaremos la hipótesis nula, 
i.e.: hay indicios de que existe autocorrelación de tipo AR(1) en el término de perturbación. 
Además, estamos en el caso en que φ > 0. 
 
A partir del estadístico DW, podemos estimar el valor del primer coeficiente de 
autocorrelación simple:  


675,0
2


1ˆ1 =−≅ DWρ  


 
Como en un modelo con autocorrelación AR(1), los coeficientes de autocorrelación simple 
vienen dados por: φ=1p , 2


2 φ=p , ..., s
sp φ= , también podremos obtener estimaciones 


para los (n-1) coeficientes y representar la correspondiente función de autocorrelación simple 
o ACF: 
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Finalmente, una estimación de la matriz Ω-1 (de tamaño 20x20) vendrá dada por: 
 


































−
−+


+−
−+−


−


−
=Ω−


1675,0...000
675,0675,01...000


..................
00...675,01675,00
00...675,0675,01675,0
00...0675,01


675,01
1


2


2


2


2
1  


 
Conocida la matriz Ω-1 sería posible –al menos en teoría, ya que cuando el número de 
observaciones es muy grande los cálculos con matrices se complican- aplicar MCG para 
obtener los coeficientes del vector B. 


 
 
 


Estimación de modelos con autocorrelación AR(1) por método de Durbin 
 


Como acabamos de ver, dado un MRLM cuyo término de perturbación presente 
autocorrelación de tipo AR(1), es posible estimar el parámetro φ a partir del estadístico DW y, 
por tanto, construir la matriz Ω-1 (o, alternativamente, T) con la cual aplicar el método MCG 
para estimar los coeficientes del modelo inicial. 
 
En ocasiones, sin embargo, puede resultar más eficiente estimar el vector de coeficientes B 
utilizando una variante del método MCG que se denomina método de Durbin. Así, dado el 
MRLM: 
 


uXXY ktktt +⋅++⋅+= βββ ...221   con ttt uu εφ +⋅= −1  
 
haremos lo siguiente: 
 
1. Estimar por MCO el coeficiente φ del modelo auxiliar: 
 


tktkktktttt XXXXYY εααααφα +⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+= −−− 121122222111 ...  
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2.  Usando el estimador de φ obtenido, aplicar MCO en el modelo transformado siguiente:  
 


)ˆ()ˆ(...)ˆ()ˆ1()ˆ( 11122211 −−−− ⋅−+⋅⋅−++⋅−+−=⋅− ttktktktttt uuXXXXYY φφβφββφφ
 
 
 
 
Para evitar perder las primeras observaciones, antes de aplicar MCO al modelo 


transformado definiremos 2
1


*
1


ˆ1 φ−⋅= YY , y 2
1


*
1


ˆ1 φ−⋅= ii XX  ∀ i = 2,..., k.  
 
 


Ejemplo:  Continuando con el ejemplo anterior, habíamos demostrado que el modelo original 


ttt uPIBIM +⋅+= 21 ββ  presentaba autocorrelación de tipo AR(1) en el término de 
perturbación. 


 
El primer paso será pues estimar por MCO el modelo auxiliar: 


 


ttttt PIBPIBIMIM εααφα +⋅+⋅+⋅+= −− 1222111  
 


Para ello, hemos de construir las 
nuevas columnas IM(t-1) y PIB(t-1), las 
cuales contendrán los mismos datos 
que las columnas IM y PIB pero con un 
retardo de una unidad temporal. Para 
crear estas nuevas columnas, 
podemos usar la opción Stat > 
Time Series > Lag...: 


 
Las nuevas columnas creadas se 
muestran en la siguiente imagen: 


 
  
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 


Del “output” obtenido sólo nos interesa el estimador del coeficiente φ, cuyo valor es 0,7215:  
 


Regression Analysis 
 
The regression equation is IM = - 20,9 + 0,721 IM(t-1) + 0,154 PIB - 0,116 PIB(t-1) 
19 cases used 1 cases contain missing values 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant       -20,89       12,21      -1,71    0,108 
IM(t-1)        0,7215      0,2014       3,58    0,003 
PIB            0,1538      0,1131       1,36    0,194 
PIB(t-1)      -0,1164      0,1301      -0,89    0,385 


 


Yt* β1* X2t* Xkt* ut* 
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 Usaremos este valor para construir el modelo transformado: 
)7215,0()7215,0()7215,01()7215,0( 11211 −−− ⋅−+⋅−+−=⋅− tttttt uuPIBPIBIMIM ββ


 
Crearemos pues las nuevas 
variables IMt* = IMt – 
0,7215⋅IMt-1, y PIBt* = PIBt – 
0,7215⋅PIBt-1 (denotaremos 
las nuevas columnas por IM2 
y PIB2 respectivamente): 


 
  


Para las primeras celdas de 
las columnas IM2 y PIB2, 
usaremos respectivamente 
los valores:  


 
• Celda 1 de IM2 = 


23,2⋅√(1-0,72152) = 
16,064 


• Celda 1 de PIB2 = 
506,0⋅√(1-0,72152)   =  
350,362 


  
 
Las nuevas columnas 
quedarán pues de la 
siguiente manera: 
 
 
Finalmente, el “output” 
de regresión nos 
proporciona los valores 
estimados para los 
coeficientes β2 y β1* = 
0,2785⋅β1. Por tanto, 
podemos concluir que: 
 
 


142,0ˆ
2 =β  y 237,802785,0/346,22ˆ


1 −=−=β .  
 
Regression Analysis 
 
The regression equation is IM2 = - 22,3 + 0,142 PIB2 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant      -22,346       3,912      -5,71    0,000 
PIB2         0,141525    0,009000      15,72    0,000 
 
S = 7,731       R-Sq = 93,2%     R-Sq(adj) = 92,8% 
 
Durbin-Watson statistic = 2,58 


 
Se puede comprobar además que, para un nivel de significación α = 0,05, el nuevo 
estadístico DW = 2,58 no muestra indicios de autocorrelación de tipo AR(1) en el término de 
perturbación del modelo transformado. 
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MODELOS DE ECUACIONES SIMULTÁNEAS 
 


Autores:  Ángel A. Juan (ajuanp@uoc.edu), Renatas Kizys (rkizys@uoc.edu), Luis María Manzanedo 


Del Hoyo (lmanzanedo@uoc.edu). 


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
 
Como es bien sabido, el modelo de regresión lineal generalizado puede estimarse mediante el 
es método MCG (o de mínimos cuadrados ponderados), siendo los estimadores resultantes 
insesgados, consistentes y eficientes. Las características que tienen los estimadores MCG se 
deben al supuesto fundamental de que ut, el término de perturbación asociado a la t-ésima 
observación-, está incorrelacionado con Xt, el vector de las variables explicativas asociado a la 
misma observación. Sin embargo, hoy en día nos encontramos con numerosas aplicaciones de 
gran importancia donde este supuesto no se cumple. 
 
Este math-block trata sobre sistemas de ecuaciones en los cuales cada una de las ecuaciones 
representa un modelo de regresión lineal. En tales casos, es habitual encontrarnos con sistemas 
en los que la variable dependiente de una ecuación actúe también como variable explicativa en 
otra. Así pues, estaremos ante un problema de endogeneidad de los regresores –suponiendo 
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que otros problemas, como el de la identificación, ya están solucionados. Veremos que el uso 
del método MCO para estimar los parámetros de las ecuaciones en forma estructural (cuando el 
mencionado problema persiste) da lugar a estimaciones sesgadas e inconsistentes. 
Consecuentemente, no será posible utilizar los métodos de estimación convencionales, teniendo 
que recurrir a métodos alternativos. Para obtener estimadores del modelo que verifiquen las 
características deseables en cualquier estimador, estudiaremos cómo pasar las ecuaciones en 
forma estructural a la forma reducida, y cómo determinar las condiciones de orden y de rango. 
 
 


 
OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Saber representar un modelo multiecuacional en forma estructural y en forma reducida; 
conocer la relación entre los parámetros estructurales y los parámetros de las ecuaciones 
en forma reducida. 


 
• Familiarizarse con el problema de la identificación y saber determinar cuando una ecuación 


está no identificada, cuando está sobreidentificada y cuando está exactamente identificada. 
 


• Conocer el método de mínimos cuadrados indirectos (MCI) de las ecuaciones exactamente 
identificadas. 


 
• Aprender el método de mínimos cuadrados en dos etapas (MC2E) en el caso de las 


ecuaciones sobreidentificadas y exactamente identificadas. 
 


• Familiarizarse con el método de estimación de variables instrumetales (VI) como un caso 
particular de MC2E. 


 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
 


Aparte de estar iniciado en el uso de la hoja de cálculo Excel y del paquete estadístico Minitab, 
resulta muy conveniente haber leído con profundidad los siguientes math-blocks: 
 
• Operaciones con matrices en Excel 
 
• Regresión Lineal Múltiple 


 
   
   


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


Sistema de ecuaciones simultáneas en forma estructural y forma reducida 
 
 
Consideremos un sistema de ecuaciones, cada una de las cuales representa un modelo de 
regresión lineal. Cuando la variable dependiente en una ecuación actúa también como 
variable explicativa en otra ecuación, estamos ante un modelo de ecuaciones simultaneas 
o modelo multiecuacional. Las variables dependientes son también llamadas variables 
endógenas. Por su parte, las variables que vienen determinadas por factores externos al 
modelo son llamadas variables exógenas. 
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Para ilustrar los problemas de estimación de los multiecuacionales consideremos un sencillo 
ejercicio de la demanda de naranjas en la provincia de Alicante. Sea Pt el precio (en 
logaritmos) de naranjas en un determinado año y Dt, la cantidad (en logaritmos) demandada 
de naranjas. Además, supongamos que las variables son medidas en desviaciones de la 
media. Así pues, la curva de demanda tiene la siguiente forma: 
 


Dt = ααααPt + εεεεD
t, (1) 


 
con αααα < 0; εεεεD


t representa el resto de las variables que pueden influir en la demanda de 
naranjas. Por otro lado, el precio de naranjas influye, de forma positiva, en la oferta: 
 


St = ββββPt + εεεεS
t, (2) 


 
con ββββ > 0; εεεεs


t representa el resto de las variables que pueden influir en la oferta de naranjas. 
Supongamos que εεεεd


t y εεεεs
t  se distribuyen idénticamente e independientemente con varianzas 


σσσσD
2 y σσσσS


2, respectivamente, con σσσσDS = 0. 
 
Sea Qt la cantidad de equilibrio en el mercado de naranjas de Alicante. En el equilibrio se 
cumple: 
 


Qt = St = Dt, o bien 
 


ααααPt + εεεεd
t = ββββPt + εεεεs


t, (3) 
 
El sistema de ecuaciones (1) y (2) puede rescribirse en la siguiente forma estructural: 
 


Qt - ααααPt = εεεεd
t, 


 
Qt - ββββPt = εεεεs


t 
 
Matricialmente, tendríamos B·Yt + Γ·Zt = Ut: 
 


  
 


  
 
 
 
 


  
 


 
siendo Γ·Zt = 
 
 
 
Como ya hemos comentado, el uso del método MCO para estimar los parámetros de las 
ecuaciones en forma estructural da lugar a estimaciones sesgadas e inconsistentes. Para 
solventar este problema, es necesario calcular antes la forma reducida del sistema, en la 
cual cada una de las variables endógenas del sistema es expresada únicamente como 
función lineal de las variables exógenas del modelo. 
 
En el caso de un sistema como (1) y (2), a partir de la condición de equilibrio, podemos 
obtener la forma reducida a partir de la condición de equilibrio. Para ello, a partir de la 
ecuación (3) despejamos Pt: 
 


Pt = (εεεεS
t - εεεεD


t)/(αααα - ββββ) (5) 
 
 


1      -αααα 
 


1      -ββββ 


Qt 
 


Pt 


 
=


εεεεd
t 


 
εεεεs


t 


B Yt Ut 


 
(4) 


v1t 


0 
 
0 
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Ahora bien, la expresión del precio de equilibrio sustituimos en ecuación (2), obteniendo: 
 


Qt = ββββ(εεεεS - εεεεD
t)/(αααα - ββββ) + εεεεS


t  = ααααεεεεS
t/(αααα - ββββ) - ββββεεεεD


t/(αααα - ββββ); 
 


Qt = (ααααεεεεS
t - ββββεεεεD


t)/(αααα - ββββ) (6) 
 
 


 
 
 
Siendo v1t y v2t las perturbaciones del modelo en forma reducida. Puesto que no hay 
variables exógenas en el modelo, el sistema de ecuaciones simultáneas viene expresado en 
términos aleatorios. 
 
Al mismo resultado se puede llegar usando matrices. De forma general, la forma reducida del 
sistema vendrá dada por: 


 
Yt = Π·Zt + Vt (7)  


 
donde Π = -B-1·Γ  y  Vt = -B-1·Ut. 


 
Una vez obtenida la forma reducida, es posible hallar por MCO estimadores insesgados y 
consistentes de los parámetros Π. No obstante, la ausencia de las variable exógenas en el 
modelo de demanda-oferta no nos permite estimar la matriz Π. Supongamos que nuestro 
objetivo consiste en estimar la elasticidad de demanda αααα. A tales efectos, la ecuación (1) la 
estimamos por MCO, obteniéndose la siguiente estimación de αααα a partir de una muestra de T 
observaciones: 
 


aT = (1/T)ΣΣΣΣPtQt/((1/T)ΣΣΣΣPt
2) (8) 


 
Sustituyendo las ecuaciones (5) y (6) en la ecuación (8), puede demostrarse que el estimador 
de la elasticidad de demanda converge en probabilidad a una combinación lineal de las 
elasticidades poblacionales de demanda y de oferta [5]: 
  


aT →→→→P ααααγγγγ + ββββ(1-γγγγ), (9) 
 


con 
 


γγγγ = σσσσ2
D/(σσσσ2


D + σσσσ2
S),  (10) 


 
 
de modo que γγγγ depende de las varianzas σσσσ2


S y σσσσ2
D, siendo γγγγ ∈∈∈∈ [0, 1]. Puede verse que si σσσσ2


S 
→→→→ 0,  o bien σσσσ2


D →→→→ ∝∝∝∝, entonces aT será un estimador consistente de αααα. Por otro lado, si σσσσ2
D →→→→ 


0,  o bien σσσσ2
S →→→→ ∝∝∝∝, tenemos que aT es un estimador consistente de ββββ. Para el resto de los 


valores, aT es una estimador consistente de la combinación lineal de αααα y de ββββ. En general, aT 
no es un estimador consistente de la elasticidad de demanda. Éste es un frecuente problema 
de los modelos multiecuacionales. La simultaneidad de las ecuaciones da lugar a las 
interpretaciones erróneas de los resultados de estimación. Así pues, en el último caso, un 
economista equivocadamente cree que aT es un estimador MCO de la elasticidad de 
demanda, mientras que otro economista considera aT es un estimador de la elasticidad de 
oferta, cuando en realidad éste es un estimador de la combinación lineal de las dos 
elasticidades. Las Figuras 1, 2 y 3 analizan gráficamente el problema de simultaneidad. 
 
 
 
 
 
 


v2t 
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Qt


Oferta media 


Pt 


 (P1,Q1) 


Demanda 
media 


S1 


S2 


S3 


D2 


D1 


D3 


•


• (P2,Q2) 


 (P3,Q3) •


•  (P0,Q0) 


Figura 1. Comportamiento del mercado de 
naranjas en respuesta a las perturbaciones de
demanda y de oferta en conjunto 


En el gráfico, un equilibrio
viene dado por la intersección 
de la curva de demanda y la
curva de oferta. Sea (P0,Q0) un 
equilibrio inicial. Supongamos
que en t = 1 se produce un
shock pequeño y negativo de
demanda, dando lugar a D1, 
combinando con un shock
elevado de signo positivo de
oferta que, a su vez, genera 
S1. El efecto conjunto sitúa al
punto de intersección en
(P1,Q1). Por otro lado, un
shock grande negativo de
demanda y un shock grande
negativo de oferta se traducen
en (P2,Q2). Finalmente, el 
punto (P3,Q3) representa un 
efecto conjunto de una
innovación moderada positiva
de demanda y una innovación
grande negativa a oferta. Así
pues, las combinaciones de
los shocks forman una nube
sobre la cual puede cruzarse
la recta de regresión. En este
caso, aT es un estimador
consistente de  “la mixtura” de
elasticidades de oferta y
demanda, ααααγγγγ + ββββ(1-γγγγ). 
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Figura 2. Comportamiento del mercado de 
naranjas en respuesta a las innovaciones a oferta. 
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Oferta media 


Pt 


 (P1,Q1) 


D2 


D1 


D3 


• (P2,Q2) 


 (P3,Q3) •
 (P0,Q0) 


Figura 3. Comportamiento del mercado de 
naranjas en respuesta a las innovaciones a
demanda. 


D0 


•


•
•


 
 
 
 
En la Figura 2, el equilibrio
viene dado por la intersección
de la curva de demanda y la
curva de oferta. Sea (P0,Q0) un 
equilibrio de partida.
Supongamos que en t =1 se
produce una innovación
positiva de oferta, desplazando
a la curva  de oferta a S1, y, en 
consecuencia, produciendo un
nuevo punto de equilibrio en
(P1,Q1). Por otro lado, un
shock negativo de oferta en t =
2 se traduce en el punto
(P2,Q2). Finalmente, el punto
(P3,Q3) representa un efecto
de una innovación elevada
negativa a oferta. Así pues, las
innovaciones a oferta permiten
trazar la curva de demanda.
En este caso, aT es un 
estimador consistente de la
elasticidad de demanda, αααα. 


 
 
 
 
En la Figura 3, el equilibrio
viene dado por la intersección 
de la curva de demanda y la
curva de oferta. Sea (P0,Q0) un 
punto de equilibrio en t = 0.
Ante una perturbación
moderada negativa a demanda
en t = 1, la curva de demanda
se desplaza a D1, generando 
el punto de equilibrio en
(P1,Q1). Por otro lado, un 
shock elevado negativo de
demanda sitúa al equilibrio en
el punto (P2,Q2). Finalmente, el 
punto (P3,Q3) representa un 
efecto conjunto de una
innovación moderada positiva
a demanda. Así, a través de
todos los puntos de equilibrio,
obtenemos la curva de oferta 
Concluimos, por tanto, que aT 
es un estimador consistente de
la elasticidad de oferta ββββ. 
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Identificación 


 
 


El problema de la identificación hace referencia a la posibilidad o no de calcular los 
parámetros estructurales de un modelo de ecuaciones simultaneas (elementos de las 
matrices B y Γ) a partir de los parámetros de la forma reducida asociada (elementos de la 
matriz Π), los cuales sí se podían estimar mediante MCO. 


 
 


• Diremos que una ecuación está no identificada cuando no tengamos suficiente 
información para estimar los parámetros de la forma estructural de la ecuación. 


 
• Diremos que una ecuación está sobreidentificada cuando haya más de una 


combinación posible de valores estimados para los parámetros de la forma estructural. 
 


• Finalmente, una ecuación estará exactamente identificada cuando sólo sea posible 
obtener una única estimación de los parámetros estructurales. 


 
• Dado un modelo multiecuacional en forma estructural, diremos que es un sistema 


exactamente identificado cuando todas sus ecuaciones lo sean. En tal caso, será 
posible obtener, de forma unívoca, estimaciones para los elementos de las matrices B y 
Γ a partir de los elementos de la matriz Π. 


 
Condición de orden: 
 


Sean: 


N1 = nº de variables exógenas del sistema no incluidas en una determinada ecuación 
N2 = nº de variables endógenas de dicha ecuación 
 
Dada una ecuación identificada, 
 
• Si N1 = N2 – 1, entonces la ecuación está exactamente identificada. 
 
• Si N1 > N2 – 1, entonces la ecuación está sobreidentificada. 


 
 
Observación: Aunque la condición de orden es sólo una condición necesaria y no suficiente 
(i.e.: el hecho de que se cumpla N1 ≥ N2 – 1 no implica de por sí que la ecuación esté 
identificada), en la gran mayoría de los casos proporciona la respuesta correcta al problema 
de la identificación sin necesidad de recurrir a la condición de rango [1]. 
 
Ejemplo 1:  Consideremos el sistema de ecuaciones simultáneas consistiendo de (1) y (2). 
Podríamos decir que ambas ecuaciones están no identificadas (pues no excluyen ninguna 
variable exógena, e incluyen dos endógenas, Q y P). Siguiendo el análisis anterior, para 
poder  recuperar la elasticidad de demanda a partir de la estimación MCO, necesitamos 
información adicional acerca la oferta. En concreto, hemos de encontrar una variable que 
pueda desplazar a la curva de oferta y no a la de demanda. Sea Wt el número de días 
cuando las temperaturas caen por debajo de 0ºC. Técnicamente, la nueva variable Wt forma 
parte de εεεεS


t, pues ésta última incorpora los factores que influyen en la cantidad ofertada de 
naranjas diferentes de precio. Por consiguiente, εεεεS


t puede descomponerse en dos términos, 
el término sistemático y el término idiosincrático: 
 


εεεεS
t = ηηηηwt + uS


t, (11) 
 


siendo ηηηη, el coeficiente de proyección lineal de εεεεS
t sobre wt. Por tanto, uS


t está incorrelado 
con Wt. Aunque el indicador de temperatura pueda influir directamente en la cosecha de 
naranjas y, consecuentemente, en la cantidad ofertada de los cítricos, pero es natural 
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suponer que el tiempo afectará la demanda de naranjas a través del precio de la mismas.  
Cambios en el precio que pueden ser asociados a los cambios en tiempo, representan 
desplazamientos de la curva de demanda y no de la curva de oferta. De esta manera, 
además de lograr identificar la demanda, el comportamiento de la misma puede 
sistematizarse con una mayor precisión. La elasticidad de demanda ahora puede estimarse 
por MCO consistentemente. Para ello, sustituimos (11) en (5) obteniéndose 


 
Pt = (uS


t + ηηηηWt - εεεεD
t)/(αααα - ββββ) (12) 


 
Sea P*t la proyección lineal de Pt sobre Wt: 
 


P*t = ηηηηWt/(αααα - ββββ) (13) 
 


La expresión de Pt queda: 
 


Pt = P*t + (uS
t - εεεεD


t)/(αααα - ββββ) (14) 
 


Ahora bien, sustituyendo la ecuación (14) en (1) y agrupando los términos, tenemos: 
 


Qt = αααα[P*t + (uS
t - εεεεD


t)/(αααα - ββββ)] + εεεεD
t = ααααP*t + ξξξξt,(15) 


 
Siendo 
 


ξξξξt = ααααuS
t/(αααα - ββββ) - ββββεεεεD


t/(αααα - ββββ) (16) 
 


Puesto que uS
t y εεεεD


t están incorrelacionadas con Wt, tenemos que ξξξξt está incorrelado con P*t. 
En consecuencia, la estimación de MCO de la ecuación de regresión (15) nos proporcionará 
un estimador consistente de αααα: 
 


a*T = (1/T)ΣΣΣΣP*tQt/((1/T)ΣΣΣΣP*t
2) (17) 


 
Es fácil ver que a*T →→→→P αααα [5]. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 
Ecuaciones exactamente identificadas: estimación por MCI: 
 
 
El método de mínimos cuadrados indirectos (MCI) permite estimar los parámetros 
estructurales (elementos de las matrices B y Γ) en el caso de ecuaciones exactamente 
identificadas. El método MCI consiste en: 


 
• Aplicar MCO para estimar los parámetros del sistema en forma reducida (elementos 


de la matriz Π), y 
 


• Usar dichas estimaciones para calcular los parámetros estructurales. 
 
Ejemplo 2:  La tabla siguiente, referida a los datos obtenidos a partir de una simulación., 
muestra los valores para Q, P y W en términos logarítmicos (W viene definida por el logaritmo 
de una función lineal de las condiciones climatológicas) durante el período 1981 – 2000. 
 


 
Observación Año Q6 P W 


1 1981 -0,085181 -1,04982 -1,20397 
2 1982 -0,159996 -0,65393 -0,10536 
3 1983 -0,087284 -0,79851 -0,69315 
4 1984 0,005580 -0,69315 -1,20397 
5 1985 -0,097901 -0,43078 -0,10536 
6 1986 -0,004575 -0,59784 -0,91629 
7 1987 -0,035900 -0,43078 -0,35667 
8 1988 -0,068519 -0,10536 0,33647 
9 1989 0,164610 -0,28768 -1,60944 
10 1990 0,078521 0,13976 -0,35667 
11 1991 0,053681 0,30010 0,09531 
12 1992 0,241651 0,22314 -1,20397 
13 1993 0,115055 0,37156 -0,10536 
14 1994 0,143971 0,40547 -0,35667 
15 1995 0,211917 0,43825 -0,69315 
16 1996 0,153309 0,53063 -0,10536 
17 1997 0,171513 0,55962 -0,35667 
18 1998 0,294913 0,50078 -1,20397 
19 1999 0,238418 0,66783 -0,51083 
20 2000 0,241904 0,85442 -0,22314 


 
 
Primeramente, especificamos el sistema de ecuaciones simultáneas en forma estructural: 
 


Qt - ααααPt = uD
t 


   (18) 
Qt - ββββPt - ηηηηWt = uS


t 
 


Reescribiendo el sistema en forma matricial, tenemos B·Yt + Γ·Zt = Ut: 
 
 


  
 


  
 
 
 


1    – αααα 
 


1    – ββββ 


Qt 
 


Pt 


 
+


0 
 
– ηηηη 


 
=


uD
t 


 
uS


t 


 
(19) 


 
Wt 
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Sabemos que la forma reducida del sistema viene dada dada por: 
 


Yt = Π·Zt + Vt  
 


siendo  Π = – B-1·Γ  y  Vt = – B-1·Ut. 
  


Finalmente, el sistema en forma reducida viene dado por las siguientes ecuaciones: 
 


Qt = ππππ1Wt + v1t 
    (20) 


Pt = ππππ2Wt + v2t 
 


Además, sabemos que la primera ecuación esta exactamente identificada. Por tanto, 
aplicaremos MCO sobre las ecuaciones de (21). Para ello, en el entorno del programa 
Minitab, seleccionamos: 
 
Stat > Regression > Regression: 


 
 
 
El programa nos proporciona los siguientes resultados la estimación MCO de la primera 
ecuación : 
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A partir de los resultados de estimación, el parámetro  Π1 = -0,109 resulta de nuestro interés.. 
A continuación, volvemos a emplear el mismo procedimiento a fin de estimar la segunda 
ecuación. Los resultados de estimación aparecen en el cuadro siguiente: 
 
 


Regression Analysis 
 
 
The regression equation is 
P = 0,155 W 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Noconstant 
W              0,1546      0,1664       0,93    0,365 
 
S = 0,5562 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1      0,2671      0,2671      0,86    0,365 
Residual Error    19      5,8786      0,3094 
Total             20      6,1457 
 


 
 
De la salida de estimación, se deduce que Π2 = 0,155. 
 
Ahora bien, una vez conocidos los estimadores de ππππ1 y ππππ2, procedemos a calcular la 
elasticidad de demanda estimada aT: 
 
Puesto que Π = – B-1·Γ, tenemos que B. Π = – Γ, o bien, en forma más detallada, 
 
 
 
 
 
 


1   – aT 
 


1   – bT 


Π1 
 
Π2 


 
=


0 
 


ηηηη 


 
(21) 
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O bien,  
 


Π1 – aT Π2 = 0 
 


Π1 – bT Π2 = ηηηηT 
 
Consecuentemente, aT =  Π1/ Π2 = -0,109/0,155 = -0,703. Concluimos, por tanto, que entre la 
cantidad demandada de naranjas y el precio de equilibrio existe relación inversa. El método 
de mínimos cuadrados indirectos nos permite estimar sólo la elasticidad de demanda. Puesto 
que la segunda ecuación de (19) está no identificada, no podemos recuperar, a partir de la 
forma reducida, el resto los parámetros estructurales bT y ηηηηT. No obstante, veremos más 
adelante que, bajo unas condiciones específicas, dichos parámetros pueden estimarse por el 
método de variables instrumentales. 
 
 
Ecuaciones identificadas: estimación por MC2E: 
 
 
El método de mínimos cuadrados en dos etapas (MC2E) permite obtener estimadores 
consistentes para los parámetros estructurales (elementos de las matrices B y Γ) en el caso 
de ecuaciones sobreidentificadas o exactamente identificadas. El método MC2E consiste en: 


 
• Para cada variable endógena explicativa de la ecuación, hallar la ecuación de 


regresión de ésta sobre todas las variables exógenas del sistema. 
 


• Con las ecuaciones de regresión obtenidas, hallar los valores estimados para cada 
variable endógena, y realizar la regresión de la variable endógena dependiente sobre 
las variables explicativas usando dichos valores estimados (en lugar de los valores 
observados). 


 
Ejemplo 3:  Volvemos a considerar el sistema de ecuaciones simultáneas, definida en (18). 
 


Qt - ααααPt = uD
t 


    
Qt - ββββPt - ηηηηWt = uS


t. 
 
 
Recordemos que la primera ecuación está identificada, mientras que la segunda está no 
identificada. Por tanto, podemos utilizar el método de MC2E para estimar consistentemente 
la elasticidad de demanda αααα. 
 
En el sistema, hay sólo una variable endógena explicativa (Pt) y una variable exógena (Wt). 
De modo que en una primera etapa regresamos el precio de naranjas sobre el indicador de 
condiciones climatológicas, en la siguiente ecuación de regresión: 
 


Primera etapa:  Pt = δδδδWt + ννννt 
 


Desplegamos Stat > Regression > Regression > Storage; una vez dentro 
marcamos la casilla “Fits” que permite generar, en la hoja de cálculo, los valores ajustados de 
Pt: 
 
 
 


 
(22) 
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Obteniéndose los siguientes resultados: 
 


 
 







  Modelos Multiecuacionales 


Proyecto e-Math         14 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


 
En segunda etapa, partimos de la estimación consistente especificada en (17): 
 


a*T = (1/T)ΣΣΣΣP*tQt/((1/T)ΣΣΣΣP*t
2)  


 
Esta expresión sólo sirve los propósitos de teoría, ya que en práctica desconocemos los 
valores de los parámetros ββββ y ηηηη necesarios para construir P*t. Sin embargo, este término lo 
podemos sustituir por el estimador consistente de Pt determinado en la primera etapa. Así 
pues, con el programa Minitab, regresamos cantidad sobre el valor estimado de Pt 
(llamándolo “PHAT”): 
 


Segunda etapa:  
 


 
Regression Analysis 
 
 
The regression equation is 
Q = - 0,706 PHAT 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Noconstant 
PHAT          -0,7061      0,2632      -2,68    0,015 
 
S = 0,1360 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1     0,13315     0,13315      7,20    0,015 
Residual Error    19     0,35161     0,01851 
Total             20     0,48476 
 


 
Así pues, el estimador de MC2E queda aMC2E = -0,706. 
 
 
Ecuaciones identificadas: estimación por VI 
 
 
El método de variables instrumentales (VI) permite obtener estimadores consistentes para 
los parámetros estructurales (elementos de las matrices B y Γ) en el caso de ecuaciones 
sobreidentificadas o exactamente identificadas. Es un caso particular del método de MC2E y 
se utiliza cuando el número de instrumentos es igual al número de variables endógenas 
explicativas. Un instrumento resulta válido cuando está correlacionado con una de las 
variables endógenas y no con el término perturbación. El método VI consiste en: 


 
• Seleccionar tantas variables instrumentales cuantas hay variables endógenas 


explicativas (correlacionadas con término de perturbación) y variables 
predeterminadas (incorrelacionadas con término de perturbación) .  


 
• Estimar el modelo en el cual regresamos la variable dependiente sobre las variables 


explicativas (endógenas y predeterminadas), utilizando las variables instrumentales 
para corregir la endogeindad de los regresores. 


 
En general, el estimador de variables instrumentales puede determinarse de la siguiente 
manera: 
 


BVI = [ΣΣΣΣXtZt’]-1[ΣΣΣΣXtYt]  (23) 
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Donde: Yt es la variable dependiente, Zt es el vector de las variables explicativas (endógenas 
y predeterminadas) y Xt es el vector de las variables instrumentales. La condición 
imprescindible es que el número de instrumentos, r, sea igual al número de variables 
explicativas, k.  
 
Ejemplo 4:  Volvemos a considerar el sistema de ecuaciones simultáneas, definida en (18). 
 


Qt - ααααPt = uD
t 


    
Qt - ββββPt - ηηηηWt = uS


t. 
 
Puesto que la primera ecuación está identificada, podemos utilizar el método de VI para 
estimar consistentemente la elasticidad de demanda αααα. A fin de realizar dicha estimación, 
como instrumento utilizaremos Wt que puede estar correlacionado con Pt pero no con el 
término de perturbación uD


t.. Así pues, hay una variable explicativa y un instrumento. El 
estimador de la elasticidad viene dado por la siguiente expresión: 
 


aVI = [ΣΣΣΣWtPt]-1[ΣΣΣΣWtQt]  (24) 
 
La estimación no puede realizarse por vía del Minitab, por lo que emplearemos la hoja de 
cálculo Excel. 
 


 
 
En definitiva, el estimador de VI de la elasticidad de demanda es aVI = -0,706. 
 
Consideramos ahora estimación de la elasticidad de oferta, ββββ y del efecto de las condiciones 
climatológicas, ηηηη: 
 


Qt = ββββPt + ηηηηWt + uS
t 


 
Ahora bien, suponiendo conocida la elasticidad de demanda, αααα, podemos generar el término 
de perturbación de demanda: 
 


uD
t = Q - ααααPt 
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Dado que el error está correlacionado con Pt, la variable explicativa endógena, pero no 
correlacionado con uS


t, entonces cumple los requisitos de una variable  instrumental. Por otra 
parte, Wt está obviamente correlacionada con Wt, pero no correlacionada con con uS


t. Así 
pues, habremos agregado un vector de variables instrumentales, Xt = (uD


t; Wt) para poder 
estimar consistentemente los parámetros de la ecuación de oferta: 
 
 
 


 
 
 
 
Aunque en práctica desconocemos el valor de la elasticidad de demanda, ya sabemos que 
este parámetro puede estimarse por el método de variables instrumentales, produciendo el 
resultado inmediatamente anterior. Precisamente este valor puede utilizarse para generar el 
residuo de demanda y utilizarlo posteriormente a fin de realizar la estimación de VI de ββββ y ηηηη: 
 
 
 
 
 
 
 
Puede demostrarse que la estimación de dichos parámetros es consistente [5]. 
 
Operando en el entorno de Excel, calculamos los componentes de las matrices X’Z y de X’Y: 
 


 
 
A continuación, calcularemos la matriz inversa de X’Z (InvX_Z) y posteriormente la 
multiplicamos por X’Y (X_Y), obteniendo el vector de los parámetros estimados bVI y ηηηηVI. Es 
importante recordar que para validar fórmulas matriciales con Excel es necesario usar la 
combinación de teclas [Control]+[Shift]+[Enter] (ver math-block sobre operaciones con 
matrices en Excel): 
 
 


UD’P   UD’W 
 


W’P    W’W 


UD’Q 
 
W’Q 


bT 
 


ηηηηT 


 
=


-1 


ÛD’P   ÛD’W 
 


W’P    W’W 


ÛD’Q 
 
W’Q 


bVI 
 


ηηηηVI 


 
=


-1 
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La estimación VI nos proporciona los siguientes resultados: 
 
aVI = -0,706; bVI = 0,244 y ηηηηVI = -0,147. Concluimos por tanto, que el mercado de naranjas 
funciona bajo las de leyes de oferta y demanda, la elasticidad de demanda siendo negativa y 
la elasticidad de oferta, positiva. Por otro lado, el las adversas condiciones meteorológicas 
producen efecto negativo sobre la oferta de naranjas. 
 
En este math-block hemos analizado los modelos multicecuacionales, problemas de 
identificación y endogeneidad, y hemos conocido los principales métodos de estimación de 
estos modelos que dan lugar a los estimadores consistentes, insesgados e eficientes. 
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ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
 
Una variable binaria es aquella que sólo puede adquirir dos posibles valores (Sí-No, 0-1, 
Verdadero-Falso, etc.). Las variables binarias constituyen un subconjunto muy importante de las 
llamadas variables categóricas o cualitativas, las cuales están muy presentes en la economía y 
las ciencias sociales. En concreto, este tipo de variables juegan un papel fundamental en áreas 
como la teoría de la decisión y el management. 
 
Cuando se pretende explicar, mediante un modelo de regresión, el comportamiento de una 
variable (llamada variable endógena o dependiente) en función de los valores que tomen otras 
(llamadas variables exógenas o explicativas), suele utilizarse un modelo de regresión lineal 
múltiple (MRLM o MRLG). Ahora bien, como veremos en este math-block, el modelo lineal  
presenta ciertos problemas serios cuando la variable dependiente es binaria (y, en general, 
categórica), lo cual nos llevará a usar modelos de regresión no lineales -específicamente 
pensados para realizar regresión con variables categóricas. Los modelos que analizaremos aquí  
serán el Logit y el Probit. 


Modelo Logit con Minitab 


Modelo Probit con Minitab 


Regresión Logística 
Binaria 


Modelos con variable
dependiente categórica Modelo de prob. lineal 



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2
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OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Ampliar los conceptos de regresión al caso en que la variable dependiente sea categórica. 
 


• Conocer el modelo de probabilidad lineal y los problemas que éste presenta a la hora de 
explicar el comportamiento de una variable dependiente binaria. 


 
• Entender los modelos Logit y Probit como modelos que permiten superar las dificultades del 


modelo de probabilidad lineal. 
 


• Aprender a realizar regresión logística binaria con ayuda de Minitab, interpretando 
correctamente los resultados generados por el programa. 


 
 
 
CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Aparte de estar iniciado en el uso del paquete estadístico Minitab, resulta muy conveniente haber 
leído con profundidad los siguientes math-blocks: 
 
• Regresión Lineal Múltiple 
 
• Introducción al MRLG 
 


 
 
 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES_______________________________________ 
 
 


Modelos con variable dependiente cualitativa 
 
Un modelo de regresión múltiple (no necesariamente lineal) nos permite explicar el 
comportamiento de una variable dependiente Y en función de una serie de variables 
independientes X1, X2, ..., Xk y de un término de perturbación u, i.e.: 
 


( )uXXXfY k ,,...,, 21=  
  


En el caso particular de que el modelo de regresión sea lineal, tendremos una expresión de la 
forma: 


 
uXXY kk +⋅++⋅+= βββ ...221  


 
 (donde usamos la notación X1 = 1 para la “variable” que acompaña al término independiente). 
  


El objetivo de la regresión será estimar los parámetros del modelo (en el caso lineal: β1, β2, ..., 
βk), de forma que el modelo resultante se ajuste lo mejor posible a las observaciones.  
 
Cuando la variable dependiente Y es continua, resulta frecuente utilizar un modelo de 
regresión lineal múltiple como el anterior. En tal caso la estimación de los parámetros β1, β2, 
..., βk se lleva a cabo mediante los métodos de Mínimos Cuadrados (MCO o MCG).  
 
Por otro lado, puede ocurrir que la variable dependiente Y sea una variable cualitativa o 
categórica, i.e., que Y sólo pueda tomar un conjunto reducido de valores. En tales 
circunstancias, el modelo de regresión lineal presentará una serie de inconvenientes serios 
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(como veremos en este math-block), por lo que será necesario recurrir a la llamada regresión 
logística.  
 
A diferencia de la regresión lineal (que, como hemos dicho, suele hacer uso de los métodos 
de estimación por Mínimos Cuadrados), en la regresión logística se emplean los métodos de 
Máxima Verosimilitud (MV) para llevar a cabo la estimación de los parámetros del modelo. 
  
En economía, estos modelos de regresión con variable endógena categórica suelen 
emplearse para explicar la decisión Y que toma un individuo -de entre un número limitado de 
posibles opciones- a partir de un conjunto de variables explicativas X1, X2, ..., Xk. Así, p.e., 
supongamos que unos grandes almacenes han de seleccionar una de entre cinco posibles 
ciudades para ubicar su nueva sede. A fin de optimizar su proceso de elección, sería posible 
construir un modelo de regresión lineal múltiple que permitiese seleccionar la eventual 
ubicación en función de una serie de variables explicativas como pueden ser: el tamaño de la 
población, el número de otros centros de características similares en la zona, la renta per 
cápita, etc. Por este motivo, los modelos de variable endógena cualitativa son también 
llamados modelos de elección discreta. 
 
Dentro de las variables categóricas, podemos distinguir varios tipos: 
 
• Variables categóricas binarias: son aquellas que sólo pueden tomar dos valores (Éxito-


Fracaso, 0-1, Sí-No etc.) 
 
• Variables categóricas ordinales: pueden tomar múltiples valores, entre los cuales es 


posible establecer una relación de orden (Ninguno-Alguno-Muchos, Primero-Segundo-
Tercero-Cuarto, Pequeño-Mediano-Grande-Muy Grande, etc.) 


 
• Variables categóricas nominales: pueden tomar múltiples valores, si bien no es posible 


ordenarlos (Azul-Rojo-Verde-Blanco, Madrid-Sevilla-Barcelona-Alicante-Bilbao, etc.) 
 


En este math-block vamos a centrarnos en el análisis del primer tipo de variable categórica, el 
de variable binaria. 
 
 


 
El modelo de probabilidad lineal y sus problemas 


 
Consideremos el caso de una variable dependiente binaria, Y, la cual viene explicada por un 
conjunto de predictores X1, X2, …, Xk.  
 
Observar que, por ser Y una variable binaria (i.e.: sólo podrá tomar los valores 0 y 1), siempre 
se cumplirá que: 


 
[ ] )1()1(1)0(0 ===⋅+=⋅= YPYPYPYE  


 
Por otra parte, podemos pensar en utilizar un modelo de regresión lineal múltiple para explicar 
el comportamiento de la variable Y, i.e.: 


 
uXXY kk ++++= βββ ...221  


  
Bajo el supuesto habitual de que E[u] = 0, y suponiendo conocidos los valores que toman las 
variables explicativas (observaciones), tendremos que: 
 


[ ] kk XXYE βββ +++= ...221  
 


Igualando las dos expresiones obtenidas para E[Y] llegamos al resultado que le da nombre al 
modelo de probabilidad lineal: 
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uYXXYP kk −=+++== βββ ...)1( 221  
 


Observar que esta expresión nos viene a decir que podemos expresar la variable 
dependiente binaria Y como la probabilidad de “éxito” más un término de perturbación, i.e.:  


 
[ ] uYEuYPY +=+== )1(  


 
 
 Sin embargo, este modelo inicial no será válido para explicar el comportamiento de variables 
dependientes binarias, pues presenta varios problemas: 


  
 


1. El término de perturbación ( )kk XXYu βββ +++−= ...221  ya no será una variable 
aleatoria continua (como ocurría en el MRLM), sino que será una variable aleatoria 
discreta –puesto que, conocidos los valores de las variables explicativas, u sólo puede 
tomar dos valores determinados. Por tanto, u ya no se distribuirá de forma normal (uno de 
los supuestos básicos del MRLM). Si bien este supuesto no resulta estrictamente 
necesario para aplicar MCO, sí es fundamental a la hora de realizar cualquier tipo de 
inferencia posterior sobre el modelo (intervalos de confianza para los parámetros 
estimados,  contrastes de hipótesis, etc.). 


 
 
2. El término de perturbación u no cumple la hipótesis de homoscedasticidad (i.e.: la 


varianza de dicho término no es constante). Debido a este problema, los estimadores 
MCO no serán eficientes, por lo que resultará necesario recurrir a la estimación por MCG. 


 
 
3. Como la variable dependiente Y sólo puede tomar los valores 0 y 1, si representamos 


gráficamente la nube de puntos formada por los pares de observaciones de Y con una de 
las variables explicativas Xi, obtendremos puntos situados sobre las rectas Y = 1 e Y = 0: 


 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Al estimar los parámetros del modelo de probabilidad lineal, estaremos ajustando una 
recta a la nube de puntos anterior (recta en rojo). El uso de dicha recta para predecir 
nuevos valores de Y, i.e., valores de P(Y = 1) = Y-u, a partir de valores dados de Xi puede 
proporcionar valores mayores que 1 o menores que 0 (lo cual está en contradicción con 
la definición de probabilidad). 


 
 
 
4. Finalmente, la expresión kk XXYP βββ +++== ...)1( 221  nos dice que la 


probabilidad del suceso “éxito” viene determinada por una combinación lineal de variables 


Y 


1 


0 Xi 


P(Y=1) 
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explicativas. De ello se deduce que i
iX


YP β=
∂


=∂ )1(
 ki ,...,3,2=∀ . En otras palabras, 


la variación en P(Y = 1) causada por cambios en alguna de las variables explicativas es 
constante (y, por tanto, independiente del valor actual de dicha variable explicativa), lo 
cual es una hipótesis muy poco realista. Veamos un ejemplo de ello: 
 
Ejemplo: Supongamos que la probabilidad de que una familia adquiera una segunda 
residencia (suceso “éxito”) viene determinada por su nivel de ingresos netos anuales (IN) 
según la expresión: 
 


INYP ⋅+== 00001,02,0)1(  
 
Usando este modelo, obtendríamos la tabla siguiente: 
 


 Ingresos Netos (euros) Probabilidad de comprar 
Familia 1 10.000 0,3 
Familia 2 70.000 0,9 


 
Pues bien, el hecho de que la probabilidad de compra sea una función lineal de la 
variable IN implicará que un incremento de 10.000 euros en los ingresos netos causará el 
mismo efecto sobre ambas familias por lo que a la probabilidad de comprar la segunda 
vivienda se refiere (ambas probabilidades se incrementarán en 0,1). Esto no tiene mucho 
sentido si tenemos en cuenta que, mientras la primera familia ha visto incrementarse sus 
ingresos netos en un 100%, para la segunda familia sólo se ha producido un incremento 
del 14% en su nivel de ingresos netos (por lo que es de esperar que el incremento en la 
probabilidad de comprar una nueva vivienda sea mayor en la primera de las familias). 
  


 
  
 


Generalización del modelo de probabilidad lineal: modelos Logit y Probit 
 


 
Como hemos visto, dada una variable dependiente binaria Y, el modelo de regresión lineal  


uXXY kk ++++= βββ ...221  presenta serias inconsistencias. Para evitarlas, se han 
desarrollado modelos no lineales, los cuales tratan de resolver los problemas (3) y (4) 
anteriores. 
 
La idea consiste en utilizar un modelo de la forma:  
 


( ) uXXfY kk ++++= βββ ...221  
 
donde f es una función real que depende de la expresión lineal kk XX βββ +++ ...221  
(observar que si f fuese la función identidad, recuperaríamos el modelo lineal).  
 
Con el nuevo modelo, y razonando de forma similar al caso del modelo lineal, se cumplirá: 
 


[ ] ( )kk XXfYPYE βββ +++=== ...)1( 221  
 
Ahora bien, ¿qué tipo de función f estamos buscando?: obviamente, f deberá ser distinta de la 
función identidad (para evitar el problema (4)). Además, necesitamos una función que esté 
acotada por los valores 0 y 1 (puesto que su valor coincidirá con el de una probabilidad). En 
el gráfico siguiente se muestra una idea intuitiva del tipo de función que buscamos para 
construir nuestro nuevo modelo: 
 
 







  Regresión Logística 


Proyecto e-Math         6 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Pues bien, de entre las funciones f que presentan una forma similar a la de la gráfica, hay dos 
que son las que se utilizan con mayor frecuencia: la función logística (y que da lugar a los 
modelos Logit), y la función de distribución de una normal estándar (asociada a los modelos 
Probit). 
 
 
 
El modelo Logit 


 
Como acabamos de ver, una posible solución a las inconsistencias que presentaba el modelo 
de probabilidad lineal -para explicar el comportamiento de una variable dependiente binaria- 
es usar un modelo Logit de la forma: 
 


( ) uXXfY kk ++++= βββ ...221  
 


donde f es la función logística, i.e.: 
)exp(1


)exp()(
z
zzf


+
=  


 
Por tanto, tendremos que: 


 


[ ]
)...exp(1


)...exp(
)1(


221


221


kk


kk


XX
XX


YPYE
βββ


βββ
++++


+++
===  


 
 
Como hemos comentado al principio de este math-block, la estimación en modelos Logit y 
Probit se realiza mediante el método de Máxima Verosimilitud (MV).  
 
Además, en este tipo de modelos no resulta posible interpretar directamente las estimaciones 
de los parámetros β, ya que son modelos no lineales. Lo que haremos en la práctica es 
fijarnos en el signo de los estimadores. Si el estimador es positivo, significará que 
incrementos en la variable asociada causan incrementos en P(Y = 1) (aunque desconocemos 
la magnitud de los mismos). Por el contrario, si el estimador muestra un signo negativo, ello 
supondrá que incrementos en la variable asociada causarán disminuciones en P(Y = 1). 


 
En el modelo Logit se suelen usar otros dos conceptos para profundizar más en la 
interpretación de los estimadores: 


Y 


Xi 


1 


0 


P(Y=1) 
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• Se llama odds al siguiente cociente de probabilidades: 


 


)...exp(
)1(1


)1(
221 kk XX


YP
YPOdds βββ +++=


=−
==  


 
Tomando logaritmos neperianos en la expresión anterior, obtenemos una expresión 
lineal para el modelo: 


 


[ ] kk XX
YP
YPYPLogit βββ +++=







=−


=≡= ...
)1(1


)1(ln)1( 221  


 
Aquí se aprecia claramente que el estimador del parámetro β2 se podrá interpretar como 
la variación en el término Logit (el logaritmo neperiano del cociente de probabilidades) 
causada por una variación unitaria en la variable X2 (suponiendo constantes el resto de 
variables explicativas). 


 
 


• Cuando se hace referencia al incremento unitario en una de las variables explicativas del 
modelo, aparece el concepto de odds-ratio como el cociente entre los dos odds 
asociados (el obtenido tras realizar el incremento y el anterior al mismo). Así, si 
suponemos que ha habido un incremento unitario en la variable Xi, tendremos: 


 


( )iOdds
OddsratioOdds βexp


1
2 ==−  


 
De la expresión anterior se deduce que un coeficiente βi cercano a cero –o, 
equivalentemente, un odds-ratio cercano a uno- significará que cambios en la variable 
explicativa Xi asociada no tendrán efecto alguno sobre la variable dependiente Y. 


 
 


Ejemplo: El archivo Logit_Probit.mtw contiene 32 observaciones para cada una de las 
variables que se indican a continuación. Cada observación corresponde a un estudiante de la 
asignatura Econometría: 


 
Variable Descripción 


MediaCurso Contiene la nota media (en una escala de 0 a 10) obtenida por el 
estudiante en el curso anterior 


PreNivel Contiene un coeficiente (número entero de 10 a 30) que indica el 
nivel de conocimientos econométricos con que el estudiante 
comenzó el curso 


MathBlocks Indica si el estudiante ha usado los math-blocks de econometría 
en su estudio de la asignatura (1 = Sí, 0 = No) 


MejoraNivel Indica si el estudiante ha logrado alcanzar holgadamente los 
objetivos del curso (1 = Sí, 0 = No) 
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 La idea es explicar, con ayuda de Minitab, el comportamiento de la variable MejoraNivel a 
partir del resto de variables. Para ello usaremos el siguiente modelo Logit: 


 
[ ] MathBlockseNivelPrMediaCurso)1lMejoraNive(PLogit 4321 ⋅β+⋅β+⋅β+β==  


 
Usamos la opción Stat > Regression > Binary Logistic Regression… : 


 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Por defecto, Minitab utilizará un modelo Logit. A continuación se muestra el “output”: 
 


Binary Logistic Regression 
 
Link Function:  Logit 
Response Information 
 
Variable  Value       Count 
MejoraNi  1              11  (Event) 
          0              21 
          Total          32 
 
Logistic Regression Table 
                                                   Odds        95% CI 
Predictor       Coef      StDev        Z     P    Ratio    Lower    Upper 
Constant     -14,434      5,412    -2,67 0,008 
MediaCur      1,4131     0,6315     2,24 0,025     4,11     1,19    14,16 
PreNivel      0,0952     0,1416     0,67 0,501     1,10     0,83     1,45 
MathBloc       2,379      1,065     2,23 0,025    10,79     1,34    86,94 
 
Log-Likelihood = -12,890 
Test that all slopes are zero: G = 15,404; DF = 3; P-Value = 0,002 
 
Goodness-of-Fit Tests 
 
Method                Chi-Square    DF      P 
Pearson                   27,257    28  0,504 
Deviance                  25,779    28  0,585 
Hosmer-Lemeshow            6,569     8  0,584 
 
Measures of Association: 
(Between the Response Variable and Predicted Probabilities) 
 
Pairs           Number  Percent     Summary Measures 
Concordant         204    88,3%     Somers' D               0,77 
Discordant          26    11,3%     Goodman-Kruskal Gamma   0,77 
Ties                 1     0,4%     Kendall's Tau-a         0,36 
Total              231   100,0% 
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La tabla de regresión logística muestra los valores estimados para los coeficientes del 
modelo (β1 = -14,434, β2 = 1,4131, β3 = 0,0952 y β4 = 2,379), junto con sus p-valores 
asociados (0,008, 0,025, 0,501, y 0,025 respectivamente). Según hemos comentado 
anteriormente, podemos interpretar los coeficientes β2, β3 y β4 como el cambio que se produce 
en el término Logit al incrementarse en una unidad la variable explicativa asociada. Cuando 
usamos regresión logística, también nos aparecen los odds-ratio (4,11, 1,10 y 10,79 
respectivamente).  


 
Observar que los p-valores asociados a los coeficientes β2 y β4 son inferiores a 0,05. Por 
tanto, para un nivel de significación α = 0,05, rechazaremos la hipótesis nula de que dichos 
coeficientes son nulos (i.e.: que la variable asociada a los mismos no es relevante en el 
modelo). Por el contrario, sí parece que la variable PreNivel no tendrá un efecto significativo 
a la hora de explicar el comportamiento de la variable dependiente. 
 
Por lo que se refiere a las variables MediaCurso y MathBlocks, el hecho de que éstas 
tengan un coeficiente positivo y un odds-ratio bastante mayor a uno, nos hace pensar que 
cualquier incremento en los niveles de ambas variables (especialmente de la segunda) tendrá 
un efecto significativo sobre la variable dependiente MejoraNivel. Esto significa que aquellos 
estudiantes que vienen con notas altas del curso anterior, y aquellos estudiantes que hacen 
uso de los mathblocks tienen elevadas probabilidades de alcanzar holgadamente los objetivos 
del curso. 


 
El estadístico G sirve para contrastar la hipótesis nula de que todos los coeficientes 
asociados con variables explicativas son nulos. Dado que el p-valor obtenido es de 0,002, 
podemos rechazar dicha hipótesis nula y concluir que, como mínimo, uno de los coeficientes 
será distinto de cero. 


 
El apartado Goodness-of-Fit Tests muestra los p-valores asociados a los contrastes de 
Pearson, Deviance, y Hosmer-Lemeshow. Dado que dichos p-valores oscilan entre 0,504 y 
0,585, no rechazaremos la hipótesis nula de que el modelo se ajusta adecuadamente a las 
observaciones. 


 
Finalmente, observar en el gráfico siguiente cómo se detecta la existencia de tres 
observaciones que no son bien explicadas por el modelo: 
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El modelo Probit 
 
Otra posible solución a las inconsistencias que presentaba el modelo de probabilidad lineal -
para explicar el comportamiento de una variable dependiente binaria- es usar un modelo 
Probit (también llamado modelo Normit) de la forma: 
 


( ) uX...XfY kk221 +β++β+β=  
 
donde f es la función de distribución de una normal estándar, i.e.: 
 


∫ ∞−
−


π
=


z 2 dt)2/texp(
2
1)z(f  


Por tanto, tendremos que: 
 


[ ] ∫
β++β+β


∞−
−


π
===


kk221 X...X 2 dt)2/texp(
2
1)1Y(PYE  


 
Como hemos comentado al principio de este math-block, la estimación en modelos Logit y 
Probit se realiza mediante el método de Máxima Verosimilitud (MV).  
 
Además, en este tipo de modelos no resulta posible interpretar directamente las estimaciones 
de los parámetros β, ya que son modelos no lineales. Lo que haremos en la práctica es 
fijarnos en el signo de los estimadores. Si el estimador es positivo, significará que 
incrementos en la variable asociada causan incrementos en P(Y = 1) (aunque desconocemos 
la magnitud de los mismos). Por el contrario, si el estimador muestra un signo negativo, ello 
supondrá que incrementos en la variable asociada causarán disminuciones en P(Y = 1). 


 
 
 


 Ejemplo: Volviendo al ejemplo anterior, utilizaremos ahora el siguiente modelo Probit para 
explicar el comportamiento de la variable dependiente binaria MejoraNivel: 
 


[ ] MathBlockseNivelPrMediaCurso)1lMejoraNive(PobitPr 4321 ⋅β+⋅β+⋅β+β==  
 
Los pasos a realizar con Minitab son análogos al ejemplo anterior. Eso sí, deberemos 
especificar en este caso que el modelo a usar es el Normit (o Probit). Usaremos para ello el 
menú Options: 
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Si nos fijamos en el “output” siguiente, veremos que los coeficientes obtenidos para el modelo 
Probit son consistentes con los que habíamos obtenido para el modelo Logit (en el sentido de 
que ambos tienen el mismo signo y, por tanto, la interpretación de unos es coherente con la 
de los otros): 
 
Binary Logistic Regression 
 
Link Function:  Normit 
Response Information 
 
Variable  Value       Count 
MejoraNi  1              11  (Event) 
          0              21 
          Total          32 
 
Logistic Regression Table 
                                                    
Predictor       Coef      StDev        Z     P 
Constant      -8,265      2,821    -2,93 0,003 
MediaCur      0,8129     0,3449     2,36 0,018 
PreNivel     0,05173    0,08119     0,64 0,524 
MathBloc      1,4263     0,5870     2,43 0,015 
 
Log-Likelihood = -12,819 
Test that all slopes are zero: G = 15,546; DF = 3; P-Value = 0,001 
 
Goodness-of-Fit Tests 
 
Method                Chi-Square    DF      P 
Pearson                   26,252    28  0,559 
Deviance                  25,638    28  0,593 
Hosmer-Lemeshow            6,909     8  0,547 
 
Measures of Association: 
(Between the Response Variable and Predicted Probabilities) 
 
Pairs           Number  Percent     Summary Measures 
Concordant         204    88,3%     Somers' D               0,77 
Discordant          26    11,3%     Goodman-Kruskal Gamma   0,77 
Ties                 1     0,4%     Kendall's Tau-a         0,36 
Total              231   100,0% 
 
En este caso, el resultado del “output” proveniente del modelo Probit es análogo al que 
habíamos realizado para el modelo Logit. Además, también detectamos las tres 
observaciones que el modelo no explica convenientemente: 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 


Ejemplo de regresión binaria mediante un modelo Logit 
 
Pretendemos investigar el efecto del tabaco (si se fuma o no) y del peso sobre la frecuencia 
de pulsaciones que una persona tiene en reposo. Hemos categorizado la variable 
dependiente, RestingPulse, en dos niveles: nivel bajo (Low) y nivel alto (High). Los datos 
(observaciones) se encuentran en el archivo Exh_regr.mtw: 
 


 
 
 
Emplearemos para ello el siguiente modelo Logit: 
 


[ ] WeightSmokes)altostingPulse(RePLogit 321 ⋅β+⋅β+β==  
 


 
Usamos la opción Stat > Regression > Binary Logistic Regression… : 


 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
Observar que el modelo debe incluir las dos variables explicativas (Smokes y Weight). Así 
mismo, hemos especificado que la variable Smokes es un factor (Minitab denomina factors a 
las variables explicativas categóricas, y covariates a las variables explicativas cuantitativas). 
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Pediremos también que el “output” incluya un par de gráficos: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


  
 A continuación se muestra el “output” generado por Minitab: 


 
 
Results for: Exh_regr.MTW 
 
Binary Logistic Regression: RestingPulse versus Smokes; Weight 
 
Link Function:  Logit 
 
Response Information 
 
Variable  Value       Count 
RestingP  Low            70  (Event) 
          High           22 
          Total          92 
 
Logistic Regression Table 
                                                   Odds        95% CI 
Predictor       Coef    SE Coef        Z     P    Ratio    Lower    Upper 
Constant      -1,987      1,679    -1,18 0,237 
Smokes     
 Yes         -1,1930     0,5530    -2,16 0,031     0,30     0,10     0,90 
Weight       0,02502    0,01226     2,04 0,041     1,03     1,00     1,05 
 
Log-Likelihood = -46,820 
Test that all slopes are zero: G = 7,574; DF = 2; P-Value = 0,023 
 
Goodness-of-Fit Tests 
 
Method                Chi-Square    DF      P 
Pearson                   40,848    47  0,724 
Deviance                  51,201    47  0,312 
Hosmer-Lemeshow            4,745     8  0,784 


 







  Regresión Logística 


Proyecto e-Math         14 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


La tabla de regresión logística muestra los valores estimados para los coeficientes del 
modelo (β1 = -1,987, β2 = -1,1930, y β3 = 0,02502), junto con sus p-valores asociados (0,237, 
0,031, y 0,041 respectivamente). Según hemos comentado anteriormente, podemos 
interpretar los coeficientes β2 y β3 como el cambio que se produce en el término Logit al 
incrementarse en una unidad la variable explicativa asociada. Cuando usamos regresión 
logística, también nos aparecen los odds-ratio (0,30 y 1,03 respectivamente).  


 
Observar que los p-valores asociados a los coeficientes β2 y β3 son inferiores a 0,05. Por 
tanto, para un nivel de significación α = 0,05, rechazaremos la hipótesis nula de que dichos 
coeficientes son nulos (i.e.: que la variable asociada a los mismos no es relevante en el 
modelo).  
 
Si bien no hay incidios de que alguno de los coeficientes β2 o β3 sea nulo, el hecho de que el 
odds-ratio asociado a la variable Weight valga aproximadamente uno, induce a pensar que 
un aumento unitario en el peso de un individuo no causará un efecto apreciable sobre su 
frecuencia de pulsaciones en reposo. Por lo que se refiere a la variable Smokes, el hecho de 
que ésta tenga un coeficiente negativo y un odds-ratio de 0,30 (diferente de uno), nos hace 
pensar que aquellos individuos que fuman tienden a tener una mayor frecuencia de 
pulsaciones en reposo que los que no fuman. 


 
El estadístico G sirve para contrastar la hipótesis nula de que todos los coeficientes 
asociados con variables explicativas son nulos. Dado que el p-valor obtenido es de 0,023, 
podemos rechazar dicha hipótesis nula y concluir que, como mínimo, uno de los coeficientes 
será distinto de cero. 


 
El apartado Goodness-of-Fit Tests muestra los p-valores asociados a los contrastes de 
Pearson, Deviance, y Hosmer-Lemeshow. Dado que dichos p-valores oscilan entre 0,312 y 
0,724, no rechazaremos la hipótesis nula de que el modelo se ajusta adecuadamente a las 
observaciones. 


 
Finalmente, observar en el gráfico siguiente cómo se detecta la existencia de dos 
observaciones que no son bien explicadas por el modelo: 
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Ejemplo de regresión binaria mediante un modelo Probit 
 
En el ejemplo anterior, hubiésemos podido emplear el siguiente modelo Probit: 
 


[ ] WeightSmokes)altostingPulse(RePobitPr 321 ⋅β+⋅β+β==  
 
 En tal caso, el “output” hubiese sido el siguiente: 
 
Binary Logistic Regression 
 
Link Function:  Normit 
 
Response Information 
 
Variable  Value       Count 
RestingP  Low            70  (Event) 
          High           22 
          Total          92 
 
Logistic Regression Table 
                                                    
Predictor       Coef      StDev        Z     P 
Constant     -1,2011     0,9764    -1,23 0,219 
Smokes     
 Yes         -0,7038     0,3250    -2,17 0,030 
Weight      0,015085   0,007025     2,15 0,032 
 
Log-Likelihood = -46,734 
Test that all slopes are zero: G = 7,746; DF = 2; P-Value = 0,021 
 
Goodness-of-Fit Tests 
 
Method                Chi-Square    DF      P 
Pearson                   40,598    47  0,733 
Deviance                  51,029    47  0,318 
Hosmer-Lemeshow            5,845     8  0,665 
 
Measures of Association: 
(Between the Response Variable and Predicted Probabilities) 
 
Pairs           Number  Percent     Summary Measures 
Concordant        1046    67,9%     Somers' D               0,38 
Discordant         462    30,0%     Goodman-Kruskal Gamma   0,39 
Ties                32     2,1%     Kendall's Tau-a         0,14 
Total             1540   100,0% 


 
Nuevamente, podemos apreciar que los coeficientes obtenidos en ambos modelos (Logit y 
Probit) son consistentes (tienen el mismo signo en ambos modelos y, por tanto, su 
interpretación es análoga).  
 
Asimismo, el resto del “output” del modelo Probit es coherente con el análisis que habíamos 
realizado para el modelo Logit: 
 
La tabla de regresión logística muestra los valores estimados para los coeficientes del 
modelo (β1 = -1,2011, β2 = -0,7038, y β3 = 0,015085), junto con sus p-valores asociados 
(0,219, 0,030, y 0,032 respectivamente). Según hemos comentado anteriormente, podemos 
interpretar los coeficientes β2 y β3 como el cambio que se produce en el término Probit al 
incrementarse en una unidad la variable explicativa asociada.  


 
Observar que los p-valores asociados a los coeficientes β2 y β3 son inferiores a 0,05. Por 
tanto, para un nivel de significación α = 0,05, rechazaremos la hipótesis nula de que dichos 
coeficientes son nulos (i.e.: que la variable asociada a los mismos no es relevante en el 
modelo).  
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Si bien no hay incidios de que alguno de los coeficientes β2 o β3 sea nulo, el hecho de que el 
coeficiente asociado a la variable Weight valga aproximadamente cero, induce a pensar que 
un aumento unitario en el peso de un individuo no causará un efecto apreciable sobre su 
frecuencia de pulsaciones en reposo. Por lo que se refiere a la variable Smokes, el hecho de 
que ésta tenga un coeficiente negativo mayor que uno, nos hace pensar que aquellos 
individuos que fuman tienden a tener una mayor frecuencia de pulsaciones en reposo que los 
que no fuman. 


 
El estadístico G sirve para contrastar la hipótesis nula de que todos los coeficientes 
asociados con variables explicativas son nulos. Dado que el p-valor obtenido es de 0,021, 
podemos rechazar dicha hipótesis nula y concluir que, como mínimo, uno de los coeficientes 
será distinto de cero. 


 
El apartado Goodness-of-Fit Tests muestra los p-valores asociados a los contrastes de 
Pearson, Deviance, y Hosmer-Lemeshow. Dado que dichos p-valores oscilan entre 0,318 y 
0,733, no rechazaremos la hipótesis nula de que el modelo se ajusta adecuadamente a las 
observaciones. 
 
Finalmente, en el gráfico siguiente se aprecian claramente las dos observaciones que no son 
bien explicadas por el modelo: 
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MODELO DE REGRESIÓN LINEAL MÚLTIPLE 
 


Autores:   Renatas Kizys (rkizys@uoc.edu), Ángel A. Juan (ajuanp@uoc.edu). 


 


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
 
Todo estudio econométrico se centra en dos pilares básicos: la teoría y los hechos. La teoría 
permite derivar un modelo (el modelo económico) que sintetiza la incógnita relevante sobre el 
fenómeno (la variable endógena) objeto del análisis y del cual deriva el modelo econométrico 
que permite medirlo y contrastarlo empíricamente. Los hechos se concretan en una serie de 
datos que denominaremos información muestral. La muestra, a su vez, consiste en una lista 
ordenada de valores numéricos de las variables objeto de estudio. En una muestra de corte 
transversal, diversos agentes económicos de una naturaleza similar proporcionan  información 
solicitada en un mismo instante de tiempo. Alternativamente, el investigador económico trabaja 
en ocasiones con datos de series temporales, en las que se dispone de información acerca de 


Medidas bondad del 
ajuste 


Hipótesis sobre variables 
explicativas 


Caso práctico con Minitab 


Modelo de Regresión 
Lineal Múltiple (MRLM) 


Hipótesis del MRL 


Hipótesis sobre el 
término de perturbación 


Estimación MCO 


Estimación MV 


Introducción a la Inferencia 
en el modelo lineal


Hipótesis sobre los 
parámetros del modelo 


Caso práctico con Minitab Contrastes de significación 
Predicción 


Caso práctico con Minitab 



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2







  Modelo de Regresión Lineal Múltiple 


Proyecto e-Math         2 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


unidad económica, como puede ser un país, una empresa, a lo largo de tiempo; estas muestras 
pueden tener frecuencia diaria, mensual, anual, según frecuencia de observación de los datos. 
Una vez que se especifica el modelo y se dispone de la información estadística 
convenientemente tratada, se llega a la etapa siguiente del trabajo econométrico: la etapa de 
estimación. Los resultados de esta etapa de estimación permiten medir y contrastar las 
relaciones sugeridas por la teoría económica. 


 
En este math-block postularemos una serie de hipótesis básicas de un modelo de regresión 
múltiple (MRLM) y consideremos los principales métodos de estimación bajo dichas hipótesis.  
Veremos que los estimadores obtenidos mediante el método de mínimos cuadrados ordinarios 
(MCO) son insesgados, eficientes y consistentes. Además, utilizaremos la inferencia basada en 
los contrastes de hipótesis para apreciar estadísticamente una cierta evidencia empírica. 
Finalmente, conoceremos la importancia del MRLM en la predicción y pronóstico de un cierto 
fenómeno comprendido por la variable endógena. 


 
 
 
OBJETIVOS       ________________________ 
 


 


• Conocer la estructura del MRLM. 
 
• Familiarizarse con las hipótesis básicas del MRLM y entender su importancia. 


 
• Conocer los métodos de estimación del MRLM, el método de mínimos cuadrados ordinarios 


(MCO) y el de máxima verosimilitud (MV). 
 


• Introducirse en el uso de Minitab para estimar el MRLM mediante el MCO. 
 


• Saber cuantificar e interpretar bondad del ajuste del modelo. 
 


• Evaluar la contribución de cada variable exógena en explicar el comportamiento de la 
variable endógena; contrastar la significación individual de un parámetro y la global del 
modelo. 


 
• En base de la estimación de MRLM, realizar predicciones puntuales y por intervalo de la 


variable endógena. 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Aparte de estar iniciado en el uso del paquete estadístico Minitab, resulta muy conveniente haber 
leído con profundidad los siguientes math-blocks relacionados con Estadística: 
 
• Intervalos de confianza y contraste de hipótesis para 1 y 2 poblaciones 
 
• Análisis de regresión y correlación lineal 


 
• Correlación y regresión lineal múltiple 
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


Hipótesis del modelo de regresión lineal múltiple (MRLM) 
 
 
Mediante un modelo de regresión lineal múltiple (MRLM) tratamos de explicar el 
comportamiento de una determinada variable que denominaremos variable a explicar, 
variable endógena o variable dependiente, (y representaremos con la letra Y) en función de 
un conjunto de k variables explicativas X1, X2, ..., Xk mediante una relación de dependencia 
lineal (suponiendo X1 = 1): 
 


UXXY kk +⋅++⋅+= βββ ...221  siendo U el término de perturbación o error 
 


Para determinar el modelo anterior, es necesario hallar (estimar) el valor de los coeficientes 
β1, β2, ..., βk. La linealidad en parámetros posibilita la interpretación correcta de los 
parámetros del modelo. Los parámetros miden la intensidad media de los efectos de las 
variables explicativas sobre la variable a explicar y se obtienen al tomar las derivadas 
parciales de la variable a explicar respecto a cada una de as variables explicativas: 
 


kj
X
Y


j
j ,...,1; =


∂
∂=β . 


 
Nuestro objetivo es asignar valores numéricos a los parámetros β1, β2, ..., βk. Es decir, 
trataremos de estimar el modelo de manera que, los valores ajustados de la variable 
endógena resulten tan próximos a los valores realmente observados como sea posible. 
 
A fin de poder determinar las propiedades de los estimadores obtenidos al aplicar distintos 
métodos de estimación y realizar diferentes contrastes, hemos de especificar un conjunto de 
hipótesis sobre el MRLM que hemos formulado. Existen tres grupos de hipótesis siguientes: 
las hipótesis sobre el término de perturbación, las hipótesis sobre las variables explicativas, y 
las hipótesis sobre los parámetros del modelo. 
 
 
Hipótesis sobre el término de perturbación: 
 
 
Para una muestra de n observaciones (cada observación estará formada por una tupla con 
los valores de X2, X3, ..., Xk y el valor de Y asociado), tendremos el siguiente sistema de n 
ecuaciones lineales: 
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o, en forma matricial: Y = X⋅⋅⋅⋅B + U, donde:  
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En estas condiciones, las hipótesis del MRLM se resumen en la esfericidad del término de 
perturbación, i.e.: 


 
a) El valor esperado de la perturbación es cero: [ ] 0=iuE  ni ,...,1=∀  


 
b) Homoscedasticidad: todos los términos de perturbación tienen la misma varianza 


(varianza constante): 
 


[ ] [ ] 2σ== ji uVaruVar      ji ≠∀  
 


Por tanto, todos los términos de la diagonal principal de la matriz de varianzas y 
covarianzas serán iguales: 
 


[ ]
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2


2
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...


σ


σ
σ


UVar  


 
 


c) No Autocorrelación: los errores son independientes unos de otros, i.e.: la matriz de 
varianzas y covarianzas es una matriz diagonal (fuera de la diagonal principal todo son 
ceros): 
 


[ ]
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Observar que, bajo las hipótesis de homoscedasticidad y no autocorrelación, la matriz de 
varianzas y covarianzas tendrá la forma siguiente: 


 


[ ] nIUVar ⋅=




























= 2


2


2


2


...00
............
0...0
0...0


σ


σ


σ
σ


          (In es la matriz identidad de orden n) 


 
 


d) El error o perturbación sigue una distribución normal, i.e.: 
 


( )nn INU ⋅≈ 2,0 σ  
 
 


Hipótesis sobre las variables explicativas: 
 
 


a) Las variables explicativas son fijas o deterministas. 
 
b) La variables explicativas están no correlacionadas con la perturbación aleatoria. 
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c) Las variables explicativas no presentan relación lineal exacta entre si. 
 


d) Además, supondremos que las variables explicativas son medidas sin error. 
 


e) En el modelo no se excluyen las variables relevantes y que tampoco no se incluyen las 
variables irrelevantes, a la hora de explicar el comportamiento de la variable endógena. 


 
 


Hipótesis sobre los parámetros del modelo: 
 
 


a) La única hipótesis que haremos acerca de los parámetros del modelo es la hipótesis de 
permanencia estructural, lo cual quiere decir que los parámetros poblacionales, βj, se 
mantienen constantes a lo largo de toda la muestra. 


 
 


Estimación del MRLM 
 
 


Estimar el modelo equivale asignar valores numéricos a los parámetros desconocidos β1, β2, 
..., βk, a partir de la información muestral disponible de las variables observables del modelo. 
Únicamente consideraremos dos métodos de estimación: 
 
 
• El  método de mínimos cuadrados ordinarios (MCO) 
 
• El método de máxima verosimilitud (MV) 


 
 
Estimación por mínimos cuadrados ordinarios: 
 
 
Sea un modelo en forma matricial Y = X⋅⋅⋅⋅B + U. Supongamos que el modelo ha sido estimado, 
obteniéndose Ŷ, vector de valores de la variable dependiente implicado por el modelo. La 
diferencia entre los valores observados y los valores estimados, BXYYYe ˆˆ ⋅−=−= , la 
denominaremos vector de residuos. Ahora bien, nuestro problema consiste en minimizar la 
suma de los cuadrados de residuos, e’e con respecto del vector de parámetros estimados, B. 
De este problema de optimización se deduce la siguiente expresión de mínimos cuadrados 
ordinarios del MRLM [7]: 


 
 


( ) YXXXB ⋅′⋅⋅′= −1ˆ  
   


cuya varianza viene dada por: [ ] ( ) 12ˆ −⋅′= XXBVar σ  
 
 
Además, el estimador MCO de la varianza del término de perturbación es: 


 


kn
ee


u −
⋅′=2σ̂  


 
donde n es el número de observaciones y k es el número de elementos del vector B. 
 
Bajo la hipótesis de perturbaciones esféricas, el estimador MCO del vector B cumple una 
serie de propiedades que le convierten en un insesgado (el valor esperado del estimador 
coincide con el valor real del parámetro), eficiente (de varianza mínima), y consistente [4].  
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Además, bajo la hipótesis de esfericidad, el estimador MCO de la varianza del término de 
error, 2ˆ uσ , es también insesgado. 
 
 
Estimación por máxima verosimilitud: 
 
 
El  método de estimación por MCO consiste en asignar valores numéricos a los parámetros 
desconocidos de manera que la suma cuadrática de errores sea mínima y sólo requiere que 
la matriz X’X sea invertible. A continuación veremos un método de estimación alternativo, el 
método de máxima verosimilitud. 
 
El  método de máxima verosimilitud (MV), en cambio, propone como un estimador el valor 
que maximiza la probabilidad de obtener la muestra ya disponible. 
 
El método MV se basa, prácticamente, en la distribución que sigue el término de error. A tales 
efectos, se suele suponer que las perturbaciones aleatorias se distribuyen con una 
distribución Normal que, además de cumplir las propiedades de una muestra grande, es una 
aproximación cómoda y fácil de tratar. 
 
El modelo que utilizaremos es Y = X⋅⋅⋅⋅B + U, y supondremos que el término aleatorio sigue la 
distribución Normal con la siguiente función de densidad: 
 


( ) .,...,1,
2


exp
2
1


2


2


Ni
u


uf i
i =












−=
σσπ


 


 
Maximizar la probabilidad de obtener la muestra ya disponible equivale maximizar la función 
de densidad conjunta del vector aleatorio, u. Para ello, hemos de suponer homoscedasticidad 
y ausencia de autocorrelación. Por tanto, la expresión de la función de densidad conjunta es 
la siguiente: 
 


( ) ( ) ( ) 
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Como U sigue una distribución Normal Multivariante de orden k, la variable Y, al ser una 
combinación lineal de las perturbaciones aleatorias, también se distribuirá con una 
distribución Normal Multivariante. Así pues, para que la función de densidad conjunta sea una 
función de verosimilitud, el vector aleatorio U ha de expresarse en función del vector Y, es 
decir: 
 


( ) ( )
( ) ( )









 −−−= 222


2


2
'exp


2


1,;
σ


ββ
πσ


σβ XYXYYL n  


 
 
Se trata, por tanto, de maximizar la función de verosimilitud. Como la expresión anterior 
resulta complicada, aplicaremos una transformación monótona; en concreto, una función 
logarítmica: 
 


( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2


22


2
'2ln


2
2ln


2
,;ln


σ
ββσπσβ XYXYnnYL −−−−−=  


 
Derivando la función de verosimilitud con respecto de B y σσσσ2, e igualando las derivadas a 
cero, obtenemos los resultados: 
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( ) YXXXBMV ⋅′⋅⋅′= −1ˆ  


   
cuya varianza es la siguiente: [ ] ( ) 12ˆ −⋅′= XXBVar MV σ . 
 
 
Además, el estimador MCO de la varianza del término de perturbación es: 


 


n
ee


MV
⋅′=2σ̂ , 


 
donde n es el número de observaciones y k es el número de elementos del vector B. 
 
Observamos que el estimador de MV de B coincide con el MCO, con lo que tendrá las 
mismas propiedades: será lineal, insesgado, óptimo y consistente. 
 
Es fácil ver que el estimador de MV de σσσσ2, en cambio, resulta diferente del MCO y no es 
insesgado aunque sí es asintóticamente insesgado. 
 


 
Medidas del bondad del ajuste 
 
 
Las estimaciones por MCO y MV que hemos realizado todavía no nos permite evaluar la 
calidad de ajuste del modelo. Para ello, de aquí a delante iremos viendo las medidas de 
bondad de ajuste. 
 
Comenzaremos por la suma de los cuadrados de errores, SCE, que puede expresarse de 
varias formas: 
 


.ˆˆ'ˆ''ˆ''
1


2


1
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1
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i YYYYYYYXBYYeee  


 
Despejando la suma de cuadrados de la variable endógena, queda: 
 


eeYYYY ⋅+⋅=⋅ 'ˆ'ˆ' , o bien, ∑∑∑
===


+=
n


i
i


n


i
i


n


i
i eYY
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Restando a ambos lados la cantidad 2Yn ⋅ , obtenemos: 
 


eeYnYYYnYY ⋅+⋅−⋅=⋅−⋅ 'ˆ'ˆ' 22 , o bien, ( ) ( ) ∑∑∑
===


+−=−
n


i
i


n


i
i


n


i
i eYYYY


1


2


1


2


1


2 ˆ . 


 
La parte izquierda representa suma de cuadrados totales (SCT) y no es sino la suma de 
cuadrados de las desviaciones respecto a su media aritmética. 
 
Por otra parte, si el modelo tiene término independiente, a la cantidad 


( )∑
=


−=⋅−⋅
n


i
i YYYnYY


1


22 ˆˆ'ˆ   se le denomina suma de cuadrados de la regresión (SCR) . 


 
En resumen, la variabilidad total de la variable endógena (SCT) puede descomponerse en 
dos partes: la parte que podemos explicar mediante el modelo especificado (SCR) y la parte 
que no podemos explicar, la suma de cuadrados de los errores (SCE). 
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A partir de la descomposición anterior de la SCT, definiremos el coeficiente de determinación, 
R2, el cual será la primera medida de bondad de ajuste: 
 


SCT
SCER −= 12 . 


 
Si el modelo tiene término independiente, entonces se cumple la igualdad SCT = SCR + SCE, 
y el coeficiente de determinación podrá expresarse de la siguiente manera alternativa: 
 


SCT
SCRR =2 . 


 
El coeficiente de determinación indica que proporción de variabilidad total queda explicada 
por la regresión. Si el modelo tiene término independiente, entonces R2 toma valores entre 0 
y 1. 
 
En práctica, el uso de R2 presenta algunas limitaciones a la hora de comparar varios modelos 
desde la perspectiva de bondad del ajuste. En efecto, cuanto más variables explicativas 
incorporamos al modelo, mayor será el coeficiente de determinación, pues la SCR disminuye 
conforme aumenta el número de variables explicativas. Por tanto, cuando queremos llevar a 
cabo un análisis comparativo entre varios modelos, utilizamos R2 corregido: 
 


( )22 111 R
kn


nR −
−
−−=  


 
Este estadístico es inmune ante la incorporación de extra variables vía interacción de dos 
efectos: el efecto que permite aumentar R2, y el efecto opuesto que surge al descontar un 


mayor número de las variables explicativas, 
kn


n
−
−1


[7]. 


 
 
Significación de los parámetros del modelo 
 
 
Distinguiremos entre dos distintas dimensiones de significación: significación económica y 
significación estadística. 
 
 
Significación económica 
 
 
Significación económica nos permite comprobar si las estimaciones obtenidas son 
coherentes con la teoría económica. Según especificación del modelo, la interpretación y 
significación de los parámetros puede variar. Si el modelo está especificado en niveles, el 
parámetro refleja el efecto medio que tiene una variación unitaria de la variable explicativa 
sobre la variable endógena: 
 


j
j X


Y
∂
∂=β . 


 
En cambio, si el modelo está especificado en logaritmos neperianos, los parámetros pueden 
interpretarse como una elasticidad, como es el caso de la función de producción de Cobb-
Douglas: 
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j
j X


Y
ln
ln


∂
∂=β . 


 
 
Significación estadística 
 
 
El análisis econométrico pretende analizar, por medio una serie de contrastes, la significación 
(o significatividad) estadística individual y conjunta de los parámetros del modelo. En 
concreto, para contrastar las hipótesis de significatividad individual, tenemos: 
 


H0 : βj = 0 
  HA : βj ≠ 0. 


 
El estadístico t-Student que se utiliza para realizar el test es el siguiente: 
 


.~
ˆ


ˆ
2 kn


jju


l
j t


a
t −


⋅
=


σ


β
 


 


donde jju a⋅
2σ̂   es el error estándar estimado de lβ̂ , y jja  es el j-ésimo elemento de la 


diagonal principal de la matriz (X’X)-1. 
 
Dado un nivel de significación α, las tablas de distribuciones nos proporcionan la cantidad tn-


k,α/2 que es el valor asociado a una t-Student con n-k grados de libertad que deja a su 
derecha un área de α/2 (o, equivalentemente, deja a su izquierda un área de 1 - α/2). La 
regla de decisión que utilizaremos para determinar si el parámetro asociado a la variable Xj 
es individualmente significativo o no es la siguiente: 


 
• Si |tj| ≥ tn-k,α/2, el estadístico cae fuera de la región de aceptación, por lo que rechazamos 


la hipótesis nula. Concluimos, por tanto, que el parámetro es significativamente diferente 
de cero. 


 
• Si |tj| < tn-k,α/2, el estadístico cae dentro de la región de aceptación, por lo que no 


podemos rechazar la hipótesis nula. Por tanto, el parámetro no es individualmente 
significativo. 


 
Nota: si en vez de realizar el contraste bilateral deseamos hacer un contraste unilateral (en el 
cual la hipótesis alternativa sería H1 : βj > 0  ó  H1 : βj < 0), deberemos sustituir en la fórmula 
anterior α/2 por α  (ya que ahora trabajaremos con una única cola de la distribución). 
 
En cambio, si queremos contrastar la significación conjunta, las hipótesis especificamos de la 
manera siguiente: 
 


H0 : β2 = β3 = ... = βk =0 
HA : No H0. 


 
Nota: el término independiente no contribuye en explicar la variabilidad de la variable 
endógena, con lo cual no lo incluimos en la restricción. 
 
El estadístico F de Snedecor que se utiliza para realizar el test es el siguiente: 
 


knkFn
kn


R
RF −−−


−⋅
−


= ,12


2


0 ~
11
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El estadístico se distribuye bajo la hipótesis nula con una distribución F de Snedecor con k-1 
grado de libertad en el numerador y n-k grados de libertad en el denominador. La regla de 
decisión utilizada para contrastar la significación global del modelo es la siguiente: 


 
• Si F0 ≥ Fk-1,N-k;α, el estadístico de contraste cae fuera de la región de aceptación, con lo 


que rechazamos la hipótesis nula. Por tanto, el modelo es globalmente significativo. 
 
• Si F0 < Fk-1,N-k;α, el estadístico de contraste cae dentro de la región de aceptación, de 


modo que ahora la hipótesis nula no la rechazamos. En consecuencia, podemos afirmar 
que el modelo no es globalmente significativo.  


 
 


Predicción 
 
 


Una vez hemos especificado, estimado y validado un modelo, podemos utilizarlo con 
objetivos diferentes. 
 
Cuando trabajamos con una serie temporal, podemos estar interesados en predecir el 
comportamiento futuro de la variable endógena. Si, por otro lado, trabajamos con un corte 
transversal (o una sección cruzada), podemos utilizar el modelo ajustado para predecir el 
comportamiento de un individuo (o una unidad) no incluido en la muestra. 
 
No obstante, para realizar las predicciones, hemos de suponer que todas las hipótesis que 
hemos formulado sobre X, B y U se mantendrán también para las observaciones fuera de la 
muestra. En particular, es fundamental suponer que se cumple la hipótesis de permanencia 
estructural del modelo. 
 
Cuando realizamos predicciones, podemos optar por predecir el valor puntual que tomará la 
variable endógena, o bien, determinar un intervalo de posibles valores. El primer caso se 
denomina predicción puntual, y el segundo predicción por intervalo. 
 
 
Predicción puntual 
 
 
Supongamos que la variable endógena ajustada para una determinada observación i es igual 
a: 
 


kikii XXY ⋅++⋅+= βββ ˆ...ˆˆˆ 221 . 
 
Si queremos predecir el valor de la variable endógena, para una observación n + h, podemos 
utilizar la siguiente expresión: 
 


hnkkhnhn XXY +++ ⋅++⋅+= ,,221
ˆ...ˆˆˆ βββ . 


 
 
Predicción por intervalo 
 
 
La fiabilidad de predicción se caracteriza por el intervalo de predicción. Distinguimos entre la 
predicción por intervalo sobre Yn+h y la predicción por intervalo sobre su valor esperado, 
E(Yn+h). 
 
En primer lugar, para obtener el intervalo del valor esperado de la variable endógena para la 
observación n+h, E(Yn+h), utilizaremos la siguiente expresión: 
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( ) ( )[ ] ασα −=
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donde tn-k,α/2 es el valor de las tablas de una t de Student de n–k grados de libertad. La 
expresión sirve para indicar que la probabilidad de que E(YN+h) quede dentro del intervalo de  
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( )[ ]2
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12


2
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hnhnuknhn XXXXtY +


−
+


−
+ ⋅⋅⋅⋅⋅+ σα  


 
es (1 - α), siendo α el nivel de significación. 
 
Nota: el intervalo de predicción para E(YN+h) coincide con el intervalo de confianza. Es decir, 
el intervalo de predicción del valor esperado no es sino el intervalo de confianza del 
parámetro Xn+h’B. 
 
En segundo lugar, para obtener la predicción por intervalo del valor observado de la variable 
endógena para la observación n + h, Yn+h, utilizaremos la siguiente expresión: 
 


( )[ ] ασα −=
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De forma análoga al caso anterior, la expresión indica que la probabilidad de que Yn+h se 
encuentre dentro del intervalo de  
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a  


( )[ ]2
1


1


2
,


'1ˆˆ
hnhnuknhn XXXXtY +


−
+


−
+ ⋅⋅⋅+⋅+ σα  


 
es (1 - α), siendo α el nivel de significación. 
 
Nota: A la hora de realizar las predicciones, se puede ver que el intervalo de predicción para 
el valor observado de la variable endógena resulta más grande que el intervalo de predicción 
para el valor esperado de la variable endógena. El caso es que, al predecir E(Yn+h), 
pretendemos prever sólo componente explicada por Xn+h, y la componente puramente 
aleatoria, un+h, no forma parte del objetivo de predicción. En cambio, cuando el objetivo es 
predecir Yn+h, hemos de prever también la perturbación aleatoria un+h la cual incrementa la 
varianza del término de error. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 


Estimación MCO del modelo de regresión lineal 
 
 


Ejemplo 1. Representación gráfica del ajuste de MCO. A efectos de una mejor 
comprensión del método de estimación de MCO, realizaremos la representación gráfica del 
ajuste de MCO. Consideremos un modelo de regresión lineal simple: 
 


niuXY iii ,...,1;21 =+⋅+= ββ  
 
Como ya hemos dicho, nuestro objetivo es asignar valores numéricos a los parámetros 
desconocidos, en este caso, β1 y β2, y así poder cuantificar la relación de dependencia que 
hay entre las dos variables. Determinar estos valores equivale a determinar una recta que 
pasa por la nube de puntos que resultan al representar las observaciones correspondientes a 
las variables endógena y explicativa. 
 
Consideremos los siguientes datos anuales correspondientes al período 1960-1990 de la 
economía de los Estados Unidos: 
 


Observación Año Y (inversión real) X (PIB real) 
1 1960 14,2226 95,065 
2 1961 13,9336 97,281 
3 1962 15,5040 103,159 
4 1963 16,3105 107,607 
5 1964 17,4936 113,860 
6 1965 19,8906 121,153 
7 1966 21,4803 129,102 
8 1967 20,4046 132,340 
9 1968 21,4776 138,663 
10 1969 22,6821 142,856 
11 1970 20,9722 143,120 
12 1971 23,3538 147,928 
13 1972 26,1040 155,955 
14 1973 29,1101 164,946 
15 1974 27,2418 163,921 
16 1975 23,0096 163,426 
17 1976 27,6116 172,485 
18 1977 32,1111 180,519 
19 1978 36,1788 190,509 
20 1979 37,5671 196,497 
21 1980 33,5069 196,024 
22 1981 36,6088 200,832 
23 1982 31,1554 196,769 
24 1983 32,7752 205,341 
25 1984 41,1886 220,230 
26 1985 39,9715 228,703 
27 1986 39,6866 236,500 
28 1987 40,2991 244,560 
29 1988 40,9538 254,771 
30 1989 41,9323 263,683 
31 1990 39,8393 268,304 


 
Estos datos en el espacio bidimensional constituyen una nube de puntos, para los cuales 
trazaremos la recta de regresión caracterizada por el mejor ajuste. Para ello, seguiremos los 
siguientes pasos en el entorno de Minitab: 
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Seleccionamos  Stat > Regression > Fitted Line Plot… : 
 


 
 


A continuación completamos los campos según se indica: 
 


 
 


La operación nos proporciona el siguiente gráfico: 
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La recta en rojo es la que mejor se ajusta, según el criterio de MCO, a la nube de puntos que 
tenemos. Es decir, es la recta que hace que el error de estimación, definido como la distancia 
entre el valor observado y el valor estimado de la variable endógena (en el gráfico, es la 
distancia vertical señalada por la flecha en azul), sea la mínima para cada una de las 
observaciones. La pendiente de la recta presenta signo positivo, pues es de esperar que el 
un auge en el PIB genere una mayor cantidad de inversiones y viceversa. Encima de la 
recta, se aparece la ecuación de MCO con el coeficiente de determinación, R2. Podemos 
apreciar que el modelo se ajusta buenamente a los datos, explicando un 93,7% de la 
variabilidad de la variable endógena. En consecuencia, el estadístico de significación global 
del modelo se calcula de la siguiente manera: 
 


F0 = (R2/(1 – R2)).(n – k)/(n-1) = (0,937/0,063)*29/30 = 14,377 
 


Sabemos que en el modelo de regresión lineal simple se cumple que F0 = t22, siendo t2 el 
estadístico de contraste de significación individual. De modo que t2 = √ F0 = 3,792. 
 
Para contrastar la significación individual de la variable explicativa, a partir de las tablas 
extraemos tn-k,α/2 = t29;0,025 = 2,0452. Dado que t2 = 3,792 > t29;0,025 = 2,0452, rechazamos la 
hipótesis nula. En conclusión, el PIB real es individualmente significativo para explicar la 
variabilidad de la inversión real en la economía de los Estados Unidos. 
 
 
Ejemplo 2: Una empresa de investigación de mercados está interesada en realizar un 
estudio para el gobierno sobre la industria aeronáutica de los Estados Unidos. Para ello, va a 
estimar la función de producción Cobb-Douglas estocástica aumentada por la variable el 
avance tecnológico: 
 


( ) ( ) ( ) ( ) TtuAKLY ttttt ,...,1;loglogloglog 1 =+++⋅= β  
 


donde Yt es la producción (en millones de dólares), Lt es el nivel de empleo (que 
representaremos a través del agregado de las nóminas (en millones de dólares), Kt es el 
nivel de capital utilizado (en millones de dólares), y At es el avance tecnológico, representado 
por la proporción del PIB de las empresas tecnológicas en el PIB total en la economía 
americana (en tanto por ciento). Supondremos que esta relación satisface las hipótesis el 
MRLM con normalidad del término de error. Se dispone de datos anuales correspondientes a 
1958-1996 que se muestran en la siguiente tabla: 
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Observación Año log(Y) Log(L) Log(K) Log(A) 


1 1958 8,7700 7,75803 9,3214 -0,44229 
2 1959 8,8260 7,79136 9,3502 -0,67441 
3 1960 8,6861 7,64248 9,2551 -0,04824 
4 1961 8,6995 7,69871 9,2588 -0,07823 
5 1962 8,7332 7,81145 9,2779 0,02132 
6 1963 8,7509 7,77039 9,2977 0,06255 
7 1964 8,7924 7,75307 9,3311 0,23289 
8 1965 8,8750 7,82740 9,3657 0,43465 
9 1966 9,1050 8,07770 9,5809 0,60064 
10 1967 9,3129 8,18004 9,8358 0,77948 
11 1968 9,4738 8,27055 9,9564 0,84076 
12 1969 9,4291 8,31059 10,0004 1,00189 
13 1970 9,3468 8,15047 9,9534 1,04609 
14 1971 9,2124 7,91517 9,8486 0,95128 
15 1972 9,0802 7,96106 9,8342 0,97795 
16 1973 9,2748 8,02597 9,8140 1,19855 
17 1974 9,3644 8,10119 9,8716 1,37927 
18 1975 9,4094 8,14297 9,9271 1,21982 
19 1976 9,5044 8,17836 9,9131 1,50437 
20 1977 9,6047 8,28801 9,9559 1,71540 
21 1978 9,7440 8,46720 10,1037 1,92360 
22 1979 10,0222 8,65232 10,3419 2,16460 
23 1980 10,1955 8,80499 10,5113 2,26792 
24 1981 10,3034 8,98153 10,6039 2,42746 
25 1982 10,2417 8,95546 10,7125 2,49750 
26 1983 10,3262 8,93089 10,6632 2,47373 
27 1984 10,2560 8,91690 10,7302 2,61771 
28 1985 10,4624 8,98805 10,7732 2,44101 
29 1986 10,5502 9,10319 10,8743 2,53751 
30 1987 10,5737 9,17777 10,9206 2,85079 
31 1988 10,6333 9,21186 11,0444 2,82018 
32 1989 10,6768 9,25614 11,1949 2,82289 
33 1990 10,8468 9,32587 11,2812 2,72615 
34 1991 10,9698 9,24224 11,3309 2,54905 
35 1992 11,0506 9,35001 11,3281 2,55048 
36 1993 10,9173 9,28638 11,2780 2,50060 
37 1994 10,8390 9,24362 11,1210 2,62398 
38 1995 10,7585 9,12033 11,0568 2,77913 
39 1996 10,7645 9,19414 11,1375 2,79638 


 
 
La primera etapa del estudio consiste en estimar el modelo por MCO mediante el Minitab. 
Para ello, seleccionamos Stat > Regression > Regression : 
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A continuación completamos los campos según se indica: 
 


 
 


 
Los resultados de estimación se muestran en el siguiente cuadro: 
 
 


Regression Analysis 
 
 
The regression equation is 
log(Y) = - 1,17 + 0,559 log(L) + 0,601 log(K) + 0,0329 log(A) 
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Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant      -1,1666      0,4613      -2,53    0,016 
log(L)         0,5585      0,1237       4,51    0,000 
log(K)         0,6014      0,1018       5,91    0,000 
log(A)        0,03291     0,03229       1,02    0,315 
 
S = 0,06750     R-Sq = 99,3%     R-Sq(adj) = 99,3% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         3     23,5977      7,8659   1726,58    0,000 
Residual Error    35      0,1595      0,0046 
Total             38     23,7572 
 


 
A partir de la salida de estimación por MCO, el vector de parámetros estimados, B, resulta 
ser B = (-1,17; 0,559; 0,60; 0,033)’. Los signos que presentan los parámetros asociados a las 
variables explicativas son positivos y, por tanto, eran esperables. Puesto que la función de 
regresión es una transformación logarítmica de la función de producción de Cobb-Douglas, 
los parámetros miden las elasticidades de la producción respecto al empleo, al capital y al 
avance tecnológico respectivamente: 
 


( )
( ) ;


log
log


2, L
Ye LY ∂


∂== β  


 
( )
( ) ;


log
log


3, K
Ye KY ∂


∂== β  


 
( )
( ) .


log
log


4, A
Ye AY ∂


∂== β  


 
 
Una vez estimado el modelo, procedemos a analizar la validez estadística del modelo. Por 
ejemplo, para contrastar la significación individual del la variable log(A), especificamos la 
hipótesis nula H0: β4 = 0 frente a la hipótesis alternativa bilateral HA: β4 ≠ 0. El contraste de 
hipótesis realizaremos en base del estadístico de contraste t y el p-valor asociado. 
Suponiendo cierta la hipótesis nula, el estadístico de contraste se calcula t4 = B4/SE(B4), 
siendo SE(B4) la desviación típica del estimador B4. A partir de los resultados de estimación, 
tenemos que t4 = 1,02 con p-valor = 0,315. Recordemos que p-valor = Prob(t > t4 = 1,02). 
Como p-valor = 0,315 > α = 0,05, no podemos rechazar la hipótesis nula para el nivel de 
significación de 5%. También, haciendo el uso del valor crítico tn-k;α/2 = t35;0,025 = 2,0301 a 
partir de las tablas de una distribución t-Student, queda t4 = 1,02 ∉ (-2,0301; 2,0301) lo cual 
nos conduce a la misma conclusión. Por tanto, la variable el avance tecnológico resulta 
estadísticamente no significativa. La evidencia empírica parece indicar que el desarrollo 
tecnológico no ha sido decisivo para la industria aeronáutica. En cambio, los resultados de 
los contrastes de significación individual de log(L) y de log(K) nos llevan a rechazar la 
hipótesis nula; concluimos, por tanto, que tanto el capital humano como el capital físico son 
significativos a la hora de explicar la variación de la producción en el sector aeronáutico. 
 
Una vez analizada la relevancia individual de las variables explicativas, pasamos a contrastar 
la significación conjunta del modelo. Utilizando el estadístico F0 a partir del cuadro de 
estimación y comparándolo con el valor crítico Fk-1;n-k;α a partir de las tablas de una 
distribución F de Snedecor queda: 
 


F0 = 1726,58 > F3;35;0,05 = 2,8742. 
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Puesto que el estadístico de contraste muestral es muy superior al valor crítico a partir de las 
tablas, rechazamos la hipótesis nula de no significación global del modelo. 
 
A  continuación, a base del modelo estimado, pasaremos a realizar la predicción, tanto del 
valor esperado como del valor observado, de la variable endógena para el año 1997, 
teniendo en cuenta la siguiente información sobre las variables explicativas para el año 1997: 
 


log(L97) = 9,00; log(K97) = 11,50 y log(A97) = 2,80. 
 
Volvemos a seleccionar Stat > Regression > Regresión y completamos los campos 
en la ventana “Regresión” tal y como hemos hecho para estimar el modelo de regresión. A 
continuación, dentro de la misma ventana seleccionamos Options y introducimos los valores 
de predictores, especificando el 95% nivel de confianza. Por último, marcamos las opciones 
“Fits”, “SDs of fits”, “Confidence limits” y “Prediction limits” para mostrar el ajuste de 
predicción, la desviación típica de predicción, los intervalos de confianza y los intervalos de 
predicción, respectivamente: 
 


 
  
 
 Los resultados de predicción aparecen en el siguiente cuadro:  
 
  


Predicted Values 
 
     Fit  StDev Fit         95,0% CI             95,0% PI 
 10,8678     0,0677   ( 10,7304; 11,0052)  ( 10,6738; 11,0619) XX 
X  denotes a row with X values away from the center 
XX denotes a row with very extreme X values 
 


 
Los resultados indican que la predicción de la producción en el sector aeronáutico (predicción 
puntual) es: 
 
log(Y97) = -1,17 + 0,559.log(L97) + 0,601.log(K97) + 0,0329.log(A97) = -1,17 + 0,559.9,0 + 
0,601.11,5 + 0,0329.2,80 = 10,865. 
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Observad que la predicción realizada es de una transformación logarítmica; no obstante, 
nuestro interés reside en la predicción de la producción en niveles. A tales efectos, 
calculamos la exponencial del resultado anterior: 
 
Y97 = exp(log(Y97)) = exp(10,865) = 52.293 millones de dólares. 
 
El intervalo de predicción del valor esperado de la variable endógena en el programa Minitab 
coincide con el intervalo de confianza para el parámetro Xn+h’B: 
 


IP(E(Yn+h)) = IC(Xn+h’B) = {10,7304; 11,0052}. 
 
Finalmente, el intervalo de predicción sobre el valor observado de la variable endógena es: 
 


IP(YN+h) = {10,6738; 11,0619}. 
 
En efecto, el intervalo de predicción del valor observado de la variable endógena es más 
grande que el intervalo de predicción para el valor esperado de la variable endógena. 
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Autores:  Renatas Kizys (rkizys@uoc.edu), Ángel A. Juan (ajuanp@uoc.edu). 


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
 
Es sabido que las contrastes de hipótesis constituyen una potente herramienta de la inferencia 
en el modelo lineal. El math-block sobre el MRLM considera los contrastes de significación 
individual y global, y los estadísticos de contraste correspondientes. No obstante, a menudo 
estamos interesados en contrastar determinados supuestos alternativos, postulados por la teoría 
económica. Dichos supuestos suelen ser mucho más complejos que la significación estadística 
de las variables. En este caso hemos de recurrir a la formulación general de las restricciones 
lineales.  
 


Restricciones 
Lineales 


Formulación general de 
restricciones lineales 


Contraste de Chow de 
cambio estructural 


Estimador de MCR 


Contrastes de restricciones 
lineales 


Caso práctico con Minitab 


Caso práctico con Minitab 


Casos particulares de 
contrastes de 


restricciones lineales 


Contraste de 
significación individual 


Contraste de 
significación global 
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El objetivo de este math-block es familiarizarse con un enfoque general de los contrastes de 
hipótesis. Nos centraremos únicamente en las hipótesis más habituales, que tratan las 
restricciones lineales. Además, analizaremos cual es la manera más eficiente de estimar los 
modelos bajo las restricciones lineales. Finalmente, estudiaremos los contrastes de cambio 
estructural. 


 
 
OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Plantear y resolver correctamente los contrastes de hipótesis mediante las restricciones 
lineales expresadas en forma matricial. 


 
• Obtener los estimadores de mínimos cuadrados restringidos (MCR) del  modelo de 


regresión lineal múltiple (MRLM). 
 


• Ser capaz de plantear y realizar el contraste de Chow de cambio estructural. 
 


• Introducirse en el uso de Minitab para realizar los contrastes de hipótesis sobre las 
restricciones lineales. 


 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Aparte de estar iniciado en el uso del paquete estadístico Minitab, resulta muy conveniente haber 
leído con profundidad los siguientes math-blocks relacionados con Estadística e Introducción a la 
Econometría: 
 
• Intervalos de confianza y contraste de hipótesis para 1 y 2 poblaciones 


 
• Modelo de Regresión Lineal Múltiple 


 
     
CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


Formulación de las restricciones lineales 
 
 
Sea un modelo de regresión lineal múltiple en forma matricial: 
 


Y = X⋅⋅⋅⋅B + U 
 
Consideremos ahora un conjunto de restricciones lineales de la forma [4]: 
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que pueden resumirse en una única ecuación, 


 
R.B = r; 
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 donde: 
 
La matriz no aleatoria R, de dimensión q x k, donde q representa el número de restricciones 
lineales que queremos contrastar y k, el número de parámetros del modelo. Por tanto, la 
matriz R tiene tantas columnas cuantos parámetros tenga el modelo y tantas filas cuantas 
restricciones se hayan impuesto bajo la hipótesis nula. Además, R tiene rango de fila 
completo, de modo que ρ(R) = q que deber ser menor o igual que k. 
 
El vector no aleatorio r, de dimensión q x 1, que está formado por los términos independientes 
de las restricciones lineales. Así pues, al igual que la matriz R, el vector r tendrá tantas filas 
como restricciones. 
 
Ejemplo de formulación de restricciones: consideremos el siguiente modelo de inversión 
[4]: 
 


.,...,1,4321 NtuIYINV iiiii =+Π⋅+⋅+⋅+= ββββ  
 


que afirma que los inversores reaccionan al producto interno bruto, al tipo de interés y a la 
tasa de inflación, respectivamente. Una teoría alternativa afirma que “los inversores se 
preocupan por el tipo de interés real”. Por lo tanto, el modelo alternativo sería: 
 


( ) .,...,1,4321 NtuIYINV iiiiii =+Π⋅+Π−⋅+⋅+= ββββ  
 


Aunque este nuevo modelo tiene efectivamente en cuenta la teoría, la ecuación todavía 
incluye tanto la tasa de inflación como el tipo de interés nominal. La teoría no tiene una 
implicación contrastable para nuestro modelo. Ahora bien, consideremos la hipótesis más 
fuerte: “los inversores sólo tienen en cuenta el tipo de interés real”. La ecuación resultante, 
por tanto, es: 


 
( ) NtuIYINV iiiii ,...,1,321 =+Π−⋅+⋅+= βββ  


 
 que ahora está restringida; pues en el contexto del primer modelo, la restricción es: 
 


β3 + β4 = 0, o bien,  β3 = - β4, o bien, en forma matricial, tenemos: R.B = r. 
 


siendo R = (0 0 1 1) y r = (0). 
 


 El contraste de hipótesis en el modelo anterior puede llevarse a cabo desde dos puntos de 
vista diferentes: 
 
 
• Una vez obtenidos los parámetros estimados, podemos preguntarnos si dichos 


parámetros pueden, razonablemente, satisfacer las restricciones que implican las 
hipótesis. 


 
• El imponer las restricciones que presupone la teoría nos lleva a una pérdida de ajuste. 


Entonces, podemos averiguar si esta pérdida de ajuste se debe sencillamente a un error 
muestral, o a algo más profundo, como para tener dudas sobre la validez de las 
restricciones. 


 
Todos los tipos de contrastes que estudian el comportamiento de determinadas restricciones 
lineales entre los parámetros del modelo, se conocen como contrastes de restricciones 
lineales. 
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Contrastes de restricciones lineales 
 
 
Estadístico de contraste en forma matricial 


 
Una vez especificadas las restricciones en forma de matrices, procedemos a la realización de 
los contrastes de hipótesis sobre los parámetros del modelo. A tales efectos, el procedimiento 
a seguir es el siguiente: 
 
Las restricciones lineales se admiten como ciertas bajo la hipótesis nula, mientras que, bajo la 
alternativa, los parámetros de la población no satisfacen estas restricciones: 
 


H0 : R.B = r 
HA : R.B ≠≠≠≠ r. 


  
Una vez definida la hipótesis nula, el paso siguiente es obtener un estadístico de contraste 
que permite rechazarla o no rechazarla. Para ello, hemos de especificar el MRLM  y estimarlo 
por MCO. Podéis comprobar que el estadístico de contraste para contrastar las restricciones 
lineales sobre los parámetros es el siguiente [1]: 
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A partir del valor numérico que tome el estadístico de contraste es posible determinar si la 
diferencia entre R.B y r es estadísticamente significativa o no lo es. La regla de decisión es la 
siguiente: 
 
• Si F0 ≥ Fq,n-k;α, el estadístico de contraste se encuentra fuera de la región de aceptación, 


lo cual nos lleva a rechazar la hipótesis nula. Por tanto, las restricciones lineales no son 
ciertas en el ámbito de la población. 


 
• Si F0 < Fk-1,n-k;α, el estadístico de contraste cae dentro de la región de aceptación, con lo 


cual no podemos rechazar la hipótesis nula. En consecuencia, podemos afirmar que las 
restricciones son ciertas en el ámbito de la población. 


 
Ejemplo de contraste de restricciones lineales:  Una cierta compañía de producción de 
juguetes de repente se ve amenazada por la entrada de las compañías competidoras. El 
directivo se encarga a investigar el comportamiento de la variable el volumen de las ventas 
mensuales mediante el siguiente modelo econométrico: 
 


;,...,1,321 TtuZPY tttt =+⋅+⋅+= βββ  
 


  siendo Yt el volumen de las ventas mensuales (en millones de €), Pt el precio esperado de la 
competencia en € en el mes t y Zt los gastos mensuales en publicidad expresados en 
millones de €. Supondremos que el modelo cumple las hipótesis del MRLM con errores 
normales. Con 60 observaciones, al estimar por MCO el modelo queda: 


 
.60,...,1,7,334,05,4ˆ =⋅+⋅+= tZPY ttt  


   
  Supongamos R2 = 47,6%, y la siguiente estimación de la varianza de los parámetros 


estimados: 


( )






















−
−=−


85,495,00
95,0025,00


002,5
'ˆ 12 XXσ . 
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Se trata de contrastar la hipótesis nula de que una disminución en el precio esperado de la 
competencia en un € y un aumento en 100,000 de € en publicidad no tienen, conjuntamente, 
ningún efecto sobre las ventas esperadas de juguetes frente a una alternativa bilateral. En 
primer lugar, especificamos la hipótesis nula 
 


H0: β2 = 0,1.β3 frente a HA: β2 ≠ 0,1.β3. 
 
La restricción lineal bajo la hipótesis nula la podemos rescribir en forma matricial, es decir, 
 


H0: R.B = r frente a HA: R.B ≠≠≠≠ r, 
 
siendo R = (0 –1 0,1), B = (β1 β2 β3)’ y r = 0. 
 
A continuación calculamos estadístico de contraste: 
 


( ) ( )[ ] ( ) .~
'


ˆ'''ˆ
;


11


0 knqFq
kn


ee
rBRRXXRrBRF −


−− −⋅
⋅


−⋅⋅⋅⋅⋅−⋅=  


 
Sustituyendo los valores respectivos, queda  F0 = 0,0034.  A partir de las tablas de una 
distribución F de Snedecor, tenemos que Fq;n-k;α = F1;57;0,05 = 4,0099. Vemos claramente que 
F0 = 0,0034 ∈ R.A.{0; 4,0099}, con lo que se acepta la hipótesis nula para nivel de 
significación de 5%. Por tanto, una disminución en el precio esperado de la competencia en 
un € y un aumento en 100,000 de € en publicidad no tienen, conjuntamente, ningún efecto 
sobre las ventas esperadas de juguetes. 
 
 
Estadístico de contraste en sumas cuadráticas residuales 
 
 
Un método alternativo permite comparar la suma de cuadrados de los errores del modelo 
restringido (SCER o eR’.eR), con la del modelo sin restringir, o ampliado (SCEA o eA’.eA). 
Podéis comprobar que el estadístico de contraste es el siguiente [1]: 
 


,~1
ˆ ;20 knq


AR


A


AR F
q


SCESCE
q
kn


SCE
SCESCE


F −⋅
−


=−⋅
−


=
σ


 


 


donde 
kn


SCE
kn
ee A


−
=


−
⋅= '


ˆ 2σ , la varianza estimada del término de error. 


 
El modelo restringido es el que incorpora la hipótesis nula, es decir, el modelo resultante de 
considerar la restricción lineal como cierta, mientras que el modelo sin restringir es el modelo 
original, que no incorpora restricción lineal. 
 
Entre los contrastes de restricciones lineales también se encuentran los contrastes de 
significación individual y de significación global. 
 
 
Contraste de significación individual del modelo: 
 
 
Supongamos que queremos contrastar la significación individual individual de un parámetro βj 
del  modelo. 
 
En primer lugar, especificamos las hipótesis nula y alternativa: 


 
H0 : βj = 0 
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HA : βj ≠ 0. 
 


Por consiguiente, el modelo sin restringir, o ampliado queda: 
 


.....,;...221 niuXXY ikikii =+⋅++⋅+= βββ  
 


Si incorporamos la hipótesis nula, el modelo resultante que denominaremos  modelo 
restringido, es: 


 
.....,;... ,11,11221 niuXXXXY ikikijjijjii =+⋅+⋅++⋅++⋅+= ++−− βββββ  


 
Una vez que hemos especificado el modelo restringido y sin restringir, calculamos las sumas 
de cuadrados de los errores, SCER y SCEA, respectivamente, y construimos el estadístico de 
contraste teniendo en cuenta los grados de libertad [1]: 
 


( ) .~
ˆ ;120 kn


AR


A


AR F
SCESCE


kn
SCE


SCESCE
F −


−
=−⋅


−
=


σ
 


 
Finalmente, aplicamos la regla de decisión que permite rechazar o no la hipótesis nula. 
 
 
Contraste de significación global del modelo: 
 
 
Al igual que en el caso de significación global, primero especificamos las hipótesis nula y 
alternativa: 


 
H0 : β2 = β3= ... = βk = 0 
HA : No H0. 


 
El mismo estadístico construido a partir de las sumas residuales, puede utilizarse para 
contrastar también la significación global del modelo. El modelo de regresión sin restringir es: 
 


;....,;...221 niuXXY ikikii =+⋅++⋅+= βββ  
 
mientras que el modelo restringido, es decir, al incorporar la hipótesis nula, queda: 
 


.....,;1 nivY ii =+= β  
 
Es fácil ver que el estimador de mínimos cuadrados restringidos no es sino la media muestral 
de la variable dependiente: 
 


;ˆˆ
1 YMCR == ββ  


 
siendo Y la media muestral de la variable dependiente. De modo que el residuo del modelo 
restringido viene determinado por: 
 


.ˆˆ YYYYYe iiiiii −=−=−= β  
 
Por tanto, la SCE del modelo restringido viene representado por: 
 


( ) .'
1


2 SCTYYeeSCE
n


i
iRRR =−== ∑


=
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Puesto que el modelo tiene término independiente, la variabilidad total de la variable 
endógena puede descomponerse de la forma SCT = SCE + SCR, en cuyo caso la SCR es 
igual a cero. Planteamos el estadístico de contraste de significación global: 
 


.
110 −


−⋅
−


=
−
−⋅


−
=


k
kn


SCE
SCESCT


k
kn


SCE
SCESCE


F
A


A


A


AR  


 
Por otro lado, la igualdad SCRA = SCT - SCEA es cierta. Por tanto, la expresión del estadístico 
F0 viene dada por [1] 


 


.~
1 ;10 knk


A


A F
k
kn


SCE
SCR


F −−−
−⋅=  


 
 
Estimador de mínimos cuadrados restringidos 
 
 
Un aspecto básico de la inferencia estadística que se lleva a cabo en la economía de la 
empresa es que el directivo sólo contrasta hipótesis en cuya validez está dispuesto a creer a 
priori, de modo que si su contraste no las rechaza, entonces pasa a imponerlas en la 
representación estructural que está considerando. 
 
Por tanto, sería interesante disponer de un procedimiento para estimar de nuevo el modelo, 
pero imponiendo el conjunto de hipótesis que hemos contrastado y no rechazado. La idea de 
eficiencia está ligada a la utilización óptima de toda la información disponible. Si se cree que 
los coeficientes de modelo satisfacen ciertas restricciones, entonces se ganaría eficiencia 
introduciendo dichas restricciones en el proceso de estimación. 
 
El método de estimación de mínimos cuadrados restringidos (MCR) consiste en minimizar la 
suma cuadrática de los errores, pero teniendo en cuenta las restricciones lineales, es decir: 
 


MinB e’.e 
 


sujeto a R.B = r. 
 


Al resolver el problema de optimización, obtenemos el estimador MCR de los parámetros B 
del modelo cuya expresión viene dada por [1]: 
 


( ) ( )[ ] ( ).ˆ''''ˆˆ 11
MCOMCOMCR BRrRXXRRXXBB ⋅−⋅⋅⋅⋅⋅⋅+= −−  


 
La interpretación de la expresión anterior es que el estimador MCR es una corrección del 
estimador MCO sin restringir. El tamaño de dicha corrección viene dado por el segundo 
sumando de la expresión. Así pues, si el estimador MCO satisface las restricciones lineales, 
la discrepancia MCOBRr ˆ⋅−  es cero, de manera que el estimador MCR coincide con el 
estimador MCO. 
 
Ejemplo de estimación de mínimos cuadrados restringidos: Supongamos que para 
presentar la tecnología existente en el sector aeronáutico de los Estados Unidos se 
especifica una función de producción Cobb-Douglas estocástica: 
 


( ) ( ) ( ) ;,...,1,logloglog 321 TtuKLY tttt =+⋅+⋅+= βββ  
 


siendo Yt la producción (en millones de dólares), Lt es el nivel de empleo (que 
representaremos a través del agregado de las nóminas (en millones de dólares) y Kt es el 
nivel de capital utilizado (en millones de dólares). Supondremos que esta relación satisface 
las hipótesis el MRLM con normalidad del término de error. A partir de los datos anuales 
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correspondientes a 1958-1996 que se disponen en el math-block relativo al MRLM, el modelo 
anterior se ha estimado obteniéndose: 
 


( ) ( ) ( ) .39,...,1,log622,0log591,061,1log =+⋅+⋅+−= teKLY tttt  
 
La empresa conjetura que la industria aeronáutica presenta rendimientos constantes a escala, 
es decir que β2 + β3 = 1. Suponiendo cierta la hipótesis nula, procedemos a determinar el 
estimador de mínimos cuadrados restringidos (MCR). Bajo la hipótesis nula, la expresión del 
estimador MCR de los parámetros B del modelo viene dada por: 
 


( ) ( )[ ] ( ).ˆ''''ˆˆ 11
MCOMCOMCR BRrRXXRRXXBB ⋅−⋅⋅⋅⋅⋅⋅+= −−  


 
Especificamos R = (0 1 1) y r = 1 tal que R.B = r. Luego, estimar el modelo por mínimos 
cuadrados restringidos equivale a sustituir los valores respectivos en la expresión anterior.  
Primero, calculamos: 
 
























−−
−−
−−


=−


237,2644,2448,0
644,22,311,0
448,011,0548,5


' 1XX  


 
Sustituyendo, obtenemos: 
 


),213,0(7114,6
1
1
0


237,2644,2448,0
644,22,311,0
448,011,0548,5


622,0
591,0


61,1
−⋅⋅






















⋅
























−−
−−
−−


+



















 −
=MCRB  


 
siendo ( )[ ] 7114,6'' 1 =⋅⋅⋅ −RXXR  y 213,0ˆ −=⋅− MCOBRr . Así, obtenemos 
 






















−
−


=




















−+





















−
=


204,1
204,0
812,0


582,0
795,0


798,0


622,0
591,0


61,1


MCRB . 


 
Es interesante observar que la restricción B2 + B3 = 1 se respeta dentro del vector de 
parámetros estimados. 
 
 
Propiedades del estimador MCR 
 
 
A. El estimador MCR es insesgado sólo si las restricciones bajo las que se ha obtenido son 


ciertas, o sea si se cumple que R.B = r. 
 


B. Una segunda propiedad es que el estimador MCR siempre satisfará las restricciones R.B 
= r. Eso es así tanto si las restricciones son ciertas como son falsas. 


 
C. La matriz de covarianzas del estimador MCR es siempre inferior a la matriz de 


covarianzas del estimador MCO, incluso si las restricciones no son ciertas. Eso se debe 
al hecho de que al imponer las restricciones limitamos la región del espacio paramétrico 
en la que buscamos el estimador mínimo cuadrático, por lo que podremos estimarlo con 
una mayor precisión, aunque quizá con sesgo. Más formalmente [1], 
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( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) .'''''ˆˆ 1112 −−− ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= XXRRXXRRXXBVarBVar MCOMCR σ  
 


En efecto, el segundo sumando de la expresión viene dado por una matriz semidefinida 
positiva. 


 
 
Análisis estructural 
 
 
Una de las hipótesis básicas del MRLM es la hipótesis de permanencia estructural de los 
parámetros poblacionales. La hipótesis significa que todas las submuestras han sido 
generadas por una misma estructura económica. 
 
¿Qué quiere decir el incumplimiento de esta hipótesis? La respuesta depende del tipo de 
datos que tratamos: 
 
• Si trabajamos con una serie temporal, el cambio estructural se produce cuando se tiene 


cierta información acerca de una variación estructural que ocurrió en algún momento 
durante el período muestral y que dicha variación fue suficientemente importante como 
para generar cambios en los coeficientes del  modelo. 


 
• Si trabajamos con un corte transversal, el cambio estructural implica que hay dos o más 


grupos de individuos caracterizados por comportamientos diferentes entre si. 
 
 
Contraste de Chow de cambio estructural 
 
 
Un contraste que tiene especial importancia por su interés, así como por la frecuencia con 
que aparece en aplicaciones empíricas, es el contraste de cambio estructural que se suele 
denominarse como test de Chow. 
 
El procedimiento de test de Chow de consiste de  los siguiente pasos: 
 
A. Dividimos la muestra en dos submuestras y especificamos el modelo sin restringir para 


cada una de ellas: 
 


( )


( ) ;,...,1,'


;,...,1,'


1
2


1
1


nniuBXY
niuBXY


iii


iii


+=+=


=+=
 


 
donde n = n1 + n2. Así pues, el modelo consta de una regresión diferente para cada una 
de las dos submuestras. 
 


B. Ahora postulamos la hipótesis nula: 
 


H0 : β1
(1) = β1


(2), β2
(1) = β2


(2), β3
(1) = β3


(2), ..., βk
(1) = βk


(2) 
 


A fin de contrastar frente a la hipótesis alternativa: 
 


HA : β1
(1) ≠ β1


(2) ó β2
(1) ≠ β2


(2) ó β3
(1) ≠ β3


(2) ó ... ó βk
(1) ≠ βk


(2). 
 


C. Al imponer las restricciones bajo la hipótesis nula en el paso anterior sobre el modelo sin 
restringir, el modelo resulta ser: 


 
.,...,1,,...,1,' 11 nnniuBXY iii +=+=  
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De modo que, el modelo restringido presupone que la estructura de relación entre la 
variable endógena y las variable explicativas permanece estable dentro de la muestra.  


 
D. Por tanto, tenemos k restricciones lineales. Para contrastar la hipótesis nula, utilizaremos 


el estadístico F en función de las sumas cuadráticas residuales del modelo original (o 
ampliado) y del modelo restringido. La suma de cuadrados de los errores del modelo no 
restringido (o ampliado), SCEA, es el agregado de las sumas de cuadrados de los errores 
de cada una de las dos regresiones:  


 
SCEA = SCEA1 + SCEA2. 


 
E. A continuación, calculamos el estadístico de contraste [8]: 
 


( )
,~22


2;
21


21
0 knq


AA


AAR


A


AR F
q
kn


SCESCE
SCESCESCE


q
kn


SCE
SCESCE


F −
−


+
+−


=−⋅
−


=  


 
 


donde: 
 


q representa el número de restricciones; si estamos contrastando el cambio estructural 
entre dos submuestras, entonces tenemos tantas restricciones cuantos parámetros a 
restringir, i.e. q = k. 


 
n = n1 + n2 es el agregado del número de vacaciones en cada una de las submuestras. 


 
n – 2k indica el número de grados de libertad del modelo sin restringir para el caso de 2 
submuestras, ya que se estiman k parámetros con las primeras n1 observaciones 
muestrales y otros k parámetros con las restantes n2 = n – n1. En total, n observaciones y 
2k parámetros estimados. 


 
n = n1 + n2 es el agregado del número de vacaciones en cada una de las submuestras. 


 
F. Si F0 ≥ Fk,n-2k;α, el estadístico de contraste es superior al valor crítico en las tablas de la F 


de Snedecor, lo cual nos lleva a rechazar la hipótesis nula. Concluimos, por tanto, que ha 
habido cambio estructural en el ámbito de la población. 


 
G. Si F0 < Fk,N-2k;α, el estadístico de contraste se sitúa dentro de la región de aceptación; no 


podemos rechazar la hipótesis nula. En consecuencia, podemos afirmar que no ha 
producido cambio estructural en el ámbito de la población. 


  
 
 Ejemplo de contraste de Chow: Para examinar las diferencias de la relación entre renta (Rt) 
y consumo (Ct) entre los países europeos y países africanos un economista dispone de 22 
datos; los 12 primeros datos corresponden a países europeos y los 10 últimos a países 
africanos. Para ello, el economista estima, mediante MCO, las siguientes ecuaciones de 
regresión: 
 


)3.(22,...,13,
)2(;12,...,1,
)1(;22,...,1,


21


21


21


=+⋅+=
=+⋅+=
=+⋅+=


twRC
tvRC
tuRC


ttt


ttt


ttt


δδ
γγ
ββ


 


 
 Las sumas de cuadrados de los errores, obtenidas en cada uno de estos modelos, fueron, 
respectivamente, SCE1 = 15,7, SCE2 = 11,5, SCE3 = 2,3. Los modelos (1), (2) y (3) cumplen 
las hipótesis del MRLM con normalidad, siendo vl independiente de wm para cualesquiera l, m. 
Se pide contrastar, tomando 0,05 como nivel de significación, la hipótesis nula de que γ1 = δ1 
y γ2 = δ2 frente a la hipótesis alternativa: γ1 ≠ δ1 ó γ2 ≠ δ2. Para ello, utilizaremos el estadístico 
F en función de las sumas cuadráticas residuales del modelo original (o ampliado) y del 
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modelo restringido. La suma de cuadrados de los errores del modelo no restringido (o 
ampliado), SCEA, es el agregado de las sumas de cuadrados de los errores de cada una de 
las dos regresiones,  SCEA = SCEA1 + SCEA2 = 11,5 + 2,3 = 13,8. Haremos el uso de la 
siguiente expresión del estadístico de contraste: 


 
( )


,~22
2;


21


21
0 knq


AA


AAR


A


AR F
q
kn


SCESCE
SCESCESCE


q
kn


SCE
SCESCE


F −
−


+
+−


=−⋅
−


=  


 
Sustituyendo los valores respectivos, obtenemos el siguiente resultado: 
 


.239,1
2


18
8,13


8,137,15
0 =⋅−=F  


 
La tabla de distribución de F de Snedecor nos proporciona el valor crítico Fk;T-2k;α = F2,18,0,05 = 
3,5546. Vemos que F0 = 1,239 ∈ R.A. (0; 3,5546), con lo que aceptamos la hipótesis nula de 
permanencia estructural de los parámetros del modelo. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 


Contraste de restricciones lineales 
 
 
Ejemplo 1: Consideremos el caso práctico sobre la industria aeronáutica de los Estados 
Unidos que está disponible dentro del math-block "MRLM". Recordemos que el caso trataba 
de estimar la función de producción Cobb-Douglas estocástica aumentada por la variable el 
avance tecnológico: 
 


( ) ( ) ( ) ( ) ;,...,1,loglogloglog 4321 TtuAKLY ttttt =+⋅+⋅+⋅+= ββββ  
 


donde Yt es la producción (en millones de dólares), Lt es el nivel de empleo (que 
representaremos a través del agregado de las nóminas (en millones de dólares), Kt es el 
nivel de capital utilizado (en millones de dólares), y At es el avance tecnológico, representado 
por la proporción del PIB de las empresas tecnológicas en el PIB total en la economía 
americana (en tanto por ciento). Supondremos que esta relación satisface las hipótesis el 
MRLM con normalidad del término de error. Se dispone de datos anuales correspondientes a 
1958-1996. 
 
Supongamos una empresa de investigación de mercados se propone a contrastar la 
hipótesis nula de que la función de producción Cobb-Douglas presenta rendimientos 
constantes a escala. Los rendimientos constantes a escala se caracterizan por β2 + β3 + β4 = 
1. Por tanto, la hipótesis nula es H0: β2 + β3 + β4 = 1, mientras que la alternativa bilateral es 
HA: β2 + β3 + β4 ≠ 1. A fin de contrastar la hipótesis nula, utilizaremos el estadístico F, cuya 
expresión es: 
 


.0 q
kT


SCE
SCESCE


F
A


AR −⋅
−


=  


 
En primer lugar, a fin de determinar el modelo restringido, hemos de incorporar la restricción, 
según la hipótesis nula, al modelo. Para ello, despejamos β4 = 1 - β2 - β3 y sustituimos en la 
ecuación anterior: 


  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,...,1,log1logloglog 32321 TtuAKLY ttttt =+⋅−−+⋅+⋅+= βββββ  


 
De aquí, reagrupando los términos, queda: 
 


( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] .,...,1,loglogloglogloglog 321 TtuAKALAY ttttttt =+−⋅+−⋅+=− βββ
 


O bien,  
 


.,...,1,logloglog 321 Ttu
A
K


A
L


A
Y


t
t


t


t


t


t


t =+







⋅+







⋅+=







βββ  


 
Así, habremos obtenido el modelo en variables transformadas. Recordemos que el Minitab 
permite transformarlas mediante la opción Calc > Calculator: La primera etapa del 
estudio consiste en estimar el modelo por MCO mediante el Minitab. Para ello, 
seleccionamos Stat > Regression > Regression : 
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Así mismo, transformamos las variables L y K. Una vez transformadas todas las variables del 
modelo, procedemos a estimar el modelo restringido, siguiendo las indicaciones disponibles 
en el math-block correspondiente al MRLM. Los resultados de estimación se presentan en el 
siguiente cuadro: 
 


Regression Analysis 
 
The regression equation is 
log(Y/A) = 0,843 + 0,001 log(L/A) + 0,850 log(K/A) 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant       0,8426      0,4246       1,98    0,055 
log(L/A)       0,0010      0,1087       0,01    0,993 
log(K/A)       0,8504      0,1280       6,65    0,000 
 
S = 0,09345     R-Sq = 95,2%     R-Sq(adj) = 95,0% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         2      6,2593      3,1296    358,39    0,000 
Residual Error    36      0,3144      0,0087 
Total             38      6,5736 
 


 
La estimación nos proporciona SCER = 0,3144. Por otro lado, a partir de la estimación del 
modelo Cobb-Douglas no restringido (math-block “MRLM”) SCEA = 0,1595. Calculamos F0 = 
33,991 y lo comparamos con el valor crítico distribuido con una distribución F de Snedecor 
con 1 y 35 grados de libertad, para nivel de significación α = 0,05: 
 


F0 = 33,991 > F1,35;0,05 = 4,1213. 
 


Puesto que el valor de estadístico descansa fuera de la región de aceptación, rechazamos la 
hipótesis nula. En conclusión, la función de producción no presenta rendimientos de escala 
constantes. 
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Contraste de cambio estructural 
 
 
Ejemplo 2: Se desea estudiar la relación del ahorro privado (Yt) e ingreso privado (Xt) en la 
economía de los Estados Unidos, ambos expresados en miles de millones de dólares. Se 
dispone de 96 datos trimestrales, correspondientes a 1977:1T – 2000:4T que aparecen en el 
archivo AhorroEEUU.mtw. Dividiremos la muestra en tres períodos en función del partido 
político en poder (partido demócrata o partido republicano). El primer período (1977:1T – 
1980:4T) corresponde a presidencia demócrata (J. Carter). El segundo período (1981:1T – 
1992:4T) corresponde a presidencia republicana (R. Reagan y G. Bush). El tercer período 
(1993:1T – 2000:4T) corresponde a presidencia demócrata (B. Clinton). 
 
Consideremos el siguiente modelo: 
 


.,...,1,21 TtuXY ttt =+⋅+= ββ  
 


Suponiendo que el modelo satisface las hipótesis del MRLM con normalidad del término de 
error, estimaremos los parámetros de esta ecuación de regresión, utilizando toda la 
información disponible. De esta manera, habremos imputado la restricción de igualdad de 
parámetros entre los distintos períodos de según el partido de presidencia. Recordemos que 
la estimación del modelo por MCO mediante el Minitab se realiza seleccionando Stat > 
Regression > Regression : 
  


Regression Analysis 
 
The regression equation is 
Y = 230 + 0,00648 X 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant       229,70       21,51      10,68    0,000 
X            0,006483    0,004337       1,49    0,138 
 
S = 82,16       R-Sq = 2,3%      R-Sq(adj) = 1,3% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1       15085       15085      2,23    0,138 
Residual Error    94      634516        6750 
Total             95      649600 


 
 
Observamos que, en contra a lo esperado, el modelo explica tan sólo un 2,3% de la variación 
del ahorro privado. Este resultado nos lleva pensar que los hogares adoptan políticas de 
presupuesto familiar diferentes dependiendo del partido político en poder. A fin de contestar 
a esta pregunta, recurriremos al contraste de Chow de cambio estructural para contrastar si 
puede admitirse que la relación ahorro-ingreso depende del partido político en el poder. A 
efectos de contrastes de hipótesis, mantendremos un 5% nivel de significación. Para dividir 
una muestra en 3 submuestras, seguiremos los siguientes pasos: 
 
Seleccionamos  Manip > Subset Worksheet… : 
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Así, obtenemos la primera submuestra de 16 observaciones. Para obtener la segunda (filas 
17 a 64) y tercera (filas 65 a 96) submuestras, reiteramos el mismo procedimiento. A 
continuación estimamos el modelo para cada una de las tres submuestras. Para ello, se 
recomienda seguir las indicaciones propuestas en el math-block relativo al MRLM. El 
software nos proporciona las siguientes estimaciones: 


 
Primer período (presidencia demócrata, J. Carter): 


 
Regression Analysis 
 
The regression equation is 
Y = - 62,6 + 0,113 X 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant       -62,56       13,14      -4,76    0,000 
X            0,113130    0,006603      17,13    0,000 
 
S = 7,001       R-Sq = 95,4%     R-Sq(adj) = 95,1% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1       14387       14387    293,52    0,000 
Residual Error    14         686          49 
Total             15       15073 
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Segundo período (presidencia republicana, R. Reagan, G. Bush): 
 


Regression Análisis 
 
The regression equation is 
Y = 103 + 0,0493 X 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant       103,09       21,53       4,79    0,000 
X            0,049333    0,005352       9,22    0,000 
 
S = 33,47       R-Sq = 64,9%     R-Sq(adj) = 64,1% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1       95190       95190     84,95    0,000 
Residual Error    46       51543        1121 
Total             47      146733 


 
 
 


Tercer período (presidencia demócrata, B. Clinton): 
 


Regression Analysis 
 
The regression equation is 
Y = 841 - 0,0860 X 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant       840,79       67,64      12,43    0,000 
X           -0,085958    0,009807      -8,76    0,000 
 
S = 49,76       R-Sq = 71,9%     R-Sq(adj) = 71,0% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1      190216      190216     76,82    0,000 
Residual Error    30       74282        2476 
Total             31      264497 


 
 
Vemos que las estimaciones del modelo son totalmente distintas para cada una de las tres 
muestras, lo cual sugiere que los cambios de partido político en poder podrían haber 
provocado un cambio estructural en la relación ahorro-ingreso. Especificamos la hipótesis 
nula: H0 : β1


(1) = β1
(2) = β1


(3); β2
(1) = β2


(2) = β2
(3) a fin de contrastarla frente a la hipótesis 


alternativa HA : No H0. Observamos que eso se traduce en 4 restricciones. Haremos uso del 
estadístico de contraste F, que tiene la siguiente expresión: 
 


( )
,~3.3


3;
321


321
0 knq


AAA


AAAR


A


AR F
q
kn


SCESCESCE
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q
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SCE
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=−⋅
−


=  
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4
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7428251543686
7428251543686634516


0 =⋅
++


++−=F  


 
La tabla de distribución de F de Snedecor nos proporciona el valor crítico Fq;T-3k;α = F4,90,0,05 = 
2,4729. Vemos que F0 = 90,35 ∉ R.A. (0; 2,4729), con lo cual rechazamos la hipótesis nula 
de permanencia estructural. Por tanto, podemos admitir que la relación ahorro-ingreso 
depende del partido político en el poder. Es más, el ingreso pasa a ser estadísticamente 
significativo para cada uno de los tres períodos. En los dos primeros períodos, el ingreso 
influye positivamente en la predicción del ahorro, mientras que en el tercero, durante la 







  Restricciones Lineales 


Proyecto e-Math         17 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


presidencia de B. Clinton, el ingreso provoca un efecto negativo. Podemos pensar que, en el 
último período, los hogares se forman expectativas pesimistas sobre los ingresos futuros, 
con lo que tienden a destinar una mayor proporción de los ingresos a sus cuentas de ahorro. 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


 
En el math-block relativo al Análisis de Especificación se contemplan las consecuencias para la 
estimación MCO ante el incumplimiento de una de las hipótesis básicas del modelo de regresión 
lineal, como la especificación correcta de la parte determinista del modelo.  


 
Sin embargo, los problemas del MRLM no se limitan a una incorrecta especificación del modelo, 
pues las deficiencias muestrales presentan otra cara de la moneda. En este tema, analizaremos 
problemas que pueden surgir a partir del conjunto de observaciones de las variables del modelo 
de regresión y que afectan a los resultados de estimación. En concreto, consideraremos la 
multicolinealidad y las observaciones atípicas. La multicolinealidad aparece cuando las variables 
explicativas de un modelo econométrico están correlacionadas entre sí, mientras que nos 
referimos a las observaciones atípicas cuando hay evidencia de que éstas distan 
sistemáticamente del resto de las observaciones. Nuestro objetivo, por tanto, es detectar y 
solventar los errores muestrales. 
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OBJETIVOS       ________________________ 
 


 


• Conocer las consecuencias negativas asociadas a los modelos con diferentes grados de 
multicolinealidad. 


 
• Saber detectar si existe multicolinealidad o no, así como cuales son las variables que la 


generan. 
 


• Seleccionar la mejor alternativa (en cuanto a especificación del modelo que presenta 
multicolinealidad) para alcanzar los objetivos inicialmente deseados del modelo 
econométrico. 


 
• Saber detectar cuando una observación es atípica, presenta apalancamiento, tiene una 


influencia en el ajuste mayor que el resto o es un outlier. 
 


• Conocer las características de los distintos tipos de observaciones mencionadas en el punto 
anterior, así como las consecuencias que producen sobre la estimación del modelo. 


 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Aparte de estar iniciado en el uso del paquete estadístico Minitab, resulta muy conveniente haber 
leído con profundidad los siguientes math-blocks relacionados con Estadística e Introducción a la 
Econometría: 


 
• Análisis de regresión y correlación lineal 


 
• Modelo de Regresión Lineal Múltiple 


 
• Restricciones lineales 


 
   
   


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


 Multicolinealidad 
 
 


En este tema analizaremos problemas que pueden surgir a partir del conjunto de 
observaciones de las variables del modelo y que afectan a los resultados de estimación. En 
concreto, consideraremos la multicolinealidad y las observaciones atípicas. Nuestro objetivo 
es detectar y solventar los errores muestrales. 
 
Ya hemos visto que el MRLM estándar tenía que cumplir, entre otros, la hipótesis de ausencia 
de multicolinealidad perfecta. 
 
La situación de ausencia de multicolinealidad perfecta ocurre cuando no hay ninguna variable 
explicativa que se pueda obtener como combinación lineal del resto de las variables. Dicho de 
otra manera, no hay ninguna variable explicativa que presente una correlación perfecta 
respecto a una o varias variables explivativas. 
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La presencia de multicolinealidad en un modelo tiene consecuencias negativas sobre la 
estimación del modelo y, por consiguiente, sobre el resto del análisis econométrico. 
 
 
Tipos de multicolinealidad 


 
 
Así, en un modelo con k variables explicativas nos podemos encontrar con tres tipos de 
situaciones [1]: 
 
Presencia de multicolinealidad perfecta. En este caso, el rango de la matriz X será de orden 
menor que k, es decir, ρ(X) < k, lo cual quiere decir que alguna variable explicativa puede 
obtenerse como combinación lineal de las demás variables explicativas. 
 
Ausencia total de multicolinealidad. El rango de X será igual a k, es decir, ρ(X) = k, con lo 
cual las variables explicativas del modelo están incorrelacionadas. 
 
Presencia de un cierto nivel de multicolinealidad. Al igual que en el caso de ausencia total de 
multicolinealidad, el rango de X será igual a k. No obstante, existe una correlación distinta de 
cero entre algunas o todas las variables explicativas. Este caso suele ocurrir con más 
frecuencia en la práctica que los demás casos y, por otra parte, es más complejo de estudiar. 
 
Bajo multicolinealidad perfecta, como ya hemos comentado, la matriz X no tiene rango 
completo, con lo que no podemos estimar el modelo por MCO. Las consecuencias de 
multicolinealidad perfecta pueden describirse mediante un ejemplo. 
 
Ejemplo 1. Multicolinealidad perfecta. Sea un modelo de regresión siguiente: 
 


Yi = β1 + β2
.X2i + β3


.X3i  + β4
.X4i + ui, ∀ i = 1, …, n. 


 
Supongamos que existe relación entre las variables explicativas definida por X4i = X2i - 2X3i. 
Sustituyendo la variable X4i por su expresión en el modelo y reordenando los términos, 
queda: 
 


Yi = β1 + (β2 + β4).X2i + (β3 - 2β4).X3i  + ui, ∀ i = 1, …, n. 
 
O bien, reescribiendo, obtenemos: 
 


Yi = δ1 + δ2
.X2i + δ3


.X3i  + ui, ∀ i = 1, …, n, 
 
que permite obtener estimaciones MCO de los parámetros ∆ (que son una combinación lineal 
de los parámetros B), pero no de los B. 
 
El caso es que ausencia total de multicolinealidad en la práctica casi no ocurre. La correlación 
nula entre los regresores implica que la estimación del vector de parámetros poblacionales es 
la misma tanto si estimamos el modelo de regresión lineal múltiple, como el modelo de 
regresión lineal simple. 


 
 
 Consecuencias 
 


 
Las consecuencias de un cierto nivel de multicolinealidad pueden ser las siguientes [1]: 
 
• Cuanto más grande sea la correlación, más próximo a cero será el determinante de la 


matriz X’.X, lo cual incrementará las varianzas y covarianzas del vector de los 
parámetros estimados. 
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• Las elevadas varianzas hacen que los parámetros estimados sean imprecisos e 
inestables. En efecto, cuanto mayor es la varianza, menor será el estadístico de 
contraste t, lo cual a menudo nos llevará a la conclusión que una variable explicativa es 
irrelevante, cuando en realidad no lo es. 


 
• Un cierto nivel de multicolinealidad, sin embargo, no afecta el estadístico de contraste de 


significación global, F. La idea es que el estadístico F considera toda la explicación de la 
variabilidad de la variable endógena, mientras que las variables explicativas comparten 
una parte de la variabilidad con las demás variables implicadas. 


 
 


Técnicas de detección de multicolinealidad 
 


 
Una vez contempladas las consecuencias de la presencia de multicolinealidad, pasaremos a 
estudiar, en cada caso, si hay multicolinealidad y, en tal caso, determinar en qué grado se 
presenta. A tales efectos, nos interesa disponer de instrumentos que nos indiquen la 
intensidad con que se presenta, para saber hasta que punto afecta los resultados del modelo. 
 
No obstante, econometría no dispone de contrastes construidos expresamente para detectar 
la multicolinealidad, puesto que el problema descansa más bien en la muestra que en la 
población. De modo que la literatura propone métodos algo menos formales que a 
continuación pasaremos a contemplar. 
 
• Analizar los coeficientes de correlación simple entre los regresores de dos en dos. Este 


método consiste en detectar la presencia de multicolinealidad. 
 
• Analizar el determinante de la matriz de correlaciones, RX. Si hay multicolinealidad 


perfecta, el valor del determinante será 0, mientras que en ausencia total de 
multicolinealidad será igual a 1. En comparación con el método anterior, este es el 
preferible, puesto que tiene en cuenta la correlación que se produce entre cualquier 
número de variables explicativas conjuntamente, mientras que el anterior solamente 
presenta la correlación de dos en dos. 


 
• Estudiar los coeficientes de determinación de las regresiones en las cuales figura como 


variable endógena, sucesivamente, cada una de las variables explicativas del modelo. 
Un coeficiente de determinación elevado implica la presencia de multicolinealidad. 


 
• El problema multicolinealidad también puede detectarse estudiando los elementos del 


vector de los parámetros estimados. Si las estimaciones se ven significativamente 
alteradas al efectuar pequeños cambios en los datos, entonces hay indicios de 
multicolinealidad en el modelo. 


 
• Si las estimaciones obtenidas contradicen a la teoría económica, entonces puede que 


ello sea a causa de las elevadas varianzas en la presencia de multicolinealidad. 
 


• Adicionalmente, podemos analizar los coeficientes de determinación de sucesivos 
MRLM en que se elimina un regresor. Si al eliminar una variables explicativa del modelo, 
R2 no cambia sustancialmente, entonces, bien esta variable es poco relevante para 
explicar la variabilidad de la variable endógena, o bien, lo que explica la variable 
eliminada ya queda explicado por otros regresores, en cuyo caso hay indicios de 
multicolinealidad en el modelo. 


 
• El último método consiste en calcular el factor de incremento de la varianza (FIV)  de 


cada una de las variables explicativas. Se calcula de la siguiente manera: 
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2 el coeficiente de determinación de la regresión entre Xj y el 


resto de las variables explicativas del modelo inicial. Valores del FIVj > 5 están asociados 
a Rj


2 > 0,8 en cuyo caso se puede considerar que las consecuencias sobre el MRLM ya 
pueden ser relevantes. 


 
 
Remedios contra la multicolinealidad 
 


 
Los métodos remediales para multicolinealidad dependen de cómo se utilice posteriormente 
el modelo estimado y no siempre consisten en eliminarla por completo. Si se trata de realizar 
predicciones en el caso de multicolinealidad, cabe esperar que la multicolinealdad detectada 
en el período muestral, también se dé en el período de predicción. En cambio, si queremos 
realizar un análisis de cambio estructural, entonces resulta vital eliminar el problema por 
completo. 
 
Una vez identificado un problema de multicolinearidad en el modelo, hay varias formas para 
tratar de solventarlo. Las técnicas más utilizadas para solucionar el problema de 
multicolinealidad son las siguientes: 


 
1. Incorporación de nueva información [1]. Sin embargo, hemos de discernir entre 
 


a) el aumento del tamaño muestral de modo que se reduzca el problema de correlación 
entre las variables explicativas; y 


 
b) utilización de otra clase de información extramuestral que se lleva a cabo mediante 


restricciones sobre los parámetros del modelo inicial.  
 
 
2. Reespecificación del modelo que puede llevarse a cabo mediante [1]: 


 
a) eliminación algunas variables explicativas de la regresión (especialmente si esto 


afecta poco a la bondad del ajuste); 
 


b) transformación de las variables del modelo; por ejemplo, en el caso de modelos 
cuadráticos, extrayendo la media del regresor antes de considerar su cuadrado. 


 
3. Estimación Ridge [1]. Este método se basa en la premisa de que el valor reducido del 


determinante de la matriz X’.X puede causar problemas a la hora de aplicar el método de 
mínimos cuadrados ordinarios. Así pues, solventar este tipo de problemas se procede a la 
estimación Ridge que consiste en sumar una determinada cantidad a los elementos de la 
diagonal principal de X’.X. El estimador Ridge es 
 


BRidge = [X’.X + c.Ik]-1. X’.Y, 
 


siendo c una constante arbitraria positiva. El inconveniente es que el estimador Ridge 
presenta un sesgo que aumenta con el valor de la constante c. Sin embargo, ante una 
elección entre el estimador MCO y el estimador Ridge, optamos por el último en el caso si 
el error cuadrático medio del mismo es menor que el de MCO. 
 


 
 Presencia de valores extraños 
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Las técnicas de solucionar la multicolinealidad no siempre acaban con todos los errores 
muestrales. En ocasiones, es útil ver con más detalle de cómo se ha generado la muestra 
que ya tenemos. Un análisis particularizado, sobre todo cuando disponemos de una muestra 
pequeña, nos permite detectar observaciones que han sido generadas por un proceso 
distinto. Las observaciones atípicas hacen que la recta de regresión tienda a desplazarse en 
su dirección, o bien cambie de pendiente, así causando alteraciones inesperadas en los 
resultados de estimación en comparación de lo que predice la teoría económica. 
 
Las observaciones atípicas, extrañas o influyentes pueden tener formas diferentes; 
distinguimos entre las siguientes clases de observaciones anómalas [1]: 


 
a) Atípicas con respecto al eje de abscisas. 
 
b) Atípicas en relación de eje de ordenadas; 


 
c) Atípicas respecto tanto a las abscisas como a las ordenadas. 


 
A fin de determinar si una observación es atípica en relación de las variables explicativas, 
estudiamos el grado de apalancamiento (leverage) de esa observación. La intuición nos 
sugiere que las observaciones atípicas o extrañas, siendo alejadas del resto de las 
observaciones, pueden también presentar un cierto grado de apalancamiento. 
 
 
Apalancamiento (leverage) 
 
 
Una observación presenta apalancamiento si está muy alejada del resto de observaciones. 
Hay un leverage (de aquí a delante lo llamaremos el lever y denotaremos hii) asociado a cada 
observación y representa el elemento i-ésimo de la diagonal principal de la matriz H cuya 
expresión es la siguiente: 
 


H = X.(X’.X)-1.X’. 
 


El lever tiene las siguientes propiedades: 
 
• El lever de una observación será tanto más grande cuanto sea diferente, en términos de 


las variables explicativas, del resto de observaciones. 
 
• El lever está acotado inferiormente por 1/n y superiormente por 1: 1/n ≤ hii ≤ 1. 


 
Cuando lever coincide con la cota inferior, apalancamiento no se presenta. En este caso, la 
observación coincide con la media  de las variables explicativas, por lo que la distancia entre 
dicha observación y la media de X es cero. Si, por el contrario, el lever alcanza la cota 
superior, entonces la observación presenta el máximo apalancamiento posible. El caso más 
habitual es cuando el lever cae dentro del intervalo [1/n, 1]. 
 
En concreto, diremos que una observación presenta apalancamiento si su lever es más 
grande que dos veces las media de los levers, hhii ⋅= 2 . 
 
Por otro lado, para poder detectar si una observación es atípica con respecto a la variable 
endógena, estudiamos el residuo correspondiente a esta observación, así como el residuo 
estandarizado, residuo estudentizado o residuo estudentizado con omisión. 
 
 
Residuo, residuo estandarizado, residuo estudentizado y residuo estudentizado con 
omisión 
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En primer lugar, podemos examinar los residuos de una estimación inicial. Podemos pensar 
que si una observación es influyente, generará un residuo de alto valor absoluto. No obstante, 
si pretendemos comparar los residuos entre sí, hemos de normalizarlos adecuadamente 
antes de proceder a la comparación. Consideremos el residuo estandarizado: 
 


kn
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ee
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−
⋅


==
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En la práctica se utiliza la siguiente regla: 
 
• Si |zi| ≥ 2 ⇒ la observación i-ésima puede considerarse un outlier. 
 
• Si |zi| < 2 ⇒ la observación i-ésima no puede considerarse un outlier. 
 
Para evitar interferencias entre las observaciones, se utiliza el residuo estudentizado que 
denotaremos por ri. El residuo estudentizado, a diferencia del residuo estandarizado, pondera 
el error de ajuste MCO asociado a la observación i-ésima por su desviación estándar. Para 
ello, recordemos que si se denota el vector de residuos MCO se tiene: 
 


Var(e) = σ2.M = σ2.(In – X.(X’.X)-1.X’) = σ2.(In – H). 
 
Por lo que cada residuo, normalizado por su desviación típica, sería: 
 


( )ii
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El residuo estudentizado se distribuye asintóticamente con una distribución t de Student con 
n– k grados de libertad. Por tanto, utilizaremos la siguiente regla: 
 
• Si |ri| ≥ tn-k;α/2 ⇒ la observación i-ésima puede considerarse un outlier. 
 
• Si |ri| < tn-k;α/2  ⇒ la observación i-ésima no puede considerarse un outlier. 


 
Habitualmente se utiliza un método, denominado residuo estudentizado con omisión. El 
método descansa en un procedimiento más complejo, que consiste en estimar por MCO 
omitiendo la observación i-ésima: 
 


B(i) = [X(i)’.X(i)]-1.X(i)’.Y(i), 
 
donde (i) denota el índice de la observación omitida. A partir de la estimación MCO omitiendo 
la i-ésima observación, generamos un vector de residuos e(i): 
 


ei(i) = Yi – Xi
.B(i) = ui + Xi


.[B – B(i)]. 
 


Como la observación i-ésima no se ha utilizado para obtener B(i), ambos sumandos son 
independientes, y se tiene: 
 


Var(ei(i)) = σ2.[1 + Xi
.(X(i)’.X(i))-1.Xi] 


 
El residuo con omisión se estudentiza de la siguiente manera: 
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Para ver si es outlier, aplicamos la siguiente regla: 


 
• Si |ri*| ≥ tn-k-1;α/2 ⇒ la observación i-ésima puede considerarse un outlier. 
 
• Si |ri*| < tn-k-1;α/2  ⇒ la observación i-ésima no puede considerarse un outlier. 
 
 
Una vez contempladas las medidas de anomalía de las observaciones con respecto al eje de 
abscisas y al eje de ordenadas por separado, consideremos la Distancia de Cook, una 
medida compleja que combina las dos clases de medidas anteriores. 
 
 
 La Distancia de Cook 
 
 
La distancia de Cook es una medida que permite detectar las observaciones atípicas en 
combinación del apalancamiento y la concordancia del proceso generador de dichas 
observaciones con el proceso generador del resto de observaciones. La distancia de Cook, 
para la observación i-ésima, se calcula de la siguiente manera: 
 


( )ii
ii


ii hk
h
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−⋅


=
1


2 . 


 
Recordemos que el lever indica  si una determinada observación tiene regresores atípicos, 
mientras que el residuo estudentizado nos dice si una observación tiene un regresando 
atípico.  


 
La diferencia de Cook se distribuye con una distribución F de Snedecor con k grados libertad 
en el numerador y n – k, en el denominador. Así pues, diremos que la observación i-ésima 
tiene una influencia más grande sobre el ajuste del modelo de regresión que el resto si el 
valor del estadístico de contraste supera el valor crítico de las tablas. La regla puede 
resumirse de la manera siguiente: 
 
• Si di ≥ Fk,n-k;α ⇒ la observación i-ésima puede considerarse atípica en relación a la 


variable endógena y las variables explicativas conjuntamente. 
 
• Si di < Fk,n-k;α  ⇒ la observación i-ésima no puede considerarse atípica en relación a la 


variable endógena y las variables explicativas conjuntamente. 
 
 
 


 
CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 
 


 Multicolinealidad  
 
 


Ejemplo 1. Se desea estudiar la dinámica del consumo en los hogares de España (C), en 
relación del Producto Interior Bruto (PIB), la remuneración de asalariados (S), el tipo de 
interés legal de dinero establecido por Banco de España, I y la tasa de desempleo, D. 
Disponemos de 80 datos trimestrales, correspondientes a 1980:1T – 1999:4T e expresados 
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en billones de pesetas constantes a precios de mercado (excepto el tipo de interés y la tasa 
de desempleo que vienen expresados en tanto por ciento). Los datos se encuentran en el 
fichero Consumo.mtw. Suponiendo, que el modelo satisface las hipótesis del modelo de 
regresión lineal, construiremos el siguiente modelo para explicar el consumo de los hogares 
españoles: 
 


Ct = β1 + β2
.PIBt + β3


.St + β4
.It + β5


.Dt + ut; t = 1, …, T. 
 


A priori, parece razonar esperar que las variables PIB y S estén correlacionados. 
Intuitivamente, la remuneración de los asalariados (S) forma parte del producto interior bruto 
(PIB). Minitab dispone de una opción, llamada Variance Inflation Factors (VIF), la 
cual nos permite identificar la multicolinelidad entre los las variables explicativos del 
modelo. Para hallar los mencionados diagnósticos, seleccionamos: > Stat > 
Regresión > Regresión... > Options > Variance inflation 
factors: 
 


 
 
 
Los resultados se presentan en el cuadro siguiente: 
 
 


Regression Analysis 
 
 
The regression equation is 
C = 0,712 + 0,410 PIB + 0,305 S + 0,0104 I - 0,0146 D 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P       VIF 
Constant       0,7116      0,1321       5,39    0,000 
PIB           0,41020     0,01929      21,26    0,000      31,3 
S             0,30464     0,03568       8,54    0,000      30,1 
I            0,010417    0,003423       3,04    0,003       2,1 
D           -0,014624    0,003133      -4,67    0,000       1,3 
 
S = 0,07934     R-Sq = 99,7%     R-Sq(adj) = 99,7% 
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Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         4     162,475      40,619   6453,19    0,000 
Residual Error    75       0,472       0,006 
Total             79     162,947 
 


 
 


El análisis de los factores de inflación (o de incremento) de la varianza (VIF) nos sirve para 
confirmar de que los parámetros asociados a las variables PIB y S están afectados por un 
alto grado de multicolinealidad. En efecto, VIFPIB = 31,3 y VIFS = 30,1, con lo cual son muy 
superiores al valor 5. Por este motivo, es muy probable que este modelo presente dificultades 
estadísticas y computacionales. En el análisis de multicolinealidad es conveniente calcular el 
coeficiente de correlación entre los predictores en cuestión. A tales efectos,  seleccionamos la 
opción > Stat > Basic Statistics > Correlation: 
 


 
 


 
 A continuación presentamos el siguiente valor para el coeficiente de correlación: 
  
  


Correlations (Pearson) 
 
 


Correlation of PIB and S = 0,980; P-Value = 0,000 
 


 
 


Una vez más, los diagnósticos nos sugieren una multicolinealidad intensa, lo cual era de 
esperar. La variable PIB comparte con la variable S una parte de la variabilidad de la variable 
endógena; los cierto es que dicha variabilidad podría ser perfectamente explicada por 
cualquiera de las dos variables. Dado que el estadístico t asociado al PIB resulta superior al 
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de S, parece razonable eliminar  S. Estimamos, pues el modelo de regresión lineal múltiple 
sin S, obteniendo los siguientes resultados: 
 
  


Regression Analysis 
 
 
The regression equation is 
C = 0,811 + 0,569 PIB + 0,00752 I - 0,0246 D 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P       VIF 
Constant       0,8107      0,1836       4,42    0,000 
PIB          0,569072    0,007088      80,28    0,000       2,2 
I            0,007515    0,004751       1,58    0,118       2,1 
D           -0,024610    0,004054      -6,07    0,000       1,1 
 
S = 0,1107      R-Sq = 99,4%     R-Sq(adj) = 99,4% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         3     162,017      54,006   4409,40    0,000 
Residual Error    76       0,931       0,012 
Total             79     162,947 
 


 
 
Observamos que el coeficiente de determinación, al eliminar un regresor, no ha cambiado 
sustancialmente. Podemos concluir, por tanto, que lo que explicaba la variable eliminada ya 
quedaba explicado por otros regresores, y en concreto, por el Producto Interior Bruto. 


 
 


 Observaciones atípicas  
 
 


Ejemplo 2. Consideremos los siguientes datos anuales correspondientes al período 1960-
1990 de la economía de los Estados Unidos: 
 


Observación Año Y (inversión real) X (PIB real) 
1 1960 14,2226 95,065 
2 1961 13,9336 97,281 
3 1962 15,5040 103,159 
4 1963 16,3105 107,607 
5 1964 17,4936 113,860 
6 1965 19,8906 121,153 
7 1966 21,4803 129,102 
8 1967 20,4046 132,340 
9 1968 21,4776 138,663 


10 1969 22,6821 142,856 
11 1970 20,9722 143,120 
12 1971 23,3538 147,928 
13 1972 26,1040 155,955 
14 1973 29,1101 164,946 
15 1974 27,2418 163,921 
16 1975 23,0096 163,426 
17 1976 27,6116 172,485 
18 1977 32,1111 180,519 
19 1978 36,1788 190,509 
20 1979 37,5671 196,497 
21 1980 33,5069 196,024 
22 1981 36,6088 200,832 
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23 1982 31,1554 196,769 
24 1983 32,7752 205,341 
25 1984 41,1886 220,230 
26 1985 39,9715 228,703 
27 1986 39,6866 236,500 
28 1987 40,2991 244,560 
29 1988 40,9538 254,771 
30 1989 41,9323 263,683 
31 1990 39,8393 268,304 


 
En el math-block MRLM vimos que ajuste MCO del modelo de regresión lineal simple puede 
representarse de la siguiente forma: 
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Los resultados de estimación de la función de regresión simple aparecen en el siguiente 
cuadro: 
 


Regression Analysis 
 
 
The regression equation is 
Rinv = - 1,92 + 0,176 Rpib 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant       -1,921       1,525      -1,26    0,218 
Rpib         0,175617    0,008452      20,78    0,000 
 
S = 2,348       R-Sq = 93,7%     R-Sq(adj) = 93,5% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1      2380,1      2380,1    431,76    0,000 
Residual Error    29       159,9         5,5 
Total             30      2539,9 
 
Unusual Observations 
Obs       Rpib       Rinv      Fit   StDev Fit    Residual    St Resid 
 19        191     36,179    31,535       0,446       4,643        2,01R  
 20        196     37,567    32,587       0,465       4,980        2,16R  
 31        268     39,839    45,198       0,906      -5,358       -2,47R  
 
R denotes an observation with a large standardized residual 
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La salida de la estimación nos indica que hay tres observaciones, 20 y 31 que presentan un 
comportamiento atípico, pues tienen un residuo estudentizado mayor que t29;0,025 = 2,0452. 
Estaremos, además, interesados en replicar una observación que sea claramente atípica con 
respecto del eje de ordenadas, pero no respecto a las abscisas. A fin de representar tal 
situación gráficamente, añadimos a la muestra una observación adicional, correspondiente al 
año 1991, de características respectivas: 
 


Observación Año Y (inversión real) X (PIB real) 
32 1991 65,84 205,35 


 
 Al trazar la recta de regresión sobre la nube de puntos, obtenemos el siguiente gráfico: 
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Los resultados de estimación se presentan en el siguiente cuadro: 


 


Regression Analysis 
 
 
The regression equation is 
Rinv = - 3,12 + 0,188 Rpib 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant       -3,119       3,964      -0,79    0,438 
Rpib          0,18816     0,02186       8,61    0,000 
 
S = 6,113       R-Sq = 71,2%     R-Sq(adj) = 70,2% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1      2767,2      2767,2     74,06    0,000 
Residual Error    30      1120,9        37,4 
Total             31      3888,1 
 
Unusual Observations 
Obs       Rpib       Rinv       Fit    StDev Fit    Residual    St Resid 
 32        205      65,84      35,52       1,27       30,32        5,07R  
 
R denotes an observation with a large standardized residual 
 
 


 
 
Tal y como muestra los  resultados del ajuste de regresión, la observación adicional 
correspondiente al año 1991 puede caracterizarse como extraña respecto al eje de 
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ordenadas y no respecto al de abscisas. De hecho, el residuo estudentizado relativo a la 
observación adicional, r32 es de 5,07, superando sobradamente al valor del estadístico t30;0,025 
= 2,0423. Se aprecia una enorme distancia vertical entre la observación en cuestión y la recta 
de regresión. Comparando con el gráfico de regresión anterior, la observación adicional ha 
arrastrado hacia arriba la pendiente de la recta de regresión y, por otro lado, ha hecho 
disminuir el ajuste global del modelo. Podemos, además, decir que el dato atípico ha 
incrementado la suma cuadrática de errores. 
 
Ahora procedemos a analizar las consecuencias que puede tener una observación atípica 
con respecto a las abscisas, pero no atípica respecto a las ordenadas, sobre la estimación de 
la recta de regresión. Para replicar tal situación, añadimos una observación adicional, de 
características siguientes: 
 


Observación Año Y (inversión real) X (PIB real) 
32 1991 53,457 310,34 


 
Al ajustar la recta de regresión sobre la nube de puntos, obtenemos la siguiente 
representación gráfica: 
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Los resultados de estimación correspondientes pueden resumirse en el siguiente cuadro: 
 
 


Regression Analysis 
 
 
The regression equation is 
Rinv = - 2,11 + 0,177 Rpib 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant       -2,111       1,392      -1,52    0,140 
Rpib         0,176838    0,007490      23,61    0,000 
 
S = 2,313       R-Sq = 94,9%     R-Sq(adj) = 94,7% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1      2981,2      2981,2    557,35    0,000 
Residual Error    30       160,5         5,3 
Total             31      3141,6 
 
Unusual Observations 
Obs       Rpib       Rinv        Fit   StDev Fit    Residual    St Resid 
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 19        191     36,179     31,578       0,420       4,600       2,02R  
 20        196     37,567     32,637       0,432       4,930       2,17R  
 31        268     39,839     45,336       0,792      -5,496      -2,53R  
 32        310     53,457     52,769       1,074       0,688       0,34 X 
 
R denotes an observation with a large standardized residual 
X denotes an observation whose X value gives it large influence. 
 


 
 
Dentro de la tabla de estimación, la última observación, marcada con una X, identifica el 
período caracterizads por un valor de apalancamiento, hii, mayor que dos veces el número de 
parámetros dividido por el tamaño muestral, i.e.: 2.2/32 = 0,125. Dicha observación presenta 
el valor atípico de las variables explicativas. En el entorno del Minitab, los valores del 
apalancamiento pueden visualizarse simultáneamente estimando el modelo, vía > Stat > 
Regresión > Regresión > Storage > Hi (leverages): 
 


 
 


 
Esta opción genera automáticamente, en la misma hoja de cálculo, una columna de levers.  
Para detectar aquellos valores extremos que pueden influir notablemente sobre el modelo 
(i.e., que tienen un apalancamiento elevado), utilizamos  la opción > Manip > Subset 
Worksheet...: 
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El Minitab selecciona las siguientes observaciones: 


 
 


 
 


Así pues, la única observación apalancada es la que hemos simulado.  
 
Tal y como se muestra en el análisis anterior, la observación adicional es, en efecto, atípica 
en relación a un conjunto de las variables explicativas. Sin embargo, al añadir dicha 
observación ha aumentado notablemente la suma cuadrática de regresión y, por 
consiguiente, ha mejorado la bondad del ajuste del modelo. Sin embargo, si comparamos los 
parámetros estimados con la observación adicional y sin ella, pues los cambios no han sido 
sustanciales al respecto. De hecho, mientras que la pendiente del modelo haya permanecido 
constante e estadísticamente significativa, el intercepto ha sufrido una ligera reducción. 
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Por último, consideraremos una observación atípica o extraña respecto tanto a las abscisas 
como a las ordenadas. A tales efectos, generamos una observación adicional de la siguiente 
manera: 
 


Observación Año Y (inversión real) X (PIB real) 
32 1991 15,690 281,42 


 
La recta de regresión viene representada en el siguiente gráfico: 
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Asimismo, presentamos los resultados de estimación: 
 
 


Regression Analysis 
 
 
The regression equation is 
Rinv = 2,40 + 0,148 Rpib 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant        2,405       2,375       1,01    0,319 
Rpib          0,14779     0,01277      11,57    0,000 
 
S = 3,951       R-Sq = 81,7%     R-Sq(adj) = 81,1% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1      2090,5      2090,5    133,89    0,000 
Residual Error    30       468,4        15,6 
Total             31      2558,9 
 
Unusual Observations 
Obs      Rpib      Rinv        Fit   StDev Fit    Residual    St Resid 
 32       312    32,958     48,481       1,849     -15,523     -4,45RX 
 
R denotes an observation with a large standardized residual 
X denotes an observation whose X value gives it large influence. 
 


 
Sin embargo, el cuadro de estimación no conlleva ninguna información acerca de los valores 
de la Distancia de Cook. Recordemos que distancia de Cook combina residuos 
estandarizados y levers en una medida común, para determinar el grado de anomalía de la 
variable endógena y las variables explicativas conjuntamente. En concreto, estaremos 
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interesados en observaciones que tengan asociada una Distancia de Cook superior al valor 
Fk;n-k;α, siendo Fk;n-k;α aquel valor que, en una distribución F con k grados de libertad en el 
numerador y n-k grados de libertad en el denominador, deje a su derecha un área 
determinado por un nivel de significación α. Aquí, k es el número de predictores del modelo, y 
n es el tamaño muestral. El Minitab permite visualizar los valores del apalancamiento 
mediante > Stat > Regresión > Regresión > Storage > Cook’s 
distance: 
 


 
 


  
Una vez generados los valores de la Distancia de Cook en la hoja de cálculo, procedemos a 
detectar aquello valores que superen el valor Fk;n-k;α. En este caso, k = 2 y n = 32 y sea α = 
0,05. Por tanto, estaremos interesados en aquellas observaciones cuya distancia de Cook 
sea mayor a F2;30;0,05 = 3,3158. Sin embargo, no hay ninguna observación que sea mayor al 
mencionado estadístico F para α = 0,05. De hecho, el valor máximo de la distancia de Cook 
es de 2,3177 que corresponde a la observación 32. Sin embargo, en la literatura se han 
propuesto otros criterios menos restrictivos, coma la mediana de la distribución Fk;n-k que 
equivale al nivel de significación α = 0,5. Si adoptamos este criterio, obtendremos F2;30;0,5 = 
0,7094, cifra inferior a d32 = 2,3177. Así pues, sobre la base de este criterio, podemos 
concluir que la observación adicional presenta una distancia de Cook elevada y, 
consecuentemente tiene influencia pronunciada sobre la variable endógena y sobre las 
variables explicativas conjuntamente. 


 
A partir de análisis anterior, apreciamos un cambio importante en los parámetros estimados, 
comparándolos con los obtenidos con las 31 observaciones. Por un lado, la pendiente de la 
recta de regresión en la última estimación ha tomado un valor más pequeño que en el caso 
inicial. Eso quiere decir que la observación atípica ha hecho disminuir la significación 
económica del producto interior bruto real. Por otro lado, el intercepto de la regresión que 
ahora es positivo, en lugar de ser negativo, como se ha visto en los casos anteriores. 
Además, el estadístico t nos indica que el PIB real ha sufrido una reducción también en la 
significación estadística. Por último, tanto la suma cuadrática de los errores, como la 
varianza estimada del término de error se ven incrementadas notablemente, mientras que los 
estadísticos R2 y F nos indican una disminución sustancial en el ajuste del modelo. 
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ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
 
Las formulaciones realistas de los modelos económicos requieren la inserción de variables 
explicativas retardadas. Así la inversión en bienes de equipo que se realiza en el período actual 
influirá en la producción de éste y en la de años posteriores, también se da el caso contrario en 
que la producción de un período esté afectada por el gasto en bienes de equipo realizado con 
anterioridad.  
 
Este mismo fenómeno se puede observar a nivel microeconómico, al analizar la influencia que 
sobre las ventas de una empresa tienen los gastos en publicidad realizados en un período, éstos 
en general suelen influir en las ventas de períodos posteriores. 
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con la perturbación 


Concepto de Estabilidad 


Modelos de Regresión 
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variables exógenas 
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OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Entender en qué consisten los Modelos de Regresión Dinámica (MRD) y su importancia en 
la economía aplicada. 


 
• Conocer las causas económicas por las que se presentan los MRD en economía. 


 
• Analizar el problema de los MRD, y comprender los conceptos de estabilidad, 


multiplicadores y retardo medio. 
 


• Estudiar el problema de estimación de los MRD en las diferentes clases de estos modelos 
 


• Aprender a estimar, con ayuda de Minitab, MRD con especial atención al método de 
Mínimos Cuadrados en dos Etapas (MC2E). 


 
 
CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Aparte de estar iniciado en el uso de Excel y del paquete estadístico Minitab, resulta muy 
conveniente haber leído con profundidad los siguientes math-blocks: 
 
• Regresión Lineal Múltiple 
• Autocorrelación 
• Multicolinealidad 


 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES_______________________________________ 
 
 Representación de los modelos dinámicos 


 
En esta presentación diferenciaremos entre los casos en que: (1) en las variables explicativas no 
hay valores retardados de la endógena, (2) existen retardos de la endógena como variables 
explicativas. 


 
1.- Variables explicativas con retardos de la variable exógena 


 
La forma de este modelo será: 


 


tststtt uXXXY +++++= −− δδδµ ....110  
 


Siendo µ  el término independiente y tu  un proceso de ruido blanco. 
Este tipo de modelos se les denomina modelos de retardos distribuidos de orden s –RD(s)- 
Para facilitar el manejo de estos modelos se define el operador de retardo, L, por: 


 


1−= tt XLX  


ktt


k


t
k XLXLXL −== ...........  


 
Aplicando el operador de retardo al modelo anterior se tendrá : 


 


tt
s


sttt uXLLXXY +++++= δδδµ ....10  = tt
s


s uXLL +++++ )....( 10 δδδµ  


ttt uXLDY ++= )(µ                                                       (1) 
 


siendo )(LD  el polinomio de orden s, s
s LLLD δδδ +++= ....)( 10  
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2.- Variables explicativas con retardados de la variable endógena 
 
Este modelo quedaría en la forma: 


tptpttt YYXY εααβη +++++= −− ....110  
se les denomina modelos autorregresivos de orden p –AR(p)- 
 
3.- Variables explicativas con retardados de la variable exógena y endógena 
 
También puede ocurrir que los valores previos de la variable endógena influyan en su nivel 
actual. Este hecho da lugar a un modelo dinámico más general, representado por: 


 


tptptqtqttt YYXXXY εααβββη ++++++++= −−−− ........ 11110  
 


en el que aplicando el operador de retardos y siguiendo los pasos anteriores, se tendrá: 
 


ttt XLBYLA εη +=− )())((                                                        (2) 
 


donde p
p LLLA αα +++= ....1)( 1 ; q


q LLLB βββ +++= ....)( 10  
 


Si en el modelo (2) dividimos por A(L) se obtiene un modelo similar a la expresión (1)  
 


ttt uX
LA
LBY ++=


)(
)(µ                                                                (3) 


 
con µη )(LA= ; tt uLA )(=ε  


 


Comparando los modelos (1) y (3) se tiene que: 
)(
)()(


LA
LBLD =  


Este tipo de modelos se les denomina modelos autorregresivos y retardos distribuidos de 
orden (p,q) –AD(p,q)- 


 
4.-hipótesis de Koyck 
 
La hipótesis de Koyck nos permite pasar de un modelo RD(∞), en el cual tendríamos que estimar 
un número infinito de parámetros, a otro AR(1), mucho más manejable. Veámos cómo: 
 
Partimos de un modelo RD(∞): 
 


ttttt u...XXXY ++β+β+β+α= −− 22110  
 
La hipótesis de Koyck consiste en suponer que existe un valor real δ, con 0<δ<1, tal que: 


j
j δββ 0=  para j = 0, 1, 2, ...  


 
Observar que esta hipótesis supone que, a menudo que n aumenta, menor es la influencia de Xt-
n sobre Yt. 
 
Sustituyendo la expresión anterior de los βj en el modelo RD(∞) se llega al modelo AR(1) 
siguiente: 
 


tttt vYXY +++−= −10)1( δβδα  donde 1−−= ttt uuv δ  
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 Interpretación de los modelos dinámicos 
 


Un modelo es estable cuando cumple alguna de las dos condiciones siguientes: 
 
1.- Ante una variación puntual en el valor de una variable explicativa, la variable dependiente 
retorna a su valor de equilibrio. 
 
2.- Ante una variación permanente en el valor de una variable explicativa, la variable 
dependiente evoluciona hacia un nuevo valor de equilibrio. 
 
Se demuestra que para que un modelo dinámico sea estable las raíces del polinomio A(L) 
deben ser en valor absoluto mayores que la unidad. 
 
Esta condición de estabilidad nos asegura que al pasar del modelo dinámico (2) al (1) la suma 


de los coeficientes del polinomio D(L) es finita, es decir, la serie ∑ ∞<
∞


1
iδ  es convergente. Por 


tanto el impacto sobre la variable endógena es finito, pasado un tiempo se retorna al equilibrio o 
bien, se tiende hacia un nuevo equilibrio. 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 Multiplicadores y retardos 
 
 


Estos conceptos son importantes al analizar el efecto que, sobre la variable explicada, tiene una 
variación unitaria de la variable explicativa. 
 
Multiplicador de Impacto o Contemporáneo  – m0 – representa el cambio que se produce en 
la variable endógena (Yt)  ante una variación unitaria de la exógena en el período actual (Xt). 


 


00 β=
∂
∂


=
t


t


X
Y


m  


En términos del polinomio )(LD se tendrá que para L = 0, 000 )0(
)0()0( m


A
BD ==== βδ  


 


Yt 


Xt 


f. Modelo RD estable 


t0 


t 


t 
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Multiplicador de Retardo j – jm  – cuantifica el efecto que sobre la variable endógena (Yt) tiene 
una variación unitaria de la exógena en el período t-j (Xt-j).  


 


j
jt


t
j X


Y
m β≠


∂
∂


=
−


 


 
Observación: en este caso no coincide con jβ , porque existe una dependencia implícita de las 
variables dependientes retardadas. 


Considerando el polinomio )(LD  se tendrá que j
jt


t
j X


Y
m δ=


∂
∂


=
−


 


Multiplicador Total – Tm  – es la suma de todos los multiplicadores ∑=
∞


=0j
jT mm  


Si en el polinomio )(LD se hace L=1, T
j


m
A
BjD ==∑=


∞


= )1(
)1()1(


1
δ  


 
Observación: para que un modelo tenga sentido económico el multiplicador total debe ser finito. 
Esto ocurrirá siempre que el proceso sea estable y viceversa. 
 
 
Retardo Medio se define como la media ponderada, por el retardo, de todos los coeficientes del 
polinomio )(LD  es decir, 


Retardo Medio
∑


∑
= ∞


=


∞


=


1


1


j
j


j
jj


δ


δ
 


 
Derivando el polinomio )(LD  se tiene ....32)( 2


321
' +++= LLLD δδδ ; y el retardo medio 


queda :  


Retardo Medio
∑


∑
= ∞


=


∞


=


1


1


j
j


j
jj


δ


δ
= 


)1(
)1('


)1(
)1('


)1(
)1('


A
A


B
B


D
D


−=  


 
La idea del retardo medio es informarnos si el impacto, sobre la variable endógena de una 
variación de la exógena, está muy concentrado o diluido en el tiempo. 
 
 
Retardo Mediano se define como el instante en que se alcanza el 50% del impacto total que se 
produce en tY  debido a una variación en tX  
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Caso práctico 


Dado el modelo dinámico: ttt ux
LL


Ly +
+−


= 22,09,01
3


 


Se pide: 
(a) Multiplicador total 
(b) Retardo medio 
(c) Los coeficientes de jtx −  para j = 0,1, 2, 3 
 
 
Solución 
 
En este caso los polinomios asociados son: 


LLB 3)( =  
22,09,01)( LLLA +−=  


 
Las raíces del polinomio )(LA  (2,5 y 2) son mayores de uno y en consecuencia el modelo es estable.  
 
Para el tercer apartado vamos a necesitar los coeficientes del polinomio )(LD  que debemos calcular 
partiendo de los otros polinomios. 
 


2
4


4
3


3
2


210 2,09,01
3


)(
)(....)(


LL
L


LA
LBLLLLLD


+−
==++++= δδδδδ


 
de donde:  


++−++−++− )2,09,01()2,09,01()2,09,01( 22
2


2
1


2
0 LLLLLLLL δδδ  


LLLLLLL 3....)2,09,01()2,09,01( 24
4


23
3 =++−++−+ δδ  


 
que realizando operaciones  


++−++−+−+= 3
123


2
012010 )2,09,0()2,09,0()9,0(3 LLLL δδδδδδδδδ  


....)2,09,0(.....)2,09,0( 21
4


234 ++−+++−+ −−
i


iii LL δδδδδδ  
 
Igualando coeficientes se tendrá: 
 


00 =δ  
39,0 01 =− δδ ; es decir, 31 =δ  


7,202,09,0 2012 =→=+− δδδδ  


8,102,09,0 3123 =→=+− δδδδ  
 
siguiendo este algoritmo se llega al polinomio 


........6,01,18,17,23)( 5432 +++++= LLLLLLD  
 
Veamos la solución de cada apartado: 
 
(a) el multiplicador total 


∑==
+−


=== i iT A
BDm δ10


2,09,01
3


)1(
)1()1(


 
(b) Retardo Medio 


66,266,11
2,09,01
2,0*29,0


3
3


)1(
)1('


)1(
)1('_Re =+=


+−
+−


−=−=
A
A


B
BMediotardo  
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Como se observa en el apartado anterior el multiplicador total es 10 en consecuencia el 50% del 
impacto se habrá alcanzado para un valor de 5. Por tanto el Retardo Mediano estará será inferior a 2. 
Más exactamente teniendo en cuenta que para el retardo de orden 2 el impacto es 5,5 se tendrá, vía 
una proporcionalidad: 


82,1
5,5
5*2_Re ==Medianotardo


 
 
(c) Los coeficientes de jtx −  para j = 0,1, 2, 3 


Teniendo en cuenta el polinomio )(LD  el modelo dinámico que nos ocupa puede ponerse en la 
forma:  


ttt uxLLLLLy ++++++= ........)6,01,18,17,23( 5432  


ttttttt uxxxxxy ++++++= −−−−− ...6,01,18,17,23 54321  
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 Estimación de modelos dinámicos 


 
Si intentamos la estimación de estos modelos con el método de los mínimos cuadrados 
ordinarios (MCO) vamos a encontrar una serie de problemas al no cumplirse alguna de las 
hipótesis “ideales” para que las estimaciones obtenidas sean “buenas” (insesgadez, mínima 
varianza). Por ello será necesario analizar la problemática que se presenta en cada caso para 
aplicar el método de estimación más adecuado. 
 
Un problema que se presentará en estos modelos se debe a la existencia de valores retardados 
de la variable exógena (Xt, Xt-1, ......., Xt-s) como variables explicativas. Es de esperar que esta 
variable esté correlacionada con sus retardos y en consecuencia, estaremos ante un problema 
de multicolinealidad, tanto más importante cuanto más correlacionada esté Xt con sus retardos.  
 
Otro obstáculo a superar estriba en el elevado número de parámetros a estimar cuando existen 
muchos retardos, para reducir el número parámetros se recurre a formular hipótesis acerca del 
comportamiento de los coeficientes de los retardos asociados a la variable exógena del modelo. 
En este sentido, las hipótesis más utilizadas son: el esquema de Koyck, la hipótesis de las 
Expectativas Adaptativas, Expectativas Racionales, los Modelos de Ajuste Parcial, o bien 
combinaciones de ellos. 
 
Una de las hipótesis “ideales” para aplicar los MCO era que las variables explicativas son 
deterministas (no estocásticas). Sin embargo, cuando en un modelo dinámico figuren como 
variables explicativas retardos de la variable endógena (Yt), estaremos incumpliendo esta 
hipótesis con lo que las estimaciones por MCO no son las “buenas”. Este problema introduce 
una doble casuística según que la variable explicativa esté o no correlacionada con el término 
de perturbación asociado al modelo. 


 
1. Los retardos son de la variable exógena  
 
Como dijimos anteriormente los problemas que se presentan son: (1) multicolinealidad por la 
correlación que existe entre la variable y sus retardos, (2) excesivo número de parámetros a 
estimar lo que afectaría a su fiabilidad, la solución estriba en efectuar hipótesis sobre la 
evolución del parámetro que permita simplificar el modelo. 
 
Por tanto, obviando los problemas anteriores podemos aplicar MCO y obtener “buenos” 
estimadores. 


 
2. Los retardos son de la variable endógena que no está correlacionada con la 


perturbación 
 


Considerando el modelo  
 


tptptqtqttt uYYXXXY ++++++++= −−−− ααβββη ........ 11110  
 


En forma matricial, suponiendo que se tienen n observaciones para la estimación, se expresa: 
 


UXBY +=  
 


Siendo )',...,,,...,,,( 110 pqB ααβββη= , y X  la matriz de observaciones de las variables 
explicativas (entre ellos los de la variable endógena). 


 
Aplicando el método de MCO al modelo se obtienen los estimadores 


 


YXXXB MCO ')'( 1−
∧


=  
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Se demuestra que no son insesgados pero si consistentes, es decir, cuando la muestra es 
“grande” el estimador es insesgado.  
De otra parte, cuando la muestra es “grande” la varianza de los estimadores se aproxima por 


V( MCOB
∧


) 12 )'( −≈ XXσ .  
 
Como colofón a este apartado podemos afirmar, sobre la base de las propiedades anteriores, 
que en este caso de no correlación entre la variable explicada y la perturbación puede utilizarse 
el método de MCO para la estimación del modelo. 


 
 


3.  Los retardos son de la variable endógena que está correlacionada con la perturbación 
 


Si aplicamos los MCO se demuestra que el estimador no es insesgado ni tampoco es 
consistente. El procedimiento de estimación que se utiliza para obviar este problema es el 
conocido como Variables Instrumentales. La idea de este método es sustituir los retardos de la 
variable exógena ( tY ) por otras p (instrumentos) o p combinaciones de h instrumentos (h>p), y 
así obviar el problema de la correlación con la perturbación.     


 
Definición.- Una variable instrumental es aquella que verifica las tres condiciones siguientes: (1) 
no está en el modelo, (2) está muy correlacionada con la variable que va a sustituir, (3) no está 
correlacionada con la perturbación.  
 
Sea W  la matriz que contiene en sus columnas las observaciones de las variables explicativas 
del modelo que no han sido sustituidas (no instrumentadas) y las observaciones de las variables 
instrumentales. 
 
El estimador por el método de las Variables Instrumentales (VI) será: 
 


YWXWBVI ')'( 1−
∧


=  
 


Se demuestra que este estimador de Variables Instrumentales es consistente, y para grandes 
muestras su varianza aproximada es: 
 


V( VIB
∧


) ]')')[('()'( 112 −−≈ XWWWXWσ . 
 


La estimación de la varianza residual se hará en la forma habitual, es decir, 
 


kn
BXYBXY


kn
ee VIVI


−
−−


=
−


=


∧∧
∧ )()'('2


σ  


siendo n el número de observaciones y k el de coeficientes estimados (nº de filas de VIB
∧


). 
 
 


Mínimos Cuadrados en dos Etapas (MC2E) 
 
Una versión interesante del método de VI, en el sentido que incorpora toda la información 
disponible, es el de los Mínimos Cuadrados en dos Etapas (MC2E). Para exponerlo 
consideremos el modelo 
 


tttttt uXXXYY +++++= − 342312110 βββββ                              (4) 
 


en este modelo las variables itX  se suponen deterministas y al no estar correlacionadas con la 
perturbación podrían utilizarse como instrumentos si no fuese por que ya están como 
explicativas en el modelo, y se generaría el problema de multicolinealidad.  
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Una posible solución será utilizar como variable instrumental de 1−tY  una combinación lineal 


( 1−tZ ) de los retardos de un período del resto de explicativas 1−itX . La matriz W asociada al 
método de VI será:  


 


],,,,1[ 1321 −= tttt ZXXXW   y el estimador YWXWBVI ')'( 1−
∧


= ,  
 


siendo ],,,,1[ 1321 −= tttt YXXXX . 
 
Se demuestra que entre todas las combinaciones lineales la más eficiente (la que proporciona el 


estimador de menor varianza) es la que se obtiene estimando por MCO el modelo 


ttttt XXXY εαααα ++++= 3423110                                              (5) 
 


El método de MC2E se basa en esta propiedad y se implementa en las siguientes etapas: 


 


Etapa 1 


Se genera la variable tY
∧


 utilizando la estimación MCO del modelo (5). Esta estimación verifica: 
(1) no está como explicativa en el modelo (4), (2) es combinación lineal de tY  y por ello 


correlacionada con ella, (3) es combinación lineal de las variables deterministas ( itX ) y en 
consecuencia no correlacionada con la perturbación. 
Por tanto verifica las condiciones de ser una buena variable instrumental de 1−tY . 
 


Etapa 2 


Utilizando 1−


∧


tY  como instrumento de 1−tY  se calcula el estimador de VI tomando, como matriz 


W , la matriz 
∧


X  dada por: 
 


],,,,1[ 1321 −


∧∧


= tttt YXXXX  t=1, 2......n 
 


el estimador MC2E será: 
 


YXXXB EMC ')'( 1
2


∧
−


∧∧


=  
 


y su varianza aproximada, para muestras grandes, vendrá dada por: 
 


112
MC2E )')('()'() V( −


∧∧∧
−


∧∧


≈ XXXXXXB σ  
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CASOS PRÁCTICOS__________________________________________________ 
 
El profesor Luis Ángel Rojo en su libro “Renta, precios y balanza de pagos” hace depender el 
consumo de los hogares )( tc  de: (a) la renta disponible de los hogares )( d


ty , (b) la riqueza al 


comienzo del período )( 1−tw , y (c) tipo de interés de los bonos ( tr ). Formalmente se expresa por: 


),,( 1 tt
d
tt rwyfc −=  con 0,0,0 <>> rwy fff  


suponiendo la función lineal  
 


ttt
d
tt urwyc ++++= − 31210 ββββ                                                (6) 


 
En la realidad no todo el incremento de la renta disponible se incorpora de manera inmediata al 
consumo, ni de otra parte tampoco ocurre que ante una variación en la renta el consumo responda de 
una forma inmediata sino que mas bien se va adaptando paulatinamente al nuevo nivel de renta. En 
los modelos económicos para contemplar las situaciones anteriores se formulan diferentes hipótesis 
acerca de cómo se incorpora la renta al consumo (entre ellas el modelo de expectativas adaptativas), 
o bien de cómo se ajusta el consumo a la nueva renta (entre ellas el modelo de ajuste parcial). En lo 
que sigue exponemos la formulación en que deriva el modelo (6) bajo cada uno de estos supuestos. 
 
 
 Hipótesis de Expectativas Adaptativas 


 
Esta hipótesis es consecuente con la teoría de la Renta Permanente, en la cual se supone que el 
consumo se planifica en función de una renta esperada )( p


ty  ( renta permanente) a lo largo del 
período de análisis, en vez de planificarlo con la renta corriente (la disponible). Con esta nueva 
renta se plantean dos cuestiones: ¿Cómo se comporta la renta permanente ante las variaciones 
de la corriente? ¿Cómo aproximar empíricamente la renta permanente?. Al objeto de solventar 
este problema se supone que la renta permanente de los hogares se ajusta con retraso a las 
variaciones de la renta corriente, según la relación (hipótesis de Expectativas Adaptativas): 
 


  10  ];-[ 11 <<=− −− λλ p
t


d
t


p
t


p
t yyyy  


 
siendo λ  el parámetro que regula el ajuste. Otra forma de expresar lo anterior es:  
 


  10  ;)1( 1 <<−+= − λλλ p
t


d
t


p
t yyy  


 
Es decir, sólo una parte de la variación de la renta corriente queda incorporada a la renta 
permanente del período t. Se demuestra que bajo esta hipótesis se verifica: 
 


  
)1(1


d
t


p
t y


L
y


λ
λ
−−


= ; que sustituyéndola en el modelo (6) se obtiene:                      


 


tt


t
d
tt


uLrL
wLyLcL


])1(1[])1(1[
])1(1[])1(1[])1(1[


3


1210


λλβ
λβλβλβλ


−−+−−+
+−−++−−=−− −  


 
de donde  


1


133


2212110


)1(
)1(


)1()1(


−


−


−−−


−−=
+−++


+−+++−+=


ttt


ttt


tt
d
ttt


uu
rr


wwycc


λε
ελββ


λββλβλλβ
                           (7) 
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que reparametrizándole queda 
 


 
 


 
En resumen aplicando la Hipótesis de las Expectativas Racionales al modelo (6) hemos llegado 
a un modelo dinámico en el que: (1) figura como variable explicativa del consumo de los 
hogares él mísmo retardado un período, (2) la perturbación del modelo presenta autocorrelación 
de 1er orden. 
Como consecuencia de (2) también estará correlacionada 1−tc  con el término de error y por 
tanto para la estimación de este modelo deberemos aplicar el método de Variables 
Instrumentales. Con ello obviaremos el problema de los MCO al estar una variable explicativa 
correlacionada con la perturbación. 


 
 
 Hipótesis de Ajuste Parcial 


 
Ante una caída de la renta del consumidor, éste intentará mantener, en el corto plazo, los niveles 
de consumo deseado ( *


tc ), si bien, en el largo plazo tendrá que adaptarse al nivel de consumo 
asociado a la nueva renta. Por tanto el modelo (6) quedara: 
 


ttt
d
tt urwyc ++++= − 31210


* ββββ                                                (8) 
 


La hipótesis de Ajuste Parcial propone que esta adaptación se realizará según la formula: 
 


);( 1
*


1 −− −=− tttt cccc λ   con 10 << λ  
 


Para obtener el consumo deseado en función del observado en el corto plazo se tendrá que:  
 


;)1( 1
*


−−+= ttt ccc λλ   con 10 << λ  
 


Es decir, el consumo de los hogares en un determinado período es una combinación lineal 
convexa del deseado y de su valor previo. Se demuestra que : 
 


*


)1(1 tt c
L


c
λ


λ
−−


=  de donde    tt cLc
λ


λ ])1(1[* −−
=  que sustituyéndola en el modelo (8) se 


obtendrá 
 


ttt
d
tt urwycL λλβλβλβλβλ ++++=−− − 3110])1(1[  


 
por tanto la formulación final del modelo (8) bajo la HAP será 
 


tt


ttt
d
ttt


u
rwycc


λε
ελβλβλβλλβ


=
++++−+= −− 31110 )1(


                               (9) 


 
que reparametrizándole se tendrá 
 


ttt
d
ttt rwycc εααααα +++++= −− 4132110  


 
En este caso el modelo que se ha obtenido se caracteriza por: (1) el retardo de primer orden del 
consumo figura como variable explicativa, (2) la perturbación asociada al modelo )( tε  es un 


ttttt
d
ttt rrwwycc εααααααα +++++++= −−−− 16524132110







  Modelos de Regresión Dinámica 


Proyecto e-Math          13 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


proceso ruido blanco, por serlo tu , es decir, no presenta autocorrelación de orden uno como en 
el caso de la HEA. 


 
Por tanto como la perturbación no presenta autocorrelación tampoco estará correlada la variable 
explicativa 1−tc  con la perturbación aleatoria )( tε . En consecuencia, según lo expuesto en la 
estimación de modelos dinámicos podemos aplicar los MCO que nos garantizan la consistencia 
de los estimadores.  


 
 
 


 
 Estimación del modelo de Hipótesis de Expectativas Adaptativas para el consumo 


de los hogares españoles 
 


Las variables utilizadas, con datos del periodo 1964-2000, son: 
 
LCH95: el logaritmo neperiano del consumo de los hogares a precios de 1995 
 
LCH951: el logaritmo neperiano del consumo de los hogares a precios de 1995 retardado un 
periodo 
 
LYD95: el logaritmo neperiano de la renta disponible de los hogares a precios de 1995 
 
LWH951: el logaritmo neperiano de la riqueza de los hogares a precios de 1995  
 
LWH951: el logaritmo neperiano de la riqueza de los hogares a precios de 1995 retardada un 
periodo 
 
LWH952: el logaritmo neperiano de la riqueza de los hogares a precios de 1995 retardada un 
periodo 
 
RL: tipo de interés a largo plazo 
 
RL1: tipo de interés a largo plazo retardado un periodo 
 
Como se expuso anteriormente en este caso se presenta correlación entre el consumo de los 
hogares y la perturbación asociada al modelo, y en consecuencia debemos aplicar el método de 
VI, más concretamente la versión de MC2E. 


 
1ª Etapa  
 
Estimamos por MCO el consumo de los hogares retardado un periodo en función de las otras 
variables explicativas y guardamos el valor estimado en FITS1. 
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Los resultados obtenidos son: 
 
Regression Analysis: LCH951 versus LYDH95; LWH951; LWH952; RL; RL1 
 
The regression equation is 
LCH951 = 0.357 + 0.685 LYDH95 + 0.003 LWH951 + 0.250 LWH952 + 0.769 RL- 0.381 RL1 
 
 
Predictor        Coef     SE Coef          T        P 
Constant       0.3565      0.4690       0.76    0.453 
LYDH95         0.6852      0.1031       6.65    0.000 
LWH951         0.0030      0.1877       0.02    0.987 
LWH952         0.2499      0.1502       1.66    0.107 
RL             0.7694      0.2606       2.95    0.006 
RL1           -0.3806      0.2622      -1.45    0.157 
 
S = 0.01807     R-Sq = 99.7%     R-Sq(adj) = 99.6% 
 
 


2ª Etapa 
 
Estimamos por MCO el consumo de los hogares en función de la estimación de su retardo, y del 
resto de variables explicativas. La ecuación que se obtiene es la siguiente: 
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Regression Analysis: LCH95 versus FITS1; LYDH95; LWH951; LWH952; RL; RL1 
 
 
* RL1 is highly correlated with other X variables 
* RL1 has been removed from the equation 
 
 
The regression equation is 
LCH95 = - 0.392 + 1.06 FITS1 + 0.127 LYDH95 + 0.061 LWH951 - 0.199 LWH952 
           - 0.460 RL 
 
 
Predictor        Coef     SE Coef          T        P 
Constant      -0.3922      0.5010      -0.78    0.440 
FITS1          1.0603      0.7337       1.45    0.159 
LYDH95         0.1270      0.5461       0.23    0.818 
LWH951         0.0613      0.1996       0.31    0.761 
LWH952        -0.1992      0.2484      -0.80    0.429 
RL            -0.4599      0.3273      -1.41    0.171 
 
S = 0.01925     R-Sq = 99.6%     R-Sq(adj) = 99.5% 
 


Observar que el tipo de interés retardado lo elimina el “programa” como variable explicativa por 
estar correlacionado con otras variables, de esta manera se elimina el problema de la 
multicolinealidad.  
 
Por tanto el modelo final nos queda: 
LCH95 = - 0,392 + 1,06 LCH951 + 0,127 LYDH95 + 0,061 LWH951 – 0,199 LWH952- 0,460 RL 
 
Para el análisis de este modelo calculamos el polinomio   


51,06L)LCH9-(1  A(L)LCH95=  
 
Dado el polinomio 1,06L-1 A(L) = , este se anulará para L=0,94 <1 y por tanto este modelo 
será inestable y no procede seguir con su estudio. 
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 Estimación del modelo de Hipótesis de Ajuste Parcial para el consumo de los 
hogares españoles 


 
En este caso en el modelo obtenido la variable dependiente consumo de los hogares, si bien 
tiene como explicativa su propio retardo, no está correlacionada con la perturbación aleatoria y 
en consecuencia el estimador MCO será consistente. 
 
Aplicando MCO se obtendrá la estimación adjunta: 


 
Regression Analysis: LCH95 versus LCH951; LYDH95; LWH951; RL 
 
The regression equation is 
LCH95 = - 0.420 + 0.650 LCH951 + 0.457 LYDH95 - 0.0661 LWH951 - 0.304 RL 
 
36 cases used 1 cases contain missing values 
 
Predictor        Coef     SE Coef          T        P 
Constant      -0.4201      0.3414      -1.23    0.228 
LCH951         0.6497      0.1414       4.59    0.000 
LYDH95         0.4575      0.1168       3.92    0.000 
LWH951       -0.06611     0.05641      -1.17    0.250 
RL            -0.3040      0.1028      -2.96    0.006 
 
S = 0.01493     R-Sq = 99.8%     R-Sq(adj) = 99.7% 
 


En consecuencia el modelo a analizar será 
 
(1-0.65L)LCH95 = -0,420 + 0.457 LYDH95 - 0.0661 LWH951 - 0.304 RL  
 
Este modelo es estable pues L = 1,54 > 0 
 
El multiplicador contemporáneo será:  el coeficiente asociado a cada variable  
 
Los multiplicadores de diferentes retardos serán: 
 
para LYDH95 


 


LLA
LBLLLLD


65,01
457,0


)(
)(....)( 3


3
2


210 −
==++++= δδδδ


 
de donde 
 


....)457,0()457,0()457,0(457,0 3
23


2
12010 +−+−+−+= LLL δδδδδδδ  


 
que resolviendo 
 


457,00 =δ  
297,0457,0 01 == δδ  
193,0457,0 12 == δδ  


 
 


nos darían los multiplicadores de los diferentes retardos. Análogamente se calculan para el resto 
de las variables exógenas. 
 
Como se observa en el apartado siguiente el multiplicador total es 1,31 en consecuencia el 50% 
del impacto se habrá alcanzado para un valor de 0,655. Por tanto el Retardo Mediano será 
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inferior a 1. Más exactamente teniendo en cuenta que para el retardo de 1er orden el impacto es 
0,754 se tendrá que  


 


868,0
754,0
655,0_Re ==Medianotardo . 


 
El multiplicador total será 


 
para LYDH95 


 


31,1
65,01


457,0
)1(
)1(


=
−


==
A
BmT  


 
Por cada cada punto porcentual que aumenta la renta disponible de los hogares se da un 
incremento total 1,31 puntos porcentuales en el consumo de éstos. 


 
para LWH951 


 


19,0
65,01


0661,0
)1(
)1(


−=
−


−
==


A
BmT   


 
Un incremento en un punto porcentual de la riqueza del periodo anterior de los hogares provoca 
una caída total de 0.19 puntos porcentuales en el consumo de éstos. 


 
para RL 


 


89,0
65,01


304,0
)1(
)1(


−=
−


−
==


A
BmT  


 
Un incremento en un punto porcentual en el tipo de interés de los hogares provoca una caída 
total de 0.89 puntos porcentuales en el consumo de éstos. 


 
Cálculo del Retardo Medio 
 
Como todas las exógenas están sin retardos será el mismo para todas  
 


86,1
65,01
65,0


457,0
0


)1(
)1('


)1(
)1('_Re =


−
−


−=−=
A
A


B
BMediotardo  
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


 
En el math-block MRLM trata la especificación del MRLM y postula las hipótesis que subyacen 
esta especificación. En concreto, si se cumplen todas las hipótesis básicas, los estimadores 
MCO de los componentes del vector son insesgados, eficientes y consistentes, y el estimador de 
la varianza del término de error es insesgado. Pero ¿qué ocurre con estas propiedades ante los 
errores de especificación? Con finalidad de contestar a esta pregunta, en el presente math-block 
analizamos distintas situaciones que pueden surgir como consecuencia de uno u otro tipo de 
errores de especificación. En el presente math-block planteamos la mencionada pregunta 
contestar a la pregunta, situándonos ante las situaciones que surgen al cometer un error de 
especificaciónm considerando las distintas situaciones, cuando se incluyen las variables 
superfluas, o bien, se excluyen las variables relevantes. 
 


 
En este math-block analizaremos las propiedades teóricas del MRLM cuando la parte 
determinista del modelo (i.e. el conjunto de las variables explicativas) no cumple las hipótesis 
básicas. En concreto consideraremos cuáles son las consecuencias de la inclusión de las 
variables superfluas, de la exclusión de las variables relevantes, así como de la incorrecta 
especificación de la forma funcional del modelo. Por último, analizaremos un método de 
selección entre dos modelos no añadidos. 


 
 
OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Conocer las propiedades de las estimaciones de MCO ante una especificación errónea del 
modelo. 


 
• Conocer las diferencias y las analogías entre las consecuencias de un problema de omisión 


de variables relevantes y uno de inclusión de variables irrelevantes. 
 


• Saber detectar un problema de una mala especificación, tanto por lo que respecta al 
conjunto de regresores como la forma funcional del modelo. 


 
•  Familiarizarse con el contraste de selección entre los modelo no añadidos. 


 


 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Aparte de estar iniciado en el uso del paquete estadístico Minitab, resulta muy conveniente haber 
leído con profundidad los siguientes math-blocks relacionados con Estadística e Introducción a la 
Econometría: 
 
• Intervalos de confianza y contraste de hipótesis para 1 y 2 poblaciones 
 
• Análisis de regresión y correlación lineal 


 
• Modelo de Regresión Lineal Múltiple 
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


 
La lista de variables que el directivo de una empresa o el investigador de un centro de 
investigaciones decide incluir como explicativas puede ser errónea por distintas razones: 
 
• Omisión de variables relevantes: en algún caso puede omitirse una variable explicativa 


relevante por carecer de datos fiables acerca de la misma o por ignorar su relevancia. 
 
• Inclusión de variables irrelevantes: ocurre cuando se incluyen, equivocadamente, como 


explicativas variables que no lo son. 
 


• Forma funcional incorrecta: se da cuando la relación especificada entre la variables 
endógena y las variables explicativas no es la adecuada. 


 
 


 Omisión de variables relevantes 
 
 
Supongamos que el verdadero modelo que describe el comportamiento de la variable Y es, 
en forma matricial: 


 
Y = X.B + U; con E(U) = 0nx1, Var(U) = σ2Inxn. 


 
 El investigador, sin embargo, se propone a estimar el modelo: 
 


Y = X0
.B0 + U0, 


 
con X0 una matriz con dimensión n x r, siendo r < k. Estamos, pues, ante la omisión de las 
variables relevantes. 
 
La estimación MCO de los coeficientes de este último modelo será: 


 
B0 = (X0’.X0)-1.X0’.Y = (X0’.X0)-1.X0’. (X.B + U) = (X0’.X0)-1.X0’.X.B + (X0’.X0)-1.X0’.U, 


 
por lo que se tiene: 


 
E(B0) = (X0’.X0)-1.X0’.X.B, 


 
que es, en general, distinto del vector B, y que el error cometido al escribir la lista de variables 
explicativas puede conducir a sesgos en el estimador MCO [8]. 


 
 Por otra parte, si denotamos por e los residuos del modelo estimado, se tiene: 
 


e’.e = Y’.M0
.Y = (X.B + U)’.M0


.(X.B + U) = U’.M0
.U + B’.X’.M0


.X.B, 
 
donde M0 = IN – X0


.(X0’.X0)-1.X0’. 
 


Tomando la esperanza matemática de ambos miembros de esta expresión e explorando las 
propiedades de la traza, queda: 


 
E[e’.e] = E[U’.M0


.U] + B’.X’.M0
.X.B; E[U’.M0


.U] = E[tr(U’.M0
.U)] = E[tr(M0U.U’)] = tr[E(M0U.U’)]; 


E[e’.e] = tr[M0E(U.U’)] = tr[M0σ2.IN] = σ2trM0. 


 
Por tanto, 


 


E[e’.e] = σ2trM0 + B’.X’.M0
.X.B. 
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Es fácil comprobar que si no hubiese cometido ningún error de especificación, la matriz M0 
sería simplemente M, M = In – X.(X’.X)-1.X’, y entonces E[e’.e] = σ2.trM = (n – k).σ2. En todos 
los demás casos, la forma cuadrática B’.X’.M0


.X.B es positiva, por lo que E[e’.e] excederá a 
σ2.trM0, siendo e’.e/(n – r) un estimador de σ2 con sesgo positivo [8]. 
 
Ahora bien, supongamos que la matriz X está formada por X = (X0; Z) donde X0 es una matriz 
n x r y Z es una matriz n x (k – r), es decir, que el modelo que se estima excluye alguna de las 
variables explicativas del modelo verdadero. En tal caso: 
 


(X0’.X0)-1.X0’.X = (X0’.X0)-1.X0’. [X0
 ; Z] = (X0’.X0)-1[X0’.X0; X0’.Z] = [Ir; (X0’.X0)-1.X0’.Z]. 


 
 En consecuencia, sustituyendo esta última expresión en la esperanza del estimador, se tiene 
 


 E(B0) = [Ir; (X0’.X0)-1.X0’.Z].B = Br + (X0’.X0)-1.X0’.Z.Bk-r, 
  


siendo vector de dimensión r x 1, donde Br y Bk-r denotan, respectivamente, los verdaderos 
vectores de coeficientes asociados a las variables en X0 y Z. De este modo las estimaciones 
MCO de los coeficientes de las variables X0 resultan sesgadas. 
 
En conclusión, debido a la omisión de las variables explicativas las estimaciones MCO de los 
coeficientes de las variables en X0 resultan sesgadas e inconsistentes [1], [8]. 
 
 


 Inclusión de variables superfluas 
 


 
Supongamos ahora que se comete error de incluir como explicativas variables que no 
pertenecen al modelo. 


  
Sea X0 = (X; Z) donde X es la matriz habitual n x k de observaciones de variables 
explicativas, y Z es una matriz n x s. En este caso, en lugar de especificar el modelo correcto  
 


Y = X.B1 + U, 
 
se contempla la siguiente especificación: 
 


Y = X.B1 + Z.B2 + U. 
 
Parecería que podríamos tener la misma clase de problemas que los considerados bajo la 
omisión de las variables relevantes. Sin embargo, en realidad no es así. Podemos interpretar 
la omisión de un conjunto de variables relevantes como un resultado de imponer una 
restricción incorrecta. Alternativamente, la omisión  de variables relevantes equivale a la 
incorporación de información incorrecta a la estimación del modelo. En concreto, la omisión 
de Z equivale a la estimación incorrecta de la última ecuación de regresión sujeta a la 
restricción 


B2 = 0. 
 
El previo análisis nos muestra que la imposición de una restricción incorrecta produce sesgos.  
No obstante, supongamos que nuestro error es, simplemente la omisión de información que 
es correcta. La inclusión de variable irrelevantes Z en la regresión equivale a no imponer la 
restricción anterior en el último modelo con las k+s variables explicativas [3]. Pero la 
especificación anterior no es incorrecta; simplemente no incorpora a la restricción. 
Razonando así, podemos afirmar que la estimación de los componentes del vector B1 es 
insesgada incluso bajo la restricción de exclusión de Z. Para verlo más formalmente, 
estimamos el modelo erróneo, obteniéndose [8]: 


 
B0 =  (B1; B2)’ = (X0’.X0)-1.X0’.Y = (X0’.X0)-1.X0’.(X.B1 + U) = (X0’.X0)-1.X0’.X.B1 + (X0’.X0)-1.X0’.U. 
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Por otra parte, se tiene que (X0’.X0)-1.X0’.X0 = Ik+s = (X0’.X0)-1.[X0’.X; X0’.Z]. 
 
Entonces, (X0’.X0)-1.X0’.X = (Ikxk 0sxk)’. En consecuencia, tomando la esperanza del estimador, 
queda: 


E(B0) = (Ikxk 0sxk)’.B1 = (Bkx1 0sx1)’ ⇒ E(B2) = 0sx1, 
 


lo cual demuestra la afirmación anterior. Es más, si la variable explicativa no contribuye en 
explicar la variabilidad de la variable endógena, su efecto correspondiente será cero. Por 
consiguiente, debería esperarse que, al estimar el modelo, los coeficientes de variables 
respectivas no resultasen significativas en términos absolutos, ni tampoco en términos 
estadísticos. 
 
Por otra parte, una vez estimado el modelo Y = X.B1 + Z.B2 + U, el investigador procedería a 
estimar σ2, dividiendo la suma cuadrática de los errores por el número de grados de libertad 
del modelo estimado, es decir: 
 


s2 = e’.e/(n – k – s). 


 
Ahora bien, las propiedades de la matriz M0 implican M0


.X = M0
.Z = 0N, por lo que, tomando la 


esperanza, queda: 
 


E(e’.e) = σ2.trM0 = (n – k – s).σ2. 


 
Así pues, la varianza del término de error también es insesgado [8]: 
 


E[e’.e/(n – k – s)] = σ2. 
 


En conclusión, el estimador de MCO de los coeficientes asociados las variables X es 
insesgado, mientras que el estimador de los parámetros que acompañan a las variables Z 
(incorrectamente incluidas) tiene esperanza cero. Entonces, ¿no sería deseable, 
generalmente, “sobreajustar” el modelo? La inclusión de variables irrelevantes no sesga el 
estimador MCO, pero sí que hace que aumente la varianza con que se estiman los 
coeficientes de las variables explicativas verdaderamente relevantes, sobre los que 
perdemos, por consiguiente, la precisión. Por último, aumentar la varianza de los coeficientes 
podríamos creer equivocadamente que dichas variables no son importantes en explicar la 
evolución de la variable endógena cuando lo que sucede es que la incorporación de variables 
irrelevantes nos lleva a perder  la precisión en la estimación de los coeficientes de todas ellas 
las variables. 
 
 


 Errores en forma funcional 
 
 
Diremos que se comete un error en la forma funcional cuando se especifica una relación (que 
puede ser lineal, cuadrática, cúbica, exponencial, logarítmica, etc.) y la verdadera relación es 
diferente de la especificada. 
 
Una especificación incorrecta en la forma funcional del modelo puede considerarse, en 
algunos casos, como la omisión de variables relevantes. Entonces, las consecuencias son las 
mismas que las que provoca la omisión de variables relevantes, es decir, los estimadores 
serán sesgados e inconsistentes (ver ejemplo 1 de la parte práctica con software). 
 
En general, un error en la forma funcional nos puede llevar a obtener término de perturbación 
no esférico (i.e., con heteroscedasticidad y/o autocorrelación), así como al hecho de que la 
distribución se aleje de la distribución del término de perturbación del modelo correctamente 
especificado. En consecuencia, es importante disponer de algún método para detectar un 
posible error en la especificación de la forma funcional. Uno de los contrastes más utilizados 
es el contraste Reset, propuesto por Anscombe y Ramsey en los años sesenta [1]. 
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Contraste Reset: 
 


 
Para realizar el contraste, partimos del modelo de regresión especificado en forma lineal: 


 
Yi = β1 + β2


.X2i + ... + βk
.Xki + ui, ∀ i = 1, …, n. 


 
A fin de comprobar si la forma funcional lineal es la adecuada seguiremos las etapas 
siguientes: 
 
1. Estimamos el modelo en la forma funcional lineal y obtenemos la variable endógena 


ajustada la cual elevamos al cuadrado. 
 
2. A continuación se especifica la regresión auxiliar siguiente: 


 
Yi = δ1 + δ2


.X2i + ... + δk
.Xki +γ.Ŷi


2 +  ui, ∀ i = 1, …, n; 
 


donde se añade un regresor adicional al modelo original, el valor al cuadrado 
correspondiente a la variable endógena estimada en la etapa anterior. 


 
3. Finalmente, estimamos el modelo de regresión auxiliar y contrastamos si el coeficiente 


asociado a la variable adicional, Ŷi
2, es significativamente diferente de cero, en cuyo caso 


rechazamos la linealidad de la relación. 
 
 
Contraste de MWD 
 
 
Por otro lado, el análisis de especificación  cuenta con la notable contribución por parte de por 
MacKinnon, White y Davidson [7]. En concreto, se trata de un contraste de selección entre los 
modelos no añadidos (non-nested models), según el cual bajo la hipótesis nula se especifica 
el modelo lineal, mientras que bajo alternativa, el no lineal. El dilema de dicha selección ha 
sido la eterna pregunta en el análisis empírico. La elaboración de la prueba de MacKinnon, 
White y Davidson (lo cual denominaremos, por brevedad, la prueba de MWD), permitió 
comparar dos modelos cualquiera y proponer aquel que mejor se ajustaba al criterio. 
Consideremos la siguiente situación. Deseamos contrastar la hipótesis nula de que la relación 
entre la variable endógena Y, y las variables explicativas puede definirse por la siguiente 
especificación (posiblemente lineal) 
 


H0: Yt = ft(Xt,A) + u1t, 
 
Y la hipótesis alternativa que postula una relación mediante una especificación distinta 
 


HA: Yt = gt(Zt,B) + u2t, 
 
Siendo Xt y Zt las t-ésimas observaciones de los vectores de variables explicativas. Para 
realizar el contraste, se construye, de forma artificial el siguiente modelo: 
 


HC: Yt = (1 - α).ft(Xt,A) + α.gt(Zt,B) + ut, o bien Yt = ft(Xt,A) + α.[gt(Zt,B) - ft(Xt,A)] + ut. 
 
Pero el modelo en sí no es válido, ya que, en general, los parámetros A, B y α no son 
identificables. Por tanto, los autores propusieron estimar los parámetros del modelo 
compuesto en dos etapas. 
 
En la primera etapa, se trata de estimar los dos modelos, según la hipótesis nula y la 
alternativa, por separado. 
 
Posteriormente, en la segunda  etapa, se sustituyen los parámetros de A y B, obtenidos en la 
primera etapa, en el modelo compuesto a fin de realizar la estimación del parámetro α. A 
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tales efectos, generamos los residuos û1t, así como la diferencia wt = gt(Zt,B) - ft(Xt,A). A 
continuación, estimamos el modelo: 
 


û1t = α.wt + εt. 
 
Si la estimación de α resulta estadísticamente significativa, rechazamos la hipótesis nula de 
la validez del modelo lineal. En caso contrario, la aceptamos. El contraste se basa en la 
premisa de que si el modelo lineal es válido, entonces no puede predecirse a partir de los 
términos procedentes del modelo no lineal. 
 
 


 
CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 


 Errores en forma funcional  
 


Ejemplo 1. Especificación incorrecta de la forma funcional del modelo. Se sabe que en 
un determinado sector de la economía la función de costes totales depende, de forma 
cúbica, del volumen de output que se produce en ese sector: 
 


Yi = β1 + β2
.Xi + β3


.Xi
2 +  β4


.Xi
3 + ui, ∀ i = 1, …, n, 


 
donde Yi denote coste total y Xi es output de la empresa i. 
 
Sin embargo, un grupo de investigación decide la relación existente entre el coste y el output 
erróneamente especificar en forma lineal: 
 


Yi = β1 + β2
.Xi + ui ∀ i = 1, ..., N. 


 
A fin de detectar el error cometido por el grupo de investigación a la hora de especificar la 
forma funcional del modelo, recurrimos al contraste Reset. Se dispone de la información 
sobre 28 empresas. Los datos se muestran en la siguiente tabla: 
 


Observación Coste Output 
1 493 8,20 
2 410 7,39 
3 451 7,68 
4 723 9,88 
5 329 5,65 
6 432 7,10 
7 294 5,17 
8 270 3,34 
9 311 5,63 
10 194 1,39 
11 640 9,30 
12 217 2,21 
13 272 2,88 
14 401 6,94 
15 196 3,17 
16 238 2,36 
17 269 2,33 
18 256 2,76 
19 605 8,97 
20 246 2,77 
21 222 3,14 
22 204 2,47 
23 356 6,77 
24 378 7,00 
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25 177 1,69 
26 263 4,41 
27 549 8,60 
28 267 4,71 


 
 
A continuación pasaremos a realizar las siguientes operaciones en el entorno de Minitab. 
Para ello, seleccionamos Stat > Regression > Regression : 
 


 
 


A continuación completamos los campos según se indica en la siguiente imagen: 
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Para guardar la variable endógena ajustada en la ventana anterior seleccionamos la opción > 
Storage: y marcamos  > Fits tal y como se indica: 
 


 
 
Esta opción nos permite guardar el vector de valores ajustados de la variable endógena en la 
columna C3 de la hoja de trabajo (“Worksheet”) con el nombre “FITS1”, lo cual por el motivo 
de comodidad, cambiaremos al “Ygorrro”. A continuación, generaremos dos nuevas variables 
elevando Ygorro al cuadrado y al cubo. Para ello seleccionamos Calc > Calculator y 
completamos los campos de manera siguiente: 
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Así, hemos generado la variable endógena al cuadrado y la hemos denotado por “Ygorro2”. 
Para generar el coste total ajustado al cubo, repetimos el mismo procedimiento. Una vez 
generadas nuevas variables, pasaremos a estimar la siguiente regresión auxiliaria por MCO: 
 


Yi = δ1 + δ2
.Xi + δ3


.Ŷi
2 +  δ4


.Ŷi
3 + vi, ∀ i = 1, …, n, 


 
Los resultados de la estimación se presentan en el cuadro siguiente: 
 


Regression Analysis 
 
 
* Ygorro is highly correlated with other X variables 
* Ygorro has been removed from the equation 
 
 
The regression equation is 
Y = 167 + 98,6 X - 0,00597 Ygorro2 +0,000008 Ygorro3 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant       166,98       31,19       5,35    0,000 
X               98,64       49,26       2,00    0,057 
Ygorro2     -0,005974    0,002684      -2,23    0,036 
Ygorro3    0,00000813  0,00000239       3,40    0,002 
 
S = 21,93       R-Sq = 98,0%     R-Sq(adj) = 97,7% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         3      564209      188070    391,22    0,000 
Residual Error    24       11537         481 
Total             27      575747 
 
 


 
El contraste Reset consiste en estudiar si en la regresión auxiliaria los parámetros δ3 y δ4 son 
estadísticamente distintos de cero. Atendiendo los resultados obtenidos destacamos la 
significación estadística de las variables “Ygorro2” y de “Ygorro3”; consecuentemente, 
podemos rechazar la hipótesis nula de la linealidad del modelo. Por tanto, el investigador ha 
cometido un error en especificar una forma lineal cuando la verdadera relación es cúbica. 
 
 
Ejemplo 1. Selección entre el modelo lineal y el modelo log-lineal.  Se desea a estudiar 
la demanda de rosas en una determinada región de España. Para ello, se utilizan las 
siguientes variables: Yt la cantidad de rosas vendidas (en docenas), X2t el precio promedio al 
por mayor de las rosas (euros, por docena), X3t el precio promedio al por mayor de los 
claveles, (en euros, por docena), X4t la renta media disponible familiar semanal (en euros) y 
X5t la variable tendencia que toma valores 1, 2, y así sucesivamente, durante el período 
1991:3T – 1995:2T . Se dispone de 16 observaciones trimestrales correspondientes al mismo 
período 1991:3T – 1995:2T. Los datos aparecen en el la siguiente tabla: 
 
Obs. (X5) Año Trimestre Y X2 X3 X4 


1 1991 3 11484 2,26 3,49 158,11 
2 1991 4 9348 2,54 2,85 173,36 
3 1992 1 8429 3,07 4,06 165,26 
4 1992 2 10079 2,91 3,64 172,92 
5 1992 3 9240 2,73 3,21 178,46 
6 1992 4 8862 2,77 3,66 198,62 
7 1993 1 6216 3,59 3,76 186,28 
8 1993 2 8253 3,23 3,49 188,98 
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9 1993 3 8038 2,60 3,13 180,49 
10 1993 4 7476 2,89 3,20 183,33 
11 1994 1 5911 3,77 3,65 181,87 
12 1994 2 7950 3,64 3,60 185,00 
13 1994 3 6134 2,82 2,94 184,00 
14 1994 4 5868 2,96 3,12 188,20 
15 1995 1 3160 4,24 3,58 175,67 
16 1995 2 5872 3,69 3,53 188,00 


 
Se pide considerar las siguientes funciones de demanda: 
 


Yt = α1 + α2
.X2t + α3


.X3t + α4
.X4t + α5


.X5t + ut, t = 1, …, T; 


Ln(Yt) = β1 + β2
.ln(X2t) + β3


.ln(X3t) + β4
.ln(X4t) + β5


.ln(X5t) + wt, t = 1, …, T; 


 
El objetivo de este ejercicio es familiarizarse con el contraste de forma funcional de la 
regresión. En concreto, se trata de la selección entre los modelos de regresión lineal y log-
lineal. Utilizaremos la prueba de MWD para escoger entre los dos modelos. 
 
Para ilustrar esta prueba, especificamos la hipótesis nula y la alternativa: 
 
H0: Modelo lineal: Y es una función lineal de las variables explicativas, X 
HA: Modelo Log-lineal: log(Y) es una función lineal de los logaritmos de los regresores, los 
logaritmos de las X. 
 
A efectos del presente contraste, prefijamos el nivel de significación α = 0,1. Ahora bien, la 
prueba MWD comprende los siguientes pasos: 
 
Paso I: Estimamos el modelo lineal y obtenemos los valores Y estimados. Llamarlos Ŷ (es 
decir, Ygorro). 
 
Paso II: Generamos los residuos û1t = Yt – Ŷt. 
Paso III: Estimamos el modelo log-lineal y obtenemos los valores Log(Y) estimados; los 
denominamos LYgorro. 
 
Paso IV: Calculamos ALYgorro = Antilog(Lygorro). 
 
Paso V: Generamos w = ALYgorro - Ygorro. 
 
Paso VI: Efectuamos la regresión de û1t sobre la variable wt obtenida en la etapa anterior. 
Rechazamos H0 si el la estimación de α es estadísticamente significativa mediante la prueba 
t usual. 
 
A continuación procedemos a realizar las operaciones relativas mediante el software. 
 
Paso I. La primera etapa consiste, pues, en estimar el modelo lineal; la estimación MCO vía 
el Minitab nos proporciona los siguientes resultados: 
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Regression Analysis 
 
 
The regression equation is 
Y = 10816 - 2228 X2 + 1251 X3 + 6,3 X4 - 197 X5 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant        10816        5988       1,81    0,098 
X2            -2227,7       920,5      -2,42    0,034 
X3               1251        1157       1,08    0,303 
X4               6,28       30,62       0,21    0,841 
X5             -197,4       101,6      -1,94    0,078 
 
S = 969,9       R-Sq = 83,5%     R-Sq(adj) = 77,5% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         4    52249136    13062284     13,89    0,000 
Residual Error    11    10347220      940656 
Total             15    62596356 
 


 
De forma simultánea, generamos , en la hoja de cálculo de Minitab, los valores ajustados de 
la variable endógena, denotando por “Ygorro”. 
 
Paso II: Generamos, mediante la opción > Calc > Calculator los residuos  û1t = Yt – 
Ŷt (u1gorro = Y – Ygorro): 
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Paso III. Para estimar el modelo log-lineal, realizamos la transformación logarítmica del 
modelo lineal. A tales efectos, utilizamos la opción Minitab > Calc > Calculator: 
 
 


 
 
Así, obtenemos la variable endógena en términos logarítmicos. De forma análoga, se 
transforman el resto de las variables. A continuación, se estima el modelo log-lineal, los 
resultados mostrándose en el cuadro siguiente: 


 
 


Regression Analysis 
 
The regression equation is 
LogY = 0,27 - 1,27 LogX2 + 0,937 LogX3 + 1,71 LogX4 - 0,182 LogX5 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant        0,272       2,670       0,10    0,921 
LogX2         -1,2736      0,5266      -2,42    0,034 
LogX3          0,9373      0,6592       1,42    0,183 
LogX4           1,713       1,201       1,43    0,181 
LogX5         -0,1816      0,1279      -1,42    0,183 
 
S = 0,07334     R-Sq = 77,8%     R-Sq(adj) = 69,7% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         4    0,207272    0,051818      9,63    0,001 
Residual Error    11    0,059161    0,005378 
Total             15    0,266433 
 


 
Simultáneamente generamos los valores ajustados de la variable endógena, denotando por 
LYgorro. 
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Paso IV. Generamos la variable “ALYgorro” como antilogaritmo de la variable obtenida en la 
etapa anterior, “LYgorro”, por medio de  > Calc > Calculator: 


 
 


 
 


 
Paso V: Generamos wt = ALYgorrot - Ygorrot. 
 
Paso VI. Regresamos los residuos del modelo lineal sobre la variable w. La estimación nos 
proporciona los siguientes resultados: 
 
 


Regression Analysis 
 
 
The regression equation is 
u1gorro = 0,118 w 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Noconstant 
w              0,1183      0,3090       0,38    0,707 
 
S = 826,5 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1      100089      100089      0,15    0,707 
Residual Error    15    10247131      683142 
Total             16    10347220 
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A fin de contrastar la validez del modelo bajo la hipótesis nula, pasamos a realizar el 
contraste de significación individual del término w. El p-valor asociado al estadístico de 
contraste es de 0,707 lo cual es muy superior al nivel α = 0,1; por lo que el término no es 
significativo individualmente. Consecuentemente, no podemos rechazar la validez del modelo 
lineal. En definitiva, la evidencia empírica parece indicar que el modelo lineal es el preferible 
a la hora de explicar el comportamiento de la demanda de rosas. 
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 http://elsa.berkeley.edu/users/mcfadden/discrete.html 


Libro on-line: Structural Analysis of Discrete Data and Econometric Applications  
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DISTRIBUCIONES  MUESTRALES 
 


Autores:  Ángel A. Juan (ajuanp@uoc.edu), Máximo Sedano (msedanoh@uoc.edu), Alicia Vila 


(avilag@uoc.edu).  


 
 
ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


A menudo necesitamos estudiar las propiedades de una determinada población, pero nos 
encontramos con el inconveniente de que ésta es demasiado numerosa como para analizar a 
todos los individuos que la componen. Por tal motivo, recurrimos a extraer una muestra de la 
misma y a utilizar la información obtenida para hacer inferencias sobre toda la población. Estas 
estimaciones serán válidas sólo si la muestra tomada es “representativa” de la población. 
 
Así, el  muestreo es una técnica que utilizaremos para inferir algo respecto de una población 
mediante la selección de una muestra de esa población. En este math-block veremos, entre otras 
cosas, cómo es posible estimar la media de la población a partir de la distribución que siguen las 
medias de las diferentes muestras obtenidas. [2] 
 
En muchos casos, el muestreo es la única manera de poder obtener alguna conclusión de una 
población, entre otras causas, por el coste económico y el tiempo empleado que supondría 
estudiar a todos los miembros de una población. 


 


 


DISTRIBUCIONES  MUESTRALES 


MUESTRA  ALEATORIA  SIMPLE CARACTERÍSTICAS  DE LA 
DISTRIBUCIÓN MUESTRAL DE 
LA MEDIA DE LAS MUESTRAS 


TEOREMA DE LA DISTRIBUCION  
DE LAS  MEDIAS MUESTRALES 


TEOREMA CENTRAL DEL LÍMITE 


CASO   PRÁCTICO   CON   
MINITAB 



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2







                                       Distribuciones muestrales 


Proyecto e-Math          2 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Entender la necesidad de porqué en numerosas ocasiones una muestra es la única forma 
factible de conocer una población. 


 
• Explicar los métodos utilizados para seleccionar una muestra 


 
• Entender cómo se diseña una distribución muestral para la media de la muestra 


 
• Entender la importancia del Teorema Central del Límite, así como su aplicación 


 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Sería conveniente revisar el math-block “La distribución normal” para tener asimilados los 
conceptos relacionados con las distribuciones de probabilidad y las definiciones de variables 
aleatorias, así como el math-block “La distribución binomial”, donde se introdujo el concepto de 
población y muestra. Por último, sería necesario consultar el manual de uso del  Minitab. 


 
 
 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


Definición muestra aleatoria simple 
 


En principio, podríamos distinguir dos tipos de muestra: la probabilística y la no probabilística, 
en el sentido en que una muestra probabilística es una muestra seleccionada de tal forma 
que cada elemento de la población tiene la misma probabilidad de formar parte de la muestra. 
 
De esta manera, si se utilizan métodos no probabilísticos, no todos los elementos de la 
población tienen la misma probabilidad de ser incluidos. En este caso, diríamos que los 
resultados están sesgados, lo cual quiere decir que tal vez los resultados de la muestra no 
sean representativos de la población. 
 
Una forma de asegurarnos de que el subconjunto escogido es representativo de toda la 
población consiste en tomar una muestra aleatoria simple, la cual se caracteriza por: 


 
1. Cada miembro de la población tiene la misma probabilidad de ser elegido, y 
2. Las observaciones son elegidas siguiendo una secuencia aleatoria. 


 
 


Error en el muestreo:  
 
Tras entender la importancia de escoger una muestra representativa de la población, veamos 
que para lograr esto, podemos seleccionar, por ejemplo, una muestra aleatoria simple de la 
población, pero es muy improbable que la media de la muestra sea idéntica a la media de la 
población. 
De la misma manera, tal vez la desviación estándar u otra medición que se calcule con base 
en la muestra no sea igual al valor correspondiente de la población 
Por tanto, es posible que existan ciertas diferencias entre los estadísticos de la muestra 
(como la media o la desviación estándar), y los parámetros de población correspondientes. A 
dicha diferencia se la conoce como error de muestreo. 
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Distribución muestral de la media de las muestras:  
 
Consistiría en una distribución de probabilidad de todas las medias posibles de las muestras 
de un tamaño de muestra dado. 


 
Así pues, dada una población (a la cual representaremos por la v.a. X ), podemos extraer de 
la misma k muestras, cada una de ellas de tamaño n. Para cada una de las k muestras 
podemos calcular un estadístico, p.e., la media de las n observaciones que la componen.  
 
Así tendremos un total de k nuevos valores  kixi ,...,1, =   . Podemos asociar estos valores a 


una nueva  v.a.  X  , cuya distribución llamaremos distribución muestral. 
 
 Una de las propiedades más importantes es la siguiente: 
 


 
Teorema (Distribución de las Medias Muestrales):    
 
Sea X una v.a. cualquiera de media µ  y desviación típica σ , entonces: 


 
o Si consideramos todas las muestras aleatorias posibles, cada una de ellas de 


tamaño n, se cumplirá que µµ =x   y  
nx


σσ =  . 


 
o Además, si  X sigue una distribución normal, X  también será normal. 


 
Ejemplo: 


 
A fin de visualizar el Teorema de Distribución de las Medias Muestrales, vamos a “simular” la 
extracción de k=100 muestras de una variable normal con media 80 y desviación típica 5. 
Tomaremos  como n=9 el tamaño de cada muestra: 


 
  Seleccionar  Calc > Random Data > Normal : 
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Rellenamos los campos según se indica en la imagen inferior: 
 


 
 
 


Habremos generado así una matriz de 9 columnas y 100 filas. Cada componente de esta 
matriz es una observación aleatoria proveniente de una distribución normal de media 80 y 
desviación estándar 5. Consideraremos que cada una de las filas obtenidas es una muestra, y 
lo que haremos ahora será calcular la media asociada a cada una de estas 100 muestras: 


 
Seleccionar  Calc > Row Statistics y rellenar los campos según se indica: 
 


 
 
Disponemos ahora de 100 nuevos valores (las medias) situados en la columna 20. A 
continuación se muestran los “Dotplot” asociados a las columnas C1 (que representa 100 
valores aleatorios obtenidos de una normal 80-5), y C20: 
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Seleccionar  Graph > Character graph > Dotplot: 
 


 
 
Dotplot 
 
                                     .. 
                         .     .  : .:: 
                .       ::   ..::.: ::: .  ... 
            :  .::::....::.:.::::::.:::.::.:::. :. :   .:.    . 
         X-----+---------+---------+---------+---------+-------


--+- 
   
      
                                 .. 
                                ::: : . 
                              . ::: : : 
                             .:::::::.: 
                            .:::::::::::. 
                         :.::::::::::::::...: 
  X-barra -----+---------+---------+---------+---------+-------


--+-  
            72,0      76,0      80,0      84,0      88,0      


92,0 


 
Finalmente, analizaremos también los estadísticos que describen la distribución de las medias 
muestrales: 
 
Descriptive Statistics 
 
Variable             N       Mean     Median     TrMean      StDev    SE Mean 
X-barra            100     79,566     79,446     79,543      1,596      0,160 
 
Variable       Minimum    Maximum         Q1         Q3 
X-barra         76,035     83,799     78,459     80,627 
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Observamos lo siguiente: 
 
 
1. La distribución de la v.a. inicial X era normal y, según el gráfico de puntos anterior, parece 


que también la distribución de la v.a. X-barra es normal, de media muy similar y 
desviación estándar menor (los puntos de la X-barra están menos “dispersos” que los de 
la X). 


 
 


2. Más concretamente, la media de los 100 valores contenidos en C20 (y que es una 
aproximación a la media de la v.a. X-barra) es de 79,566 , valor muy similar a la media de 
X (que era de 80). Esto es coherente con lo que la teoría nos indica: 


 
µµ =x      


 
 
3. La desviación estándar de los 100 valores en C20 (que será una aproximación a la 


desviación estándar de X-barra) es de 1,596 . Si tomamos la desviación estándar de X 
(que era de 5) y la dividimos por 3 (raíz de 9, el tamaño de la muestra), obtenemos el 
valor 1,667.  Ambos valores son muy parecidos, tal y como la teoría predice: 


 


nx
σσ =  


 
 
 
 


El Teorema Central del Límite: 
 


Sea X una v.a. cualquiera de media µ  y desviación típica σ , entonces: 
 


Si el tamaño muestral n es “suficientemente grande” (en la práctica suele valer n>30), la 
distribución de las medias muestrales se aproxima a la de una normal, i.e.: 


 







≈


n
NX σµ,  


 
La importancia del TCL radica en que sea cuál sea la distribución de la población original 
(v.a. X), conforme el tamaño de las muestras ( n )  aumenta, la distribución de las medias se 
va aproximando a la de una normal  (de la cual conocemos muchas propiedades). 


 
Así, si la población tiene una distribución de probabilidad normal, entonces, para cualquier 
tamaño de muestra la distribución del muestreode la media también tendrá una distribución 
normal. Si la distribución de la población es simétrica (pero no normal), ser verá que surge la 
forma normal como lo establece el TCL aún con muestras de al menos 30 para observar las  
características de normalidad. 
  
 
Un ejemplo gráfico que muestra el Teorema Central del Límite, lo podemos encontrar en el 
siguiente enlace: http://www.unalmed.edu.co/~estadist/C.L.T/T_C_L.htm  , de forma que 
cambiando el tamaño de la muestra veremos cómo va variando dicho gráfico, obtendremos 
representaciones similares a la siguiente: 
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Otro ejemplo similar al anterior, lo podemos encontrar en: 
http://www.ideamas.cl/cursoProb/javaEstat/central_limit_theorem/clt.html . Nuevamente, 
cambiando los datos veremos cómo la distribución resultante se va aproximando a una 
distribución normal: 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 


Según viene publicado en una prestigiosa revista de economía, el salario semanal medio de los 
profesores  universitarios europeos es de 406,15 €. Se estima además que la desviación 
estándar de dichos salarios es de 55,50 €. Supongamos ahora que pretendemos tomar una 
muestra aleatoria de 100 profesores para estudiar sus salarios. Calcular las siguientes 
probabilidades referentes a la media de dicha muestra: 


 
 


1.    La probabilidad de que la media de la muestra sea menor de 400 €. 
 


En primer lugar, observar lo siguiente: como n = 100 >> 30, por el Teorema Central del 
Límite tendremos que la distribución de las medias muestrales X  se podrá aproximar por 
una normal con media 406,15 y desviación estándar 5,50.  


 


Hemos de hallar )400( <XP  : 


 
Seleccionamos:  Calc > Probability Distributions > Normal :  


 


 
 


Cumulative Distribution Function 


 
Normal with mean = 406,150 and standard deviation = 5,55000 
 
         x     P( X <= x) 
  400,0000        0,1339 
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2.    La probabilidad de que la media de la muestra esté entre 400 y 410 € . 


 
Sabemos que )400()410()410400( <−<=<< XPXPXP  . La segunda de éstas 
probabilidades ya la hemos calculado en el apartado anterior.  


 
Para calcular la primera se razona análogamente, obteniendo que: 


 
Cumulative Distribution Function 


 
Normal with mean = 406,150 and standard deviation = 5,55000 
 
         x     P( X <= x) 
  410,0000        0,7561 


 


Por tanto, tendremos:  0,6222)400()410()410400( =<−<=<< XPXPXP  


 
3.   La probabilidad de que la media de la muestra sea mayor de 415 € . 


 
En este caso, )415(1)415( <−=> XPXP . Hemos de calcular pues esta última 
probabilidad, lo cual haremos de forma análoga a los apartados anteriores.  


 
Obtendremos lo siguiente: 


 
Cumulative Distribution Function 
 
Normal with mean = 406,150 and standard deviation = 5,55000 
 
         x     P( X <= x) 
  415,0000        0,9446 


 
Por consiguiente, 0,0554)415(1)415( =<−=> XPXP  


 


 


4. Hallar el valor del salario medio  c  tal que 95,0)( =< cXP   


 
Seleccionamos nuevamente:  Calc > Probability Distributions > Normal , pero ahora 
elegiremos la opción Inverse Cumulative Probability , con lo que obtendremos :  


 


Inverse Cumulative Distribution Function 
 
Normal with mean = 406,150 and standard deviation = 5,55000 
 
 P( X <= x)          x    
    0,9500      415,2789 
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LA DISTRIBUCIÓN NORMAL 
 


Autores:  Ángel A. Juan (ajuanp@uoc.edu), Máximo Sedano (msedanoh@uoc.edu),  Alicia Vila 


(avilag@uoc.edu).  


 


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


 
La distribución de probabilidad conocida como distribución normal es, por la cantidad de 
fenómenos que explica, la más importante de las distribuciones estadísticas. 
 
A la distribución normal también se la denomina con el nombre de campana de Gauss, pues al 
representar su función de probabilidad, ésta tiene forma de campana. [1] 
 
En el math-block sobre la distribución binomial se introduce el concepto de variable aleatoria, 
distinguiendo además dos tipos de variables, las discretas y las continuas. En este apartado 
seguimos con el estudio de distribuciones de probabilidad analizando la distribución de 
probabilidad continua más importante, la distribución normal. 
   
A continuación veremos las características principales de una distribución de probabilidad normal, 
definiendo posteriormente la distribución normal estándar así como sus usos. Posteriormente, 
veremos cómo utilizar la distribución normal para estimar probabilidades binomiales. 


DISTRIBUCION   NORMAL 


VARIABLE  ALEATORIA  CONTINUA CARACTERÍSTICAS  Y  
REPRESENTACIÓN DE  UNA  


DISTRIBUCIÓN   NORMAL 


DISTRIBUCIÓN  NORMAL  
ESTÁNDAR 


APROXIMACION  DE  UNA  DISTRIBUCION 
BINOMIAL POR UNA  NORMAL 


EJEMPLOS   PRÁCTICOS   
CON   MINITAB 
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OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Entender el concepto de variable aleatoria continua 
 
• Conocer las características de la distribución de probabilidad normal 


 
• Aprender a calcular los valores de Z 


 
• Saber determinar la probabilidad de que una observación se encuentre entre dos puntos 


utilizando la distribución de probabilidad normal 
 
• Saber determinar la probabilidad de que una observación esté por encima (o por debajo) de 


un cierto valor utilizando la distribución de probabilidad normal 
 


• Aprender a comparar observaciones que se encuentran en diferentes distribuciones de 
probabilidad 


 
• Ser capaz de utilizar la distribución normal para aproximar la distribución de probabilidad 


binomial 
 


 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Sería conveniente revisar el math-block “La distribución binomial” para tener asimilados los 
conceptos relacionados con las distribuciones de probabilidad y las definiciones de variables 
aleatorias continuas, así como entender el uso del Minitab en los distintos ejemplos que aparecen. 


 
 


 
 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


 Definición de variable aleatoria continua 
 


Una variable aleatoria continua es aquella que puede asumir un número infinito de valores 
dentro de un determinado rango. 
 
Por ejemplo, el peso de una persona podría ser 80.5, 80.52, 80.525,... dependiendo de la 
precisión de la báscula. 
 
 


 Definición de distribución de probabilidad normal:  
 
La Normal es la distribución de probabilidad más importante. Multitud de variables aleatorias 
continuas siguen una distribución normal o aproximadamente normal.  
Una de sus características más importantes es que casi cualquier distribución de 
probabilidad, tanto discreta como continua, se puede aproximar por una normal bajo ciertas 
condiciones. 


 
La distribución de probabilidad normal y la curva normal que la representa, tienen las 
siguientes características: 


 
• La curva normal tiene forma de campana y un solo pico en el centro de la 


distribución. De esta manera, la media aritmética, la mediana y la moda de la 
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distribución son iguales y se localizan en el pico. Así, la mitad del área bajo la curva 
se encuentra a la derecha de este punto central y la otra mitad está a la izquierda de 
dicho punto. 


 
• La distribución de probabilidad normal es simétrica alrededor de su media.  


 
• La curva normal desciende suavemente en ambas direcciones a partir del valor 


central. Es asintótica, lo que quiere decir que la curva se acerca cada vez más al eje 
X pero jamás llega a tocarlo. Es decir, las “colas” de la curva se extienden de manera 
indefinida en ambas direcciones. 


  


  
Para indicar que una variable aleatoria (v.a.) sigue una distribución normal de media µ y 
desviación estándar σ   usaremos la expresión:  X ∼ N(µ,σ). 


 
 
 


 Definición de función de densidad de probabilidad:  
 
La probabilidad de que una variable aleatoria (v.a.) X  tome un valor determinado entre dos 


números reales a y b coincide con el área encerrada por la función 
πσ


σ
µ


2
)(


2


2
1  








 −


−


=


x


exf  


(función de densidad de probabilidad) entre los puntos a y b,  es decir :     
 


P(a≤X≤b) = ∫
b


a
dxxf )(  : 


 


La curva normal es simétrica 


colas 


media=mediana=moda 


2


0,0


0,1


0,2


0,3


0,4


Valores de la v.a. X


Fu
nc
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n 
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da
d 
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)


Normal(2,1)


a b







                                       Distribución Normal 


Proyecto e-Math          4 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


Como hemos comentado anteriormente, observar que: 
 
• La distribución normal es simétrica respecto de su media µ . 


• El área total encerrada por f(x) vale 1, i.e.: ∫
+∞


∞−
=+∞<<−∞= 1)()( XPdxxf  . 


• Al ser X v.a. continua, P(X=a) = ∫
a


a
dxxf )( = 0 , ∀ a∈R   ⇒   P(X≤a) = P(X<a) . 


 
 
Veamos, a través de una sencilla aplicación, este concepto de cómo la distribución normal 
representa un área bajo la curva. Para ello, podemos consultar el siguiente enlace:  
http://psych.colorado.edu/~mcclella/java/normal/accurateNormal.html, donde veremos,   
cambiando (1) los valores de la media y la desviación estándar, y (2) los valores entre los 
cuales queremos calcular la probabilidad, a qué porción de espacio bajo la curva normal 
corresponde la probabilidad buscada. 
 
 


 
 
 


 
 La distribución normal estándar: 


 
Se observó que no existe una sola distribución de probabilidad normal, sino una “familia” de 
ellas. Como sabemos, cada una de las distribuciones puede tener una media (µ) o una 
desviación estándar distinta (σ). Por tanto, el número de distribuciones normales es ilimitado y 
sería imposible proporcionar una tabla de probabilidades para cada combinación de µ yσ. 
 
Para resolver este problema, se utiliza un solo “miembro” de la familia de distribuciones 
normales, aquella cuya media es 0 y desviación estándar 1 que es la que se conoce como 
distribución estándar normal, de forma que todas las distribuciones normales pueden 
convertirse a la estándar, restando la media de cada observación y dividiendo por la 
desviación estándar. 
 
Primero, convertiremos la distribución real en una distribución normal estándar utilizando un 
valor llamado Z, o estadístico Z que será la distancia entre un valor seleccionado, designado 
X, y la media µ, dividida por la desviación estándar σ. 
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Formalmente, si  X ∼ N(µ,σ) , entonces la v.a. 
σ


µ−
=
XZ  se distribuye según una normal de 


media 0 y desviación estándar 1, i.e.:  Z ∼ N(0,1) , que es la distribución llamada normal 
estándar o tipificada. 
 
De esta manera, un valor Z mide la distancia entre un valor especificado de X y la media 
aritmética, en las unidades de la desviación estándar. Al determinar el valor Z utilizando la 
expresión anterior, es posible encontrar el área de probabilidad bajo cualquier curva normal 
haciendo referencia a la distribución normal estándar en las tablas correspondientes. 
 
Así pues, para averiguar el área anterior utilizaremos la tabla que encontraremos al final de 
este apartado. Dicha tabla nos proporciona la probabilidad de que la v.a. normal estándar Z 
tome un valor situado a la izquierda de un número c, i.e.: P(Z<c). En otras palabras, esta 
tabla nos da el valor del área encerrada por f(x) entre -∞ y c. 
 
 


 
 


Ejemplos:  
 
a) P(Z<1,52) = {ver tabla} = 0,9357 
b) P(Z>1,52) = {área total = 1} = 1 – P(Z<1,52) = 0,0643 
c) P(0<Z<1,52) = P(Z<1,52) – P(Z<0) = {simetría} = 0,9357 – 0,5000 = 0,4357 
d)   P(-2,1<Z<0) = P(Z<0) – P(Z<-2,1) = {sim+tabla} = 0,5000 – 0,0179 =  0,4821 


 
  Por otra parte, denotemos por z(α) aquel número real tal que  P[Z>z(α)] = α    
   


Por ejemplo: 
 


a) z(0,25) = nº que deja un área de 0,25 a su derecha = {tabla} ≈ 0,675 
ya que P(Z<0,67) = 0,7486 y P(Z<0,68) = 0,7517 . 
 


b)  Si queremos calcular un nº real c tal que P(-c<Z<c) = 0,95 , nos interesa hallar 
z(0,025) {ver gráfico inferior}. Según la tabla, c = z(0,025) = 1,96 ya que 
P(Z<1,96)  = 0,975 y P(Z<-1,96) = 0,025 : 
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  Supongamos ahora que  X ∼ N(100,16) .  
 
  a) ¿Cuál es la probabilidad de que la variable X tome un valor entre 100 y  
  115? : 


( ) ( )


( ) ( ) 3264,05000,08264,0094,0


9375,00
16


100115
16


100100115100
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  b) ¿Cúal es la probabilidad de que X tome un valor mayor de 90? : 
 


( ) ( ) ( )


7357,02643,01


63,0163,0
16


1009090
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 Teorema de Chebyshev 
 


Si  X ∼ N(µ,σ) , entonces: 
 


a) P(µ-σ<X<µ+σ) = 0,68   
 


b) P(µ-2σ<X<µ+2σ) = 0,95 
 


c) P(µ-3σ<X<µ+3σ) = 0,997  
 


i.e.,  el 68% (aproximadamente) de los valores que tome la v.a. X estarán situados a una 
distancia de la media inferior a una desviación estándar. Análogamente, el 95% de los valores 
estarán situados a menos de 2 veces la desviación estándar, y un 99,7% de dichos valores se 
encontrarán dentro un radio de 3 sigma. 


 
Por lo tanto, para una distribución normal, la mayor parte de todos los valores yacen a tres 
desviaciones standard de la media..  
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Los applets que aparecen a continuación permiten identificar los respectivos porcentajes del 
área bajo la curva:  


 


   


 
 
 


 Aproximación de la distribución normal a la binomial: 
 


 
Si  ),( pnBX ≈   y  el nº de pruebas n es “muy grande” (en la práctica es suficiente con 
verificar: n*p≥5 y n*(1-p)≥5 ), entonces podemos aproximar la distribución binomial anterior a 
una normal, en concreto:  ( ))1(**,* ppnpnNX −≈  . Esta aproximación será tanto 
mejor cuanto mayor sea n. 
 
Hay que tener en cuenta que, antes de aplicar la distribución normal, es necesario 
asegurarse de que la distribución que queremos aproximar es, efectivamente, binomial.  
 
 
Para ello, hay que comprobar: 
 
- Que un experimento sólo puede tener dos resultados posibles y mutuamente 


excluyentes: un “éxito” y un “fracaso”. 
 
- La distribución es consecuencia de contar el número de éxitos de un número fijo de 


pruebas. 
 


- Cada prueba es independiente. 
 


- La probabilidad, p, permanece igual de una prueba a la siguiente. 
 
 


Factor de corrección de continuidad 
 
En el caso de una v.a. discreta, tiene sentido preguntarse por la probabilidad de que ésta 
tome un determinado valor. Sin embargo, si consideramos que la v.a. X es continua, entonces 
P(X=a) = 0, ∀ a∈R.  Por este motivo tendremos que aplicar el llamado factor de corrección 
por continuidad que veremos a continuación, es decir, en el caso anterior calcularemos P(a-
0,5<X<a+0,5).  
 
Dicho valor 0,5 se suma o se resta, dependiendo de los requerimientos, a un valor 
seleccionado cuando una distribución de probabilidad discreta se aproxima por medio de una 
distribución continua. 
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Los posibles casos son: 
 
- Para la probabilidad de que al menos X ocurra, se utilizará el área por encima de la curva 


(X-0,5) 
 
- Para la probabilidad de que ocurra más que X, se utilizará el área por encima de la curva 


(X+0,5) 
 


- Para la probabilidad de que ocurra X o menos, se utilizará el área por debajo de la curva 
(X+0,5) 


 
- Para la probabilidad de que ocurra menos de X, se utilizará el área por debajo de la curva 


(X-0,5)  
 


Si consultamos en: http://www.ruf.rice.edu/~lane/stat_sim/normal_approx/index.html , veremos 
mediante un applet muy sencillo la aproximación de una normal a una distribución binomial. 
Clicaremos en el botón Begin, que aparece a la parte superior izquierda de la pantalla, y 
cambiaremos el valor de N y p, así como los valores del intervalo. 


 


 
 


 
Para mostrar la aplicación de la aproximación normal a la binomial y la necesidad de un factor 
de corrección, veamos el siguiente ejemplo resuelto con Minitab: 
 


 
Ejemplo: 


 
Para muchas combinaciones de n y p es posible aproximar bastante bien una distribución 
binomial B(n,p) mediante una distribución normal de media µ = np  y  varianza σ2 = np(1-p). 
Generalmente, esta aproximación tiende a ser tanto mejor cuanto mayor es el número de 
pruebas n. 
 
Introducimos en la columna C1 de una hoja de trabajo los números 0, 1, 2, ..., 16. En la 
columna C2 calcular P(X = 0), P(X = 1), ..., P(X = 16), siendo X una binomial de parámetros n 
= 16 y p = 0,5. 
 


 Seleccionamos:  Calc > Make Patterned Data > Simple Set of Numbers :   
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 Ahora hacemos:  Calc > Probability Distributions > Binomial :   


 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 


El resultado será el siguiente: 
 


Data Display 
 
  Row      C1        C2 
 
   1        0   0,000015 
   2        1   0,000244 
   3        2   0,001831 
   4        3   0,008545 
   5        4   0,027771 
   6        5   0,066650 
   7        6   0,122192 
   8        7   0,174561 
   9        8   0,196381 
  10        9   0,174561 
  11       10   0,122192 
  12       11   0,066650 
  13       12   0,027771 
  14       13   0,008545 
  15       14   0,001831 
  16       15   0,000244 
  17       16   0,000015 
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Ahora introducimos en la columna C3 el valor de la función de densidad de probabilidad (f.d.p.) 
asociada a los valores de la C1 para una distribución normal que aproxime a la binomial anterior.  


 
Observar que:    µ = n*p = 8   y    σ2 = n*p*(1-p) = 4 


 
 


Hacemos:  Calc > Probability Distributions > Normal :   
 


 
 
 
 
  
 
 


 


  
Dibujamos ahora, un diagrama de barras con los datos de las columnas C1 (en eje x) y C2 (en 
eje y). Superpuesto a él, dibujamos la función de densidad que se obtiene a partir de las 
columnas C1 (en eje x) y C3 (en eje y).   
 


A fin de superponer ambos gráficos, elegimos la opción:  Graph > Layout :  


 


  


 


 
 


 


  


 


Seleccionamos:  Graph > Chart :  
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Finalmente hacemos:  Graph > Plot :   


 


 


 


 


 


 


 


 


 
Para representar los gráficos superpuestos basta con hacer:  Graph > End Layout :   


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A partir del gráfico anterior, observamos que podemos aproximar la probabilidad de que una 
variable binomial tome un determinado valor mediante la f.d.p. de una distribución normal.  
Así, por ejemplo, podemos estimar   P(X = 7)   (área en azul)  por   P(6,5 < X < 7,5)  área 
comprendida entre la curva roja y ambos puntos). En el primer caso estamos considerando que 
la variable X es binomial, mientras que en el segundo consideramos  que dicha variable 
es normal (y por tanto hacemos uso de la aproximación por continuidad, puesto que para 
cualquier variable continua la probabilidad puntual es cero). 


 
 


161514131211109876543210
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 


1. Los siguientes resultados corresponden a los ingresos, en miles de euros, que se han 
realizado en 50 cajeros automáticos de una zona determinada durante un mes: 


 
57 59 73 69 48 69 75 41 55 53 64 57 70 
75 67 60 58 73 39 63 63 66 71 60 51 68 
56 49 61 66 72    57 66 60 96 46 63 66 79 
60 64 71 45 66 55 48 62 63 56 65   


 
a) Calcular los estadísticos descriptivos de los datos anteriores y comprobar, mediante 


un histograma y un gráfico de normalidad, si éstos siguen una distribución normal. 
 


Seleccionamos Stat > Basic Statistics > Display Descriptive Statistics > Graphs... y 
escogemos la opción Histogram of data, with normal curve : 
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 Obtenemos, 
 
Descriptive Statistics 
 
Variable             N       Mean     Median   TrMean   StDev   SE Mean 
C1                  50      61.92      63.00    61.84   10.28    1.45 
 
Variable       Minimum    Maximum         Q1         Q3 
C1               39.00      96.00      56.00      68.25 


 
 


 
 


Por tanto, de este gráfico podemos observar que efectivamente el histograma muestra 
 aproximadamente una curva simétrica semejante a la correspondiente a una distribución 
 normal. 


 


Además, si analizamos los parámetros estadísticos vemos que la media y la mediana toman 
 valores bastante cercanos, lo cual propicia también que la distribución se aproxime a una 
 normal. 


 
Realizamos ahora el gráfico de normalidad. Seleccionamos Stat > Basic Statistics > Normality 
Test: 
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Como vemos, la mayoría de los puntos se encuentran sobre la línea roja, lo cual indica que 
estos datos se pueden aproximar por una distribución normal. 


 
 


b) Teniendo en cuenta la media y la desviación típica obtenida en el apartado anterior, 
simular con Minitab, los posibles resultados de los ingresos producidos en los mismos 
50 cajeros durante el siguiente mes y comprobar mediante un gráfico de normalidad 
que, efectivamente, estos datos siguen una distribución normal . 


 
Seleccionamos Calc > Random Data > Normal (guardad los datos en la columna C2): 


 


 
 


 Observar que obtendremos 50 datos que seguirán una distribución normal con media 62,92 y 
 desviación típica 10,28, pero que serán diferentes a los datos del esta resolución y diferentes 
 a los que cada uno de vosotros obtengáis. 
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Calculamos ahora, el gráfico de normalidad seleccionando Stat > Basic Statistics > Normality 
Test : 


 


 
 


 
Como vemos, claramente estos datos siguen una distribución normal como era de 
esperar ya que provienen de una normal. 


 
 


c) Ahora analizaremos los gráficos de funciones de probabilidad, para valorar el ajuste 
de una binomial por una normal. En la página web  
http://www.ruf.rice.edu/~lane/stat_sim/binom_demo.html encontraremos un gráfico 
que varia según cambiemos el número de pruebas n y la probabilidad de éxito p. 


  
Así pues, tomaremos diversos valores para n (por ejemplo, n=10, 100, 1000...),  y 
comentaremos los resultados explicando básicamente cómo varia el gráfico al 
aumentar el tamaño de la muestra. 
 


 


 
 
 


El gráfico demuestra cómo mejora la distribución binomial por una normal, a medida 
que el valor del tamaño muestral n aumenta. Si vamos incrementando 
considerablemente el valor de n, observaremos que la distribución se va desplazando 
hacia la derecha porque la media toma el valor n*p, además la distribución también se 
va aplanando porque la varianza aumenta al aumentar n. 
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2. “El Universo de los libros” es una librería recientemente inaugurada que, además de la propia 


consulta de libros, ofrece los servicios de cafetería.  
Para una próxima exposición en la Feria del libro, la empresa ha decidido solicitar a la fábrica 
textil “Textart”, la elaboración de camisetas promocionales de la librería. 
Textart, decide hacer camisetas de tres tallas: L, XL, XXL. Dado que todas las camisetas 
serán bastante anchas, lo que hará optar por una  talla u otra será la altura. 
Para ello, Texart , tras realizar el estudio pertinente, concluye que las alturas de los posibles 
compradores potenciales seguirán una distribución normal, con media 164,5 cm. y desviación 
estándar 9,2 cm. 
 
a) Supongamos que la fábrica ya tiene los patrones hechos, y recomienda la talla L hasta 


160 cm., talla XL hasta 180 cm. y talla XXL para alturas superiores. Bajo estas 
condiciones, ¿qué proporción de camisetas de cada tipo es razonable que se fabriquen? 
 
Escribimos en la primera columna los números 160 y 180, y seleccionamos Calc > 
Probability Distributions > Normal, activando la opción Cumulative Probability y rellenando 
con la información de que disponemos: 
 


 
 


Cumulative Distribution Function 
 
Normal with mean = 164.500 and standard deviation = 9.20000 
 
         x     P( X <= x) 
  160.0000        0.3124 
  180.0000        0.9540 


 
Por tanto,  
 
p( talla L ) = p[X < 1,60] = 0,312, es decir, el 31,2% 
p( talla XL ) = p[1,60 < X < 1,80] = p[X < 1,80] – p[X < 1,60] = 64,2% 
p( talla XXL ) = p[X > 1,80] = 1 – p[X < 1,80] = 4,6% 
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b) Supongamos ahora, que por razones de mercado, la empresa cree conveniente fabricar 
el 10% de camisetas de la talla L, el 65% de la talla XL y el 25% restante de la talla XXL. 
¿Cuáles serán los límites de alturas con que se tendría que diseñar cada talla? 


  
En este apartado, como sabemos el valor de las probabilidades, lo que pretendemos 


 calcular son los valores de la distribución. Para ello, tendremos que utilizar la opción  de 
 la Probabilidad inversa acumulada. 


 
Es decir, queremos saber t, tal que P(X<t)=0.1  
 
De igual manera, buscamos c, tal que P(X<c)=0.75  (0.1+0.65) 
Introducimos, en la columna C2, dichos valores (0.1, 0.75) 
 
Seleccionamos Calc > Probability Distributions > Normal, y activamos Inverse Cumulative 


 Probability, con C2 como Input Column: 
 


 
 


Inverse Cumulative Distribution Function 
 
Normal with mean = 164.500 and standard deviation = 9.20000 
 
 P( X <= x)          x    
    0.1000      152.7097 
    0.7500      170.7053 


 
Los valores de X obtenidos son las alturas en cm., que delimitarán las tallas porque son los 
valores que verifican las expresiones anteriores , es decir: 
 
P(X<152.71) = 0.1 
P(X<170.71) = 0.75   
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Área bajo la curva normal estándar:    P( Z < z )  donde Z sigue una distrib. N(0,1)


z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
-3,4 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0002
-3,3 0,0005 0,0005 0,0005 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0003
-3,2 0,0007 0,0007 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0005 0,0005 0,0005
-3,1 0,0010 0,0009 0,0009 0,0009 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008 0,0007 0,0007
-3,0 0,0013 0,0013 0,0013 0,0012 0,0012 0,0011 0,0011 0,0011 0,0010 0,0010
-2,9 0,0019 0,0018 0,0018 0,0017 0,0016 0,0016 0,0015 0,0015 0,0014 0,0014
-2,8 0,0026 0,0025 0,0024 0,0023 0,0023 0,0022 0,0021 0,0021 0,0020 0,0019
-2,7 0,0035 0,0034 0,0033 0,0032 0,0031 0,0030 0,0029 0,0028 0,0027 0,0026
-2,6 0,0047 0,0045 0,0044 0,0043 0,0041 0,0040 0,0039 0,0038 0,0037 0,0036
-2,5 0,0062 0,0060 0,0059 0,0057 0,0055 0,0054 0,0052 0,0051 0,0049 0,0048
-2,4 0,0082 0,0080 0,0078 0,0075 0,0073 0,0071 0,0069 0,0068 0,0066 0,0064
-2,3 0,0107 0,0104 0,0102 0,0099 0,0096 0,0094 0,0091 0,0089 0,0087 0,0084
-2,2 0,0139 0,0136 0,0132 0,0129 0,0125 0,0122 0,0119 0,0116 0,0113 0,0110
-2,1 0,0179 0,0174 0,0170 0,0166 0,0162 0,0158 0,0154 0,0150 0,0146 0,0143
-2,0 0,0228 0,0222 0,0217 0,0212 0,0207 0,0202 0,0197 0,0192 0,0188 0,0183
-1,9 0,0287 0,0281 0,0274 0,0268 0,0262 0,0256 0,0250 0,0244 0,0239 0,0233
-1,8 0,0359 0,0351 0,0344 0,0336 0,0329 0,0322 0,0314 0,0307 0,0301 0,0294
-1,7 0,0446 0,0436 0,0427 0,0418 0,0409 0,0401 0,0392 0,0384 0,0375 0,0367
-1,6 0,0548 0,0537 0,0526 0,0516 0,0505 0,0495 0,0485 0,0475 0,0465 0,0455
-1,5 0,0668 0,0655 0,0643 0,0630 0,0618 0,0606 0,0594 0,0582 0,0571 0,0559
-1,4 0,0808 0,0793 0,0778 0,0764 0,0749 0,0735 0,0721 0,0708 0,0694 0,0681
-1,3 0,0968 0,0951 0,0934 0,0918 0,0901 0,0885 0,0869 0,0853 0,0838 0,0823
-1,2 0,1151 0,1131 0,1112 0,1093 0,1075 0,1056 0,1038 0,1020 0,1003 0,0985
-1,1 0,1357 0,1335 0,1314 0,1292 0,1271 0,1251 0,1230 0,1210 0,1190 0,1170
-1,0 0,1587 0,1562 0,1539 0,1515 0,1492 0,1469 0,1446 0,1423 0,1401 0,1379
-0,9 0,1841 0,1814 0,1788 0,1762 0,1736 0,1711 0,1685 0,1660 0,1635 0,1611
-0,8 0,2119 0,2090 0,2061 0,2033 0,2005 0,1977 0,1949 0,1922 0,1894 0,1867
-0,7 0,2420 0,2389 0,2358 0,2327 0,2296 0,2266 0,2236 0,2206 0,2177 0,2148
-0,6 0,2743 0,2709 0,2676 0,2643 0,2611 0,2578 0,2546 0,2514 0,2483 0,2451
-0,5 0,3085 0,3050 0,3015 0,2981 0,2946 0,2912 0,2877 0,2843 0,2810 0,2776
-0,4 0,3446 0,3409 0,3372 0,3336 0,3300 0,3264 0,3228 0,3192 0,3156 0,3121
-0,3 0,3821 0,3783 0,3745 0,3707 0,3669 0,3632 0,3594 0,3557 0,3520 0,3483
-0,2 0,4207 0,4168 0,4129 0,4090 0,4052 0,4013 0,3974 0,3936 0,3897 0,3859
-0,1 0,4602 0,4562 0,4522 0,4483 0,4443 0,4404 0,4364 0,4325 0,4286 0,4247
0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
1,4 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
2,0 0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
2,1 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
2,5 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
3,1 0,9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993
3,2 0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995
3,3 0,9995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
3,4 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998


segundo decimal de z
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
 
La estadística se encuentra frecuentemente en nuestro lenguaje cotidiano. Por ejemplo,  
cuando hacemos referencia a “la media del salario de los empleados de una determinada 
empresa” o “las variaciones de las cifras del Dow Jones en la última semana”.  
 
Así, podríamos definir la Estadística como la ciencia encargada de reunir, organizar, 
presentar, analizar e interpretar datos con el fin de obtener unas determinadas conclusiones y 
tomar unas determinadas decisiones[1]. 
 
En general, la estadística se divide en dos categorías: 
 
- Estadística descriptiva, que es la parte de la estadística encargada de extraer y organizar 


los datos procedentes de un determinado conjunto de observaciones. 
 
- Estadística inferencial, que pretende predecir una información acerca de un conjunto de 


datos, a partir de los resultados extraídos de un subconjunto de ellos.  
 
 
Los pasos a seguir para realizar una investigación estadística serían los siguientes: 
 
 
Problema → Recogida y Organización de datos → Análisis  e interpretación → Conclusiones y decisiones 


 
 
En este apartado nos encargaremos únicamente de definir los parámetros correspondientes a 
la estadística descriptiva para organizar, describir y analizar una colección de datos, así como 
las posibles representaciones gráficas de éstos. 


 


 


OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Cálculo e interpretación de los parámetros de centralización: media aritmética, mediana y  
moda. 


 
• Cálculo e interpretación de los parámetros de dispersión: rango, varianza y desviación 


estándar. 
 


• Cálculo e interpretación de los cuartiles,  rango intercuartílico y coeficiente de variación. 
 


• Representación gráfica de los datos.  
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CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
 
Población: Conjunto de objetos, individuos o sucesos cuyas propiedades queremos analizar. 
 
Muestra: Subconjunto de la población objeto de estudio. 


  
El conjunto de los datos recogidos para llevar a cabo un estudio estadístico, recibirán el 
nombre de variable aleatoria que normalmente se denotará X. Los datos correspondientes 
pueden ser, básicamente, de dos tipos: 


 


- Variable cualitativa: los datos que forman la variable no son numéricos. Por ejemplo, 
religión a la que se pertenece, tipo de automóvil, color de los ojos,... 


 
- Variable cuantitativa: los datos que forman la variable sí son numéricos. Por ejemplo, 


saldo de una cuenta corriente, velocidad de los coches,... 
Dentro de este grupo de variables podemos distinguir otras dos categorías. Por una 
parte, tendríamos las variables discretas que serían aquellas que sólo pueden asumir 
ciertos valores (por ejemplo, número de automóviles/h. en una autopista, número de 
estudiantes en la asignatura de estadística,...) y por otra parte, las variables continuas 
que pueden tomar cualquier valor dentro de un rango específico (por ejemplo, alturas de 
los alumnos de una clase, tiempo transcurrido en el vuelo de Barcelona a Madrid,...) 


 
Por último, una vez tenemos recogidos los datos, agrupamos éstos de forma excluyente 
dando a cada uno de ellos el número de observaciones, es decir, el número de veces que se 
repite cada valor, este número tomará el nombre de frecuencia.   


 


   


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


Las técnicas utilizadas para la descripción de datos se dividen, básicamente, en dos bloques: 
 


- Parámetros de centralización: Son aquellos cuyo objetivo es explicar mediante un valor 
numérico, cual es la tendencia mayoritaria de las observaciones de la colección de datos que 
se analizan. Dichos parámetros serán, entre otros, la media, la mediana y la moda. 


 
- Parámetros de dispersión: Corresponden a aquellos parámetros cuyo objetivo es detectar 


el grado de proximidad de los datos respecto a los valores centrales. Dichos parámetros 
serán, entre otros, el rango, los cuartiles, la varianza y la desviación estándar. 


 
 
 


 Medidas de centralización  
 
Las medidas de centralización nos sirven para representar el valor medio de los datos, es 
decir, el valor que refleja el tamaño del dato más esperado. Ello nos indica la posición en la 
que se encuentra en el centro de los datos. [2] 
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Las medidas de centralización más utilizadas son: 
 
 


Media : Es la suma de un conjunto de observaciones dividido por el número total de 
observaciones realizadas. 
 
Si calculamos la media poblacional, la expresión será la siguiente: 
 


∑
=


=µ
n


i


ix
N 1


1  


 
En cambio, si lo que estamos calculando es la media muestral, la notación será la que sigue: 


  


∑
=


=
n


i


ix
n


X
1


1
 


  
siendo xi cada uno de los valores de la distribución, y n el número de observaciones. 


 
 
 


Ejemplo: 
 


La biblioteca virtual de la UOC quiere conocer el tiempo medio que tardan los usuarios en 
devolver los préstamos. Se ha tomado una muestra de 15 usuarios, obteniendo los 
siguientes tiempos, en días, de devolución: 


  
   U1 U2 U3 U4 U5 U6 U7 U8 U9 U10 U11 U12 U13 U14  U15 
   10 20 12 14 16 18 22 10 16  13  21  15  12     20   18 


 
        Para calcular la media aritmética de esta distribución,lo haremos de dos formas: 


 
  Manualmente: 
 


  815182010
15
1


15
1 15


1


.)...( =+++== ∑
=i


ixX   


 
  Con Minitab: 
   
  Introducimos los valores en el espacio de trabajo y seleccionamos, Calc > Column 
  Statistics y activamos la opción Mean: 
  


 
 


 Column Mean 
 


    Mean of C1 = 15.800 
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Mediana : Es un número tal que, si ordenamos los datos de forma creciente o decreciente, 
cumple la condición de ser mayor que una mitad y menor que la otra. Es decir, divide a la 
distribución en dos partes iguales. 
 
Si el número de observaciones es impar la mediana es el valor central. En caso de que el 
número de observaciones sea par la mediana será la media de los dos valores centrales. 
 
 
Ejemplo: 


 
      Siguiendo con el ejemplo anterior, ordenamos los datos en orden creciente: 


 
               10 10 12 12 13 14 15 16 16 16 18 20 20 21 22  


 
               Para calcular la mediana lo haremos también de dos formas: 
 
       Manualmente: 
 


Como el número de observaciones es impar, la mediana será el valor que ocupa el     
lugar central, en este caso, la posición octava. Por tanto, la mediana será 16.   


 
        Con Minitab: 
   
                Seleccionamos, Calc > Column Statistics y activamos la opción Median: 
 


Column Median 
 
Median of C1 = 16.000 


 
 


 
Moda : Es el valor que más veces se repite en la distribución. Si los datos de la distribución 
están agrupados en intervalos, la moda es el punto medio del intervalo que contiene el mayor 
número de frecuencias. 
Una distribución de observaciones puede no tener moda, es decir, puede que no haya ningún 
valor de la distribución que aparezca con más frecuencia. 


  
Ejemplo: 


 
       Siguiendo con el ejemplo anterior, agrupamos los datos según su frecuencia: 


 
  10 -> 2 
  12 -> 2 
  13 -> 1 
  14 -> 1 
  15 -> 1 
  16 -> 3 
  18 -> 1 
  20 -> 2 
  21 -> 1 
  22 -> 1 


  
  Por tanto, observamos que la moda será el 16 que es valor que más veces se  
  repite.               
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Relación entre el valor de la media y la mediana de una distribución 
 
Tanto la media aritmética como la mediana miden el centro de la distribución, pero lo hacen 
de formas diferentes. En el caso en que la distribución sea simétrica ambas medidas son 
iguales. Si la distribución es asimétrica, la media aritmética se desplaza hacia la cola de la 
distribución. 
Observar que para calcular la media aritmética, utilizamos todos los datos, sin embargo, no 
ocurre así con la mediana. Así, si hay valores extremos, la media se verá mucho más 
afectada que la mediana. 
 
 


 Medidas de dispersión  
 


Para conocer con detalle un conjunto de datos, no basta con conocer las medidas de 
tendencia central, necesitamos conocer también la dispersión que presentan los datos en su 
distribución, con objeto de tener una visión de los mismos más acorde con la realidad a la 
hora de describirlos e interpretarlos. 


 
Recorrido o amplitud: Es la diferencia entre el valor máximo de la distribución y el valor 
mínimo. 
 
 
Ejemplo: 


 
Del ejemplo anterior, observamos que el valor máximo es 22 y el valor mínimo es 10, por 
tanto el recorrido de la distribución será 12. 


 
 


Cuartiles: Así como la mediana divide a la distribución en mitades, los cuartiles de una 
distribución son los valores que dividen la distribución en cuartos.  
El primer cuartil (Q1) deja un cuarto de las observaciones por debajo del mismo, y tres 
cuartos por encima. El segundo cuartil (Q2) tiene dos cuartos por debajo y dos por encima (el 
segundo cuartil coincide con la mediana). El tercer cuartil (Q3) tiene tres cuartos de las 
observaciones por debajo y un cuarto por encima. 
 


 
Ejemplo: 


 
 Utilizamos los datos ordenados del ejemplo para calcular los cuartiles: 
 


 10 10 12 12 13 14 15 16 16 16 18 20 20 21 22 
 
 Manualmente: 
 
 Partimos en dos la distribución, la mitad superior: 
 
 10 10 12 12 13 14 15  Q1=12 
 
 Y la mitad inferior: 
 
 16 16 18 20 20 21 22  Q3=20 
 


Para calcular los cuartiles calculamos las medianas de ambas mitades, la de la primera mitad 
corresponderá al primer cuartil y la de la segunda corresponderá al tercer cuartil. 


 
 
 
 







  Estadística Descriptiva con Minitab 


Proyecto e-Math         7 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


 
Diagramas de caja 
 
El diagrama de caja es un gráfico simple donde vienen representados los anteriores 5 valores 
anteriores (mínimo, primer cuartil, mediana (segundo cuartil), tercer cuartil y máximo) 
 
 
Ejemplo: 


 
 Seleccionamos Graph > Boxplot: 
 
  


 
 


 
 


Varianza:  Se define como la media aritmética de las desviaciones de la media elevadas al 
cuadrado. 
 
En el caso de la varianza, la expresión de la varianza poblacional y la muestral difieren 
ligeramente. 
 


Varianza poblacional → 
N


X
N


i


i∑
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Varianza muestral → 
1
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Desviación Estándar: Es la raíz cuadrada positiva de la varianza. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
Max=22


Q3=20 


M=16 


Q1=12 


Min=10 
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Ejemplo: 


 
 En este caso, tras haber definido los parámetros estadísticos más importantes, veamos 
 cómo, haciendo uso del Minitab, obtenemos un resumen práctico y sencillo de todos 
 estos valores. 
  
 Seleccionar Stat > Basic Statistics > Display Descriptive Statistics: 
 
 
 Descriptive Statistics 
 
 Variable             N       Mean     Median     TrMean      StDev    SE Mean 
 C1                  15      15.80      16.00      15.77       3.95       1.02 
 
 Variable       Minimum    Maximum         Q1         Q3 
 C1               10.00      22.00      12.00      20.00 


 
 
 En resumen, 
 


• N  es el número de observaciones que contiene la columna. 
 


• Mean  es la media de la muestra: 
n
x


x i∑= . La media es muy sensible a los valores 


extremos, por lo que también es interesante fijarse en la TrMean. 
 
• Median  es la mediana o cuartil segundo Q2 (aquel valor que deja a su izquierda el 


mismo número de observaciones que a su derecha). Este parámetro no se ve 
gravemente afectado por los valores extremos. 


 
• TrMean  es la media “recortada”: las observaciones se ordenan de menor a mayor y se 


descartan los valores extremos (un 5% por cada lado). De los valores restantes se calcula 
la media. 


 


• StDev  es la desviación estándar de la muestra:  
( )


1


2


−


−
= ∑


n
xx


s i   . 


 


• SE Mean  es el error estándar de la media, i.e.: 
N


StDevSEMean =  . 


 
• Minimum  y  Maximum  son los valores mínimo y máximo de los datos. 
 
• Q1  es el cuartil primero: aquel que deja a su izquierda un 25% de los datos. 


 
• Q3  es el cuartil tercero: aquel que deja a su izquierda un 75% de los datos. 


 
 
Coeficiente de variación: Es la relación entre la desviación estándar y la media. 
 


100
X
sCV =  


 
 
El coeficiente de variación es muy útil cuando queremos comparar dos o más medidas de 
dispersión y éstas están en unidades diferentes o bien están en las mismas unidades pero 
sus medias son muy distintas. 
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Ejemplo: 


 
Pretendemos comparar la variación entre dos pruebas (una de aptitudes mecánicas y otra de 
destreza mental) realizadas a un grupo de aprendices pertenecientes al cuerpo de bomberos.  
La media aritmética de las puntuaciones obtenidas en la prueba de aptitudes mecánicas fue 
200, con una desviación estándar de 10. En la segunda prueba los resultados fueron de 
media 30 y desviación estándar 6. 


 
 Para realizar dicha comparación calculamos el coeficiente de variación de ambas 
 pruebas: 
 
 CV= 10/200*(100) = 5  
 CV= 6/30*(100) = 20 
  


Por tanto, de los datos anteriores, deducimos que existe mayor dispersión en la prueba de 
destreza mental. 
 


 
 Representación gráfica 


 
Dos de las técnicas estadísticas más importantes para representar un conjunto de datos son 
las siguientes: 


 
Diagrama de tallo y hojas: Cada valor numérico se divide en dos partes. Los dígitos 
principales forman el tallo y los dígitos secundarios las hojas. Los tallos están colocados a lo 
largo del eje vertical, y las hojas de cada observación a lo largo del eje horizontal. 


 
 
 Ejemplo: 
 
 A continuación, se muestran los salarios anuales (en €) de los 11 trabajadores del 
 departamento de marketing de una empresa de material informático: 
   
 Sueldos H Sueldos M 
 38985  28938 
 29548  32920 
 41889  24749 
 31528  39828 
 38791  28985 
 32782  
 
 Construir un diagrama de tallo y hojas para cada variable. 
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Para ello, tras introducir los datos en el espacio de trabajo del Minitab,  seleccionamos 
Graph > Stem-and-Leaf y rellenamos los campos de la siguiente manera: 


 


 
 
 
 Character Stem-and-Leaf Display 
 
 Stem-and-leaf of Sueldos   N  = 6 
 Leaf Unit = 1000 
 
     1    2 9 
     2    3 1 
     3    3 2 
     3    3  
     3    3  
     3    3 88 
     1    4 1 
 
 Análogamente resolveríamos para los sueldos de las mujeres: 
 
 
 Character Stem-and-Leaf Display 
 
 Stem-and-leaf of Sueldos   N  = 5 
 Leaf Unit = 1000 
 
     1    2 4 
 (2)   2 88 
      2    3 2 
  1    3 9 
  
 


Histograma: Describe una distribución de frecuencias usando una serie de rectángulos 
adyacentes, en los que la altura de cada rectángulo es proporciona la frecuencia que 
representa el valor de la variable. 
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Ejemplo: 
 
 Siguiendo el ejemplo anterior, construiremos dos histogramas para comparar 


 gráficamente la diferencia entre los sueldos de ambos sexos.  
 
 Para ello, seleccionamos Graph > Histogram, completando los campos como sigue: 
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HISTOGRAMA SUELDOS MUJERES
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HISTOGRAMA SUELDOS HOMBRES


 
 


 De ambos histogramas deducimos que, en este departamento, los sueldos de los hombres, 
 son ligeramente más altos que los de las mujeres. 
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CASO PRÁCTICO CON SOFTWARE___________________________________ 
 


1. Teniendo en cuenta la importancia que los beneficios económicos del turismo tienen en 
nuestro país, realicemos un breve análisis acerca de cuál ha sido la ocupación hotelera 
durante el año 2000. 


 
Para ello, vamos a www.ine.es y seleccionamos la opción España en cifras 2001. 
Posteriormente, escogemos la opción Turismo. Comprobaremos que la información que 
obtenemos es la siguiente: 


  
 


 
   


a) Haciendo uso del Minitab, calcular todos los parámetros estadísticos 
correspondientes a la ocupación hotelera de Españoles a lo largo del año 2000. 


 
Una vez introducidos todos los datos correspondientes en el worksheet: 
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Seleccionamos Stat > Basic Statistics > Display Descriptive Statistics: 


 


 
 
 


Descriptive Statistics 
 
Variable             N       Mean     Median     TrMean      StDev    SE Mean 
Españole            12    2677749    2727407    2658860     572734     165334 
 
Variable       Minimum    Maximum         Q1         Q3 
Españole       1738456    3805934    2202983    3125765 
 
 
Del anterior resultado, podemos observar cuáles son los parámetros estadísticos más 
importantes, por ejemplo, la media de españoles que residieron en algún hotel fue de  
2677749, el valor central (mediana) es 2727407, así como 2202983 y 3125765 los valores de 
los cuartiles primero y tercero, respectivamente. 
 


 
b) Construir un histograma del Grado de ocupación hotelera. 


 
Para realizar un histograma de una colección de datos, seleccionamos la opción Graph > 
Histogram: 
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Nota.- Para introducir colores, texto, etc.  en el gráfico seleccionaremos la opción de Edit 
Attributes, o bien, una vez realizado el gráfico clicando dos veces sobre la parte del gráfico 
que queremos modificar. 
 
Del anterior gráfico podemos deducir, básicamente, que la ocupación hotelera se encuentra 
siempre por encima del 40% y ni siquiera en los meses de verano supera  aproximadamente 
el 80%. Cabe destacar que son datos generales de todo el país, evidentemente, la ocupación 
hotelera en los meses de verano y vacaciones, los hoteles de la costa alcanzarán mayor cota 
de ocupación. 
 
 


 
c) Dibujar los diagramas de cajas (Boxplot) correspondientes a la ocupación 


hotelera de Españoles y de Extranjeros, comentando las diferencias básicas 
entre ellos. 


 
Seleccionamos Graph > Boxplot: 
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 El resultado obtenido es el siguiente: 
 


 
 


Del anterior gráfico cabe destacar que el valor de la mediana de turistas españoles es 
ligeramente superior a la de extranjeros, así como el resto de valores. Observamos que, por 
ejemplo, el valor del tercer cuartil de “Extranjeros” se acerca al valor del tercer cuartil de 
“Españoles”. 
Observemos también que en ninguna de las dos observaciones aparecen valores extremos 
(“outliers”), si fuera así, aparecerían con un asterisco en la posición adecuada.  
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d) Calcular únicamente la media y la mediana correspondientes a la Estancia media 
en dias de la columna Españoles.  


 
Cuando queremos calcular algun parámetro estadístico concreto, tenemos la opción de 
hacerlo seleccionando Calc > Column Statitstics, activando la opción elegida: 


 


 
 
Nota.- Observar que, tras seleccionar la columna de la cual queremos calcular el parámetro 
estadístico, podemos guardar los resultados en una determinada columna o bien, dejar el 
espacio en blanco, obteniendo el resultado en la pantalla de Session. 
 
 
Column Mean 
 
Mean of E.M. Esp = 2.5408 
 
 
Análogamente, procederemos para calcular el valor de la mediana, obteniendo el siguiente 
resultado: 
 
  
Column Median 
 
Median of E.M. Esp = 2.4100 
 
Por tanto, deducimos que el número medio de estancia en días anual de turistas españoles 
es de aproximadamente 2.54, valor que difiere ligeramente de la mediana cuyo valor es 2.41. 
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2. Un tema de interesante análisis es la investigación en el área de educación en nuestro 


país, veamos cuál fue la cantidad de dinero invertida en el año 1999 en España y, 
comparativamente, en una determinada Comunidad Autónoma, por ejemplo, la de 
Valencia. 


 
Para ello, vamos a la página web del Instituto Valenciano de Estadística: 
http://ive.infocentre.gva.es/ . En el margen izquierdo de la página encontraremos un 
menú, del cual seleccionaremos la opción “Información Estadística” y “Temas”. Ahora 
escogemos la opción “Educación e investigación” y seleccionamos “Investigación”. Por 
último, elegimos “Indicadores económicos de la actividad de investigación y desarrollo”. 
El resultado que obtendréis, para el año 1999, será el siguiente:  
 


 


 
 
 


a) Calcula los estadísticos descriptivos correspondientes a la variable Investigadores en cada 
uno de los ámbitos, tanto en la Comunidad Valenciana como en España, y comenta los 
resultados. 
 
El primer paso será introducir los datos correspondientes en el espacio de trabajo de Minitab: 
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 Seleccionamos Stat > Basic Statistics > Display Descriptive Statistics: 
  


 
 


Descriptive Statistics 
 
Variable       N       Mean     Median     TrMean      StDev    SE Mean 
Inv_vale             4       1018        664       1018       1115        558 
Inv_Esp              4      15392      13556      15392      13792       6896 
 
Variable       Minimum    Maximum         Q1        Q3 
Inv_vale           105       2638        218       2171 
Inv_Esp            616      33840       3445      29174 


 
En rojo, observamos los valores obtenidos más importante como son la media, la 
mediana, los cuartiles y los máximos y mínimos. 
 
Cabe destacar la mínima inversión tanto en  la Comunidad Valenciana como en 
España, se produce en Instituciones privadas sin lucro, correspondiendo la máxima 
inversión a las Enseñanzas superiores. 
 
 


b) Como sabemos, el sesgo de una distribución depende de la simetría de ésta. Razona, si la 
distribución correspondiente a Técnicos en I+D, tanto en la Comunidad Valenciana como en 
España, es positivamente sesgada o negativamente sesgada. Recuerda que, para ello, 
tendrás que calcular la media y la mediana de ambas distribuciones. 


 
Nuevamente, introducimos los valores correspondientes en el espacio de trabajo de Minitab: 


 
 


 
 


Seleccionamos Calc > Column Statistics y rellenamos de la siguiente manera, para calcular la 
media de los Técnicos I+D de Valencia: 
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      Column Mean 
    
   Mean of I+D_Val = 377,40 


 
Análogamente, calculamos la mediana: 


 
      Column Median 
 
   Median of I+D_Val = 276,05 


 
Por tanto, como la media aritmética es superior a la mediana, podríamos afirmar que en la 
distribución correspondiente a la variable “Técnicos en I+D” de la Comunidad Valenciana es 
positivamente sesgada. 
 
Análogamente, resolvemos para la variable “Técnicos en I+D” de España, obteniendo los 
siguientes resultados: 


 
 Column Mean 
 
   Mean of I+D_Esp = 5898,4 
 
 
Column Median 
 
   Median of I+D_Esp = 4134,6 


 
Por tanto, en España, la distribución correspondiente a la variable “Técnicos en I+D” también 
es positivamente sesgada. 
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Desde la misma página web que estamos trabajando, y siguiendo los pasos anteriores hasta 
la opción “Educación e investigación”, seleccionamos esta vez la opción “Enseñanzas 
universitarias públicas” y “Profesores universitarios”, obteniendo el siguiente resultado: 


 
 


 
 
 


c) Representa en un diagrama de cajas, el número de profesores universitarios en cada una de 
las distintas universidades, correspondientes a los años 1997/98 y 2000/01. 


 
Introducimos los datos en el espacio de trabajo de Minitab: 


 


 
 


Seleccionamos Graph > Boxplot y en la casilla X introducimos la variable 1997-98: 
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 Análogamente, resolvemos para la variable 2000-01: 
 


 
 


En los anteriores diagramas, podemos observar que la mediana del año 2000-01 es bastante 
superior a la del 1997-98, así como el máximo de ambas distribuciones.  
Además, cabe destacar que ambas distribuciones estarán claramente sesgadas hacia la 
derecha ya que la línea superior es bastante más larga que la inferior. En la segunda variable, 
prácticamente coinciden el primer cuartil y el valor mínimo. 
Finalmente, comentar que los valores mínimos tanto en una variable como otra se dan en la 
Universitad Miguel Hernández y los máximos en la Universidad de Valencia. 


 
 


d) Calcula el coeficiente de variación para los Profesores de la universidad Jaume I. 
 


Nuevamente, introducimos los datos en el espacio de trabajo de Minitab y calculamos la 
media y la desviación estándar: 


 
      Column Mean 
 
   Mean of C7 = 764,40 


 
       


Column Standard Deviation 
 
   Standard deviation of C7 = 65,987 


 


Por tanto, como ==
X
sCV 0.086, lo cual indica que existe una dispersión de los datos de 


aproximadamente el 9%. 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


En este math-block, se pretende conocer y saber calcular las estimaciones puntuales y por 
intervalo para la media –ya sea conocida o no la desviación estándar poblacional-, así como las 
estimaciones para la probabilidad de éxito en una binomial. 
  


En el caso en que conozcamos todos los elementos de una población, es sencillo calcular todos 
los parámetros asociados; sin embargo, en la mayoría de casos no será así, y necesitaremos 
estimar algunos de ellos a partir de los parámetros de la muestra. 


 


 
Estimación 


Puntual  


Definición Propiedades 


Casos prácticos 


Por la definición 


Con Minitab 


 
Estimación por 


Intervalo 
 


Tipos de 
estimaciones por 


intervalo 


Definición  



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2
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OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Entender los conceptos de estimación puntual y estimación por intervalos. 
 
• Calcular las estimaciones para la media poblacional, tanto en el caso en que la desviación 


estándar poblacional sea conocida como en el caso de que sea desconocida. 
 


• Calcular las estimaciones (puntuales y por intervalos) para la probabilidad de éxito de una 
binomial. 


 
• Saber interpretar correctamente los resultados de las estimaciones por intervalos. 


 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
 


Es recomendable haber leído, previamente los math-blocks: “Estadística Descriptiva con Minitab”, 
“La distribución binomial” y “La distribución normal”. 


 
 


CONCEPTOS  FUNDAMENTALES ___________________________________ 
 


¿Qué es una estimación? 
 


Cuando queremos realizar un estudio de una población cualquiera de la que desconocemos sus 
parámetros, por ejemplo su media poblacional o la probabilidad de éxito si la población sigue una 
distribución binomial, debemos tomar una muestra aleatoria de dicha población a través de la cual 
calcular una aproximación a dichos parámetros que desconocemos y queremos estimar. Bien, 
pues esa aproximación se llama estimación. 
 
Además, junto a esa estimación, y dado que muy probablemente no coincida con el valor real del 
parámetro, acompañaremos el error aproximado que se comete al realizarla. 


 
 


Estimación puntual 
 
 


Una estimación puntual del valor de un parámetro poblacional desconocido (como puede ser la 
media µ , o la desviación estándar σ ), es un número que se utiliza para aproximar el verdadero 
valor de dicho parámetro poblacional. A fin de realizar tal estimación, tomaremos una muestra de 
la población y calcularemos el parámetro muestral asociado ( x para la media, s para la 
desviación estándar, etc.). El valor de este parámetro muestral será la estimación puntual del 
parámetro poblacional. 
 


Por ejemplo, supongamos que la compañía Sonytron desea estimar la edad media de los 
compradores de equipos de alta fidelidad. Seleccionan una muestra de 100 compradores y 
calculan la media de esta muestra, este valor será un estimador puntual de la media de la 
población. 
 


¿Qué propiedades debe cumplir todo buen estimador? 
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• Insesgado: Un estimador es insesgado cuando la media de su distribución muestral 
asociada coincide con la media de la población. Esto ocurre, por ejemplo, con el 
estimador x , ya que µµ =x   y con estimador p´ ya que pp =′µ  


 


• De varianza mínima: La variabilidad de un estimador viene determinada por el 
cuadrado de su desviación estándar. En el caso del estimador x , su desviación estándar 


es 
nx


σσ =  ,  también llamada error estándar de µ .  


 


En el caso del error estándar de p´, 
n


pp
p


´)1´*( −=′σ  


  
Observar que cuanto mayor sea el tamaño de la muestra  n , menor será la variabilidad 
del estimador x  y de p´, por tanto, mejor serán nuestras estimaciones. 


 
 


Estimación por intervalo 
 
 


Dada una población X, que sigue una distribución cualquiera con media µ  y desviación estándar 
σ . 


 


1. Sabemos (por el TCL) que, para valores grandes de n , la media muestral x sigue 
una distribución aproximadamente normal con media µµ =x  y  desviación estándar 


nx
σσ = .  


 
2. Por otra parte, el Teorema de Chebyshev nos dice que, en una distribución normal, 


aproximadamente un 95% de los datos estaban situados a una distancia inferior a 
dos desviaciones estándar de la media.  


 


De lo anterior se deduce que:  95,0)22( =+<<− xx xP σµσµ , 


 


)2()2()2()2(95,0 xxxx xPxPxPxP σµσµσµσµ +>−−>=−<−+<=  


 


95,0)22( =+<<− xx xxP σµσ  


 


Por tanto, ésta última fórmula nos da un intervalo de valores tal que la probabilidad de que la 
media de la población µ  esté contenida en él es de 0,95.  


 
Este tipo de intervalos se llaman intervalos de confianza de un parámetro poblacional. El nivel 
de confianza (1 - αααα)  del intervalo es la probabilidad de que éste contenga al parámetro 
poblacional. En el ejemplo anterior, el nivel de confianza era del 95% (α = 0,05). 
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Intervalos de confianza. 
 


 


1. Intervalo de confianza para   µµµµ  con σσσσ  conocida. 


 
Un vendedor mayorista de partes automotrices necesita una estimación de la vida media que 
puede esperar de los limpiaparabrisas en condiciones normales de manejo. La administración 
de la empresa ya ha determinado que la desviación estándar de la vida útil de la población es 
de seis meses. Supongamos que se selecciona una sola muestra aleatoria de 100 
limpiaparabrisas, y obtenemos que la vida media de estos 100 limpiaparabrisas es de 21 
meses. Se pide calcular un intervalo de confianza del 95% para la vida media de la población 
de los limpiaparabrisas.  
 


Tenemos X como la distribución de la vida útil en meses de la población de 
limpiaparabrisas, no sabemos qué distribución tiene, al igual que desconocemos su media. 
En este caso sí conocemos la desviación estándar poblacional. 


 


)6,( =≈ σµX  


La media muestral X por el teorema central del límite se va a aproximar la distribución 
normal:  


)/,( nNX xx σσµµ ==≈  


 


Por lo tanto, el intervalo de confianza del 95% para la vida media en meses de toda la 
población de limpiaparabrisas, es decir para µ   


 =±=∗±=∗± 176,121
100
696,121


2
05,0 n


ZX σ
[19,824 ; 22,176] 


 


96,1025,0
2


05,0
2


=== ZZZα , es decir que el valor Z de la tabla de la normal estándar que 


deja un área de 0,9 entre –Z Y +Z es Z=1,96. O de otro modo, como el nivel de confianza 
es 0,9, 05,0=α , entonces el valor Z que deja su derecha un área de 


025,02
05,0


2 ==α  y a la izquierda de –Z un área de 025,02
05,0


2 ==α  es Z=1,96 


 


El error máximo de estimación es la mitad de la longitud del intervalo,  E =  z(α/2) * 
n


σ
 


Con una confianza del 95%, la vida media de la población de limpiaparabrisas que vende 
este mayorista está entre 19,824 meses y 22,176 meses. 


 


Si extraemos varias muestras del mismo tamaño y calculamos un intervalo de confianza 
para cada muestra, el 95% de todos los intervalos van a incluir a la vida media poblacional 
en meses de todos los parabrisas que vende este mayorista.  
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2. Intervalo de confianza para   µµµµ  con σσσσ  desconocida. 
 


El administrador de una planta industrial generadora de energía desea estimar, por 
intervalo, la cantidad de carbón que se consumió por termino medio semanalmente 
durante año pasado. Para ello toma una muestra de 10 semanas. El consumo medio fue 
de 11.400 toneladas, la desviación estándar muestral 700 toneladas. ¿Cuál será el 
intervalo de confianza del 95% para el consumo medio semanal durante el año pasado?. 
(supongamos normalidad). 


 
Tenemos X como la distribución de toneladas de carbón consumidas cada semana del 
año pasado por la planta de energía y su media y su desviación estándar desconocidas 


),(X σµ≈  


 


Aunque n < 30, suponemos que la media muestral, X ,  sigue una distribución normal 


)n/SS,(NX xx =µ=µ≈  


 


Para estimar la desviación estándar poblacional σ  vamos a utilizar la desviación 
estándar muestral S que es 700 toneladas. 


 


Por lo tanto, el intervalo de confianza del 95% para el consumo promedio de toneladas 
de carbón en cada semana del año pasado, es decir para µ , será: 


 


=±=∗±=∗α−± 7650040011
10


70026224001121 ,.,.
n


S),n(tX  (10.899 ; 11.901) 


 


Utilizamos la t-Student porque la desviación estándar poblacional σ  es desconocida. En 


las tablas,  26222
050110 ,),,(t =− , una t-Student con 10 – 1 = 9 grados de libertad que 


deja su derecha un área de 0,025. 050,=α  porque el nivel de confianza es de 
9501 ,=α−  


Con una confianza del 95%, el consumo promedio semanal de carbón durante el año 
pasado por esta planta de energía estará entre 10.899 toneladas y 11.901 toneladas. 


Si extraemos varias muestras del mismo tamaño y calculamos un intervalo de confianza 
para cada muestra, el 95% de todos los intervalos van a incluir al consumo promedio 
poblacional de toneladas de carbón por semana durante el año pasado por la planta de 
energía. 


 







                              Estimación puntual  y estimación por  intervalos de confianza 


Proyecto e-Math          6 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


3. Intervalo de confianza para   la probabilidad de éxito p en una binomial. 
 


Durante un año y medio las ventas han estado disminuyendo de manera coherente en 
los 1.500 establecimientos de una cadena de comida rápida. Un empresa de consultoría 
ha determinado que el 30% de una muestra de 95 sucursales tiene claros signos de una 
mala administración. Construir un intervalo de confianza del 95% para esta porción.  


 


A la población de todos los establecimientos de ésta cadena de comida rápida le vamos 
a llamar X que seguirá una binomial con probabilidad de éxito, probabilidad de tener 
signo de mala administración,  p desconocida. A fin de estimar dicho parámetro, se 
toma una muestra de tamaño n = 95 y definimos p′ como la proporción de éxitos en la 
muestra. En este caso p′ es 0,3 y  1- p′  = 0,7. 


Como n > 20, 5≥′∗ pn y 51 ≥′−∗ )p(n , entonces la distribución X es 
aproximadamente normal, i.e.: 


))p(np,np(NX −≈ 1  


 


Como p es desconocida, la aproximaremos por p′ que es la estimación puntual de p. 


Entonces, la proporción muestral de éxitos, que la hemos utilizado para estimar la 
proporción de la población tendrá la siguiente distribución: 


)
n


)p(p,p(Np
′−′


≈′ 1
                con: 


 


Por lo tanto la estimación del error estándar de la proporción de establecimientos que 
tiene claros signos de mala será 0,057. 


 


El intervalo de confianza del 95% para la probabilidad de éxito poblacional p viene dado 
por: 


=±=∗±=∗±′ ′ 0921,03,0047,096,13,0
2


PZp σα  [0,20788; 0,39212] 


donde 96,1
2


05,0
2


== ZZα  es el valor z*, de manera que el 95% del área bajo la curva 


normal se incluye entre –1,96 y 1,96. 


 


Por lo tanto, con un nivel de confianza del 95%, la proporción de establecimientos de 
esta cadena de comida rápida que tiene mala administración estará entre  0,20788 y 
0,39212. 


Si extraemos varias muestras del mismo tamaño y calculamos un intervalo de confianza 
para cada muestra, el 95% de esos intervalos van a incluir a la verdadera proporción de 
establecimientos con mala administración 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 
1. Imaginemos que trabajamos para una multinacional que se dedica a la venta de pantallas LCD. 


El departamento de ingeniería ha realizado pruebas de duración sobre una muestra aleatoria 
de 15 pantallas LCD, obteniendo los siguientes resultados (en horas de duración): 


 
   10014,8    8056,2    9166,1    8363,2    8869,7    8680,0    8930,4 


    8426,8    9488,3    8426,3    8924,6    7911,9    9667,2    8914,2 


    9220,2 


 
Supondremos que la duración (en horas de funcionamiento) de estas pantallas es una variable 
aleatoria que se distribuye de forma normal con desviación típica σ = 500 horas. 


 
a) Hallar un intervalo de confianza, a nivel del 95% para la media poblacional µ (duración 


media de una pantalla LCD). 
 


Seleccionamos Stat > Basic Statistics > 1-Sample Z 


 


 
 


Z Confidence Intervals 
The assumed sigma = 500 
 
Variable     N      Mean    StDev  SE Mean       95,0 % CI 
C1          15      8871      586      129  (    8618;    9124) 
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b) Suponiendo ahora que no conoces la desviación típica, halla un intervalo de confianza, a 


nivel del 95%, para µ. Compara este nuevo intervalo con el anterior. 
 


Seleccionamos Stat > Basic Statistics  > 1-Sample t: 


 


 
 


T Confidence Intervals 


 
Variable     N      Mean    StDev  SE Mean       95,0 % CI 
C1          15      8871      586      151  (    8546;    9195) 


 
Observar que el primer intervalo está contenido en el segundo, i.e.: el segundo intervalo es 
menos “preciso” que el primero. Ello es lógico si tenemos en cuenta que para hallar el 
primer intervalo disponíamos de mayor información (conocíamos el valor de la desviación 
típica), por lo que el resultado es más preciso. 


 
 


c) Suponiendo que no conoces la desviación típica, halla un intervalo de confianza, a nivel del 
90%, para µ. Compara este intervalo con el obtenido en b). 


 
T Confidence Intervals 


 
Variable     N      Mean    StDev  SE Mean       90,0 % CI 


C1          15      8871      586      151  (    8604;    9137) 


 
Ahora, como somos menos exigentes por lo que al nivel de confianza se refiere (hemos 
pasado del 95 al 90%), lo que cabría esperar es que el intervalo obtenido esté contenido 
dentro del hallado en b). Observar que, en efecto, se cumple esta previsión. 
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2. Se quiere analizar el índice de productividad de los trabajadores de una empresa industrial, y 
se ha tomado una muestra aleatoria de 200 empleados y se ha observado que el 5% de ellos 
no alcanzan el nivel mínimo productivo que se quiere conseguir de cada uno de ellos. Calcular 
un intervalo de confianza del 95% para la proporción de empleados que no llegan al nivel de 
productividad fijado. 


 


Nos interesa calcular un intervalo de confianza del 95% para la probabilidad p, de no alcanzar 
el nivel mínimo requerido. 


 


Además, comprobamos que efectivamente se cumplen las hipótesis de normalidad: 
 
n=200 >>30, n*p= 200*0.09 > 5 y n*p*(1-p) > 5 
 


))p(np,np(NX −≈ 1  


 


Como p es desconocida, la aproximaremos por p′ que es la estimación puntual de p. 


Entonces, la proporción muestral de éxitos, que la hemos utilizado para estimar la 
proporción de la población tendrá la siguiente distribución: 


 


)
n


)p(p,p(Np
′−′


≈′ 1
 


 


Para calcular el intervalo de confianza, seleccionamos: Stat > Basic Statistics > 1 Proportion: 
 


 
 


Seleccionamos Options, con las siguientes condiciones: 
 
Ponemos el nivel de confianza del intervalo, la proporción del contraste que en este caso no 
nos interesa porque sólo queremos calcular el intervalo de confianza, por lo que en esta opción 
pondremos, o por omisión nos pondrá, 0,5. 
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En la alternativa ponemos lo que aparece como estándar, no igual y activamos la casilla de 
utilizar la normal para calcular el intervalo de confianza. 


 


 
 


Confidence Interval for One Proportion 
 
Test of p = 0,5 vs p not = 0,5 
 
Sample      X      N  Sample p        95,0 % CI       Z-Value  P-Value 
1          10    200  0,050000  (0,019795; 0,080205)   -12,73    0,000 


 


 


Observamos que el intervalo de confianza está entre 0,0198 y 0,080. Por tanto, podemos 
concluir que con una confianza del 95%, la proporción de trabajadores de esta empresa que no 
alcanzan el nivel mínimo de productividad requerido estará entre el 2% y el 8%. 
 


Si extraemos varias muestras del mismo tamaño y calculamos un intervalo de confianza 
para cada muestra, el 95% de esos intervalos van a incluir a la verdadera proporción de 
trabajadores que no alcanzan el nivel mínimo de productividad requerido. 
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INTRODUCCIÓN A MINITAB 
 


Autores:  Alicia Vila (avilag@uoc.edu), Máximo Sedano (msedanoh@uoc.edu), Ángel A. Juan 


(ajuanp@uoc.edu).  


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


En los últimos años, el uso de Internet -la red de redes- ha causado una revolución en lo que a 
transmisión de datos e información se refiere, creando además un nuevo paradigma comunicativo.  
 
Por ello, con cada vez mayor frecuencia, nos encontraremos con la necesidad de analizar 
estadísticamente grandes volúmenes de datos -a los cuales tenemos acceso gracias a Internet-, 
con la finalidad de obtener información y, eventualmente, conocimiento. 
 
En dicho análisis, el uso de un paquete estadístico -como Minitab, SAS, SPSS, S-Plus, 
Statgraphics, Statistica, etc.- resulta fundamental. 


INTRODUCCIÓN A 
MINITAB 


Importancia del Minitab 
en el aprendizaje de la 


estadística


Descripción y manejo 
básico del programa  


Entorno de trabajo 


Operaciones 
básicas 


Instalación del 
Minitab 


Instalación paso a 
paso 


Requisitos 
informáticos  



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2







  Introducción a Minitab 


Proyecto e-Math          2 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


 
Una nueva generación de software estadístico ha ido emergiendo en estos últimos años, 
posibilitando un considerable aumento en las posibilidades de análisis, precisión numérica y 
representación gráfica de los resultados.  


 
El uso de este tipo de herramientas estadísticas nos permite obtener información a partir de los 
datos, usando para ello métodos y técnicas de obtención de datos, análisis e interpretación.  
 


 


 
 
 


Con 25 años de experiencia, Minitab es uno de los líderes mundiales por lo que a la docencia de 
la estadística se refiere, estando hoy en día presente en las más prestigiosas empresas (Motorola, 
Toshiba,...) y universidades nacionales (Universitat Oberta de Catalunya, Universidad Politécnica 
de Cataluña,...) e internacionales (Harvard, MIT, ...). 
 
Además, Minitab es una herramienta compacta, versátil y de fácil manejo. La confiabilidad de sus 
algoritmos estadísticos y la sólida combinación de potencia y amigabilidad le han hecho merecer 
la confianza de usuarios de todo el mundo. 


 
 


 


OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Conocer algunas de las ventajas de usar software estadístico a la hora de analizar datos. 
 
• Guiar al usuario en el proceso de instalación del software, así como en el uso de las opciones 


básicas (abrir ficheros, guardarlos, …). 
 


• Entender cómo se realizan los análisis estadísticos más comunes, así como representaciones 
gráficas.  


 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Es conveniente estar familiarizado, al menos a nivel básico, con el entorno Windows. 
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INSTALACIÓN DEL PROGRAMA  ______________________________ 
 


 Descripción del Minitab (Release 12 y 13) 
 


Minitab es un paquete estadístico que abarca todos los aspectos necesarios para el  
aprendizaje y aplicación de la Estadística en general. 
  
Incluye análisis descriptivo, contrastes de hipótesis, regresión lineal y no lineal, series 
temporales, análisis de tiempos de fallo, control de calidad, análisis factorial, ANOVA, análisis 
cluster, etc.-, una potente capacidad gráfica –especialmente en las versiones 12 y 13-, total 
compatibilidad con las herramientas de Office –mediante las opciones de “copiar y pegar” es 
posible exportar datos, gráficos y texto-, herramientas de gestión de proyectos, conectividad 
ODBC para bases de datos, y un potente lenguaje de macros que permite automatizar y 
personalizar muchas de las tareas. 


 
 


 Instalación del Minitab (Release 12 y 13) 
 


Los requisitos informáticos mínimos para poder instalar el programa son: 
 
- Sistema operativo Microsoft Windows 95/98 o superior. 
- Pentium. 
- 32 Mb de memoria RAM. 
- Lector CD-ROM de doble velocidad (x4). 
- Monitor VGA (256 colores) con una resolución de 800 x 600. 
 
 
Veamos cuáles son los pasos a seguir para instalar el Minitab: 


 
 


1. Insertar el CD-Rom con el Minitab en la unidad lectora. Este software se ejecutará 
automáticamente al introducir el CD, sino fuera así, podemos arrancarlo pulsando sobre 
el icono que representa la unidad, y haremos doble clic en el programa Setup.exe: 
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2. Irán apareciendo las siguientes pantallas, en las cuales deberéis ir incluyendo la 
información que aparece en la caja de vuestro CD (en el caso de los programas que 
distribuye la UOC, el Consultor os proporcionará el Side ID Code del semestre asociado 
una vez se inicie el curso). En muchas de las pantallas, podréis ir aceptando la opción 
por defecto (leed el License Agreement): 
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Antes de empezar el proceso de instalación aparece la siguiente pantalla informativa de todo 
lo que el programa instalará. Para iniciar la instalación pulsamos Next. 
 
 


 
 


 
 
 
Finalmente, acabado el proceso de instalación seleccionamos si queremos instalar o no el 
icono de Minitab en el escritorio.  
 


 
 
 
Finalizado todo el proceso, aparecerá un mensaje que nos informará de que la instalación se 
ha realizado correctamente. 
  







  Introducción a Minitab 


Proyecto e-Math          7 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


 
 
En caso de que encontréis algún problema en la instalación o queráis instalar una versión 
más avanzada de Minitab, será conveniente que desinstaléis el programa y lo volváis a 
instalar. Para ello podéis seguir los siguientes pasos: 
 


 
1. Seleccionamos, según se indica en la imagen inferior, la opción “Uninstall Minitab” y 


comenzamos el proceso de instalación desde cero: 
  


 
 
2. Si usamos la opción anterior, veréis cómo Windows elimina los ficheros de Minitab que 


hubiese copiado en vuestro disco duro: 
 
 


 
 
 


3. Volvemos a instalar el programa desde cero, siguiendo los pasos indicados anteriormente. 
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USO BÁSICO DEL PROGRAMA  ___________________________________ 
 
 


 Uso básico de Minitab 
 
 


MINITAB (Release 12 o 13) puede ser utilizado en Windows 95/98, Me, 2000, NT 4.0, y XP. 
En todos los casos la funcionalidad del programa es similar.  
 
 
o Para entrar en el programa . . .  


 
Localizar dónde se ha instalado Minitab for Windows y hacer doble clic en el icono 
correspondiente:  


 
 


mtb12.exe


 
 


Obtendremos la siguiente pantalla: 
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o Entorno de trabajo del Minitab... 
 
 


Para realizar análisis de datos con Minitab se pueden utilizar diversas ventanas y 
herramientas.  


 
A continuación se muestran las partes más importantes: 


 
 


  
 
 
 


 La barra de Menu se utiliza para seleccionar el comando que vamos a utilizar para 
realizar las operaciones que requiere el problema. 


. 
 
 La barra de Herramientas permite realizar algunas funciones simplificando el acceso 


a las mismas, como por ejemplo, guardar o copiar. 
 
 
 La ventana de Operaciones nos muestra todas las salidas por pantalla de las 


operaciones estadísticas que deseamos realizar con Minitab; tabla de estadísticos 
descriptivos (media, mediana,...), coeficiente de correlación, etc. 


 
 
 La ventana de Datos es el lugar donde debemos introducir los valores con los que 


vamos a trabajar y realizar cálculos. 
 
 
 La ventana de Información resume la organización de los datos introducidos, es 


decir, en qué columnas se han introducido, cuántos, etc. 
 
 
 La ventana de Historial refleja los comandos que se han ido ejecutando a lo largo del 


programa. 


Barra Menu 


Barra  


Herramientas 


Ventana de


datos  


Ventana  de
operaciones 


Ventana de
información 


Historial 
del 
programa 
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o Trabajando con proyectos.... 
 
 


En Minitab, un proyecto es un documento que contiene todo el trabajo que hemos ido 
realizando y engloba tanto la ventana de datos, como la salida por pantalla de los 
resultados de un determinado conjunto de operaciones, gráficos, etc.  
 
Es importante observar que cuando guardamos un proyecto, estamos guardando todas 
las partes (“ventanas”) que lo componen. 
 
Los proyectos están compuestos por datos, resultados de operaciones, gráficos, etc. La 
mayoría de esta información es visible en cada una de las ventanas de Minitab, por 
ejemplo, los resultados obtenidos de una operación están visibles en la ventana de 
operaciones (Session Window). 


 


 
 
 
El contenido de algunas ventanas es creado por el propio Minitab. Por ejemplo, la 
ventana de operaciones contiene el resultado del análisis de datos, la ventana del 
historial del programa (History Window) recoge todos los comandos que se han ido 
utilizando, la ventana de datos (Data Window, Worksheet) contiene los datos que hemos 
introducido vía teclado (o generado aleatoriamente). 


  
 


Cada uno de los datos con los que se trabaja en un proyecto están contenidos en una 
especie de tabla llamada worksheet y podemos abrirla, guardarla y cerrarla 
independientemente del proyecto. Es el lugar reservado para introducir por teclado los 
valores que necesitamos. 
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o Cómo abrir, guardar y cerrar una tabla de datos ( worksheet ) .... 
 


 Para abrir un nuevo worksheet, debemos escoger la opción File > New y escoger la 
opción Minitab Worksheet. 


 
 Para abrir un worksheet ya guardado escogemos File > Open Worksheet. 


 
 Para guardar un worksheet, elige File > Save Current Worksheet. 


 
 Para cerrar un worksheet es suficiente con escoger File > Close Worksheet. 


 
 


Observar que cuando guardamos una tabla de datos, ésta queda guardada con 
extensión .mtw. 


 
 


 
o Cómo abrir, guardar y cerrar un proyecto... 


 
 Para abrir un nuevo proyecto, debemos escoger la opción File > New y elegir 


Minitab Project. 
 
 Para abrir un proyecto ya guardado escogemos File > Open Project. 


 
 Para guardar un proyecto, elige File > Save Project. 


 
 Para cerrar un proyecto es suficiente con escoger File > Exit. 


 
Observar que cuando guardamos un proyecto, éste queda guardado con extensión 
.mpj. 


 
 
 


o Para salir del programa . . . 
 


De la barra de herramientas, escogeremos File > Exit 
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 Uso de la Ayuda del Minitab 
 


  
La ayuda de Minitab es uno de los recursos más importantes del programa, ya que aparte de 
su fácil manejo, contiene la descripción de todas las aplicaciones de Minitab y numerosos 
ejemplos ilustrativos. 


 


En la barra de herramientas, clicamos en el icono  : 
 


 


 
 
 
Como vemos, nos aparecen una serie de aplicativos como Archivo, Edición, Marcador, 
Opciones y Ayuda que servirán para, básicamente, manipular el entorno de trabajo de la 
Ayuda. 


  
La Ayuda de Minitab, la utilizaremos preferentemente para aclarar conceptos teóricos 
estadísticos o para entender cómo utilizar una determinada aplicación. 


 
 
Principalmente, la Ayuda presenta dos formas de buscar información: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 







  Introducción a Minitab 


Proyecto e-Math          13 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


 
 POR TEMAS 


 
Clicamos en Temas de ayuda: 


 


 
 


 
Aparte de la pestaña de Contenidos, donde tenemos la división general de temas, veremos 
que clicando en Índice, encontraremos todas las subdivisiones de los temas clasifados por 
orden alfabético. 
 
En la tercera pestaña: Buscar, tendremos la opción de buscar una determinada palabra o 
frase. 
 
Por ejemplo, escogemos el apartado Statistics y seleccionamos Basic Statistics y finalmente, 
Normality Test: 
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Como vemos, nos aparece un cuadro con la definición y la descripción completa de cómo 
realizar un Test de Normalidad. Además, en la parte superior nos aparecen una serie de 
opciones para obtener más información acerca de este tema. 


 
Si clicamos en Example: 
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Cabe observar, que no sólo obtenemos un ejemplo y los pasos a seguir para resolverlo sino 
que también podemos clicar en Interpreting Results, para ver cuáles son las conclusiones 
obtenidas: 


 
 


 
 
 
 


 POR PALABRAS 
 


En el apartado Glossary, disponemos de un completo índice por orden alfabético de todos los 
conceptos que aparecen en el Minitab. Veámoslo: 


 
Clicamos en Glossary: 
 
 


 
 







  Introducción a Minitab 


Proyecto e-Math          16 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


 
Al clicar en una de las palabras clave, se abre un cuadro explicativo del concepto.  


 
Por ejemplo, si clicamos en Mean: 
 
  


   
 
  
 
Finalmente destacar que, aunque existen muchas más opciones y recursos que ya iremos 
descubriendo al trabajar con la Ayuda,  también existe la opción predeterminada de formatos 
para Imprimir. 
 
 
 
Para salir de la Ayuda clicamos en Exit. 
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ENLACES     ___________________________________ 
 
 
 http://www.minitab.com  Página oficial de Minitab  


 


 
 
 
 http://www.addlink.es   Distribuidor en España de software científico. 


 


         
 


 
 http://plato.acadiau.ca/courses/math/cabilio/minitab/minitab1.html 


Tutorial de Minitab (en inglés). 
 


 
 http://www.ncl.ac.uk/ucs/statistics/common/minitab/gettingstartedminitab2.html 


Tutorial de Minitab (en inglés). 
 


 
 http://www.uoc.edu/web/esp/art/uoc/0107030/mates_imp.html   


Artículo relacionado con la uso de software en la enseñanza de las matemáticas. Incluye un 
ejemplo del TCL usando Minitab.  


 
 


       
 








  Variables aleatorias continuas 


Proyecto e-Math          1 


Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS (I) 
Autores:  Rafael García Martín (rgarciamart@uoc.edu), Francisco J. Faulín Fajardo (ffaulin@uoc.edu). 


INTRODUCCIÓN______________________________________________ 


En este math-block titulado "Variables aleatorias continuas" se describen algunas de las 
variables aleatorias, probablemente aquellas que más aplicaciones tienen en el ámbito del método 
MonteCarlo y la Simulación, y la forma en que pueden ser tanto analizadas (tabular y gráficamente) 
como simuladas a través de Excel. 


Para cada una de las v.a. presentadas se muestra: una breve descripción de las aplicaciones 
que pueden encontrarse en la literatura, sus funciones de densidad y distribución, sus estadísticos 
principales y sus propiedades teóricas, fundamentalmente respecto a otras variables aleatorias con las 
que pudieran estar relacionadas. 


Para cada una de ellas se presenta al menos uno, en muchas ocasiones dos, métodos de 
generación de muestras aleatorias. El lector notará que se ha hecho un esfuerzo por evitar que los 
mecanismos de generación se basen, contrario a lo que es habitual, en código VBA.  


Varias son las razones que nos han movido a ello, en primer lugar soslayar la aparición, 
inevitable, de las macros que contuvieran dicho código y que, querámoslo o no, arrojan siempre una 
sombra de amenaza para la integridad de nuestros ordenadores; en segundo lugar para reivindicar la 
capacidad de Excel - de las funciones propias de la hoja - para realizar tareas de mediana complejidad 
a espaldas de un código que, aunque sumamente inteligible, implica en cualquier caso un aparato no 
siempre bien asumido por el usuario final.  


Finalmente, la generación de v.a. a través de código VBA, o de cualquier otro lenguaje de 
programación, está lo suficientemente bien tratada en la literatura como para que el lector que 
prefiera la utilización de métodos diferentes a los aquí expuestos no tenga ningún dificultad para 
encontrar información profusamente desarrollada. 


OBJETIVOS      _________________        _____ 


Presentar al estudiante los conceptos básicos de las variables aleatorias discretas y 
proporcionar una herramienta, basada en Excel, para su análisis y simulación. 


RELACIÓN CON OTROS DOCUMENTOS _________________        _____ 


Para mayor facilidad se ha optado por dividir el documento en dos partes (I y II) con idéntica 
estructura. Este math-block es complementario del titulado Variables aleatorias discretas con el 
que, como es lógico, comparte muchas características.  


Las dos partes de este documento hacen mención a una serie de hojas de cálculo con las que 
se complementan: (Beta.xls ; Bradford.xls ; Cauchy.xls ; Chi2.xls ; Exponencial.xls ; FSnedecor.xls ; 
Gamma.xls ; Gumbel.xls ; Logistica.xls ; LogNorm.xls ; Normal.xls ; Rayleigh.xls ; Pareto.xls ; 
Triang.xls ; Uniforme.xls ; Weibull.xls). 
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Beta 


Usos. 


Debido a su gran flexibilidad se utiliza en situaciones en las que la ausencia de datos 
concretos no impide, sin embargo, tener una idea del comportamiento "global" de la variable 
aleatoria. Si suponemos conocidos, o razonablemente supuestos, valores tales como el máximo, 
mínimo, media o moda y el tipo de simetría (o asimetría), entonces es posible encontrar una 
distribución Beta que se adapte a dichas suposiciones. 


También se utiliza para simular la proporción (o el número total) de productos 
defectuosos en un lote de fabricación, la duración de un proceso (en PERT/CPM), o la mediana 
de una muestra aleatoria. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼Be(α,βα,βα,βα,β) o bien X∼∼∼∼Beta(α,βα,βα,βα,β), los dos parámetros son de forma (α, β 
>0). En Excel la notación es diferente y se basa en el hecho de que la distribución puede ser 
fácilmente reescalada a un intervalo (a,b) ya que si X ∼∼∼∼ Be(α,βα,βα,βα,β) →→→→ 0≤≤≤≤X≤≤≤≤1 al hacer X´= a+(b-a)X 
tendríamos X´∼∼∼∼Be(α,βα,βα,βα,β) pero ahora con a≤≤≤≤X´≤≤≤≤b. Así, la notación en Excel es X∼∼∼∼Be(α,β,α,β,α,β,α,β,a,b); ); ); ); en este 
caso los parámetros a y b son de escala en la distribución. 


Densidad y Distribución. 


),(


11 )1(
)(


βα


−β−α −=
B


xx
xf  


siendo B(α,β) la función Beta: 


∫ −β−α
βα −
1


0


11
),( )1( dxxxB  


para la Beta de cuatro parámetros, usada en Excel, tendremos: 


1


11


),( )(
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−β+α


−β−α


βα −


−−=
ab


xbax
B


xf  


F(x) no tiene, en general, forma cerrada. 


Estadísticos. 


La media y varianza son (respectivamente): 


( ) ( )1
;


2 +β+αβ+α


αβ
β+α


α
  


el sesgo, la curtosis y el coeficiente de variación son (respectivamente): 


( )( ) ( )1;
32
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+β+αα
β


+β+α+β+ααβ
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Propiedades. 


Si α=β la distribución es simétrica y centrada; si α=β=1 se convierte en una Uniforme; 
Be(1,2) es la distribución triangular izquierda; Be(2,1) es la triangular derecha; si X ∼ 
Be(α,β) ⇔ (1−X) ∼ Be (β,α) ; Be(1/2,1/2) es la distribución arcoseno. 


Generación. 


Puesto que Excel cuenta con una función para la inversa de la función de distribución, la 
generación de variables aleatorias puede hacerse directamente por inversión utilizando la fórmula 
siguiente:  


DISTR.BETA.INV(ALEATORIO();α, β α, β α, β α, β , a , b ). 


Caracterización. 


Los parámetros pueden ser estimados de la forma siguiente [W1]: 












−










 −−=β









−










 −=α 1
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)1(ˆ;1
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ˆ
22 s


xx
x


s


xx
x  


Hoja de cálculo. 


El fichero Beta.xls es una plantilla para la generación y análisis de la distribución Beta en 
Excel. Su aspecto es el siguiente: 


X Den Dis n
3,1 0,004246 0,004246 1 0,0033 0,00333 0,003344 Alfa (α) 23 3,03
3,3 0,011494 0,015740 6 0,0201 0,01996 0,023411 2,3 6,64
3,4 0,019165 0,034906 8 0,0268 0,02661 0,050167 Beta (β) 0,1130
3,5 0,026495 0,061400 9 0,0301 0,02994 0,080268 3,6 36 299
3,6 0,033176 0,094577 10 0,0334 0,03326 0,113712 Mínimo (min) 0,9945483
3,7 0,039046 0,133622 13 0,0435 0,04324 0,157191 3 0,0878056
3,8 0,044017 0,177639 17 0,0569 0,05655 0,214047 Máximo (max) A1:A300
3,9 0,048052 0,225691 8 0,0268 0,02661 0,240803 7 0,4247008
4,0 0,051146 0,276836 17 0,0569 0,05655 0,297659 0,0487887
4,2 0,053318 0,330154 16 0,0535 0,05322 0,351171 Muestra 4,0079271
4,3 0,054605 0,384760 14 0,0468 0,04657 0,397993 300 3,8174458
4,4 0,055058 0,439818 15 0,0502 0,04989 0,448161
4,5 0,054736 0,494554 17 0,0569 0,05655 0,505017
4,6 0,053708 0,548261 17 0,0569 0,05655 0,561873 Teóricos Muestra
4,7 0,052047 0,600308 15 0,0502 0,04989 0,612040 Mínimo 3,03 3,09
4,8 0,049831 0,650139 17 0,0569 0,05655 0,668896 Media 4,56 4,52
4,9 0,047141 0,697280 14 0,0468 0,04657 0,715719 Máximo 6,64 6,46
5,1 0,044060 0,741340 14 0,0468 0,04657 0,762542 Varianza 3,09 0,55
5,2 0,040670 0,782010 8 0,0268 0,02661 0,789298
5,3 0,037053 0,819063 10 0,0334 0,03326 0,822742
5,4 0,033291 0,852354 6 0,0201 0,01996 0,842809 Algoritmo de generación
5,5 0,029462 0,881816 12 0,0401 0,03991 0,882943
5,6 0,025642 0,907458 9 0,0301 0,02994 0,913043
5,7 0,021904 0,929362 8 0,0268 0,02661 0,939799 Caracterización
5,9 0,018314 0,947676 9 0,0301 0,02994 0,969900 α 1,7
6,0 0,014935 0,962611 2 0,0067 0,00665 0,976589 β 2,3
6,1 0,011822 0,974433 4 0,0134 0,01330 0,989967 α 1,2
6,2 0,009023 0,983456 2 0,0067 0,00665 0,996656 β 2,4
6,3 0,006577 0,990034 1 0,0033 0,00333 1,000000
6,4 0,004515 0,994548 0 0,0000 0,00000 1,000000


1


Law&Kelton


DISTR.BETA.INV(ALEATORIO();α,β,min,max)


BETA(α,βα,βα,βα,β ,min,max)
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El fichero Beta.xls es un libro que, a diferencia de la mayoría de los que se presentarán, 
contiene no una sino dos hojas de cálculo. La primera hoja ha sido presentada anteriormente y su 
objetivo es describir la distribución Beta cuando se conocen perfectamente los parámetros que la 
definen. Sin embargo, la mayoría de las veces el usuario no tiene ese conocimiento acerca de los 
parámetros (porque no dispone de datos empíricos de la magnitud a simular y por lo tanto no puede 
llevar a cabo el proceso de caracterización con el cual estimar dichos parámetros) y únicamente tiene 
una idea sobre el comportamiento general de la magnitud a simular: sus extremos máximo y mínimo, 
el valor más probable y la media1. 


En este caso se requiere que sean éstos los datos que el usuario aporte para dar forma a una 
distribución Beta Subjetiva cuyos parámetros formales pueden, no obstante, ser deducidos de las 
indicaciones del usuario. Los parámetros αααα y ββββ pueden ser deducidos a partir de: la media µµµµ que se 
desee tenga la distribución, del valor m más probable que se le supone, del máximo a y del mínimo 
b, en la forma siguiente: 


)(
ˆ)(ˆ;


)()(
)2)((


ˆ
a


b
abm
bama


−µ
αµ−=β


−µ−
−−−µ=α  


X Den Dis n
1,6 0,043701 0,043701 13 0,0435 0,04323 0,043478 Alfa (α) 1,00
2,1 0,052780 0,096481 23 0,0769 0,07649 0,120401 1,18 18,85
2,7 0,055320 0,151801 14 0,0468 0,04656 0,167224 Beta (β) 0,5577
3,2 0,055990 0,207791 22 0,0736 0,07316 0,240803 2,57 299
3,8 0,055677 0,263468 11 0,0368 0,03658 0,277592 Más probable 0,9943627
4,3 0,054748 0,318216 20 0,0669 0,06651 0,344482 3 0,0878056
4,9 0,053398 0,371613 9 0,0301 0,02993 0,374582 Media A1:A300
5,5 0,051744 0,423357 22 0,0736 0,07316 0,448161 7 7 0,341846
6,0 0,049864 0,473221 10 0,0334 0,03326 0,481605 Mínimo (min) 0,0573859
6,6 0,047814 0,521035 13 0,0435 0,04323 0,525084 1 2,9206033
7,1 0,045636 0,566671 19 0,0635 0,06319 0,588629 Máximo (max) 2,1185688
7,7 0,043362 0,610033 16 0,0535 0,05321 0,642140 20
8,3 0,041016 0,651049 16 0,0535 0,05321 0,695652
8,8 0,038622 0,689671 8 0,0268 0,02661 0,722408 Muestra
9,4 0,036195 0,725866 8 0,0268 0,02661 0,749164 300
9,9 0,033753 0,759620 7 0,0234 0,02328 0,772575
10,5 0,031309 0,790929 8 0,0268 0,02661 0,799331
11,0 0,028875 0,819804 9 0,0301 0,02993 0,829431
11,6 0,026463 0,846267 5 0,0167 0,01663 0,846154 Teóricos Muestra
12,2 0,024082 0,870349 9 0,0301 0,02993 0,876254 Mínimo 1,00 1,09
12,7 0,021744 0,892093 8 0,0268 0,02661 0,903010 Media 7,00 6,79
13,3 0,019458 0,911551 6 0,0201 0,01995 0,923077 Máximo 18,85 17,76
13,8 0,017233 0,928784 5 0,0167 0,01663 0,939799 Moda 3 7
14,4 0,015078 0,943862 3 0,0100 0,00998 0,949833
14,9 0,013005 0,956867 5 0,0167 0,01663 0,966555
15,5 0,011022 0,967888 3 0,0100 0,00998 0,976589
16,1 0,009140 0,977028 2 0,0067 0,00665 0,983278
16,6 0,007372 0,984400 3 0,0100 0,00998 0,993311
17,2 0,005731 0,990131 1 0,0033 0,00333 0,996656
17,7 0,004232 0,994363 1 0,0033 0,00333 1,000000


1


BETA_SUB(Mod,Med,Min,Max)
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1 Es necesario un pequeño esfuerzo para entender que la identificación que habitualmente hacemos entre la 
media y el valor más probable sólo tiene sentido en distribuciones simétricas. En cualquier otra situación 
ambos valores estarán más separados cuanto más larga sea una de las colas de la distribución en comparación 
con la otra y por tanto más asimétrica sea ésta. 
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Bradford 


Usos. 


Su uso es muy restringido en simulación, se trata de otra distribución que, como la de Pareto, 
modeliza cualquier fenómeno en el que "sólo unos pocos controlan una gran parte del todo". La 
distribución de Bradford se aplica concretamente al número de referencias (bibliográficas en el 
trabajo original) a un determinado tema e intenta explicar un hecho observado por Samuel Bradford 
(1934) que puede definirse de esta manera: "un tercio de las referencias provienen de un reducido 
grupo de fuentes; otro tercio de un grupo menos reducido y el tercio restante de un disperso grupo 
de fuentes". Por ejemplo, encontradas 300 referencias sobre un tema, 100 se encuentran en un grupo 
de cinco revistas; otras 100 en un grupo de 25 y las restantes en un amplio grupo de 100 fuentes. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼BRADFORD(A ,B,C), A es parámetro de posición; B de escala y C 
de forma.  


Densidad y Distribución. 


La función de densidad es: 
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La función de distribución es: 
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Estadísticos. 


La media y varianza son (respectivamente): 


[ ] ( )[ ]
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Propiedades. 


Es una distribución de valores positivos siempre menores que B, cuya moda es A. 


Generación. 


Excel no cuenta con ninguna función relacionada con la distribución de Bradford, sin embargo, 
la generación de v.a. puede hacerse (por inversión) fácilmente a través de la fórmula siguiente: 


(1/C)*(A*(C+1)-B+(B-A)*(C+1)^ALEATORIO()) 


Hoja de cálculo. 


El fichero Bradford.xls es una plantilla para la generación y análisis de la distribución Bradford 
en Excel. Su aspecto es el siguiente: 
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X Den Dis n f_s f1_s f2_s
1,03 6,097998 0,092336 31 0,1069 7,05958 0,10690 A 10 1,0003
1,07 5,179196 0,170760 25 0,0862 5,69321 0,19310 1,0 1,9977
1,10 4,501016 0,238914 14 0,0483 3,18820 0,24138 B 0,0332
1,13 3,979878 0,299178 22 0,0759 5,01003 0,31724 2,0 20 290
1,17 3,566895 0,353188 11 0,0379 2,50501 0,35517 C 66,041
1,20 3,231563 0,402120 14 0,0483 3,18820 0,40345 6,5 65 0,086267971
1,23 2,953863 0,446848 9 0,0310 2,04956 0,43448 Muestra A1:A290
1,27 2,720114 0,488036 9 0,0310 2,04956 0,46552 290
1,30 2,520647 0,526204 14 0,0483 3,18820 0,51379 2,014903021
1,33 2,348435 0,561764 13 0,0448 2,96047 0,55862
1,37 2,198250 0,595050 10 0,0345 2,27729 0,59310 Teóricos Muestra
1,40 2,066119 0,626335 11 0,0379 2,50501 0,63103 Mínimo 1,00 1,00
1,43 1,948971 0,655847 12 0,0414 2,73274 0,67241 Media 1,99 1,33
1,47 1,844395 0,683775 14 0,0483 3,18820 0,72069 Máximo 2,00 1,99
1,50 1,750470 0,710280 10 0,0345 2,27729 0,75517 Varianza 0,078 0,071
1,53 1,665648 0,735502 7 0,0241 1,59410 0,77931
1,57 1,588666 0,759557 4 0,0138 0,91091 0,79310
1,60 1,518486 0,782550 3 0,0103 0,68319 0,80345 Algoritmo de generación
1,63 1,454244 0,804570 10 0,0345 2,27729 0,83793
1,67 1,395217 0,825697 7 0,0241 1,59410 0,86207
1,70 1,340794 0,845999 4 0,0138 0,91091 0,87586
1,73 1,290458 0,865539 5 0,0172 1,13864 0,89310
1,76 1,243765 0,884373 0 0,0000 0,00000 0,89310
1,80 1,200333 0,902548 6 0,0207 1,36637 0,91379
1,83 1,159832 0,920110 7 0,0241 1,59410 0,93793
1,86 1,121974 0,937099 4 0,0138 0,91091 0,95172
1,90 1,086510 0,953551 5 0,0172 1,13864 0,96897
1,93 1,053219 0,969499 4 0,0138 0,91091 0,98276
1,96 1,021908 0,984973 1 0,0034 0,22773 0,98621
2,00 0,992404 1,000000 4 0,0138 0,91091 1,00000


0


(1/C)*(A*(C+1)-B+(B-A)*(C+1)^ALEATORIO())


BRADFORD(A,B,C)


Estadísticos


0,0


1,0


2,0


3,0


4,0


5,0


6,0


7,0


8,0
1,


0


1,
1


1,
2


1,
2


1,
3


1,
4


1,
4


1,
5


1,
6


1,
6


1,
7


1,
8


1,
8


1,
9


2,
0


0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0


1,
0


1,
1


1,
2


1,
2


1,
3


1,
4


1,
4


1,
5


1,
6


1,
6


1,
7


1,
8


1,
8


1,
9


2,
0


 


Cauchy 


Usos. 


El cociente de dos cantidades normales estándar independientes sigue una distribución 
de Cauchy, este hecho es suficiente para que esta distribución deba ser tenida en cuenta a la hora de 
realizar simulaciones.  


De otra manera, si θ se distribuye U(-π/2, π/2) entonces X = tg(θ) se distribuye según una 
Cauchy(a = 0 ; b = 1). Así, se distribuye con arreglo a esta distribución, la distancia a la que un 
segmento de longitud infinita y con un origen arbitrario corta a una recta (la distancia se 
considera desde el punto de corte de la recta que determina la distancia del origen a la recta) cuando 
el ángulo que forma el segmento con la recta es arbitrario (esto es, igualmente posible entre -π/2 y 
π/2). 


La distribución de Cauchy se caracteriza por tener las colas (es simétrica) mucho más largas 
que otras distribuciones simétricas (la Normal o incluso la Logística) esto hace que tenga aplicación 
durante la fase de validación de un modelo cuando se quiere someter a éste a un gran número de 
valores extremos.  


En Excel no existe ninguna función directamente relacionada con la distribución de Cauchy, 
aunque tanto su generación como su análisis no es complicado. 
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Notación y parámetros. 


No es una distribución demasiado conocida. Aunque pueda encontrarse con otra notación, la 
habitual es X∼∼∼∼C(a,b), siendo a el parámetro de posición (-∞<a<∞) y b el de escala (b>0).  


Densidad y Distribución. 


La función de densidad es: 


( )[ ]22
)(


baX


b
xf


+−π
=  


,la función de distribución es: 







 −


π
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b
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Estadísticos. 


La media, moda y la mediana coinciden en el parámetro a; la varianza no existe. 


Propiedades. 


La distribución es simétrica respecto de a; el primer y tercer cuartil están, respectivamente, en 
a-b y a+b; la distribución C(0;1) es mucho más "aplastada" que la normal estándar y por tanto las 
colas son mucho más largas. 


Una propiedad importante es que si X∼C(0,1) → (α+βX)∼C(α,β);. también se verifica que si 
{X1,X2,...Xn} son variables aleatorias independientes y distribuidas según {C(α1,β);C(α2,β);..;C(αn,β)}, 
entonces {X1+X2+...+Xn}∼C(α1+α2+..+αn,β). 


Generación. 


Existen al menos dos formas de generar variables aleatorias de Cauchy en Excel: 


• a - (b/(TAN(PI()*ALEATORIO())))-0,5 


• a + (b*(N(0,1))/N(0,1))) 


ambas parecen proporcionar buenos resultados (véase la hoja de cálculo). Mientras que la primera 
requiere un único número aleatorio, la segunda requiere dos ya que cada generación de una variable 
aleatoria normal deberá hacerse utilizando la fórmula: 


DISTR.NORM.ESTAND.INV(ALEATORIO()) 


de esta manera, la fórmula completa para el segundo modo de generación será: 


a+(b*DISTR.NORM.ESTAND.INV(ALEATORIO())/DISTR.NORM.ESTAND.INV(ALEATORIO()))-0,5 


 


Hoja de cálculo. 


El fichero Cauchy.xls contiene una hoja que posibilita la descripción gráfica y la generación, 
por los dos métodos expuestos, de v.a. de Cauchy. Su aspecto es el siguiente: 
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�����������������������������������������������������
�����������������������������������������������������


##
## X Den Dis n f_s f1_s f2_s
## -6,5 0,003655 0,048346 16 0,0584 0,05003 1,00000 Posición (a) 11 -7
## -6,1 0,003951 0,052001 3 0,0109 0,00938 0,01095 0 7
## -5,6 0,004620 0,056248 0 0,0000 0,00000 0,01095 0,46667
## -5,1 0,005472 0,061241 1 0,0036 0,00313 0,01460 Escala (b) 274
## -4,7 0,006581 0,067193 4 0,0146 0,01251 0,02920 1 10 0,85670
## -4,2 0,008056 0,074403 3 0,0109 0,00938 0,04015 0,08205
## -3,7 0,010078 0,083306 2 0,0073 0,00625 0,04745 Muestra A1:A300
## -3,3 0,012941 0,094558 3 0,0109 0,00938 0,05839 300 1
## -2,8 0,017161 0,109188 5 0,0182 0,01563 0,07664
## -2,3 0,023680 0,128881 8 0,0292 0,02501 0,10584
## -1,9 0,034275 0,156548 16 0,0584 0,05003 0,16423 Teóricos Muestra
## -1,4 0,052212 0,197432 11 0,0401 0,03439 0,20438 Mínimo -7,00 -447,29
## -0,9 0,081793 0,260972 31 0,1131 0,09693 0,31752 Media 0,00 -2,58
## -0,5 0,119514 0,361017 34 0,1241 0,10631 0,44161 Máximo 7,00 51,55
## 0,0 0,138983 0,500000 43 0,1569 0,13445 0,59854 Varianza
## 0,5 0,119514 0,638983 30 0,1095 0,09380 0,70803
## 0,9 0,081793 0,739028 26 0,0949 0,08129 0,80292
## 1,4 0,052212 0,802568 18 0,0657 0,05628 0,86861 Algoritmo de generación
## 1,9 0,034275 0,843452 13 0,0474 0,04065 0,91606
## 2,3 0,023680 0,871119 7 0,0255 0,02189 0,94161
## 2,8 0,017161 0,890812 2 0,0073 0,00625 0,94891
## 3,3 0,012941 0,905442 3 0,0109 0,00938 0,95985
## 3,7 0,010078 0,916694 3 0,0109 0,00938 0,97080
## 4,2 0,008056 0,925597 0 0,0000 0,00000 0,97080
## 4,7 0,006581 0,932807 6 0,0219 0,01876 0,99270
## 5,1 0,005472 0,938759 1 0,0036 0,00313 0,99635
## 5,6 0,004620 0,943752 0 0,0000 0,00000 0,99635
## 6,1 0,003951 0,947999 1 0,0036 0,00313 1,00000
## 6,5 0,003417 0,951654 0 0,0000 0,00000 1,00000
## 7,0 0,000000 0,954833 0 0,0000 0,00000 1,00000
## 10
##
##
##
##


Estadísticos


a-(b/(TAN(PI()*ALEATORIO())))-0,5
a+(b*(N(0,1))/N(0,1)))
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Chi cuadrado (χχχχ2) 


Usos. 


Es sabido que la suma de n variables normales estándar al cuadrado sigue una distribución χ2 


de n grados de libertad, sin embargo, este hecho no convierte a la distribución χ2 en candidata para 
la modelización de ninguna magnitud, excepto si ésta fuera precisamente la suma anterior. Su uso en 
Simulación, o MonteCarlo, está más relacionada con el test de bondad del ajuste que lleva su 
nombre. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼χ2(ν), siendo νννν los grados de libertad (ν>0).  


Densidad y Distribución. 


La función de densidad es: 
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,la función de distribución (sin forma cerrada para ν impar) es: 
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Estadísticos. 


La media es νννν, la varianza 2νννν, el sesgo 2(2/νννν)1/2, la curtosis 3+(12/νννν) y el coeficiente de 
variación (2/νννν)1/2. 


Propiedades. 


La distribución χ2 es un caso particular de la distribución Gamma, χ2
n ≡ Gamma(n/2,2) 


Generación. 


La generación es inmediata usando la función de librería de Excel: 


PRUEBA.CHI.INV(ALEATORIO();GL) 


Hoja de cálculo. 


El fichero Chi2.xls contiene una hoja que posibilita la descripción gráfica y la generación: 


X Den Dis n
2,7 0,027047 0,026298 10 0,0333 0,0327 0,0333 GL 41 2,09
3,4 0,038276 0,053346 3 0,0100 0,0098 0,0433 9 21,67
4,0 0,048604 0,091621 16 0,0533 0,0523 0,0967 0,6526053
4,7 0,057066 0,140225 13 0,0433 0,0425 0,1400 300
5,4 0,063142 0,197292 12 0,0400 0,0392 0,1800 0,9802365
6,0 0,066694 0,260434 24 0,0800 0,0784 0,2600 0,0784099
6,7 0,067862 0,327128 16 0,0533 0,0523 0,3133 Muestra A1:A300
7,3 0,066963 0,394990 23 0,0767 0,0752 0,3900 300
8,0 0,064401 0,461953 18 0,0600 0,0588 0,4500
8,6 0,060604 0,526354 21 0,0700 0,0686 0,5200 Estadísticos
9,3 0,055972 0,586958 12 0,0400 0,0392 0,5600 Teóricos Muestra
9,9 0,050862 0,642930 15 0,0500 0,0490 0,6100 Mínimo 2,09 0,92
10,6 0,045565 0,693792 18 0,0600 0,0588 0,6700 Media 9,00 8,92
11,2 0,040309 0,739357 22 0,0733 0,0719 0,7433 Máximo 0,65 25,21
11,9 0,035261 0,779666 11 0,0367 0,0359 0,7800 Varianza 18,00 15,53
12,5 0,030538 0,814927 16 0,0533 0,0523 0,8333
13,2 0,026210 0,845465 10 0,0333 0,0327 0,8667
13,8 0,022311 0,871675 13 0,0433 0,0425 0,9100 Algoritmo de generación
14,5 0,018852 0,893987 3 0,0100 0,0098 0,9200
15,1 0,015821 0,912838 4 0,0133 0,0131 0,9333
15,8 0,013194 0,928659 4 0,0133 0,0131 0,9467
16,4 0,010941 0,941853 3 0,0100 0,0098 0,9567
17,1 0,009024 0,952794 4 0,0133 0,0131 0,9700
17,8 0,007407 0,961818 1 0,0033 0,0033 0,9733
18,4 0,006051 0,969225 2 0,0067 0,0065 0,9800
19,1 0,004923 0,975276 0 0,0000 0,0000 0,9800
19,7 0,003989 0,980199 2 0,0067 0,0065 0,9867
20,4 0,003221 0,984188 1 0,0033 0,0033 0,9900
21,0 0,002591 0,987409 1 0,0033 0,0033 0,9933
21,7 0,010000 0,990000 0 0,0000 0,0000 0,9933


2
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Exponencial 


Usos. 


La distribución exponencial es una de las más utilizadas en simulación, sus valores son 
siempre positivos lo que la liga fundamentalmente con la modelización de "tiempos", pero lo que la 
convierte en sumamente importante es el hecho de que se trata de la única distribución continua cuya 
tasa de fallo es constante, o dicho de otra forma, no tiene memoria. Esto supone que la magnitud 
simulada, el tiempo necesario para que se complete una tarea, el tiempo hasta el fallo de un 
dispositivo mecánico, el tiempo entre llegadas de los clientes a una cola, es independiente del 
instante del tiempo en que nos encontremos y por tanto del tiempo transcurrido hasta ese momento. 


Esta propiedad (conocida en la literatura anglosajona como "memoryless property") es harto 
frecuente, determinados dispositivos electrónicos, por ejemplo, no sufren desgaste y por lo tanto 
prácticamente no envejecen por lo que su probabilidad de fallo no aumenta a lo largo de su vida útil. 
Por otra parte, si el número de sucesos ocurridos en un intervalo de tiempo sigue una distribución de 
Poisson, entonces el tiempo entre dos de estos sucesos se distribuye de forma exponencial.  


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼Exp(ββββ), β β β β es parámetro de escala (β>0). 


Densidad y Distribución. 


La función de densidad es: 
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,la función de distribución es: 
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Estadísticos. 


La media es ββββ, la varianza ββββ2; el sesgo 2, la curtosis 9 y el coeficiente de variación 1.  


Propiedades. 


Es un caso particular de la distribución Gamma verificándose que Gamma(αααα,1) ≡≡≡≡ Exp(αααα); 
también es un caso particular de la Weibull Weibull(αααα,1) ≡≡≡≡ Exp(αααα); la suma de exponenciales 
independientes de parámetro β es una distribución Erlang(k;ββββ) 


Generación. 


Excel no cuenta con una función para la inversa de la función de distribución, sin embargo, la 
generación de variables aleatorias puede hacerse utilizando la fórmula siguiente: 


(1/β) (1/β) (1/β) (1/β) * -LOG(ALEATORIO()) 
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Hoja de cálculo. 


El fichero Exponencial.xls es una plantilla para la generación y análisis de esta distribución en 
Excel. Nótese que en la hoja se ha utilizado una notación ligeramente distinta (cambiando tasa por 
media) de manera que λ=1/β.  


X Den Dis n f_s f1_s f2_s
0,18 1,30008 0,277733 76 0,2533 1,19015 0,25333 Lambda(λλλλ) 18 0,00
0,36 0,940327 0,477596 58 0,1933 0,90827 0,44667 1,8 5,40
0,54 0,680124 0,622153 37 0,1233 0,57942 0,57000 0,1800
0,72 0,491923 0,726710 25 0,0833 0,39150 0,65333 300
0,90 0,355800 0,802333 27 0,0900 0,42282 0,74333 4,698
1,08 0,257345 0,857031 10 0,0333 0,15660 0,77667 0,08
1,26 0,186133 0,896593 13 0,0433 0,20358 0,82000 Muestra A1:A300
1,44 0,134627 0,925207 10 0,0333 0,15660 0,85333 300
1,62 0,097374 0,945903 9 0,0300 0,14094 0,88333
1,80 0,070429 0,960873 8 0,0267 0,12528 0,91000
1,98 0,050940 0,971700 8 0,0267 0,12528 0,93667 Teóricos Muestra
2,16 0,036844 0,979531 3 0,0100 0,04698 0,94667 Mínimo 0,00 0,00
2,34 0,026649 0,985195 3 0,0100 0,04698 0,95667 Media 0,56 0,70
2,52 0,019275 0,989292 2 0,0067 0,03132 0,96333 Máximo 5,40 4,62
2,70 0,013941 0,992255 4 0,0133 0,06264 0,97667 Varianza (λ) 0,309 0,547
2,88 0,010083 0,994398 0 0,0000 0,00000 0,97667
3,06 0,007293 0,995948 1 0,0033 0,01566 0,98000
3,24 0,005275 0,997069 2 0,0067 0,03132 0,98667 Algoritmo de generación
3,42 0,003815 0,997880 0 0,0000 0,00000 0,98667
3,60 0,002760 0,998467 3 0,0100 0,04698 0,99667
3,78 0,001996 0,998891 0 0,0000 0,00000 0,99667
3,96 0,001444 0,999198 0 0,0000 0,00000 0,99667
4,14 0,001044 0,999420 0 0,0000 0,00000 0,99667
4,32 0,000755 0,999580 0 0,0000 0,00000 0,99667
4,50 0,000546 0,999697 0 0,0000 0,00000 0,99667
4,68 0,000395 0,999781 1 0,0033 0,01566 1,00000
4,86 0,000286 0,999841 0 0,0000 0,00000 1,00000
5,04 0,000207 0,999885 0 0,0000 0,00000 1,00000
5,22 0,000149 0,999917 0 0,0000 0,00000 1,00000
5,40 0,000108 0,999940 0 0,0000 0,00000 1,00000


0


Estadísticos
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F  
Usos. 


Esta distribución tiene un papel fundamental en determinados contrastes de hipótesis 
(pruebas sobre las varianzas y ANOVA). Pero fuera de estas aplicaciones no suele usarse para 
modelizar magnitud alguna. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼F(gl1,gl2), ambos parámetros, conocidos como grados de libertad 
del numerador y g.l. del denominador son de forma (gl1;gl2>0). 


Densidad y Distribución. 


La función de densidad es: 
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mientras que la función de distribución no tiene forma cerrada. 







  Variables aleatorias continuas 


Proyecto e-Math          13 


Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


Estadísticos. 


La media y varianza son (respectivamente): 
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Propiedades. 


Nótese que la media de la distribución no depende de gl1; al aumentar los grados de libertad 
de la distribución, ésta se aproxima cada vez más a la distribución Normal; se verifica que: F(gl1,gl2) 
≡≡≡≡ 1/ F(gl2,gl1) 


Generación. 


Excel cuenta con una función para la inversa de la función de distribución, la generación de 
variables aleatorias puede hacerse utilizando la fórmula siguiente: 


DISTR.F.INV(ALEATORIO();GL1;GL2) 


Hoja de cálculo. 


El fichero FSnedecor.xls es una plantilla para la generación y análisis de esta distribución en 
Excel. Su aspecto es el siguiente: 


X Den Dis n
0,0 0,001274 0,000000 0 0,0000 0,00000 0,0000 G.L. 1 41 0,0000
0,1 0,015724 0,001274 1 0,0033 0,00333 0,0033 9 3,8519
0,3 0,046486 0,016998 1 0,0033 0,00333 0,0067 0,1284
0,4 0,079062 0,063484 17 0,0567 0,05667 0,0633 G.L. 2 300
0,5 0,101903 0,142546 23 0,0767 0,07667 0,1400 48 4 1,0000
0,6 0,111639 0,244449 34 0,1133 0,11333 0,2533 0,0784
0,8 0,110150 0,356089 35 0,1167 0,11667 0,3700 Muestra A1:A300
0,9 0,101166 0,466239 31 0,1033 0,10333 0,4733 300
1,0 0,088282 0,567404 27 0,0900 0,09000 0,5633
1,2 0,074197 0,655686 26 0,0867 0,08667 0,6500
1,3 0,060624 0,729883 31 0,1033 0,10333 0,7533 Teóricos Muestra
1,4 0,048480 0,790507 12 0,0400 0,04000 0,7933 Mínimo 0,00 0,09
1,5 0,038133 0,838987 12 0,0400 0,04000 0,8333 Media 1,04 1,07
1,7 0,029613 0,877120 9 0,0300 0,03000 0,8633 Máximo 3,85 3,52
1,8 0,022769 0,906733 7 0,0233 0,02333 0,8867 Varianza 0,30 0,36
1,9 0,017374 0,929502 7 0,0233 0,02333 0,9100
2,1 0,013179 0,946876 1 0,0033 0,00333 0,9133
2,2 0,009952 0,960055 5 0,0167 0,01667 0,9300 Algoritmo de generación
2,3 0,007491 0,970007 4 0,0133 0,01333 0,9433
2,4 0,005625 0,977498 3 0,0100 0,01000 0,9533
2,6 0,004217 0,983123 3 0,0100 0,01000 0,9633
2,7 0,003159 0,987341 3 0,0100 0,01000 0,9733
2,8 0,002365 0,990499 3 0,0100 0,01000 0,9833
3,0 0,001771 0,992864 2 0,0067 0,00667 0,9900
3,1 0,001326 0,994635 1 0,0033 0,00333 0,9933
3,2 0,000994 0,995961 1 0,0033 0,00333 0,9967
3,3 0,000746 0,996955 0 0,0000 0,00000 0,9967
3,5 0,000560 0,997701 0 0,0000 0,00000 0,9967
3,6 0,000421 0,998261 1 0,0033 0,00333 1,0000
3,7 0,001317 0,998683 0 0,0000 0,00000 1,0000


0


DISTR.F.INV(ALEATORIO();GL1;GL2)


F (GL1,GL2)
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Gamma 


Usos. 


La distribución Gamma es la generalización de algunas de las distribuciones más usadas en la 
modelización de fenómenos para su simulación: la exponencial, y la Erlang no son sino casos 
particulares (junto con la χ2) de la distribución Gamma. Su empleo en Simulación/MonteCarlo está 
relacionado con los fenómenos de espera, el hecho de que sea siempre positiva la liga a magnitudes 
como el tiempo para realizar una tarea o el tiempo hasta el fallo de un dispositivo, entre 
otras posibles aplicaciones.  


Estas aplicaciones se derivan del hecho de que puede considerarse como la probabilidad de 
que ocurran αααα sucesos en un periodo (1/β)β)β)β) de tiempo (por ejemplo que fallen los k subsistemas 
de un dispositivo que harán que éste finalmente deje de funcionar; que se lleven a cabo las k 
subtareas que componen un tarea principal con lo que ésta puede considerarse terminada, etc.) 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼Gamma(α,βα,βα,βα,β), αααα (α>0) es un parámetro de forma y ββββ (β>0) de 
escala. 


Densidad y Distribución. 


La función de densidad es: 
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Estadísticos. 


La media y varianza son (respectivamente): 


2; αβαβ   


el sesgo, la curtosis y el coeficiente de variación son (respectivamente): 


ββ
+


β
1


;
6


3;
1


2   


Propiedades. 


Gamma(1,β) ≡ Exp(β) ; si k es un entero positivo a la distribución Gamma(k,β) se la conoce 
como k-Erlang; a la distribución Gamma(v/2,2) se la conoce como χ2


v. 


Si {X1,X2,..Xn} se distribuyen como Gamma(α1,β), Gamma(α2,β),.. entonces la suma X1+X2+.. 
se distribuye según Gamma(α1+α2+...,β). 
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Generación. 


Excel cuenta con una función para la inversa de la función de distribución, la generación de 
variables aleatorias puede hacerse utilizando la fórmula siguiente: 


DISTR.GAMMA.INV(ALEATORIO();α;βα;βα;βα;β) 


Hoja de cálculo. 


El fichero Gamma.xls es una plantilla para la generación y análisis de esta distribución en 
Excel. Su aspecto es el siguiente: 


X Den Dis n f_s f1_s f2_s
3,4 0,000156 0,000156 0 0,0000 0,00000 0,0000 Alfa (α) 55 0,60
6,3 0,002635 0,002791 1 0,0033 0,00333 0,0033 5,5 85,98
9,1 0,011450 0,014240 2 0,0067 0,00666 0,0100 2,8460
12,0 0,027448 0,041688 7 0,0233 0,02331 0,0333 Beta (β) 300
14,8 0,047561 0,089249 26 0,0867 0,08658 0,1200 5,5 55 0,9990
17,7 0,067276 0,156526 19 0,0633 0,06327 0,1833 0,0784
20,5 0,082859 0,239385 21 0,0700 0,06993 0,2533 Muestra A1:A300
23,4 0,092304 0,331689 22 0,0733 0,07326 0,3267 300
26,2 0,095294 0,426983 24 0,0800 0,07992 0,4067
29,1 0,092687 0,519670 31 0,1033 0,10323 0,5100 Estadísticos
31,9 0,085930 0,605600 30 0,1000 0,09990 0,6100 Teóricos Muestra
34,7 0,076586 0,682186 22 0,0733 0,07326 0,6833 Mínimo 0,60 5,82
37,6 0,066044 0,748229 20 0,0667 0,06660 0,7500 Media 30,25 30,19
40,4 0,055381 0,803610 11 0,0367 0,03663 0,7867 Máximo 2,85 71,31
43,3 0,045337 0,848947 10 0,0333 0,03330 0,8200 Varianza (λ) 166,38 168,14
46,1 0,036347 0,885294 15 0,0500 0,04995 0,8700
49,0 0,028611 0,913905 15 0,0500 0,04995 0,9200
51,8 0,022160 0,936065 4 0,0133 0,01332 0,9333 Algoritmo de generación
54,7 0,016918 0,952983 6 0,0200 0,01998 0,9533
57,5 0,012751 0,965734 4 0,0133 0,01332 0,9667
60,4 0,009499 0,975233 5 0,0167 0,01665 0,9833
63,2 0,007002 0,982236 1 0,0033 0,00333 0,9867
66,1 0,005113 0,987348 0 0,0000 0,00000 0,9867
68,9 0,003700 0,991049 1 0,0033 0,00333 0,9900
71,7 0,002657 0,993705 3 0,0100 0,00999 1,0000
74,6 0,001894 0,995599 0 0,0000 0,00000 1,0000
77,4 0,001340 0,996939 0 0,0000 0,00000 1,0000
80,3 0,000943 0,997882 0 0,0000 0,00000 1,0000
83,1 0,000659 0,998541 0 0,0000 0,00000 1,0000
86,0 0,000458 0,999000 0 0,0000 0,00000 1,0000


0


DISTR.GAMMA.INV(ALEATORIO();α;β)


GAMMA (α,βα,βα,βα,β)
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Gumbel 


Usos. 


La distribución Gumbel es también conocida como LogWeibull, Gomperzt o Fisher-
Tippet. Es la distribución de los valores extremos (máximo o mínimos) de una muestra 
suficientemente grande de variables aleatorias independientes de una misma distribución. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼Gumbel(α,βα,βα,βα,β), αααα (-∞<α<∞) es un parámetro de posición y ββββ (β>0) 
de forma. 







  Variables aleatorias continuas 


Proyecto e-Math          16 


Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


Densidad y Distribución. 


Las funciones de densidad y distribución son: 
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Estadísticos. 


La media y varianza son (respectivamente) 22


6;5772.0 β





πβ⋅−α  


el sesgo y la curtosis son (respectivamente) 4.5;1395.1−   


Propiedades. 


La distribución es unimodal (Moda = α) y con puntos de inflexión situados en α ± 0,962β. 


Generación. 


Aunque Excel no cuenta con una función para la inversa de la función de distribución, la 
generación de variables aleatorias puede hacerse utilizando la fórmula siguiente: 


α−βα−βα−βα−β*LN(-LN(ALEATORIO())) 


Hoja de cálculo. 


El fichero Gumbel.xls es una plantilla para la generación y análisis de esta distribución 


X Den Dis n f_s f1_s f2_s
2,8 0,024994 0,005830 0 0,0000 0,00000 0,00000 Posición (αααα ) 48 2,48083
3,2 0,069201 0,021672 2 0,0069 0,01944 0,00690 4,8 13,08871
3,5 0,137041 0,057624 6 0,0207 0,05833 0,02759 0,35360
3,9 0,211444 0,119377 13 0,0448 0,12637 0,07241 Escala (ββββ) 290
4,2 0,270901 0,205356 22 0,0759 0,21387 0,14828 1,2 12 2,81913
4,6 0,302204 0,307587 36 0,1241 0,34996 0,27241 0,07975
5,0 0,304094 0,415573 37 0,1276 0,35968 0,40000 Muestra A1:A290
5,3 0,283378 0,519967 23 0,0793 0,22359 0,47931 290 1
5,7 0,249392 0,614417 32 0,1103 0,31108 0,58966
6,0 0,210330 0,695747 22 0,0759 0,21387 0,66552
6,4 0,171846 0,763239 20 0,0690 0,19442 0,73448 Teóricos Muestra
6,7 0,137125 0,817726 21 0,0724 0,20414 0,80690 Mínimo 2,48 2,76
7,1 0,107510 0,860819 16 0,0552 0,15554 0,86207 Media 4,80 5,40
7,4 0,083194 0,894383 12 0,0414 0,11665 0,90345 Máximo 13,09 11,48
7,8 0,063752 0,920228 6 0,0207 0,05833 0,92414 Varianza (λ) 2,0
8,1 0,048499 0,939961 8 0,0276 0,07777 0,95172
8,5 0,036697 0,954933 5 0,0172 0,04861 0,96897
8,8 0,027655 0,966238 2 0,0069 0,01944 0,97586 Algoritmo de generación
9,2 0,020778 0,974745 2 0,0069 0,01944 0,98276
9,6 0,015576 0,981129 1 0,0034 0,00972 0,98621
9,9 0,011658 0,985911 2 0,0069 0,01944 0,99310
10,3 0,008714 0,989488 0 0,0000 0,00000 0,99310
10,6 0,006507 0,992160 0 0,0000 0,00000 0,99310
11,0 0,004856 0,994155 0 0,0000 0,00000 0,99310
11,3 0,003622 0,995644 1 0,0034 0,00972 0,99655
11,7 0,002701 0,996754 1 0,0034 0,00972 1,00000
12,0 0,002013 0,997581 0 0,0000 0,00000 1,00000
12,4 0,001500 0,998198 0 0,0000 0,00000 1,00000
12,7 0,001118 0,998658 0 0,0000 0,00000 1,00000
13,1 0,000833 0,999000 0 0,0000 0,00000 1,00000


0


Estadísticos


α − β * LN(-LN(ALEATORIO()))
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Logística 


Usos. 


Aunque teóricamente se trata de la distribución de la media de los valores máximo y mínimo 
de una muestra de tamaño n (n→∞), su utilización está más relacionada con el crecimiento futuro de 
una magnitud a lo largo del tiempo. Si dicho crecimiento es directamente proporcional al valor actual 
de dicha magnitud entonces se dice que el crecimiento es exponencial, si además de esto existe un 
techo que impide un crecimiento infinito la curva de la magnitud sobre el eje del tiempo es una curva 
logística. Esto hace que esta distribución se pueda emplear, genéricamente, para representar el valor 
en un momento del tiempo de una magnitud de esas características. 


Otro motivo para su utilización es su gran parecido con la distribución Normal pero con la 
ventaja de tener una función de distribución mucho más sencilla lo que posibilita extraordinariamente 
su tratamiento analítico. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼Log(α,βα,βα,βα,β), αααα (-∞<α<∞) es un parámetro de posición y ββββ (β>0) de 
escala. 


Densidad y Distribución. 


La función de densidad es: 
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Estadísticos. 


La media y varianza son (respectivamente): 


3
;


22βπα   


el sesgo, la curtosis y el coeficiente de variación son (respectivamente): 


α


βπ
3;2,4;0


22


  


Propiedades. 


Si α=0 β=0,5513, entonces Log(α,β)≈N(0;1). 
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Generación. 


Excel no cuenta con una función para la inversa de la función de distribución, sin embargo, la 
generación de variables aleatorias puede hacerse utilizando la fórmula siguiente: 


αααα +( ββββ*-LN(ALEATORIO()/(1-ALEATORIO()))) 


Hoja de cálculo. 


El fichero Logistica.xls es una plantilla para la generación y análisis de esta distribución en 
Excel. Su aspecto es el siguiente: 


X Den Dis n
-23,2 0,003333 0,020414 4 0,0133 0,0084 0,0133 Posición (αααα ) 37 -24,00
-21,7 0,004263 0,026266 1 0,0033 0,0021 0,0167 0 24,00
-20,1 0,005433 0,033738 1 0,0033 0,0021 0,0200 1,54837
-18,6 0,006895 0,043242 2 0,0067 0,0042 0,0267 Escala (ββββ) 300
-17,0 0,008702 0,055269 3 0,0100 0,0063 0,0367 6 4 0,6277044
-15,5 0,010907 0,070396 2 0,0067 0,0042 0,0433 0,07841
-13,9 0,013550 0,089272 1 0,0033 0,0021 0,0467 Muestra A1:A300
-12,4 0,016653 0,112596 5 0,0167 0,0105 0,0633 300
-10,8 0,020195 0,141070 3 0,0100 0,0063 0,0733
-9,3 0,024097 0,175322 9 0,0300 0,0188 0,1033
-7,7 0,028205 0,215801 8 0,0267 0,0167 0,1300 Teóricos Muestra
-6,2 0,032277 0,262649 14 0,0467 0,0293 0,1767 Mínimo -24,00 -29,31
-4,6 0,035998 0,315574 22 0,0733 0,0460 0,2500 Media 0,00 0,17
-3,1 0,039011 0,373759 14 0,0467 0,0293 0,2967 Máximo 24,00 34,70
-1,5 0,040981 0,435840 31 0,1033 0,0649 0,4000 Varianza 118,44 75,43
0,0 0,041667 0,500000 32 0,1067 0,0670 0,5067
1,5 0,040981 0,564160 30 0,1000 0,0628 0,6067
3,1 0,039011 0,626241 28 0,0933 0,0586 0,7000 Algoritmo de generación
4,6 0,035998 0,684426 13 0,0433 0,0272 0,7433
6,2 0,032277 0,737351 16 0,0533 0,0335 0,7967
7,7 0,028205 0,784199 15 0,0500 0,0314 0,8467
9,3 0,024097 0,824678 9 0,0300 0,0188 0,8767
10,8 0,020195 0,858930 9 0,0300 0,0188 0,9067
12,4 0,016653 0,887404 6 0,0200 0,0126 0,9267
13,9 0,013550 0,910728 7 0,0233 0,0146 0,9500
15,5 0,010907 0,929604 6 0,0200 0,0126 0,9700
17,0 0,008702 0,944731 2 0,0067 0,0042 0,9767
18,6 0,006895 0,956758 0 0,0000 0,0000 0,9767
20,1 0,005433 0,966262 1 0,0033 0,0021 0,9800
21,7 0,004263 0,973734 2 0,0067 0,0042 0,9867


4


a+b*LN(ALEATORIO()/(1-ALEATORIO()))


LOGÍSTICA(α,βα,βα,βα,β)
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VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS (II) 
Autores:  Rafael García Martín (rgarciamart@uoc.edu), Francisco J. Faulín Fajardo (ffaulin@uoc.edu). 


 


INTRODUCCIÓN______________________________________________ 


En este math-block titulado "Variables aleatorias continuas" se describen algunas de las 
variables aleatorias, probablemente aquellas que más aplicaciones tienen en el ámbito del método 
MonteCarlo y la Simulación, y la forma en que pueden ser tanto analizadas (tabular y gráficamente) 
como simuladas a través de Excel. 


Para cada una de las v.a. presentadas se muestra: una breve descripción de las aplicaciones 
que pueden encontrarse en la literatura, sus funciones de densidad y distribución, sus estadísticos 
principales y sus propiedades teóricas, fundamentalmente respecto a otras variables aleatorias con las 
que pudieran estar relacionadas. 


Para cada una de ellas se presenta al menos uno, en muchas ocasiones dos, métodos de 
generación de muestras aleatorias. El lector notará que se ha hecho un esfuerzo por evitar que los 
mecanismos de generación se basen, contrario a lo que es habitual, en código VBA.  


Varias son las razones que nos han movido a ello, en primer lugar soslayar la aparición, 
inevitable, de las macros que contuvieran dicho código y que, querámoslo o no, arrojan siempre una 
sombra de amenaza para la integridad de nuestros ordenadores; en segundo lugar para reivindicar la 
capacidad de Excel - de las funciones propias de la hoja - para realizar tareas de mediana complejidad 
a espaldas de un código que, aunque sumamente inteligible, implica en cualquier caso un aparato no 
siempre bien asumido por el usuario final.  


Finalmente, la generación de v.a. a través de código VBA, o de cualquier otro lenguaje de 
programación, está lo suficientemente bien tratada en la literatura como para que el lector que 
prefiera la utilización de métodos diferentes a los aquí expuestos no tenga ningún dificultad para 
encontrar información profusamente desarrollada. 


OBJETIVOS      _________________        _____ 


Presentar al estudiante los conceptos básicos de las variables aleatorias discretas y 
proporcionar una herramienta, basada en Excel, para su análisis y simulación. 


RELACIÓN CON OTROS DOCUMENTOS _________________        _____ 


Para mayor facilidad se ha optado por dividir el documento en dos partes (I y II) con idéntica 
estructura. 


Este math-block es complementario del titulado Variables aleatorias discretas con el que, 
como es lógico, comparte muchas características.  


Las dos partes de este documento hacen mención a una serie de hojas de cálculo con las que 
se complementan: (Beta.xls ; Bradford.xls ; Cauchy.xls ; Chi2.xls ; Exponencial.xls ; FSnedecor.xls ; 
Gamma.xls ; Gumbel.xls ; Logistica.xls ; LogNorm.xls ; Normal.xls ; Rayleigh.xls ; Pareto.xls ; 
Triang.xls ; Uniforme.xls ; Weibull.xls). 
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LogNormal 


Usos. 


De la misma manera que la suma de un número (suficiente) de variables aleatorias positivas 
se distribuye de forma normal, el producto de un número (suficiente) de variables aleatorias 
positivas se distribuye de forma log-normal. Así, numerosas magnitudes en las que en vez de la 
adición está presente el producto, se modelizan a través de esta distribución; por ejemplo la 
evolución de los precios Pt de un determinado producto puede modelizarse de la forma 
siguiente: 


tt


t ePP
εσ+
















 σ−µ


⋅=
2


2


0  


siendo P0 el precio inicial, µµµµ el crecimiento medio del mercado, σσσσ la desviación típica del crecimiento 
del mercado y εεεε un término de error que absorbe la incertidumbre de los precios en todo momento. 
En estas circunstancias Pt se distribuye de forma logaritmo-normal. 


Puesto que la distribución es siempre positiva, se emplea también para modelizar tiempos: 
tiempo hasta el fallo de un dispositivo; tiempo para llevar a cabo una tarea. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼LN(µµµµ,σσσσ2); µµµµ es el parámetro de escala y σσσσ el de forma (σ>0).  


Densidad y Distribución. 


La función de densidad es: 
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la función de distribución no tiene forma cerrada. 


Estadísticos. 


La media y la varianza son, respectivamente: 








 −σσ+µ

















 σ+µ


1;
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el sesgo, la curtosis y el coeficiente de variación son (respectivamente): 


1;332;12
222232422


−−++−





 + σσσσσσ eeeeee  


Propiedades. 


También conocida como distribución Cobb-Douglas. Siempre es sesgada hacia la derecha y 
nunca toma valores negativos. De su definición se deduce que si Log(X)∼N(µ,σ) entonces X∼LN(µ,σ2). 
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Generación. 


Puesto que Excel cuenta con la función de distribución inversa entre sus funciones 
estadísticas, la generación es extraordinariamente sencilla, basta emplear la fórmula siguiente: 


DISTR.LOG.INV(ALEATORIO();µµµµ;σσσσ) 


Hoja de cálculo. 


El fichero LogNorm.xls contiene una hoja que posibilita la descripción gráfica y la generación 
de v.a. log-normales. Su aspecto es el siguiente: 


X Den Dis n f_s f1_s f2_s
0,4 0,061831 0,061831 26 0,0813 0,08182 0,0813 Media (µµµµ) 6 0,18
0,6 0,072800 0,134632 14 0,0438 0,04406 0,1250 0,6 6,56
0,8 0,076437 0,211069 27 0,0844 0,08497 0,2094 0,2129
1,0 0,072912 0,283981 24 0,0750 0,07552 0,2844 Des.Est. (σσσσ) 320
1,2 0,066844 0,350824 19 0,0594 0,05979 0,3438 1 10 1,00699
1,5 0,060190 0,411014 25 0,0781 0,07867 0,4219 0,07592
1,7 0,053761 0,464775 19 0,0594 0,05979 0,4813 Muestra A1:A320
1,9 0,047868 0,512643 11 0,0344 0,03462 0,5156 320
2,1 0,042597 0,555240 16 0,0500 0,05035 0,5656
2,3 0,037942 0,593182 11 0,0344 0,03462 0,6000 Estadísticos
2,5 0,033853 0,627035 10 0,0313 0,03147 0,6313 Teóricos Muestra
2,7 0,030270 0,657305 10 0,0313 0,03147 0,6625 Mínimo 0,18 0,11
2,9 0,027131 0,684436 10 0,0313 0,03147 0,6938 Media 1,82 3,21
3,2 0,024378 0,708814 4 0,0125 0,01259 0,7063 Máximo 0,21 47,32
3,4 0,021959 0,730773 6 0,0188 0,01888 0,7250 Varianza (λ) 7,39 20,65
3,6 0,019829 0,750602 4 0,0125 0,01259 0,7375
3,8 0,017950 0,768552 8 0,0250 0,02517 0,7625
4,0 0,016286 0,784838 7 0,0219 0,02203 0,7844 Algoritmo de generación
4,2 0,014810 0,799648 3 0,0094 0,00944 0,7938
4,4 0,013498 0,813146 3 0,0094 0,00944 0,8031
4,6 0,012327 0,825473 2 0,0063 0,00629 0,8094
4,9 0,011281 0,836754 1 0,0031 0,00315 0,8125
5,1 0,010343 0,847098 3 0,0094 0,00944 0,8219
5,3 0,009501 0,856599 6 0,0188 0,01888 0,8406
5,5 0,008743 0,865341 3 0,0094 0,00944 0,8500
5,7 0,008059 0,873400 6 0,0188 0,01888 0,8688
5,9 0,007440 0,880840 2 0,0063 0,00629 0,8750
6,1 0,006880 0,887720 2 0,0063 0,00629 0,8813
6,4 0,006371 0,894091 2 0,0063 0,00629 0,8875
6,6 0,005909 0,900000 2 0,0063 0,00629 0,8938


34


DISTR.LOG.INV(ALEATORIO();µ;σ)


LOGNORMAL(µ;σµ;σµ;σµ;σ 2)
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Normal 


Usos. 


En virtud del Teorema Central de Límite cualquier magnitud que sea suma 1  de otras 
magnitudes, seas éstas como sean, se distribuirá de forma normal.  


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼N(µ,σµ,σµ,σµ,σ), siendo µµµµ el parámetro de posición y σσσσ el parámetro de 
escala (σ>0). 


                                                
1 Es importante resaltar que el término suma debe entenderse de la forma más general posible, para dar una 
mejor idea de como debiera ser su interpretación quizás cabría decir ..cualquier magnitud consecuencia de la 
influencia conjunta y simultánea de un numero suficiente de otros factores posiblemente de muy diversa 
naturaleza.. 
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Densidad y Distribución. 


La función de densidad es: 
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Estadísticos. 
La media es µ, la varianza σ2, el sesgo 0, la curtosis 3 y el coeficiente de variación σ/µ. 


Propiedades. 
La distribución es simétrica, centrada en µ y con puntos de inflexión en µ±σ; la suma de n 


variables N(µ,σ2) es N(nµ,nσ2); un gran número de distribuciones están relacionadas con la Normal: t, 
F, χ2, LogNormal, Cauchy. 


Generación. 
Excel cuenta con la función inversa de la distribución: 


DISTR.NORM.INV(ALEATORIO();µ;σµ;σµ;σµ;σ) 
También en la literatura aparecen descritos diversos métodos para generar Normales, uno de los más 
efectivos es el conocido como Box-Muller que utiliza la fórmula siguiente: 


µµµµ+(σσσσ*RAIZ(-2*LN(ALEATORIO()))*COS(2*PI()*ALEATORIO())) 


Hoja de cálculo. 


El fichero Normal.xls contiene una hoja que posibilita la descripción gráfica y la generación, por los dos métodos 
expuestos, de v.a. Normales. 


#
# X Den Dis n f_s f1_s f2_s
# 3,59 0,000544 0,000544 1 0,0022 0,00217 0,0022 Media (µ) 62 3,40
# 3,77 0,000665 0,001209 0 0,0000 0,00000 0,0022 6,2 9,00
# 3,96 0,001346 0,002555 0 0,0000 0,00000 0,0022 0,1867
# 4,15 0,002579 0,005134 1 0,0022 0,00217 0,0043 Des.Tip. (σ) 460
# 4,33 0,004681 0,009815 4 0,0087 0,00869 0,0130 0,8 8 1,000
# 4,52 0,008049 0,017864 1 0,0022 0,00217 0,0152 0,08
# 4,71 0,013110 0,030974 6 0,0130 0,01304 0,0283 Muestra B1:B460
# 4,89 0,020225 0,051199 6 0,0130 0,01304 0,0413 460
# 5,08 0,029557 0,080757 14 0,0304 0,03043 0,0717
# 5,27 0,040916 0,121673 22 0,0478 0,04781 0,1196
# 5,45 0,053651 0,175324 25 0,0543 0,05434 0,1739 Teóricos Muestra
# 5,64 0,066640 0,241964 43 0,0935 0,09346 0,2674 Mínimo 3,40 3,24
# 5,83 0,078406 0,320369 35 0,0761 0,07607 0,3435 Media 6,20 6,19
# 6,01 0,087382 0,407751 41 0,0891 0,08911 0,4326 Máximo 9,00 8,75
# 6,20 0,092249 0,500000 38 0,0826 0,08259 0,5152 Varianza 0,640 0,635
# 6,39 0,092249 0,592249 33 0,0717 0,07172 0,5870
# 6,57 0,087382 0,679631 43 0,0935 0,09346 0,6804
# 6,76 0,078406 0,758036 42 0,0913 0,09128 0,7717
# 6,95 0,066640 0,824676 31 0,0674 0,06738 0,8391 2
# 7,13 0,053651 0,878327 16 0,0348 0,03477 0,8739
# 7,32 0,040916 0,919243 15 0,0326 0,03260 0,9065
# 7,51 0,029557 0,948801 19 0,0413 0,04129 0,9478
# 7,69 0,020225 0,969026 10 0,0217 0,02173 0,9696
# 7,88 0,013110 0,982136 7 0,0152 0,01521 0,9848
# 8,07 0,008049 0,990185 3 0,0065 0,00652 0,9913
# 8,25 0,004681 0,994866 1 0,0022 0,00217 0,9935
# 8,44 0,002579 0,997445 2 0,0043 0,00435 0,9978
# 8,63 0,001346 0,998791 0 0,0000 0,00000 0,9978
# 8,81 0,000665 0,999456 1 0,0022 0,00217 1,0000
# 9,00 0,000311 0,999767 0 0,0000 0,00000 1,0000
# 0
#
#
#
#


NORMAL(µ,σµ,σµ,σµ,σ)


µ+(σ*RAIZ(-2*LN(U))*COS(2*PI()*U))


Algoritmos de generación


Estadísticos


DISTR.NORM.INV(ALEATORIO();µ;σ)
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t de Student 


Usos. 


Esta distribución tiene un papel fundamental en determinados contrastes de hipótesis 
(pruebas sobre igualdad de medias), fuera de esta aplicación podría usarse para modelizar la 
desviación de la media de una muestra respecto de la media de la población de la que ésta procede. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼t(GL)  siendo GL el único parámetro de forma (GL>0). 


Densidad y Distribución. 


La función de densidad es: 
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Estadísticos. 


La media (para GL>1) y la varianza (para GL>2) son, respectivamente: 


( )2;0
−GL
Gl


  


Propiedades. 


Para GL>30 la distribución es prácticamente una Normal; se verifica que t(1) ≡ Cauchy(0,1) 


Generación. 


Excel cuenta con la función inversa de la distribución si bien sólo para valores positivos de X 
de manera que es necesaria una pequeña modificación: 


=DISTR.T.INV(ALEATORIO();GL)*SIGNO(ALEATORIO()-0,5) 


también en la literatura aparecen descritos diversos métodos para generar v.a. distribuidas según una 
t de Student. Uno de los más efectivos es el que utiliza la fórmula siguiente: 


=RAIZ(GL*(ALEATORIO()^(-2/GL)-1))*COS(2*PI()*ALEATORIO()) 


Hoja de cálculo. 


El fichero Student.xls contiene una hoja que posibilita la descripción gráfica y la generación, 
por los dos métodos expuestos, de v.a. de Pareto. Su aspecto es el siguiente: 
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-0,54
0,61 X Den Dis n


-1,42 -2,8 0,003576 0,007439 1 0,0033 0,0033 0,0033 GL 41 -2,95
0,38 -2,6 0,004383 0,011015 0 0,0000 0,0000 0,0033 15 2,95
1,01 -2,4 0,006314 0,016205 2 0,0067 0,0067 0,0100 0,19644843


-0,01 -2,2 0,008967 0,023642 3 0,0100 0,0100 0,0200 300
-0,66 -2,0 0,012525 0,034139 4 0,0133 0,0134 0,0333 1,00316117
0,27 -1,8 0,017155 0,048692 1 0,0033 0,0033 0,0367 0,07840994


-0,98 -1,6 0,022974 0,068449 11 0,0367 0,0368 0,0733 Muestra B1:B300
-0,04 -1,4 0,029996 0,094640 14 0,0467 0,0468 0,1200 300 2
-0,09 -1,2 0,038070 0,128441 10 0,0333 0,0334 0,1533


0,9 -1,0 0,046836 0,170780 9 0,0300 0,0301 0,1833 Estadísticos
-2,05 -0,8 0,055711 0,222112 14 0,0467 0,0468 0,2300 Teóricos Muestra
-1,25 -0,6 0,063925 0,282201 11 0,0367 0,0368 0,2667 Mínimo -2,95 -2,85
-0,24 -0,4 0,070624 0,349961 26 0,0867 0,0869 0,3533 Media 0,00 0,00
-0,54 -0,2 0,075019 0,423448 22 0,0733 0,0736 0,4267 Máximo 2,95 3,84
0,03 0,0 0,076552 0,500000 28 0,0933 0,0936 0,5200 Varianza 1,15 1,22


-1,53 0,2 0,075019 0,576552 18 0,0600 0,0602 0,5800
-0,01 0,4 0,070624 0,650039 22 0,0733 0,0736 0,6533 Algoritmo de generación
1,07 0,6 0,063925 0,717799 27 0,0900 0,0903 0,7433
0,78 0,8 0,055711 0,777888 20 0,0667 0,0669 0,8100
-0,5 1,0 0,046836 0,829220 10 0,0333 0,0334 0,8433


-0,27 1,2 0,038070 0,871559 7 0,0233 0,0234 0,8667
0,32 1,4 0,029996 0,905360 7 0,0233 0,0234 0,8900 siendo U=ALEATORIO()


-1,58 1,6 0,022974 0,931551 7 0,0233 0,0234 0,9133
1,44 1,8 0,017155 0,951308 4 0,0133 0,0134 0,9267


-2,18 2,0 0,012525 0,965861 7 0,0233 0,0234 0,9500
-0,01 2,2 0,008967 0,976358 3 0,0100 0,0100 0,9600
-0,36 2,4 0,006314 0,983795 5 0,0167 0,0167 0,9767
-0,1 2,6 0,004383 0,988985 1 0,0033 0,0033 0,9800


-0,36 2,8 0,003008 0,992561 3 0,0100 0,0100 0,9900
-0,7 2,9 0,005000 0,995000 0 0,0000 0,0000 0,9900
0,44 3
1,11


-0,23
-0,22
-0,35


DISTR.T.INV(U;GL)*SIGNO(U-0,5)


t de Student(GL)


RAIZ(GL*(U^(-2/GL)-1))*COS(2*PI()*U)
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Rayleigh 


Usos. 


La distribución de Rayleigh aparece asociada a la fiabilidad de sistemas a través de la 
modelización del tiempo hasta el fallo de un dispositivo. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼Rayleigh(ββββ), siendo β parámetro de escala (β>0).  


Densidad y Distribución. 


La función de densidad es: 
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,la función de distribución es: 
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Estadísticos. 


La media y la varianza son, respectivamente: 








 π−βπβ


2
2;


2
2   


el sesgo es 0,6311; la curtosis 3,245 y el coeficiente de variación 0,523 son (respectivamente): 


523,0;245,3;6311,0   


Propiedades. 


Es un caso particular de la Weibull ya que se verifica que Weibull(ββββ,2) ≡≡≡≡ Rayleigh(ββββ). El 
parámetro β es siempre el valor modal de la distribución. La distribución siempre es sesgada hacia la 
derecha y nunca toma valores negativos. 


Generación. 


En Excel es posible obtener v.a. a través de cualquiera las fórmulas siguientes: 


• PRUEBA.CHI.INV(ALEATORIO();ββββ) 
• ββββ*(-LN(1-ALEATORIO()))^0,5 


Hoja de cálculo. 


El fichero Rayleigh.xls contiene una hoja que posibilita la descripción gráfica y la generación 
de v.a. tipo Rayleigh. Su aspecto es el siguiente: 


##
## X Den Dis n f_s f1_s f2_s
## 1,1 0,051334 0,029095 3 0,0100 0,01347 0,04348 Beta (ββββ) 65 0,38104
## 1,9 0,080862 0,078038 10 0,0334 0,04490 0,10033 6,5 22,45748
## 2,6 0,104568 0,146671 17 0,0569 0,07632 0,21405 0,73588
## 3,3 0,121150 0,230183 34 0,1137 0,15265 0,31104 299
## 4,1 0,130107 0,323099 29 0,0970 0,13020 0,39130 1,34238
## 4,8 0,131717 0,419863 24 0,0803 0,10775 0,48829 0,07854
## 5,5 0,126913 0,515378 29 0,0970 0,13020 0,54849 Muestra B1:B300
## 6,3 0,117080 0,605413 18 0,0602 0,08081 0,64548 300 2
## 7,0 0,103824 0,686852 29 0,0970 0,13020 0,69900
## 7,7 0,088748 0,757772 16 0,0535 0,07183 0,74582
## 8,5 0,073273 0,817373 14 0,0468 0,06285 0,79933 Teóricos Muestra
## 9,2 0,058521 0,865793 16 0,0535 0,07183 0,83278 Mínimo 0,38 0,40
## 9,9 0,045265 0,903872 10 0,0334 0,04490 0,87960 Media 8,15 6,13
## 10,7 0,033939 0,932889 14 0,0468 0,06285 0,89632 Máximo 22,46 23,12
## 11,4 0,024686 0,954333 5 0,0167 0,02245 0,91639 Varianza 18,1 14,4
## 12,2 0,017428 0,969711 6 0,0201 0,02694 0,92308
## 12,9 0,011949 0,980419 2 0,0067 0,00898 0,93980
## 13,6 0,007959 0,987662 5 0,0167 0,02245 0,96990 Algoritmo de generación
## 14,4 0,005152 0,992423 9 0,0301 0,04041 0,97659
## 15,1 0,003242 0,995464 2 0,0067 0,00898 0,97993
## 15,8 0,001984 0,997353 1 0,0033 0,00449 0,97993
## 16,6 0,001181 0,998495 0 0,0000 0,00000 0,98662
## 17,3 0,000683 0,999166 2 0,0067 0,00898 0,98997
## 18,0 0,000385 0,999549 1 0,0033 0,00449 0,98997
## 18,8 0,000211 0,999763 0 0,0000 0,00000 1,00000
## 19,5 0,000113 0,999878 3 0,0100 0,01347 1,00000
## 20,2 0,000058 0,999939 0 0,0000 0,00000 1,00000
## 21,0 0,000030 0,999970 0 0,0000 0,00000 1,00000
## 21,7 0,000015 0,999986 0 0,0000 0,00000 1,00000
## 22,5 0,000007 0,999993 0 0,0000 0,00000 1,00334
## 1
##
##
##
##


Estadísticos


PRUEBA.CHI.INV(ALEATORIO();β)


RAYLEIGH(ββββ)


Beta*(-LN(1-ALEATORIO()))^0,5
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Pareto 


Usos. 


La distribución de Pareto aparece asociada a multitud de magnitudes naturales. Es 
profusamente empleada para modelizar aspectos tales como: la distribución de la renta de los 
individuos (cuando ésta supera un cierto umbral β); las reclamaciones de seguros; la distribución 
de recursos naturales en zonas geográficas; el tamaño de las ciudades; el numero de 
empleados de las empresas; las fluctuaciones de los precios en los mercados de valores, entre 
otras. En algunos textos la encontramos exclusivamente asociada a la distribución de los ingresos de 
los individuos: "la probabilidad de que la renta de un individuo supere una cierta cantidad A es una 
variable aleatoria de Pareto(α=A,)".  


En general, es una distribución a tener en cuenta para modelizar una magnitud (positiva) 
cuando en ésta se cumpla que un pequeño porcentaje de valores aparece un gran número de veces y 
es posible un elevado número de valores extremos aunque muy poco probables. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼Par(α,βα,βα,βα,β), ambos parámetros son de escala (α,β>0), además ββββ 
indica el valor mínimo posible de la variable (β≤X<∞).  


Densidad y Distribución. 


La función de densidad es: 


1
)(


+α


ααβ=
X


xf  


,la función de distribución es: 


α







 β−=
X


xF 1)(  


Estadísticos. 


La media (para α>1) y la varianza (para α>2) son, respectivamente: 


( ) ( )21
;


1 2


2


−α−α


αβ
−α


αβ
  


el sesgo y la curtosis son (respectivamente): 


( )( )43
)2)(23(3


;
2


)3(
)1(2 2


−α−αα
−α+α+α


α
−α


−α
+α


  


 


Propiedades. 


La distribución siempre es sesgada hacia la derecha y nunca toma valores negativos, nótese 
que los momentos de orden k sólo existen si α>k. 







  Variables aleatorias continuas 


Proyecto e-Math          10 


Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


Generación. 


En la literatura aparecen descritos diversos métodos para generar v.a. de Pareto. En Excel es 
posible obtener v.a. a través de cualquiera de las fórmulas siguientes: 


• ββββ*((1/(1-ALEATORIO()))^(1/αααα)) 


• ββββ*(ALEATORIO()^(-1/αααα)) 


Hoja de cálculo. 


El fichero Pareto.xls contiene una hoja que posibilita la descripción gráfica y la generación, por 
los dos métodos expuestos, de v.a. de Pareto. Su aspecto es el siguiente: 


 


7
8 X Den Dis n


# 6,8 0,138745 0,138745 34 0,1156 0,11444 0,115646 Alfa (α) 37 6,5
# 7,3 0,211486 0,350231 63 0,2143 0,21205 0,329932 3,7 22,6
8 7,8 0,149677 0,499908 43 0,1463 0,14473 0,476190 Beta (β) 0,5355
7 8,4 0,108478 0,608386 36 0,1224 0,12117 0,598639 6,5 65 294
7 8,9 0,080262 0,688649 24 0,0816 0,08078 0,680272 0,9895484
8 9,4 0,060475 0,749124 12 0,0408 0,04039 0,721088 0,0885491
8 10,0 0,046306 0,795430 15 0,0510 0,05049 0,772109 A1:A300
7 10,5 0,035970 0,831400 13 0,0442 0,04376 0,816327 1
7 11,1 0,028304 0,859704 9 0,0306 0,03029 0,846939
7 11,6 0,022533 0,882237 5 0,0170 0,01683 0,863946 Muestra
7 12,1 0,018129 0,900365 9 0,0306 0,03029 0,894558 300
7 12,7 0,014726 0,915092 6 0,0204 0,02019 0,914966
7 13,2 0,012069 0,927160 4 0,0136 0,01346 0,928571
8 13,7 0,009971 0,937131 6 0,0204 0,02019 0,948980 Teóricos Muestra
7 14,3 0,008299 0,945431 3 0,0102 0,01010 0,959184 Mínimo 6,50 6,53
9 14,8 0,006956 0,952387 1 0,0034 0,00337 0,962585 Media 8,91 9,22
8 15,3 0,005867 0,958254 0 0,0000 0,00000 0,962585 Máximo 22,57 34,25


# 15,9 0,004979 0,963233 1 0,0034 0,00337 0,965986 Varianza 12,61 13,86
7 16,4 0,004248 0,967481 0 0,0000 0,00000 0,965986
7 16,9 0,003644 0,971125 0 0,0000 0,00000 0,965986
7 17,5 0,003140 0,974265 3 0,0102 0,01010 0,976190 Algoritmo de generación


# 18,0 0,002719 0,976984 2 0,0068 0,00673 0,982993
7 18,5 0,002364 0,979348 1 0,0034 0,00337 0,986395
7 19,1 0,002064 0,981413 2 0,0068 0,00673 0,993197


# 19,6 0,001809 0,983222 0 0,0000 0,00000 0,993197
8 20,2 0,001591 0,984813 0 0,0000 0,00000 0,993197


# 20,7 0,001404 0,986217 1 0,0034 0,00337 0,996599
# 21,2 0,001243 0,987460 1 0,0034 0,00337 1,000000
8 21,8 0,001104 0,988565 0 0,0000 0,00000 1,000000
8 22,3 0,000984 0,989548 0 0,0000 0,00000 1,000000
9 6


#
9


#
7


Beta*((1/(1-ALEATORIO()))^(1/Alfa))


PARETO(α,βα,βα,βα,β)


Estadísticos
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0,00


0,05


0,10


0,15


0,20


0,25


6,
8


7,
8


8,
9


10
,0


11
,1


12
,1


13
,2


14
,3


15
,3


16
,4


17
,5


18
,5


19
,6


20
,7


21
,8


0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0


6,
8


7,
8


8,
9


10
,0


11
,1


12
,1


13
,2


14
,3


15
,3


16
,4


17
,5


18
,5


19
,6


20
,7


21
,8


Beta*((1/(1-ALEATORIO()))^(1/Alfa))


 


Triangular 


Usos. 


Su uso es como aproximación a la modelización de una magnitud aleatoria de la que no se 
cuenta con datos y únicamente puede aventurarse un mínimo y máximo absolutos y un valor 
modal. 
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Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼Tri(a,b,c), el parámetro a es de posición mientras que b es de 
forma y c es parámetro de escala: (a ≤ b ≤ c) y (a ≤ X ≤ c).  


Densidad y Distribución. 


La función de densidad es: 



















≤<
−−


−


≤≤
−−


−


=


bXc
cbab


Xb


cXa
acab


aX


xf


))((
)(


))((
)(2


)(  


,la función de distribución es: 




















≤<
−−


−−


≤≤
−−


−


=


bXc
cbab


Xb


cXa
acab


aX


xF


))((
)(


1


))((
)(


)(


2


 


Estadísticos. 


La media y varianza son (respectivamente): 


18
;


3


222 bcacabcbacba −−−++++
  


Propiedades. 


Si a=c la distribución se convierte en una Triangular izquierda; si c=b la distribución se 
convierte en una triangular derecha. 


Generación. 


Excel no cuenta con una función para la inversa de la función de distribución, sin embargo, la 
generación de variables aleatorias puede hacerse utilizando cualquiera de las dos fórmulas siguientes: 


• c + (a+ALEATORIO()*(b-a)-c)*MAX(ALEATORIO();ALEATORIO()) 


• c + (a+ALEATORIO()*(b-a)-c)*RAIZ(ALEATORIO()) 


Hoja de cálculo. 


El fichero Triang.xls es una plantilla para la generación y análisis de la distribución Triangular 
en Excel. Su aspecto es el siguiente: 
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#
# X Den Dis n f_s f1_s f2_s
# 1,1 0,016667 0,009167 1 0,0033 0,0030 ### Mínimo (a) 30 0
# 2,2 0,033333 0,036667 10 0,0333 0,0302 ### 0 4
# 3,3 0,050000 0,082500 17 0,0567 0,0514 ### Central (b) 4 33
# 4,4 0,059770 0,145287 22 0,0733 0,0665 ### 4 1,1000
# 5,5 0,057471 0,209770 17 0,0567 0,0514 ### Máximo (c) 300
# 6,6 0,055172 0,271724 14 0,0467 0,0423 ### 33 33 0,9069
# 7,7 0,052874 0,331149 14 0,0467 0,0423 ### Muestra 0,0784
# 8,8 0,050575 0,388046 20 0,0667 0,0605 ### 300 A1:A300
# 9,9 0,048276 0,442414 15 0,0500 0,0453 ###
# 11,0 0,045977 0,494253 13 0,0433 0,0393 ### Estadísticos
# 12,1 0,043678 0,543563 12 0,0400 0,0363 ### Teóricos Muestra
# 13,2 0,041379 0,590345 13 0,0433 0,0393 ### Mínimo 0,00 1,04
# 14,3 0,039080 0,634598 12 0,0400 0,0363 ### Media 12,33 12,47
# 15,4 0,036782 0,676322 14 0,0467 0,0423 ### Máximo 33,00 31,53
# 16,5 0,034483 0,715517 12 0,0400 0,0363 ### Varianza (λ) 54,06 54,16
# 17,6 0,032184 0,752184 16 0,0533 0,0484 ###
# 18,7 0,029885 0,786322 10 0,0333 0,0302 ###
# 19,8 0,027586 0,817931 15 0,0500 0,0453 ###
# 20,9 0,025287 0,847011 7 0,0233 0,0212 ### 1
# 22,0 0,022989 0,873563 13 0,0433 0,0393 ###
# 23,1 0,020690 0,897586 6 0,0200 0,0181 ###
# 24,2 0,018391 0,919080 5 0,0167 0,0151 ###
# 25,3 0,016092 0,938046 6 0,0200 0,0181 ###
# 26,4 0,013793 0,954483 2 0,0067 0,0060 ###
# 27,5 0,011494 0,968391 4 0,0133 0,0121 ###
# 28,6 0,009195 0,979770 3 0,0100 0,0091 ###
# 29,7 0,006897 0,988621 4 0,0133 0,0121 ###
# 30,8 0,004598 0,994943 2 0,0067 0,0060 ###
# 31,9 0,002299 0,998736 1 0,0033 0,0030 ###
# 33,0 0,000000 1,000000 0 0,0000 0,0000 ### Auxiliares
# 0 b-a 33
# c-a 4
# b-c 29
#


c+(a+U(b-a)-c)*MAX(U;U)


TRIANGULAR(a,b,c)


c+(a+U(b-a)-c)*RAIZ(U)


Algoritmos de generación (U=ALEATORIO())


0,00


0,01


0,02


0,03


0,04


0,05


0,06


0,07


1 4 8 11 14 18 21 24 28 31


0,00
0,10
0,20
0,30
0,40
0,50
0,60
0,70
0,80
0,90
1,00


1 4 8 11 14 18 21 24 28 31


c+(a+U(b-a)-c)*MAX(U;U)


 


Uniforme 
Usos. 


Su uso es como aproximación a la modelización de una magnitud aleatoria de la que no se 
cuenta con datos y únicamente puede aventurarse un mínimo y máximo absolutos no pudiéndose 
hacer conjeturas sobre su distribución dentro de ese intervalo. Por otra parte es la base de la 
generación del resto de variables aleatorias. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼U(a,b), el parámetro a es de posición, mientras que la cantidad b-
a (b>a) determina la escala de la distribución.  


Densidad y Distribución. 


La función de densidad es: 


ab
xf


−
= 1
)(  


,la función de distribución es: 


ab
aX


xF
−
−=)(  
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Estadísticos. 


La media y varianza son (respectivamente): 


12
)(


;
2


2abba −+
  


el sesgo, la curtosis y el coeficiente de variación son (respectivamente): 


ba
ab


+
−


3


1
;


5
9


;0   


Generación. 


Excel cuenta con una función para la generación de variables aleatorias uniformes, la v.a. 
U(0,1) se obtiene a través de la función ALEATORIO(), mientras que a partir de ésta puede 
obtenerse la de la U(a,b) sin más que usar la fórmula a + (b-a)*ALEATORIO(). 


Hoja de cálculo. 


El fichero Uniforme.xls es una plantilla para la generación y análisis de esta distribución en 
Excel. Su aspecto es el siguiente: 


X Den Dis n
1,3 0,033333 0,033333 9 0,0300 0,0300 0,0300 Minimo (a) 37 1,00
1,6 0,033333 0,066667 11 0,0367 0,0367 0,0667 1 10,00
1,9 0,033333 0,100000 5 0,0167 0,0167 0,0833 0,30000
2,2 0,033333 0,133333 11 0,0367 0,0367 0,1200 Máximo (b) 300
2,5 0,033333 0,166667 7 0,0233 0,0233 0,1433 10 4 1
2,8 0,033333 0,200000 10 0,0333 0,0333 0,1767 0,07841
3,1 0,033333 0,233333 15 0,0500 0,0500 0,2267 Muestra A1:A300
3,4 0,033333 0,266667 11 0,0367 0,0367 0,2633 300
3,7 0,033333 0,300000 7 0,0233 0,0233 0,2867
4,0 0,033333 0,333333 13 0,0433 0,0433 0,3300 Estadísticos
4,3 0,033333 0,366667 8 0,0267 0,0267 0,3567 Teóricos Muestra
4,6 0,033333 0,400000 8 0,0267 0,0267 0,3833 Mínimo 1,00 1,01
4,9 0,033333 0,433333 13 0,0433 0,0433 0,4267 Media 5,50 5,61
5,2 0,033333 0,466667 8 0,0267 0,0267 0,4533 Máximo 10,00 9,99
5,5 0,033333 0,500000 10 0,0333 0,0333 0,4867 Varianza 6,75 6,74
5,8 0,033333 0,533333 7 0,0233 0,0233 0,5100
6,1 0,033333 0,566667 10 0,0333 0,0333 0,5433
6,4 0,033333 0,600000 12 0,0400 0,0400 0,5833 Algoritmo de generación
6,7 0,033333 0,633333 15 0,0500 0,0500 0,6333
7,0 0,033333 0,666667 8 0,0267 0,0267 0,6600
7,3 0,033333 0,700000 7 0,0233 0,0233 0,6833
7,6 0,033333 0,733333 9 0,0300 0,0300 0,7133
7,9 0,033333 0,766667 9 0,0300 0,0300 0,7433
8,2 0,033333 0,800000 10 0,0333 0,0333 0,7767
8,5 0,033333 0,833333 13 0,0433 0,0433 0,8200
8,8 0,033333 0,866667 11 0,0367 0,0367 0,8567
9,1 0,033333 0,900000 12 0,0400 0,0400 0,8967
9,4 0,033333 0,933333 10 0,0333 0,0333 0,9300
9,7 0,033333 0,966667 10 0,0333 0,0333 0,9633
10,0 0,033333 1,000000 11 0,0367 0,0367 1,0000


0


a+(ALEATORIO()*(b-a))


UNIFORME(a,b)
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Weibull 


Usos. 


Se trata de una distribución de valores positivos desarrollada (por Walladi Weibull) para 
explicar la duración aleatoria - el tiempo de vida o de funcionamiento - de cualquier dispositivo, 
natural o no, si éste pasa por una primera fase de gran mortalidad (mortalidad infantil o defectos de 
fabricación) una fase intermedia con muy poca probabilidad de fallo (periodo adulto o periodo útil de 
servicio) y una fase final en la que la probabilidad de fallo (de avería o de muerte) aumenta 
rápidamente. 


También se aplica para modelizar la duración de una tarea en estudios PERT/CPM. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼Wei(α,βα,βα,βα,β) o bien X∼∼∼∼Weibull(α,βα,βα,βα,β), el parámetro αααα (α>0) es de 
escala mientras que ββββ es el parámetro de forma (β>0).  


Densidad y Distribución. 


La función de densidad es: 


α








β


−
−αα−αβ=


X


eXxf 1)(  


,la función de distribución es: 


α








β


−
−=


X


exF 1)(  


Estadísticos. 


La media y varianza son (respectivamente): 





































α
Γ


α
−










α
Γ


α
β











α
Γ


α
β


22 112
2;


1
  


el coeficiente de variación es: 


1
1


1


2
−




















β
+βΓ










β
+βΓ


  


Propiedades. 


Si α=1 la distribución se convierte en una Exp(β); si β=2 la distribución se convierte en una 
χ2 con α grados de libertad. 
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Generación. 


Excel no cuenta con una función para la inversa de la función de distribución, sin embargo, la 
generación de variables aleatorias puede hacerse utilizando la fórmula siguiente: 


 ββββ *(-LN(1-ALEATORIO()))^(1/αααα) 


Hoja de cálculo. 


El fichero Weibull.xls es una plantilla para la generación y análisis de la distribución Weibull en 
Excel. Su aspecto es el siguiente: 


X Den Dis n f_s f1_s f2_s
0,24 0,116546 0,013871 7 0,0234 0,13446 #### α (Forma) 20 0,06
0,41 0,196334 0,041052 8 0,0268 0,15367 #### 2,0 5,26
0,58 0,267596 0,081352 4 0,0134 0,07683 #### 0,1731
0,76 0,327577 0,133046 20 0,0669 0,38417 #### β (Escala) 299
0,93 0,374309 0,193998 21 0,0702 0,40338 #### 2,0 20 5,743
1,10 0,406711 0,261809 24 0,0803 0,46101 #### 0,084829
1,28 0,424602 0,333970 23 0,0769 0,44180 #### Muestra A1:A300
1,45 0,428637 0,408013 15 0,0502 0,28813 #### 300
1,62 0,420185 0,481650 28 0,0936 0,53784 ####
1,79 0,401147 0,552877 29 0,0970 0,55705 ####
1,97 0,373765 0,620052 12 0,0401 0,23050 #### Teóricos Muestra
2,14 0,340418 0,681937 14 0,0468 0,26892 #### Mínimo 0,06 0,09
2,31 0,303437 0,737701 16 0,0535 0,30734 #### Media 1,77 1,79
2,49 0,264959 0,786906 12 0,0401 0,23050 #### Máximo 5,26 5,35
2,66 0,226816 0,829455 8 0,0268 0,15367 #### Varianza (λ) 0,858 0,973
2,83 0,190466 0,865538 8 0,0268 0,15367 ####
3,01 0,156974 0,895563 10 0,0334 0,19209 ####
3,18 0,127025 0,920090 10 0,0334 0,19209 #### Algoritmo de generación
3,35 0,100962 0,939766 6 0,0201 0,11525 ####
3,53 0,078841 0,955273 3 0,0100 0,05763 ####
3,70 0,060506 0,967281 6 0,0201 0,11525 ####
3,87 0,045644 0,976422 9 0,0301 0,17288 ####
4,04 0,033852 0,983261 2 0,0067 0,03842 ####
4,22 0,024688 0,988293 0 0,0000 0,00000 ####
4,39 0,017707 0,991935 2 0,0067 0,03842 ####
4,56 0,012492 0,994526 0 0,0000 0,00000 ####
4,74 0,008669 0,996340 1 0,0033 0,01921 ####
4,91 0,005919 0,997589 1 0,0033 0,01921 ####
5,08 0,003976 0,998436 0 0,0000 0,00000 ####
5,26 0,002628 0,999000 0 0,0000 0,00000 ####


1


Beta*(-LN(1-ALEATORIO()))^(1/Alfa)


WEIBULL(αααα ,ββββ)
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Anexo 1 Hoja Patrón para las variables aleatorias continuas. 
Cada una de las hojas de cálculo dedicadas al análisis de una distribución está dividida en 


cinco partes. Cuatro de ellas son externamente visibles y están dedicadas a presentar la información 
gráfica que describe la distribución de que se trate para la configuración de parámetros elegida por el 
usuario. La quinta, que permanece oculta bajo las cuatro visibles, está dedicada a recoger la muestra 
aleatoria generada bajo el algoritmo propuesto y la tabulación de ésta junto con la distribución 
teórica, tabulación sobre la que se basa la descripción gráfica visible de la distribución. 


A la vista del usuario aparecen las zonas siguientes: parámetros y cálculos auxiliares, gráficos, 
comparación de los estadísticos teóricos con los muestrales y la descripción del algoritmo, o 
algoritmos, de generación de variables aleatorias.  


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


Parámetros y Auxiliares. 


En esta zona se indica el 
nombre común, no abreviado, de la 
variable aleatoria, sus parámetros, 
indicando a veces la función de éstos, 
así como un control para variar tanto el 
valor de los parámetros como el 
tamaño de la muestra aleatoria que se 
generará. 


Posición (a) 11 -7
0 7


0,46667
Escala (b) 272


1 10 0,86234
0,08235


Muestra A1:A300
300 1


CAUCHY(a,b)


Los cálculos 
auxiliares no son 


visibles al usuario. 


Nombre de la 
distribución. 


Parámetros 


Tamaño de 
la muestra 
generada. 


α 21 0,07 Mínimo
2,1 5,02 Máximo


0,1649 Delta
β 300 n corregido


2,0 20 6,035 factor gráfico
0,084829 KS gráfico


Muestra A1:A300 Indirecto de datos
300


WEIBULL(αααα ,ββββ) Los nombres no 
aparecen en la 
hoja de cálculo 


�������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������


##
## X Den Dis n f_s f1_s f2_s
## -6,5 0,003655 0,048346 16 0,0590 0,05055 1,00000 Posición (a) 11 -7
## -6,1 0,003951 0,052001 2 0,0074 0,00632 0,00738 0 7
## -5,6 0,004620 0,056248 1 0,0037 0,00316 0,01107 0,46667
## -5,1 0,005472 0,061241 2 0,0074 0,00632 0,01845 Escala (b) 271
## -4,7 0,006581 0,067193 1 0,0037 0,00316 0,02214 1 10 0,85618
## -4,2 0,008056 0,074403 1 0,0037 0,00316 0,02583 0,08250
## -3,7 0,010078 0,083306 3 0,0111 0,00948 0,03690 Muestra A1:A300
## -3,3 0,012941 0,094558 4 0,0148 0,01264 0,05166 300 1
## -2,8 0,017161 0,109188 5 0,0185 0,01580 0,07011
## -2,3 0,023680 0,128881 9 0,0332 0,02843 0,10332
## -1,9 0,034275 0,156548 9 0,0332 0,02843 0,13653 Teóricos Muestra
## -1,4 0,052212 0,197432 16 0,0590 0,05055 0,19557 Mínimo -7,00 -59,32
## -0,9 0,081793 0,260972 27 0,0996 0,08530 0,29520 Media 0,00 -0,39
## -0,5 0,119514 0,361017 33 0,1218 0,10426 0,41697 Máximo 7,00 116,27
## 0,0 0,138983 0,500000 57 0,2103 0,18008 0,62731 Varianza
## 0,5 0,119514 0,638983 27 0,0996 0,08530 0,72694
## 0,9 0,081793 0,739028 19 0,0701 0,06003 0,79705
## 1,4 0,052212 0,802568 16 0,0590 0,05055 0,85609 Algoritmo de generación
## 1,9 0,034275 0,843452 10 0,0369 0,03159 0,89299
## 2,3 0,023680 0,871119 9 0,0332 0,02843 0,92620
## 2,8 0,017161 0,890812 7 0,0258 0,02212 0,95203
## 3,3 0,012941 0,905442 1 0,0037 0,00316 0,95572
## 3,7 0,010078 0,916694 3 0,0111 0,00948 0,96679
## 4,2 0,008056 0,925597 2 0,0074 0,00632 0,97417
## 4,7 0,006581 0,932807 2 0,0074 0,00632 0,98155
## 5,1 0,005472 0,938759 2 0,0074 0,00632 0,98893
## 5,6 0,004620 0,943752 2 0,0074 0,00632 0,99631
## 6,1 0,003951 0,947999 1 0,0037 0,00316 1,00000
## 6,5 0,003417 0,951654 0 0,0000 0,00000 1,00000
## 7,0 0,000000 0,954833 0 0,0000 0,00000 1,00000
## 13
##
##
##
##


Estadísticos


a-(b/(TAN(PI()*ALEATORIO())))-0,5
a+(b*(N(0,1))/N(0,1)))


CAUCHY(a,b)
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Generación de la  
variable aleatoria. 


Parámetros y 
auxiliares 


Gráficos. 


Comparación de 
estadísticos 
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Ocultos al usuario (al estar escritos con tinta del mismo color que el fondo) aparecen una serie 
de cálculos auxiliares. Su descipción es la siguiente: 


Muestra 
(Visible) 


Tamaño de la muestra 
simulada 


Se controla por formulario, el valor máximo es 300 que 
puede ser modificado en las propiedades del selector. 


Mínimo 
Valor mínimo teórico de 
los datos. 


En realidad se trata del valor crítico para el 1% o el 5%. 
Depende de la naturaleza de la v.a. a veces es cero 
directamente, lo normal es utilizar el propio algoritmo de 
generación aplicado a una probabilidad pequeña (0,01 o 
0,05). En el caso de weibull es: 
=Beta*(-LN(0,999))^(1/Alfa) 


Máximo Id al mínimo =Beta*(-LN(0,001))^(1/Alfa) 


Delta 
Amplitud del intervalo de 
las tablas 


Dividimos el rango teórico de la v.a. en 30 partes para 
crear primero las tablas y después los gráficos 
=(Máximo-Mínimo)/30 


n corregido véase más adelante 


Observaciones muestrales que están incluidas en el 
rango X. (En ocasiones distinto del tamaño muestral 
elegido ya que el rango no es completo y puede que 
algún valor generado caiga fuera de él) 
=SUMA(L(-3)C(-6):L(26)C(-6)) 


factor gráfico véase más adelante 
Es necesario normalizar para que los gráficos de las 
densidades estén en una misma escala. 
=SUMA(Den)/SUMA(f_s) 


KS gráfico véase más adelante 
Banda del estadístico de Kolmogorov Smirnov. Aunque 
puede variar según la v.a. el caso general es  
1,3581/RAIZ(n corregido) 


Datos 
Dirección en la que se 
encuentra la muestra 
simulada 


Colocaremos la muestra siempre en las dos primeras 
columnas de manera que su dirección será 
="A1:A" & Muestra o bien ="B1:B" & Muestra 


Selector de 
algoritmo 


Algoritmo de generación 
que será usado 


Cuando es posible se ofrece un segundo método de 
generación de v.a. elegible mediante un selector. Esta 
variable indica el método seleccionado. 


Comparación de los estadisticos. 


Se calculan tanto los estadísticos teóricos de la 
distribución para los parámetros elegidos como los 
observados en la muestra generada. Esta comparación se 
hace únicamente a efectos informativos y no tiene ningún 
valor de contraste de hipótesis. Es necesario adecuar para 
cada v.a. los estadísticos empleados, los muestrales se 
construyen con las funciones de Excel aplicadas al rango de datos simulados2. 


Algoritmo de generación de la v.a. 


Se describe la sintaxis del algoritmo empleado en la generación de la muestra aleatoria y en 
caso de que se proponga más de un método se habilita un selector que permita al usuario elegir entre 
los métodos propuestos. 


Algoritmo de generación
a-(b/(TAN(PI()*ALEATORIO())))-0,5


a+(b*(N(0,1))/N(0,1)))


a-(b/(TAN(PI()*ALEATORIO())))-0,5  


                                                
2 La v.a Cauchy cuya hoja ha servido de ejemplo par construir esta descripción no tiene una varianza finita de ahí que no se 
lleve a cabo su cálculo. Por otra parte, al tratarse de una distribución de colas muy largas y de un tamaño muestral 
relativamente pequeño la diferencia entre los valores teóricos y los muestrales es muy notable. 


��������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������


Teóricos Muestra
Mínimo -7,00 -116,81
Media 0,00 3,88


Máximo 7,00 1053,49
Varianza


Estadísticos
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La tabla aparece 
oculta detrás de los 
gráficos. Es la base 
para construir éstos.


X Den Dis n f s f1 s f2 s
0,24 0,116546 0,013871 1 0,0033 0,01921 0,00333
0,41 0,196334 0,041052 8 0,0268 0,15367 0,03000


Tablas de gráficos 


Ocultas tras los gráficos se encuentran las tablas en las que se realizan los 
cálculos que permiten la representación gráfica tanto de la variable aleatoria teórica 
como de la muestra simulada. 


 


 


La descripción de los epígrafes de la tabla y del contenido a los que éstos se refieren es la 
siguiente: 


X Rango de la v.a. 
El primer valor es Mínimo + Delta, los demás se 
calculan como L(-1)C + Delta 


Den Densidad de la v.a. 
Función de densidad teórica evaluada en cada punto de 
X. Se utilizan las funciones de Excel cuando éstas 
existen o bien se construye la fórmula manualmente. 


Dis Distribución de la v.a. 
Función de distribución teórica evaluada en cada punto 
de X. Se utilizan las funciones de Excel cuando éstas 
existen o bien se construye la fórmula manualmente. 


ni 
Frecuencia absoluta de la 
muestra en función de los 
valores de X 


Se construye a partir de la función FRECUENCIA de 
Excel. Es matricial 
={FRECUENCIA(INDIRECTO(Datos);X)} 


f_s Densidad de la muestra 


Para cada clase, se calcula dividiendo la frecuencia 
absoluta de la clase entre el número de observaciones 
muestrales que están incluidas en el rango teórico 
considerado (X): 
=LC(-1)/ n corregido 


f1_s 
Densidad corregida de la 
muestra 


Son los valores anteriores pero corregidos por el factor 
gráfico para conseguir una misma escala de 
representación de las funciones de densidad teórica y 
simulada. 
=f_s * factor gráfico 


f2_s Distribución de la muestra 


Para cada clase se calcula dividiendo el valor de la 
frecuencia absoluta acumulada (ni) entre los datos 
considerados (n corregido): 
=SUMA($F$4:F4)/$L$7 


 


Gráficos 


Función de densidad de la v.a 
e histograma de los datos 
simulados. Los rangos son X vs 
Den para la densidad de la v.a. y 
X vs f1_s para el histograma. 
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Función de distribución teórica 
y muestral. Los rangos son X vs 
f2_s para la muestral simulada y X 
vs Dis para la teórica. A esta última 
se le añade una banda de error 
calculada sobre el test de bondad 
del ajuste de Kolmogorov-Smirnov 
(correspondiente al valor KS gráfico 
de la tabla de parámetros y 
auxiliares) de valor3:  


n
3581,1


KSg =  


 


 


 


 


 


                                                


3 Véase Law y Kelton 
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El aspecto que presentaría la hoja en caso de eliminar los gráficos y hacer visible las tablas 
seria el siguiente: 
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VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS 
 


Autores:  Rafael García Martín (rgarciamart@uoc.edu), Francisco J. Faulín Fajardo (ffaulin@uoc.edu). 
 


INTRODUCCIÓN______________________________________________ 
En este math-block titulado "Variables aleatorias discretas" se describen algunas de las 


variables aleatorias, creemos que las más aplicación tienen en el ámbito del método MonteCarlo, y la 
forma en que pueden ser tanto analizadas (tabular y gráficamente) como simuladas a través de Excel. 


Para cada una de las v.a. presentadas se muestra: una pequeña descripción de las 
aplicaciones que pueden encontrarse en la literatura, la función de probabilidad y distribución, sus 
estadísticos principales y sus propiedades teóricas, fundamentalmente respecto a otras variables 
aleatorias con las que pudieran estar relacionadas. 


Para cada una de ellas se presenta un método de generación de muestras aleatorias. El lector 
notará que se ha hecho un esfuerzo por evitar que los mecanismos de generación se basen, contrario 
a lo que es habitual, en código VBA.  


Varias son las razones que nos han movido a ello, en primer lugar evitar la aparición, 
inevitable, de las macros que contuvieran dicho código y que, querámoslo o no, arrojan siempre una 
sombra de amenaza para la integridad de nuestros ordenadores; en segundo lugar para reivindicar la 
capacidad de Excel - de las funciones propias de la hoja - para realizar tareas de mediana complejidad 
a espaldas de un código que, aunque sumamente inteligible, implica en cualquier caso un aparato 
inevitable no siempre bien asumido por el usuario final.  


Finalmente, la generación de v.a. a través de código VBA, o de cualquier otro lenguaje de 
programación, está lo suficientemente bien tratada en la literatura como para que el lector que 
prefiera la utilización de métodos diferentes a los aquí expuestos no tenga ningún dificultad para 
encontrar información profusamente desarrollada.  
OBJETIVOS      _________________                __        


 Presentar al estudiante los conceptos básicos de las variables aleatorias discretas y 
proporcionar una herramienta, basada en Excel, para su análisis y simulación. 


 
RELACIÓN CON OTROS DOCUMENTOS _________________                __        


Este math-block es complementario del titulado Variables aleatorias continuas con el que, 
como es lógico, comparte muchas características. Este documento hace mención a una serie de hojas 
de cálculo con las que se complementa (Binomial.xls ; BinNeg.xls ; Geometrica.xls ; Hipergeo.xls ; 
Poisson.xls ; UniDisc.xls ). 


ÍNDICE      _________________                __        
 


Binomial ......................................................................................................................... 2 
Binomial Negativa ........................................................................................................... 3 
Geométrica.....................................................................................................................4 
Hipergeométrica ............................................................................................................. 6 
Poisson .......................................................................................................................... 8 
Uniforme (Discreta)......................................................................................................... 9 
Anexo 1 Hoja Patrón para las variables aleatorias discretas. ............................................ 11 
Anexo 2 Procedimiento genérico para la generación de variables discretas. ...................... 14 
Anexo 3 Procedimiento genérico de estimación de parámetros. ....................................... 19 
BIBLIOGRAFÍA.............................................................................................................. 21 
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Binomial 


Usos. 


Una v.a. Binomial representa el número de éxitos que ocurren en n repeticiones 
independientes de un ensayo de Bernouilli cuya probabilidad de éxito es p. Así, se distribuyen de esta 
forma magnitudes como el número de piezas defectuosas en un lote de tamaño n (moderado) 
cuando cada pieza tiene una probabilidad p de ser defectuosa; el tamaño de un conjunto si éste es 
aleatorio y no demasiado grande; el número de artículos demandados en un almacén; el 
número de encuestados que están a favor de determinada cuestión y un cuantioso etcétera. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼B(n,p). 


Probabilidad y Distribución. 


La función de probabilidad es: 


X1n )p1(p
X
n


)x(p =  


La función de distribución es: 


∑
=


−−







=
X


i


XX pp
i
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xF
0


1)1()(  


Estadísticos. 


La media y varianza son (respectivamente): 
)1(; pnpnp −   


Propiedades. 


Si (X1,X2,..Xm) ∼B(ni,p) entonces (X1+X2+..+Xm)∼B(n1+n2+..nm,p); si X∼B(n,p) entonces la 
variable (n-X)∼B(n,1-p). La distribución es simétrica sólo si p=1/2  


Generación. 


Puesto que Excel cuenta con una función para la inversa de la función de distribución, la 
generación de variables aleatorias puede hacerse directamente por inversión utilizando la fórmula 
siguiente:  


=BINOM.CRIT(n;p;ALEATORIO()) 


Caracterización. 


Véase el Anexo 3 Procedimiento genérico de estimación de parámetros. 


Hoja de cálculo. 


El fichero Binomial.xls es una plantilla para la generación y análisis de la distribución Binomial 
en Excel así como para la estimación de parámetros a partir de una muestra aleatoria. Su aspecto es 
el siguiente: 


 







  Variables aleatorias discretas 


Proyecto e-Math          3 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


X Den n f1_s f3_s
0 0,000000 0 0,000000 0,0
1 0,000000 0 0,000000 0,0 Ensayos (n) 12
2 0,000000 0 0,000000 0,0 30 27
3 0,000000 0 0,000000 0,0
4 0,000000 0 0,000000 0,0 Pr. Éxito (p) 67
5 0,000000 0 0,000000 0,0 0,67
6 0,000000 0 0,000000 0,0 A1:A300
7 0,000001 0 0,000000 0,0 Muestra
8 0,000006 0 0,000000 0,0 300
9 0,000030 0 0,000000 0,0
10 0,000128 0 0,000000 0,0
11 0,000474 0 0,000000 0,1
12 0,001525 1 0,003333 0,5 Teóricos Muestra
13 0,004286 0 0,000000 1,3 Mínimo 12 12
14 0,010566 7 0,023333 3,2 Media 20,10 20,02
15 0,022882 9 0,030000 6,9 Moda 20
16 0,043554 20 0,066667 13,1 Máximo 27 28
17 0,072822 18 0,060000 21,8 Varianza 6,6 7,9
18 0,106781 31 0,103333 32,0
19 0,136925 36 0,120000 41,1
20 0,152900 53 0,176667 45,9 χ2 22,4901
21 0,147826 38 0,126667 44,3 GL 16
22 0,122781 28 0,093333 36,8 p.valor 0,0956
23 0,086707 23 0,076667 26,0
24 0,051345 20 0,066667 15,4
25 0,025019 9 0,030000 7,5
26 0,009769 6 0,020000 2,9


BINOM.CRIT(n;p;ALEATORIO())


BINOMIAL(n,p)


Estadísticos


Bondad del generador


Algoritmo de generación 0,00


0,02


0,04


0,06


0,08


0,10


0,12


0,14


0,16


0,18


0,20


12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27


 
 


 


Binomial Negativa 


Usos. 


Una v.a. Binomial negativa representa el número de fracasos que ocurren hasta obtener el n-
ésimo éxito en la realización de ensayos de Bernouilli con probabilidad p de éxito. Así, el número de 
artículos examinados de un lote hasta que aparece el n-ésimo defectuoso; el número de 
candidatos a entrevistar cuando se quiere formar un equipo de n personas idóneas para un puesto 
de trabajo; el número de melocotones que un cliente exigente manipula antes de conseguir 
un kilo de ellos que satisfagan sus criterios; etc. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼NegBin(n,p) o, a veces, BN(n,p). 


Probabilidad y Distribución. 


La función de probabilidad es: 


XX pp
X
Xn


xp )1(
1


)( −






 −+
=  


La función de distribución es: 


∑
=


=
−






 −+
=


Xi


i


in pp
i
in


xF
0


)1(
1


)(  


Estadísticos. 


La media y varianza son respectivamente. 


 
2


)1(
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p
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Propiedades. 


Si (X1,X2,..Xm)∼BN(ni) entonces (X1+X2+..+Xm)∼BN(n1+ n 2+.. n m). También es conocida como 
distribución de Pascal o distribución de Polya. Se verifica que BN(1,p) ≡≡≡≡ Geom(p). 


Generación. 


Excel cuenta con una función para la distribución y probabilidad de la Binomial Negativa 
aunque no con la inversa de la distribución. No cuenta tampoco con la posibilidad de obtener 
muestras aleatorias a partir del módulo de Análisis de Datos + Generación de números aleatorios. 


En cualquier caso es posible obtener números que se distribuyan según una esta distribución 
utilizando la fórmula siguiente1:  


BINOM.CRIT(DISTR.GAMMA.INV(U;n;(1-p)/p)/ε;εε;εε;εε;ε;U) 


siendo ε un número suficientemente pequeño (obtendremos buenos resultados con ε = 0,0001) y U la 
Uniforme (0;1), es decir U = ALEATORIO(). 


Hoja de cálculo. 


El fichero BinNeg.xls es una plantilla para la generación y análisis de esta distribución: 
 


��������������������������������
��������������������������������


X Den n f1_s f3_s
0 0,00507 0 0,0000 1,5 Intentos (n) 0
1 0,01880 3 0,0100 5,6 7 25
2 0,03985 13 0,0433 12,0
3 0,06336 16 0,0533 19,0 Pr. Éxito (p) 47
4 0,08395 25 0,0833 25,2 0,47
5 0,09788 25 0,0833 29,4
6 0,10376 33 0,1100 31,1 Muestra
7 0,10213 40 0,1333 30,6 300
8 0,09472 27 0,0900 28,4 A1:A300
9 0,08367 22 0,0733 25,1
10 0,07095 22 0,0733 21,3
11 0,05812 25 0,0833 17,4
12 0,04620 5 0,0167 13,9
13 0,03579 12 0,0400 10,7
14 0,02710 6 0,0200 8,1
15 0,02011 9 0,0300 6,0
16 0,01465 7 0,0233 4,4 Teóricos Muestra
17 0,01051 3 0,0100 3,2 Mínimo 0 1
18 0,00742 6 0,0200 2,2 Media 8 8
19 0,00518 0 0,0000 1,6 Moda 7
20 0,00357 0 0,0000 1,1 Máximo 21
21 0,00243 1 0,0033 0,7 Varianza 16,79 15,48
22 0,00164 0 0,0000 0,5
23 0,00110 0 0,0000 0,3
24 0,00073 0 0,0000 0,2 χ2 30,3827
25 0,00048 0 0,0000 0,1 GL 26


#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A p.valor 0,2103
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A


con U=ALEATORIO() y ε=0,0001


BINOMIAL NEGATIVA (n,p)


Bondad del generador


Algoritmo de generación
BINOM.CRIT(DISTR.GAMMA.INV(U;n;(1-p)/p)/ε;ε;U)


Estadísticos


0,0


5,0


10,0


15,0


20,0


25,0


30,0


35,0


40,0


45,0


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24


 
 


Geométrica 


Usos. 


Una v.a. Geométrica representa el número de fracasos que ocurren hasta obtener el primer 
éxito en la realización de ensayos de Bernouilli con probabilidad p de éxito. Así, el número de 
artículos examinados de un lote hasta que aparece el primer defectuoso; el número de 


                                                
1 Por composición siguiendo una conocida propiedad de la distribución BN, véase por ejemplo [3].  
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candidatos a entrevistar cuando se quiere encontrar una única persona idónea para un puesto de 
trabajo; el número de melones que un cliente exigente manosea antes de conseguir aquél 
que satisface sus criterios, etc. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼Geom(p) o, a veces, G(p). 


Probabilidad y Distribución. 


La función de probabilidad es: 
Xppxp )1()( −=  


La función de distribución es: 
1)1(1)( +−−= xpxF  


Estadísticos. 


La media y varianza son respectivamente. 


 
2


)1(
;


)1(


p


p
p
p −−


 


Propiedades. 


La primera propiedad es evidente: se trata de una particularización de la binomial negativa, es 
decir, se verifica que BN(1,p) ≡≡≡≡ Geom(p). Si (X1,X2,..Xm)∼G(p) entonces (X1+X2+..+Xm)∼BN(m,p).  


Es el equivalente discreto de la Exponencial en el sentido de que es la única distribución 
discreta que "no guarda memoria" ya que el número de fallos ocurridos hasta un instante dado no 
modifica la probabilidad de que el próximo intento sea un éxito. 


Generación. 


Excel no cuenta con una función para la distribución y probabilidad de la distribución 
Geométrica, sin embargo es fácil generar muestras aleatorias por inversión de la función de 
Distribución utilizando la fórmula siguiente 


REDONDEAR.MENOS(LN(ALEATORIO())/LN(1-p);0) 


Caracterización. 


Es trivial ya que se verifica que: 


1
1ˆ
)( +


=
nX


p  


Hoja de cálculo. 


El fichero Geometrica.xls es una plantilla para la generación y análisis de esta distribución: 
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X Den n f1_s f3_s
0 0,310000 114 0,3800 93,0 Probabilidad (p) 0
1 0,213900 42 0,1400 64,2 0,31 31 18
2 0,147591 46 0,1533 44,3
3 0,101838 34 0,1133 30,6
4 0,070268 15 0,0500 21,1
5 0,048485 13 0,0433 14,5 Muestra
6 0,033455 11 0,0367 10,0 300 A1:A300
7 0,023084 1 0,0033 6,9
8 0,015928 6 0,0200 4,8
9 0,010990 5 0,0167 3,3
10 0,007583 4 0,0133 2,3
11 0,005232 6 0,0200 1,6
12 0,003610 2 0,0067 1,1 Teóricos Muestra
13 0,002491 0 0,0000 0,7 Mínimo 0 0
14 0,001719 1 0,0033 0,5 Media 2,23 2,24
15 0,001186 0 0,0000 0,4 Moda 0 0
16 0,000818 0 0,0000 0,2 Máximo 0 14
17 0,000565 0 0,0000 0,2 Varianza 7,18 8,16
18 0,000390 0 0,0000 0,1
19 0,000269 0 0,0000 0,1
20 0,000185 0 0,0000 0,1 χ2 37,8075
21 0,000128 0 0,0000 0,0 GL 1
22 0,000088 0 0,0000 0,0 p.valor 0,0041
23 0,000061 0 0,0000 0,0
24 0,000042 0 0,0000 0,0
25 0,000029 0 0,0000 0,0
26 0,000020 0 0,0000 0,0


REDONDEAR.MENOS(LN(aleatorio())/LN(1-p);0)


GEOMÉTRICA(p)


Estadísticos


Bondad del generador


Algoritmo de generación 0,00


0,05


0,10


0,15


0,20


0,25


0,30


0,35


0,40


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18


 


 


Hipergeométrica 


Usos. 


Una v.a. Hipergeométrica representa el número de éxitos que ocurrirán cuando de una 
población en la que hay N objetos cuya elección se considera (arbitrariamente) un éxito y M-N 
objetos fracaso, se extrae una muestra, sin repetición, de tamaño n. Es importante notar que el 
muestreo se hace sin repetición, es decir sin devolver los objetos al seno de la población antes de 
cada ensayo,  ya que esta característica es la única que diferencia esta distribución de la distribución 
binomial. 


Se distribuyen según una Hipergeométrica magnitudes tales como el número de hombres (o 
de mujeres) que incluye una selección al azar de un grupo en el que ambos géneros están presentes, 
el número de temas estudiados por un opositor que ha decidido estudiar sólo unos cuantos del 
temario de su oposición cuando el examen consta de varios temas, etc. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼HiperGeom(n,N,M) o también X∼∼∼∼H(n,N,M). Todos los 
parámetros deben ser lógicamente positivos y representan: n el tamaño de la muestra extraída; N el 
número de éxitos que contiene la población; M el número total de elementos de la población. 


Probabilidad y Distribución. 


La función de probabilidad es: 
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La función de distribución es: 
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Estadísticos. 


La media y varianza son: 


 






 −





















−
−


N
M


N
nM


N
nN


N
nM


1
1


;  


Propiedades. 


Es evidente que ha de verificarse que: ),(),0( nMMinXMNnMax ≤≤+−  


Generación. 


Excel cuenta con una función para la distribución y probabilidad, no cuenta sin embargo, con 
la posibilidad de obtener muestras aleatorias (Análisis de Datos). Sin embargo, es posible obtener 
números que se distribuyan según esta distribución a través de la fórmula matricial siguiente2:  


 
        COINCIDIR(ALEATORIO(); 
                    1-PROBABILIDAD(FILA(INDIRECTO("A1:A"&n+1))-1; 
                                                    DISTR.HIPERGEOMFILA(INDIRECTO("A1:A"&n+1))-1;n;N;M)  


                                                    FILA(INDIRECTO("A1:A"&n+1))-1;n+1);1) 
                   -1) 


Hoja de cálculo. 


El fichero Hipergeo.xls es una plantilla para la generación y análisis de esta distribución: 
 


X Den n f1_s f3_s
0 0,00000 0 0,0000 0,0 Muestra (a) 21
1 0,00000 0 0,0000 0,0 21 0
2 0,00000 0 0,0000 0,0 21
3 0,00000 0 0,0000 0,0 Éxitos (b) 35
4 0,00001 0 0,0000 0,0 35
5 0,00008 0 0,0000 0,0
6 0,00066 1 0,0033 0,2 Total (c) 60
7 0,00375 1 0,0033 1,1 60
8 0,01533 4 0,0133 4,6 A1:A300
9 0,04599 12 0,0400 13,8 Muestra
10 0,10248 32 0,1067 30,7 300
11 0,17081 47 0,1567 51,2
12 0,21351 74 0,2467 64,1
13 0,19998 50 0,1667 60,0
14 0,13967 39 0,1300 41,9 Teóricos Muestra
15 0,07204 29 0,0967 21,6 Mínimo 0 6
16 0,02702 8 0,0267 8,1 Media 12 12
17 0,00719 3 0,0100 2,2 Moda 12
18 0,00131 0 0,0000 0,4 Máximo 21 17
19 0,00015 0 0,0000 0,0 Varianza 3,37 3,51
20 0,00001 0 0,0000 0,0
21 0,00000 0 0,0000 0,0


#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A χ2 10,6794
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A GL 22
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A p.valor 0,9687
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A (Ver Documento)
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A
#N/A #N/A #N/A #N/A #N/A


HIPERGEOMETRICA (a,b,c)


Algoritmo de generación


Estadísticos


CO INCIDIR(ALEATO RIO ();1-PRO BABILIDAD(FILA(INDIRECTO ("A1:A"&$J$5+1))-
1;DISTR.HIPERG EO M (FILA(INDIRECTO ("A1:A"&$J$5+1))-


1;$J$5;$J$8;$J$11);FILA(INDIRECTO ("A1:A"&$J$5+1))-1;$J$5+1);1)-1


Bondad del generador


0,0


0,1


0,1


0,2


0,2


0,3


0,3


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21


 


                                                
2 Véase el procedimiento genérico expuesto en el Anexo II de este documento. 
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Poisson 


Usos. 


Una v.a. de Poisson es en realidad una v.a. Binomial llevada al límite, es decir cuando n→→→→∞∞∞∞ 
(aunque basta con que sea suficientemente grande) y p→→→→0 (aunque basta con que sea 
suficientemente pequeño).  


En general cualquier suceso "raro" puede ser perfectamente modelizado por un v.a. de 
Poisson, ejemplos típicos son el número de remaches defectuosos en un avión (porque un avión 
puede llegar a tener varios millones de ellos y al ser un mecanismo tan simple es realmente difícil que 
sea defectuoso); el número de erratas en un libro (que contiene un gran número de palabras que 
difícilmente están mal escritas); el número de llegadas a un servicio ( o de llamadas a un call-
center) si la distribución entre los tiempos es exponencial; el número de accidentes laborales en 
un mes en una gran empresa; el número de personas que entran en un supermercado en 
un minuto; el número de personas residentes en una gran ciudad que en un día sufren un 
infarto; etc. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼Poisson(λλλλ). El único parámetro debe ser positivo λ>0. 


Probabilidad y Distribución. 


La función de probabilidad es: 


!
)(


x
e


xp
Xλ=


λ−
 


La función de distribución es: 


∑
=


=


λ− λ=
Xi


i
i
i


exF
0


!
)(  


Estadísticos. 


La media y varianza coinciden en el único parámetro λ.  


Propiedades. 


Si (X1,X2,..Xm) ∼Poisson(λi) entonces (X1+X2+..+Xm)∼Poisson(λ1+ λ 2+.. λ m). 
  


Generación. 


Excel cuenta con una función para la distribución y probabilidad de Poisson, cuenta también 
con la posibilidad de obtener muestras aleatorias así distribuidas (Herramientas + Análisis de Datos + 
Generación de números aleatorios). En cualquier caso es posible obtener números aleatorios que se 
distribuyan según una Poisson de parámetro λ, utilizando la fórmula siguiente:  


BINOM.CRIT(λλλλ/0,001;0,001;ALEATORIO()) 


Caracterización. 


El parámetro λ puede ser estimado fácilmente de la forma siguiente: 


)(ˆ nx=λ  


Hoja de cálculo. 


El fichero Poisson.xls es una plantilla para la generación y análisis de esta distribución: 
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�������������������������
�������������������������


X Den n f1_s f3_s
0 0,001008 0 0,0000 0,9
1 0,006954 7 0,0075 6,5 λλλλ 0
2 0,023990 22 0,0237 22,3 6,90 138 17
3 0,055178 51 0,0548 51,3
4 0,095182 75 0,0806 88,5
5 0,131351 113 0,1215 122,2 Muestra
6 0,151053 168 0,1806 140,5 930 A1:A930
7 0,148895 123 0,1323 138,5
8 0,128422 107 0,1151 119,4
9 0,098457 105 0,1129 91,6
10 0,067935 74 0,0796 63,2
11 0,042614 34 0,0366 39,6
12 0,024503 27 0,0290 22,8 Teóricos Muestra
13 0,013005 11 0,0118 12,1 Mínimo 0 1
14 0,006410 11 0,0118 6,0 Media (λ) 6,90 6,99
15 0,002949 2 0,0022 2,7 Moda 6
16 0,001272 0 0,0000 1,2 Máximo 17 15


#N/A 0 0,0000 #N/A Varianza (λ) 6,9 6,88
#N/A 0 0,0000 #N/A
#N/A 0 0,0000 #N/A
#N/A 0 0,0000 #N/A χ2 23,2976
#N/A 0 0,0000 #N/A GL 17
#N/A 0 0,0000 #N/A p.valor 0,1060


BINOM.CRIT($J$6/0,001;0,001;ALEATORIO())
Algoritmo de generación 


POISSON(λλλλ)


Bondad del generador


Estadísticos


0,00


0,02


0,04


0,06


0,08


0,10


0,12


0,14


0,16


0,18


0,20


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16


 


 


Uniforme (Discreta) 


Usos. 


Esta v.a. es el equivalente discreto de la de mismo nombre dentro de las distribuciones 
continuas. Se utiliza cuando un conjunto de posibles resultados es igualmente probable: el 
número de veces que aparecerá cada una de las caras de un dado regular; el dígito final 
de los números premiados en la lotería, etc. 


Notación y parámetros. 


La notación habitual es X∼∼∼∼UD(a,b). Se verifica que a ≤ X ≤ b y a < b. 


Probabilidad y Distribución. 


La función de probabilidad es: 


}b,1b,2b,....,2a,1a,a{x1ba
1


)x(p ++=
+


=  


La función de distribución es: 


1
1


)(
+−
+−=


ba
aX


xF  


Estadísticos. 


La media y varianza son: 


12
1)1(


;
2


2 −+−+ baba
 


Generación. 


Excel cuenta con una función directa para generar muestras aleatorias así distribuidas 


ALEATORIO.ENTRE(a;b) 
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Caracterización. 


Los parámetros pueden ser estimados fácilmente de la forma siguiente: 


}X{maxb̂;}X{minâ )n()n( ==  


Hoja de cálculo. 


El fichero UniDisc.xls es una plantilla para la generación y análisis de esta distribución: 
 


�������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������


X Den n f1_s f3_s
1 0,045455 12 0,040000 13,6
2 0,045455 15 0,050000 13,6 Mínimo (a) 1
3 0,045455 14 0,046667 13,6 1 22
4 0,045455 15 0,050000 13,6
5 0,045455 13 0,043333 13,6 Máximo (b) 22
6 0,045455 13 0,043333 13,6 22
7 0,045455 9 0,030000 13,6 A1:A300
8 0,045455 11 0,036667 13,6 Muestra
9 0,045455 12 0,040000 13,6 300
10 0,045455 13 0,043333 13,6
11 0,045455 11 0,036667 13,6
12 0,045455 13 0,043333 13,6
13 0,045455 15 0,050000 13,6 Teóricos Muestra
14 0,045455 15 0,050000 13,6 Mínimo 1 1
15 0,045455 20 0,066667 13,6 Media 11,50 11,84
16 0,045455 14 0,046667 13,6 Moda
17 0,045455 11 0,036667 13,6 Máximo 22 22
18 0,045455 12 0,040000 13,6 Varianza 36,8 41,5
19 0,045455 13 0,043333 13,6
20 0,045455 21 0,070000 13,6
21 0,045455 15 0,050000 13,6 χ2 11,5200
22 0,045455 13 0,043333 13,6 GL 21
23 0,045455 0 0,000000 13,6 p.valor 0,9517
24 0,045455 0 0,000000 13,6
25 0,045455 0 0,000000 13,6
26 0,045455 0 0,000000 13,6
27 0,045455 0 0,000000 13,6
28 0,045455 0 0,000000 13,6
29 0,045455 0 0,000000 13,6
30 0,045455 0 0,000000 13,6
31 0,045455 0 0,000000 13,6


ALEATORIO.ENTRE(a;b)


UNIFORME DISCRETA(a,b)


Estadísticos


Bondad del generador


Algoritmo de generación 


0,00


0,01


0,02


0,03


0,04


0,05


0,06


0,07


0,08


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
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Anexo 1 Hoja Patrón para las variables aleatorias discretas. 


Cada una de las hojas de cálculo dedicadas al análisis de una distribución está dividida en seis 
partes. Cinco de ellas son externamente visibles y se han utilizado para presentar la información 
gráfica y numérica que describe la distribución de que se trate para la configuración de parámetros 
elegida por el usuario. La sexta, que permanece oculta bajo las anteriores, está dedicada a recoger la 
muestra aleatoria generada bajo el algoritmo propuesto y la tabulación de ésta junto con la 
distribución teórica, tabulación sobre la que se basa la descripción gráfica visible de la distribución. 


A la vista del usuario aparecen las zonas siguientes: parámetros y cálculos auxiliares, gráfico, 
comparación de los estadísticos teóricos con los muestrales y la descripción del algoritmo, o 
algoritmos, de generación de variables aleatorias.  


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Parámetros y Auxiliares. 


En esta zona se indica el nombre común, no abreviado, de la variable aleatoria, sus 
parámetros, así como un control que permite al usuario variar tanto el valor de los parámetros como 
el tamaño de la muestra aleatoria que se generará. 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


�����������������������������
�����������������������������


X Den n f1_s f3_s
0 0,001008 0 0,0000 0,9
1 0,006954 10 0,0108 6,5 λλλλ 0
2 0,023990 31 0,0333 22,3 6,90 138 17
3 0,055178 41 0,0441 51,3
4 0,095182 83 0,0892 88,5
5 0,131351 117 0,1258 122,2 Muestra
6 0,151053 142 0,1527 140,5 930 A1:A930
7 0,148895 129 0,1387 138,5
8 0,128422 119 0,1280 119,4
9 0,098457 94 0,1011 91,6
10 0,067935 73 0,0785 63,2
11 0,042614 40 0,0430 39,6
12 0,024503 27 0,0290 22,8 Teóricos Muestra
13 0,013005 15 0,0161 12,1 Mínimo 0 1
14 0,006410 3 0,0032 6,0 Media (λ) 6,90 6,97
15 0,002949 6 0,0065 2,7 Moda 6
16 0,001272 0 0,0000 1,2 Máximo 17 15


#N/A 0 0,0000 #N/A Varianza (λ) 6,9 7,20
#N/A 0 0,0000 #N/A
#N/A 0 0,0000 #N/A
#N/A 0 0,0000 #N/A χ2 19,1476
#N/A 0 0,0000 #N/A GL 17
#N/A 0 0,0000 #N/A p.valor 0,2611


BINOM.CRIT($J$6/0,001;0,001;ALEATORIO())
Algoritmo de generación 


POISSON(λλλλ)


Bondad del generador


Estadísticos


0,00


0,02


0,04


0,06


0,08


0,10


0,12


0,14


0,16


0,18


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16


Gráfico Parámetros y  
cálculos auxiliares 


Comparación 
de estadísticos 


Análisis de la 
bondad del 
generador 


Algoritmo de 
generación de v.a. 


λλλλ 0
6,90 138 17


Muestra
930 A1:A930


POISSON(λλλλ)


Tamaño de la  
muestra a generar 


Parámetro(s) Nombre 


Cálculos auxiliares 
no visibles:  
Mínimo, Máximo 
y Datos 
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Muestra 
Tamaño de la muestra 
simulada 


Se controla por formulario, el valor máximo es 300 que 
puede ser modificado en las propiedades del selector. 


Mínimo 
Valor mínimo teórico de 
los datos. 


En realidad se trata del valor crítico para el 1% o el 5%. 
Calculado utilizando bien el algoritmo de generación con 
un U forzado al valor correspondiente (0,01 o 0,99), 
bien utilizando la función de distribución inversa cuando 
existe para esos mismo valores 


Máximo Análogo al mínimo Id al anterior. 


Datos 
Dirección en la que se 
encuentra la muestra 
simulada 


Colocaremos la muestra siempre en la primera columna 
de manera que su dirección será 
="A1:A" & Muestra 


 


Comparación de los estadísticos. 


Se calculan tanto los estadísticos teóricos de la distribución para los parámetros elegidos como 
los observados en la muestra generada. Esta comparación se hace únicamente a efectos informativos 
y no tiene ningún valor de contraste de hipótesis.  


Es necesario adecuar para cada v.a. los estadísticos teóricos empleados, los muestrales se 
construyen con las funciones de Excel aplicadas al rango de datos simulados. 


 
 
 


 


 
 


Análisis de la bondad del generador. 


Se realiza una prueba de bondad del ajuste de la muestra obtenida, a través del algoritmo de 
generación propuesto, a la distribución teórica esperada. Los resultados que se muestran son: valor 
del estadístico (χ2), grados de libertad (GL), probabilidad asociada a la hipótesis nula (p.valor) de 
ajuste a la distribución especificada. 


 
 
 
 
 
 
 
 


Algoritmo de generación de la v.a. 


Se describe la sintaxis del algoritmo empleado en la generación de la muestra aleatoria en 
términos de las funciones de Excel. 


BINOM.CRIT($J$6/0,001;0,001;ALEATORIO())
Algoritmo de generación 


 


��������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������


Teóricos Muestra
Mínimo -7,00 -116,81
Media 0,00 3,88


Máximo 7,00 1053,49
Varianza


Estadísticos


Estadísticos 
muestrales y 


teóricos


Resultados de la prueba 
de bondad del ajuste de 
la muestra obtenida a la 


distribución teórica χ2 19,1476
GL 17


p.valor 0,2611


Bondad del generador
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Gráficos 


Función de probabilidad de la v.a. e 
histograma de los datos simulados. Los 
rangos son X vs Den para la probabilidad de la 
v.a. y X vs f1_s para el histograma según los 
nombres descritos en el siguiente epígrafe. 


 
 
 
 


Tabla 


Oculta tras los gráficos se encuentran la 
tabla en las que se realizan los cálculos que 
permiten la representación gráfica tanto de la 
variable aleatoria teórica como de la muestra 
simulada. 


La descripción de los epígrafes de la tabla 
y del contenido a los que éstos se refieren es la 
siguiente: 


 


X Rango de la v.a. 
El primer valor es Mínimo + Delta, los 
demás se calculan como L(-1)C + Delta 


Den 
Probabilidad de la 
v.a. 


Función de probabilidad teórica evaluada 
en cada punto de X. Se utilizan las 
funciones de Excel cuando éstas existen 
o bien se construye la fórmula 
manualmente 


ni 


Frecuencia absoluta 
de la muestra en 
función de los 
valores de X 


Número de observaciones de la muestra 
en cada clase de X. Es matricial.  
={SUMA(SI(INDIRECTO(Indirecto)=X;1;0
))} 


f1_s 
Probabilidad de la 
muestra 


Para cada clase, se calcula dividiendo la 
frecuencia absoluta de la clase entre el 
tamaño de la muestra.  


f3_s 
Frecuencia absoluta 
teórica 


Es necesaria para el cálculo del 
estadístico χ2 que se usa para comprobar 
la bondad del método de generación. 


 
Todas las hojas tienen definidos una serie de nombres 


que permiten, adaptando en cada momento el rango horizontal 
del gráfico al dominio más probable (99,9%) de la variable 
aleatoria según la configuración de parámetros elegida por el usuario realizar, el gráfico a partir de la 
tabla de datos.  


Estos nombres3 y su significado son los siguientes: 
 


U =ALEATORIO() 
X =DESREF(BinNeg!$B$3;1;1;1+BinNeg!$L$5-BinNeg!$L$4;1) 


Den =DESREF(BinNeg!$B$3;1;2;1+BinNeg!$L$5-BinNeg!$L$4;1) 
n =DESREF(BinNeg!$B$3;1;3;1+BinNeg!$L$5-BinNeg!$L$4;1) 


f1_s =DESREF(BinNeg!$B$3;1;4;1+BinNeg!$L$5-BinNeg!$L$4;1) 
f3_s =DESREF(BinNeg!$B$3;1;5;1+BinNeg!$L$5-BinNeg!$L$4;1) 


 


                                                
3 Nótese que los rangos aparecen precedidos siempre del nombre de la hoja, en este caso BinNeg!. 


0,00


0,02


0,04


0,06


0,08


0,10


0,12


0,14


0,16


0,18


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17


X Den n f1 s f3 s
0 0,001008 1 0,0011 0,9
1 0,006954 5 0,0054 6,5
2 0,023990 24 0,0258 22,3
3 0,055178 54 0,0581 51,3
4 0,095182 96 0,1032 88,5
5 0,131351 127 0,1366 122,2
6 0,151053 125 0,1344 140,5
7 0,148895 140 0,1505 138,5
8 0,128422 117 0,1258 119,4
9 0,098457 98 0,1054 91,6
10 0,067935 53 0,0570 63,2
11 0,042614 42 0,0452 39,6
12 0,024503 26 0,0280 22,8
13 0,013005 12 0,0129 12,1
14 0,006410 8 0,0086 6,0
15 0,002949 2 0,0022 2,7
16 0,001272 0 0,0000 1,2
17 0,000516 0 0,0000 0,5


#N/A 0 0,0000 #N/A
#N/A 0 0,0000 #N/A
#N/A 0 0,0000 #N/A
#N/A 0 0,0000 #N/A
#N/A 0 0,0000 #N/A
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Anexo 2 Procedimiento genérico para la obtención de v.a. discretas. 
 
Con frecuencia será necesario generar muestras aleatorias que se distribuyan con arreglo a 


una distribución discreta que ha sido definida por el usuario. Es decir, nos enfrentaremos al problema 
de simular una distribución especificada en la forma siguiente {X,P}, en donde X = {X1,X2,.. Xi,...Xn} 
se refiere al posible conjunto de posibles valores de la variable aleatoria, conjunto cuyos elementos 
pueden ser números naturales (consecutivos o no) o tal vez códigos, dependiendo de la naturaleza de 
la variable y de la escala en que ésta ha sido medida, y en donde P = {P1,P2,.. Pi,...Pn} se refiere a las 
probabilidades de que X tome precisamente esos valores: 


∑ =


≤≤∈∀


i
i


i


P


Pnii


1


10},..,..,2,1{
 


Excel cuenta con un mecanismo para la generación de variables aleatorias cuya 
distribución se especifica de esta forma, supongamos que queremos generar muestras 
de la variable X definida de la forma siguiente: 


 X = {A, B, C,...., O, P} con probabilidades {0.0071651,...,0.031153} (veáse la 
tabla) 


Lo primero que debemos tener en cuenta es que Excel no admite valores no 
numéricos en el dominio de X de manera que será necesario sustituirlos por los enteros 
naturales, hecho esto invocamos el módulo 4  de Generación de v.a. en la forma: 
Herramientas + Análisis de Datos + Generación de números aleatorios". Hecho esto 
obtendremos un formulario en el que deberemos elegir la opción adecuada, en este caso 
la opción Discreta.  


 
Esta opción está "caracterizada por 


un valor y el rango de probabilidades 
asociado. El rango debe contener dos 
columnas. La columna izquierda deberá 
contener valores y la derecha 
probabilidades asociadas con el valor de 
esa fila. La suma de las probabilidades 
deberá ser 1". 


 


 
 
La "cumplimentación" del formulario podría 


ser como la descrita en esta página. Una vez 
obtenidos los valores, bastaría con utilizar las 
funciones de Excel para recuperar los valores reales 
de la variable a partir de los códigos numéricos 
obtenidos. 


 
 


                                                
4 Para su uso es necesario haber habilitado previamente el módulo de "Análisis de Datos" 


X P
A 0,071651
B 0,077882
C 0,077882
D 0,077882
E 0,062305
F 0,062305
G 0,062305
H 0,062305
I 0,062305
J 0,130841
K 0,031153
L 0,031153
M 0,034268
N 0,093458
O 0,031153
P 0,031153
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Este método tiene la ventaja de ser inmediato y requerir relativamente poco esfuerzo al 


usuario, sin embargo presenta desventajas, la fundamental derivada del hecho de que la obtención de 
la muestra no está integrada en la hoja de trabajo. No menos importante que esta es el hecho de que 
sólo hay posibilidad de generar un pequeño número de variables aleatorias. 


Una alternativa a este método se basa en el empleo de las fórmulas matriciales, mecanismo 
de extraordinaria potencia, que faculta al usuario (avanzado) de Excel para realizar potentes cálculos 
que no han de plasmarse forzosamente en celda alguna sino que permanecen en memoria hasta que 
necesitamos de sus resultados. 


Antes de ello es conveniente recordar las prestaciones de una de las funciones de librería de 
Excel menos conocida, nos referimos a la función PROBABILIDAD, función que usada 
convenientemente nos proporciona la distribución de frecuencias acumuladas de una variable a partir 
de su distribución de frecuencias relativas.  


Supongamos el ejemplo anterior con una distribución de probabilidad definida sobre la 
variable X de la forma {P1,P2,.. Pi,...Pn} tal como aparece en la tabla, asignemos en primer lugar el 
nombre P al vector (columna) de las probabilidades: 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Por comodidad asignemos también el nombre U a la fórmula simple =ALEATORIO(), y 


notemos que al asignar al nombre Sec la fórmula =FILA(INDIRECTO("A1:A"& FILAS(P))) 
acabamos de crear un vector (columna) que contiene los n primeros números naturales siendo n la 
longitud de nuestro vector de probabilidades. 


 


X P
A 0,071651
B 0,077882
C 0,077882
D 0,077882
E 0,062305
F 0,062305
G 0,062305
H 0,062305
I 0,062305
J 0,130841
K 0,031153
L 0,031153
M 0,034268
N 0,093458
O 0,031153
P 0,031153
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Pues bien, la fórmula =1-PROBABILIDAD(Sec;P;Xi;FILAS(P)) nos proporciona, la 
probabilidad de que se produzca un suceso x<Xi, por lo que al asignar al nombre Gen la fórmula 
matricial: 


={COINCIDIR (U;1-PROBABILIDAD(Sec;P;Xi;FILAS(P));1)} 


obtendremos un valor del vector X= {X1,X2,.. Xi,...Xn} distribuido segun P = {P1,P2,.. Pi,...Pn}, y si la 
verdadera naturaleza de la variable (que recordamos hemos codificado de forma numérica) se 
encuentra en el vector Nom, la fórmula  


={INDICE(Nom;+COINCIDIR (U;1-PROBABILIDAD(Sec;P;Xi;FILAS(P));1)1)} 


proporcionará, cada vez que sea invocada en una celda, un valor de Nom⇔⇔⇔⇔X distribuido según P. El 
libro UniDisc.xls contiene una hoja en la que aparecen estos cálculos, su aspecto es el siguiente: 
 


Nom X P Sec PRO Xgen Ngen


A 0 0,071651 1 0,00 13 M
B 1 0,077882 2 0,07 4 D PRO = 1-PROBABILIDAD(Sec;P;E#;FILAS(P))
C 2 0,077882 3 0,15 6 F Xgen = COINCIDIR(U;1-PROBABILIDAD(Sec;P;Sec;FILAS(P));1)
D 3 0,077882 4 0,23 10 J Ngen = INDICE(Nom;Xgen)
E 4 0,062305 5 0,31 4 D
F 5 0,062305 6 0,37 7 G
G 6 0,062305 7 0,43 2 B
H 7 0,062305 8 0,49 9 I
I 8 0,062305 9 0,55 8 H
J 9 0,130841 10 0,62 7 G
K 10 0,031153 11 0,75 2 B
L 11 0,031153 12 0,78 6 F
M 12 0,034268 13 0,81 1 A
N 13 0,093458 14 0,84 5 E
O 14 0,031153 15 0,94 3 C
P 15 0,031153 16 0,97 10 J


3 C
7 G
16 P
4 D
3 C
6 F
10 J
4 D  


 
También contiene una hoja que 
permite la generación de una 
variable aleatoria especificada por el 
usuario. En la parte superior 
aparecen los controles que permiten 
indicar el número de puntos que 
tendrá la variable y el tamaño de la 
muestra que se desea generar. 
 


Puntos 16 321 Tamaño 215
 


Una vez elegidos los puntos de la 
variable el usuario puede introducir 
los valores de P, bien directamente, 
bien a través de pesos asociados a 
los diferentes puntos. 
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El resultado final incluye: la distribución de frecuencias teóricas inducida por los pesos 
elegidos por el usuario , Prob F(x), las frecuencias absolutas empíricas (Em) y teórica (Te), el 
resultado de la prueba de bondad del ajuste y un gráfico de la distribución de la muestra generada, 
los propios valores que componen la muestra generada tanto en términos de los valores numéricos 
como de los rótulos a éstos asociados. 
 
 


Media 6,79 (6,7)
Puntos 16 321 Tamaño 215 Varianza 23,37


Moda C


Rótulos X Pesos Prob F(x) Em Te
A 0 23 0,07165 0,00000 21 15,40
B 1 25 0,07788 0,07165 12 16,74
C 2 25 0,07788 0,14953 25 16,74
D 3 25 0,07788 0,22741 17 16,74
E 4 20 0,06231 0,30530 15 13,40
F 5 20 0,06231 0,36760 11 13,40
G 6 20 0,06231 0,42991 8 13,40
H 7 20 0,06231 0,49221 8 13,40
I 8 20 0,06231 0,55452 8 13,40
J 9 42 0,13084 0,61682 21 28,13
K 10 10 0,03115 0,74766 10 6,70
L 11 10 0,03115 0,77882 7 6,70
M 12 11 0,03427 0,80997 8 7,37
N 13 30 0,09346 0,84424 24 20,09
O 14 10 0,03115 0,93769 10 6,70
P 15 10 0,03115 0,96885 10 6,70


12
10
10
10
10
10
10
10
10
57


Ajuste (χ2) 0,1049
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5 F
9 J
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10 K
3 D
5 F
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3 D
6 G
5 F
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13 N
1 B
4 E
5 F
5 F
1 B


Muestra
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El procedimiento genérico expuesto en este apéndice es el aplicado para la obtención de 


muestras aleatorias de una variable hipergeométrica. 
Para ello hemos sustituido el vector P, anteriormente definido por el usuario, por la 


distribución de probabilidad calculada por Excel para los valores de los parámetros introducidos por el 
usuario. La fórmula es algo más complicada pero su justificación es análoga a la descrita 
anteriormente: 


 
       {=COINCIDIR(ALEATORIO(); 
                    1-PROBABILIDAD(FILA(INDIRECTO("A1:A"&n+1))-1; 
                                                    DISTR.HIPERGEOMFILA(INDIRECTO("A1:A"&n+1))-1;n;N;M)  


                                                    FILA(INDIRECTO("A1:A"&n+1))-1;n+1);1) 
                   -1)} 
 


 
. 
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Anexo 3 Procedimiento genérico de estimación de parámetros. 


El procedimiento estándar para la caracterización de cualquier variable, es decir para la 
estimación de los parámetros de la distribución a partir de una muestra aleatoria de ésta, se hace 
habitualmente por el método de máxima verosimilitud. 


La literatura está repleta de referencias a este método, su aplicación es muchas veces 
inmediata. La estimación del parámetro λ de una distribución de Poisson es, simplemente: 


)(ˆ nx=λ  


Sin embargo, la caracterización no es siempre una tarea tan sencilla. Consideremos por 
ejemplo el problema de la estimación máximo verosímil de los parámetros n y p de una distribución 
binomial de la que sólo contamos con una muestra aleatoria de tamaño N.  


La teoría [6] nos dice que las estimaciones de ambos parámetros son aquellos valores que 
maximizan la función: 
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siendo iNi XM }1{max ≤≤= y fk (k = 0,1,...M) el número de observaciones de la muestra que son menores o 


iguales que k y sometido a la restricción de que t ∈ {M, M+1, M+2,.....} lo cual dificulta enormemente el cálculo 
de g(n,p). 


Sin embargo un procedimiento para aproximar los valores de n y p puede consistir, 
simplemente, en elegir aquellos valores que minimicen (o maximicen) un determinado criterio. Por 
ejemplo, elegir los valores n,p que hagan mínima la discrepancia entre las frecuencias absolutas de la 
muestra y las que cabría esperar bajo la combinación de parámetros elegida, es decir: 
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con : 
NiE  = Las frecuencias absolutas para i ∈ {0,1,2,..M} en la muestra, 
Nin,p = Las frecuencias absolutas deducidas de la binomial de parámetros n,p es decir: 
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En principio parecería lógico aprovechar las ventajas de Excel y elegir un criterio del tipo: 
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es decir elegir el par n,p que minimice la discrepancia en el sentido de la prueba χ2, sin embargo, el 
hecho de que Excel devuelva #NA´s cuando algún Nin,p es nulo hace complicada la ejecución de este 
criterio. 


El fichero Binomial.xls contiene una segunda hoja en la que se ha implementado el 
procedimiento de estimación anterior. La hoja contiene una tabla en la en las filas se ha discretizado 
el dominio de p en intervalos de longitud 0,025 y las columnas corresponden a los primeros valores 
de la secuencia  {M, M+1, M+2,.....} siendo iNi XM }1{max ≤≤= . 


 
En cada celda, correspondiente al valor de la discrepancia para el valor candidato de p (filas) 


y el valor candidato de n (columnas), se calcula la discrepancia:  


pn
i


E
i


pn
i NND ,, −=  
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utilizando la fórmula matricial siguiente: 


MAX(ABS(DISTR.BINOM(Sec;n;p;0)-FRECUENCIA(D;M)/CONTAR(D))) 


habiéndose definido previamente los nombres: 
 


D  = INDIRECTO(Datos a ajustar) 
M  = FILA(INDIRECTO("A1:A"&MAX(D)+1))-1 
Sec  = FILA(INDIRECTO("A1:A"&FILAS(M)+1))-1 
 
 
 
 


0,101 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,025 0,667 0,650 0,634 0,618 0,603 0,588 0,573 0,559 0,545 0,531 0,518
0,050 0,440 0,418 0,397 0,377 0,358 0,341 0,324 0,307 0,292 0,277 0,264
0,075 0,287 0,266 0,246 0,227 0,210 0,195 0,180 0,166 0,154 0,142 0,132
0,100 0,185 0,167 0,150 0,135 0,122 0,109 0,098 0,089 0,087 0,095 0,102
0,125 0,118 0,103 0,090 0,088 0,097 0,106 0,114 0,120 0,126 0,131 0,136
0,150 0,092 0,104 0,113 0,121 0,128 0,134 0,139 0,143 0,146 0,149 0,152
0,175 0,121 0,129 0,135 0,141 0,145 0,149 0,152 0,155 0,157 0,159 0,160
0,200 0,139 0,144 0,149 0,152 0,155 0,157 0,159 0,161 0,162 0,163 0,164
0,225 0,150 0,154 0,156 0,159 0,161 0,162 0,163 0,164 0,164 0,165 0,165
0,250 0,157 0,159 0,161 0,162 0,163 0,164 0,165 0,165 0,166 0,166 0,166
0,275 0,161 0,162 0,164 0,164 0,165 0,165 0,166 0,166 0,166 0,166 0,166
0,300 0,163 0,164 0,165 0,166 0,166 0,166 0,166 0,166 0,166 0,167 0,167
0,325 0,165 0,165 0,166 0,166 0,166 0,166 0,166 0,167 0,167 0,167 0,167
0,350 0,166 0,166 0,166 0,166 0,166 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167
0,375 0,166 0,166 0,166 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167  


 
 


 
 
 


Mediante formato condicional se indican los pares de valores n,p que son menores al 110% 
de la mínima discrepancia encontrada, en este caso (la figura muestra sólo una parte de la hoja) los 
valores candidatos serían {(n=16;p=0,15) ; (18≤n≤=20;p=0,125) ;  (22≤n≤=25;p=0,100); .....}. 
 
 


0,101 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,025 0,667 0,650 0,634 0,618 0,603 0,588 0,573 0,559 0,545 0,531 0,518
0,050 0,440 0,418 0,397 0,377 0,358 0,341 0,324 0,307 0,292 0,277 0,264
0,075 0,287 0,266 0,246 0,227 0,210 0,195 0,180 0,166 0,154 0,142 0,132
0,100 0,185 0,167 0,150 0,135 0,122 0,109 0,098 0,089 0,087 0,095 0,102
0,125 0,118 0,103 0,090 0,088 0,097 0,106 0,114 0,120 0,126 0,131 0,136
0,150 0,092 0,104 0,113 0,121 0,128 0,134 0,139 0,143 0,146 0,149 0,152
0,175 0,121 0,129 0,135 0,141 0,145 0,149 0,152 0,155 0,157 0,159 0,160
0,200 0,139 0,144 0,149 0,152 0,155 0,157 0,159 0,161 0,162 0,163 0,164
0,225 0,150 0,154 0,156 0,159 0,161 0,162 0,163 0,164 0,164 0,165 0,165
0,250 0,157 0,159 0,161 0,162 0,163 0,164 0,165 0,165 0,166 0,166 0,166
0,275 0,161 0,162 0,164 0,164 0,165 0,165 0,166 0,166 0,166 0,166 0,166
0,300 0,163 0,164 0,165 0,166 0,166 0,166 0,166 0,166 0,166 0,167 0,167
0,325 0,165 0,165 0,166 0,166 0,166 0,166 0,166 0,167 0,167 0,167 0,167
0,350 0,166 0,166 0,166 0,166 0,166 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167
0,375 0,166 0,166 0,166 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167  


 
 
 


Valores candidatos 
de p (p=0,300) 


Valores candidatos 
de n (n =20) 


Discrepancia calculada para 
p=0,300 y n =20 


110% de la mínima 
discrepancia 


Pares candidatos 
Discrepancia<110% mínima 







  Variables aleatorias discretas 
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Actividad 1:  Estadística descriptiva + distribución binomial 


ACTIVIDAD 1: Estadística descriptiva + distribución binomial  
 


CASO 1-1: EVALUACIÓN DE UNA CLASE______________________________ 
 
Supongamos que trabajas como profesor en una universidad y te encuentras al final de un 
semestre académico. En el archivo notas.mtw has guardado las calificaciones obtenidas por 
cada uno de tus estudiantes en cada una de las tres pruebas que éstos han realizado. 


 
1.  Calcular la nota media y la mediana obtenida por cada estudiante en el conjunto de las 


tres pruebas: 
 


 Seleccionamos Calc > Row Statistics: 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 A continuación, para hallar la media por filas, rellenamos los campos como sigue: 
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Estadística Aplicada con Minitab 


 Para hallar la mediana por filas, se procede de forma análoga con la opción Median de la 
ventana anterior (guardaremos los resultados en la columna C7). El output  resultante será: 


 
Data Display 
 
 Row  Apellido    Nombre      Media      Mediana 
 
   1  Arnau       Juan        8,60000      9,3 
   2  Benítez     Melisa      8,93333      8,6 
   3  Boyer       Mar         6,93333      5,9 
   4  Díez        Joaquín     6,93333      6,9 
   5  Duart       José        5,00000      4,8 
   6  García      Andrés      7,40000      7,8 
   7  Gómez       Juan        9,66667      9,8 
   8  Gutierrez   Jenifer     9,40000      9,2 
   9  López       Antonio     7,03333      7,1 
  10  Lucas       Tomás       7,63333      6,8 
  11  Méndez      Guillermo   5,70000      4,9 
  12  Morales     Esteban     9,40000      9,4 
  13  Murcia      Bárbara     9,26667      9,5 
  14  Neruda      Amalia      8,36667      8,1 
  15  Núñez       Inma        8,40000      9,0 
  16  Pérez       Ricardo     9,23333     10,0 
  17  Rojas       Luis        7,83333      7,9 
  18  Rupèrez     Alberto     8,03333      7,9 
  19  Sáez        Núria       7,13333      7,9 
  20  Sánchez     Miguel      8,53333      8,1 
  21  Segura      Carlos      9,70000      9,7 
  22  Solá        Isabel      5,26667      5,1 
  23  Tárrega     Francisco   6,76667      6,0 
  24  Tomás       Josefa      7,40000      8,8 
 
 
2. Hallar el valor medio o esperado de la nota asociada al Test 1: 


 
 Seleccionamos Calc > Column Statistics 
 Rellenamos los campos como se muestra en la siguiente imagen, guardando el resultado en la 


constante K1, cuyo valor se muestra en el output del programa: 
 


 
 
Column Mean 
 
   Mean of Test1 = 8,0000 
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Actividad 1:  Estadística descriptiva + distribución binomial 


CASO 1-2: COMPARACIÓN DE SALARIOS______________________________ 
 
El archivo salarios.mtw  contiene los salarios anuales (en €) de los 11 trabajadores del 
departamento de finanzas de una empresa, así como otra información relevante asociada 
(número de años que lleva cada trabajador en la empresa, experiencia previa, años de 
formación superior, edad, nº identificativo, y sexo). 
 
1.    Construir un histograma a partir de la variable que contiene los sueldos. 
 


 Seleccionamos Graph > Histogram y completamos los campos como sigue: 
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Observar que hay un “salto” bastante grande entre los 4 trabajadores mejor pagados y el resto. 
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Estadística Aplicada con Minitab 


2.     Construir dos histogramas, uno por cada sexo, de la variable  sueldos, comentando el 
resultado. 
 


 Seleccionamos Graph > Histogram y completamos los campos como sigue: 
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HISTOGRAMA SUELDOS MUJERES
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Parece observarse que los sueldos de los hombres tienden a ser mas altos que los de las mujeres. 
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Actividad 1:  Estadística descriptiva + distribución binomial 


3.   Representar la variable sueldos mediante una gráfico de cajas (Boxplot). Hacer lo mismo 
para cada sexo y comentar los resultados. 
 


 Seleccionamos Graph > Boxplot y completamos los campos como sigue: 
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BOXPLOT PARA SUELDOS


 
El gráfico anterior nos proporciona de forma visual bastante información. Por ejemplo, nos dice que la 
mitad de los sueldos del departamento están comprendidos, aproximadamente, en el intervalo (29.000, 
39.000), y también que la mitad de los salarios se sitúan por debajo de 33.000 €. 
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Estadística Aplicada con Minitab 


 
 Seleccionamos Graph > Boxplot y completamos los campos como sigue: 
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Se aprecia en este último gráfico que la mediana asociada a los sueldos de los hombres es mayor que la 
asociada a los sueldos de las mujeres en unos 7.000 €.  
 
Es importante hacer notar aquí que, si bien parece haber indicios de diferencias entre los sueldos según 
sexo, no se puede concluir nada en firme. Para ello sería necesario recurrir a técnicas más avanzadas, 
como la regresión lineal múltiple, que nos proporcionasen resultados estadísticamente significativos. 
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Actividad 1:  Estadística descriptiva + distribución binomial 


CASO 1-3: ANÁLISIS NUTRITIVO______________________________________ 
 
 
Pretendemos ahora realizar un análisis descriptivo sobre las propiedades nutritivas de 14 
marcas diferentes de yogures. Para cada marca se ha evaluado su calidad nutritiva, el coste 
de cada unidad, y el número de calorías. Los datos se encuentran guardados en el archivo 
Yogurt.mtw .  
 
A la hora de decidirnos por una determinada marca de yogurt, nos interesará escoger una 
que proporcione suficientes calorías a un precio razonable. En principio, podríamos pensar 
en escoger una marca cuyo precio se encuentre por debajo de la media. 
 
 
1.   Hallar los estadísticos descriptivos asociados a las variables coste y calorías.  
 


 Seleccionar Stat > Basic Statistics > Display Descriptive Statistics: 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 


Los resultados se muestran a continuación: 
 
 
Current worksheet: Yogurt.mtw 
 
Descriptive Statistics 
 
Variable             N       Mean     Median     TrMean      StDev    SE Mean 
Coste en            14    0,09357    0,09000    0,09333    0,01692    0,00452 
Calorías            14      170,9      175,0      170,8       65,0       17,4 
 
Variable       Minimum    Maximum         Q1         Q3 
Coste en       0,07000    0,12000    0,07750    0,11000 
Calorías          90,0      253,0      100,0      240,0 
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Estadística Aplicada con Minitab 


2.   Hallar, para cada nivel de calificación nutritiva, los estadísticos descriptivos asociados a 
las variables coste y calorías. Comentar los resultados. 
 
 


 Seleccionar Stat > Basic Statistics > Display Descriptive Statistics: 
 
 


 
 
 
Descriptive Statistics 
 
Variable   Califica          N       Mean     Median     TrMean      StDev 
Coste en   Buena             4    0,09500    0,09500    0,09500    0,01291 
           Excelent          3     0,0967     0,1100     0,0967     0,0231 
           Muy buen          2    0,09000    0,09000    0,09000    0,00000 
           Pobre             2     0,0950     0,0950     0,0950     0,0354 
           Suficien          3     0,0900     0,0900     0,0900     0,0200 
Calorías   Buena             4      185,0      200,0      185,0       75,1 
           Excelent          3     113,33     120,00     113,33      11,55 
           Muy buen          2     100,00     100,00     100,00       0,00 
           Pobre             2     246,50     246,50     246,50       9,19 
           Suficien          3      206,7      190,0      206,7       28,9 
 
Variable   Califica    SE Mean    Minimum    Maximum         Q1         Q3 
Coste en   Buena       0,00645    0,08000    0,11000    0,08250    0,10750 
           Excelent     0,0133     0,0700     0,1100     0,0700     0,1100 
           Muy buen    0,00000    0,09000    0,09000          *          * 
           Pobre        0,0250     0,0700     0,1200          *          * 
           Suficien     0,0115     0,0700     0,1100     0,0700     0,1100 
Calorías   Buena          37,5       90,0      250,0      107,5      247,5 
           Excelent       6,67     100,00     120,00     100,00     120,00 
           Muy buen       0,00     100,00     100,00          *          * 
           Pobre          6,50     240,00     253,00          *          * 
           Suficien       16,7      190,0      240,0      190,0      240,0 
 
 


Observamos que las marcas calificadas nutricionalmente como pobres tienen un coste medio de 0,095 € , 
lo cual resulta superior a lo que deseamos gastar, por tanto las descartaremos.  
 
Se aprecia también como aquellas marcas con una mejor calificación nutricional tienden a tener un 
menor número de calorías. 
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Actividad 1:  Estadística descriptiva + distribución binomial 


3.   Crear una tabla de frecuencias y porcentajes para la variable calificación nutritiva. Sacar 
conclusiones. 
 
 


 Seleccionar Stat > Tables > Tally : 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Summary Statistics for Discrete Variables 
 
Califica  Count CumCnt  Percent CumPct 
   Buena      4      4    28,57  28,57 
Excelent      3      7    21,43  50,00 
Muy buen      2      9    14,29  64,29 
   Pobre      2     11    14,29  78,57 
Suficien      3     14    21,43 100,00 
      N=     14 
 
 


Comprobamos que el 64% de las marcas fueron calificadas como buenas, muy buenas, o excelentes en 
términos de valores nutritivos. 
 
Aunque el coste de los yogures varía entre 0,07 y 0,12 € , la mitad de las marcas están por debajo de  los 
0,09 €. A la hora de seleccionar una de ellas, nos quedaríamos probablemente con la marca nº 8, dado 
que está considerado como excelente, cuesta 0,07 € por unidad y, además, el número de calorías que 
aporta (100) es inferior a la media (107,9).  
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Estadística Aplicada con Minitab 


CASO 1-4: TIPOS DE SANGRE________________________________________ 
 
Supongamos que trabajas como estadístico voluntario para la Cruz Roja. El coordinador del 
centro te ha comentado que las reservas de sangre tipo O se están acabando y que, en base 
a su experiencia, estima que necesitaréis unas 10 o 12 nuevas bolsas se sangre tipo O para 
poder cubrir las necesidades de la próxima semana. Además, te informa de que dispone de 
25 potenciales donantes (los cuales no mantienen ninguna relación de parentesco entre 
ellos), y te pregunta si serán suficientes o si, por el contrario, debería seguir buscando más 
donantes. 
 
Viendo el historial clínico de tu centro, compruebas que 45 de cada 100 donantes tienen 
sangre del tipo buscado, por lo que la probabilidad de que al elegir un donante al azar éste 
tenga sangre de tipo O es de 0,45. Así pues, si denotamos por X al número de donantes ya 
disponibles que tienen sangre de tipo O, tendremos que X seguirá una distribución binomial 
con n = 25 pruebas y probabilidad de éxito p = 0,45. 
 
1.    Para k = 0, 1, 2, …, 25   hallar la probabilidad de que X valga k, i.e., hallar P(X = k). 
 


 En primer lugar, generaremos una columna que contenga los números 1, 2, …, 25. Para ello 
seleccionamos Calc > Make Patterned Data > Simple Set of Numbers : 


 
  


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 A continuación pulsamos  Calc > Probability Distributions > Binomial : 
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Actividad 1:  Estadística descriptiva + distribución binomial 


Obtendremos el output que aparece a continuación, el cual nos proporciona la probabilidad de que la 
variable aleatoria X tome cada uno de los valores posibles. Así, p.e., la probabilidad de que exactamente 
11 de entre los 25 donantes tengan clase de tipo O será de 0,1583:  


 
Data Display 
 
 Row      k     P(X=k) 
 
   1      1   0,000007 
   2      2   0,000065 
   3      3   0,000407 
   4      4   0,001830 
   5      5   0,006290 
   6      6   0,017155 
   7      7   0,038097 
   8      8   0,070133 
   9      9   0,108387 
  10     10   0,141889 
  11     11   0,158306 
  12     12   0,151110 
  13     13   0,123636 
  14     14   0,086705 
  15     15   0,052023 
  16     16   0,026603 
  17     17   0,011523 
  18     18   0,004190 
  19     19   0,001263 
  20     20   0,000310 
  21     21   0,000060 
  22     22   0,000009 
  23     23   0,000001 
  24     24   0,000000 
  25     25   0,000000 


 
 
2.    Estudiar, mediante un histograma, qué valores son los más probables: 
 


 Seleccionamos  Graph > Plot : 
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En el gráfico anterior se aprecia claramente que los valores más probables son:  X = 9, X = 10,  X = 11,  
X = 12  y  X = 13. 


 
 
 
3.    Para k = 0, 1, 2, …, 25   hallar la probabilidad de que X valga a lo sumo k, i.e.:  P(X <= k). 
¿Cuál es la probabilidad de que entre los 25 donantes haya al menos 12 que tengan sangre 
de tipo O? 
 


 Pulsamos  Calc > Probability Distributions > Binomial : 
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Data Display 
 
 Row      k     P(X=k)   P(X<=k) 
 
   1      1   0,000007   0,00001 
   2      2   0,000065   0,00007 
   3      3   0,000407   0,00048 
   4      4   0,001830   0,00231 
   5      5   0,006290   0,00860 
   6      6   0,017155   0,02575 
   7      7   0,038097   0,06385 
   8      8   0,070133   0,13398 
   9      9   0,108387   0,24237 
  10     10   0,141889   0,38426 
  11     11   0,158306   0,54257 
  12     12   0,151110   0,69368 
  13     13   0,123636   0,81731 
  14     14   0,086705   0,90402 
  15     15   0,052023   0,95604 
  16     16   0,026603   0,98264 
  17     17   0,011523   0,99417 
  18     18   0,004190   0,99836 
  19     19   0,001263   0,99962 
  20     20   0,000310   0,99993 
  21     21   0,000060   0,99999 
  22     22   0,000009   1,00000 
  23     23   0,000001   1,00000 
  24     24   0,000000   1,00000 
  25     25   0,000000   1,00000 


 
 


A partir de este último output podemos conocer la probabilidad de que el número de donantes con sangre 
tipo O sea menor o igual que un determinado nº. Así, la probabilidad de que el número de donantes con 
sangre tipo O sea igual o menor a 11 es de 0,5426. 
 
Veamos, finalmente, cómo calcular la probabilidad de que al menos 12 de los 25 donantes tengan sangre 
tipo O, i.e., P(X >= 12). Para hallar esta probabilidad, usaremos la siguiente propiedad: “la probabilidad 
de un suceso más la de su opuesto es igual a 1”, o dicho de otra forma: “dado un suceso A de 
probabilidad P(A), la probabilidad de que éste no ocurra será 1 – P(A)” .  
 
Por tanto, 
 
P(X >= 12) = 1 – P(X < 12) = 1 – P(X <= 11) = 1 – 0,5426 = 0,4574. 
 
Esto nos dice que, en las condiciones actuales, la probabilidad de que consigamos cubrir con éxito las 
necesidades de la próxima semana por lo que a sangre de tipo O se refiere será del orden de 0,46. 
Conclusión: nuestro coordinador deberá seguir buscando nuevos donantes. 
 
Siguiendo un razonamiento análogo al anterior podéis comprobar que con 35 donantes la probabilidad 
de que cubramos nuestras necesidades de sangre tipo O, i.e.: P(X >= 12), será de 0,93, valor que ya es 
bastante aceptable, pues significa que en 93 (aproximadamente) de cada 100 veces que estemos en una 
situación como ésta, lograremos disponer de las bolsas necesarias. 
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ACTIVIDAD 2:  La distribución Normal  
 


CASO 2-1: CLASE DE BIOLOGÍA______________________________________ 
 
El Dr. Saigí es profesor de Biología en una prestigiosa universidad. Está preparando una 
clase en la que pretende mostrar con ejemplos el hecho de que la distribución normal es 
muy útil a la hora de describir el comportamiento de muchas variables fisiológicas de los 
seres vivos. Así, p.e., se sospecha que la longitud de una determinada planta sigue un 
comportamiento aproximadamente normal con media µ = 64 cm  y desviación estándar σ = 
3,1 cm.  
 
El Dr. Saigí pretende comparar los resultados obtenidos en una práctica de campo, en la que 
sus alumnos midieron 60 plantas de la especie anterior, con una simulación por ordenador 
realizada a partir de una normal.  
 
1.    Simular con Minitab la medición de 60 plantas de la especie anterior. A fin de que todos 


obtengamos los mismos datos, usar como base para la generación de datos aleatorios 
provenientes de una normal el número 333. 


  
 
 Seleccionamos  Calc > Set Base :  


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 Ahora usamos la opción  Calc > Random Data > Normal :  
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Habremos generado 60 valores aleatorios procedentes de una distribución normal con los parámetros 
indicados.  
 


 
 
2.    Mostrar un resumen descriptivo y gráfico (histograma + gráfico de normalidad) de los 


datos obtenidos en el apartado anterior mediante simulación. 
 


 Seleccionar  Stat > Basic Statistics > Display Descriptive Statistics 
> Graphs… :  


 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


El programa nos dará el siguiente output: 
 


Descriptive Statistics 
 
Variable             N       Mean     Median     TrMean      StDev    SE Mean 
SIMULADO            60     64,584     64,523     64,635      2,931      0,378 
 
Variable       Minimum    Maximum         Q1         Q3 
SIMULADO        58,051     70,316     62,734     66,640 
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 Ahora queremos un gráfico de normalidad:  Stat > Basic Statistics >  


Normality Test:  
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 N:
 


P-Value:   0,780
A-Squared: 0,236


Anderson-Darling Normality  Test


 60
StDev : 2,93060
Av erage: 64,5844
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Observar que los puntos se aproximan bastante a la línea roja, lo cual era de esperar puesto que esto 
ocurrirá siempre que los datos sean aproximables por una distribución normal (y de hecho estos datos 
provienen de una normal). 
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3.   Hacer lo mismo que en el apartado 2 pero ahora con los datos obtenidos en el campo, 
los cuales se encuentran en el archivo campo.mtw . ¿Qué podrían concluir los alumnos 
del Dr. Saigí?. 


  
Repitiendo los pasos anteriores con estos nuevos datos, obtendremos los siguientes resultados: 


 
Descriptive Statistics 
 
Variable             N       Mean     Median     TrMean      StDev    SE Mean 
Longitud            60     65,357     66,000     65,402      3,472      0,448 
 
Variable       Minimum    Maximum         Q1         Q3 
Longitud        57,200     71,300     62,425     68,225 
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P-Value (approx): > 0,1000
R:                  0,9853
W-test f or Normality


N: 60
StDev : 3,47155
Av erage: 65,3567
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Si bien ahora los puntos se alejan más que antes de la línea roja, siguen estando lo suficientemente 
próximos a la misma como para que consideremos que se distribuyen de forma aproximadamente 
normal. Parece pues que los dos conjuntos de datos son bastante similares. 
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CASO 2-2: SALARIOS MEDIOS_______________________________________ 
 
 
Según viene publicado en una prestigiosa revista de economía, el salario semanal medio de 
los profesores  universitarios europeos es de 406,15 €. Se estima además que la desviación 
estándar de dichos salarios es de 55,50 €. Supongamos ahora que pretendemos tomar una 
muestra aleatoria de 100 profesores para estudiar sus salarios. Calcular las siguientes 
probabilidades referentes a la media de dicha muestra: 
 
 
1.    La probabilidad de que la media de la muestra sea menor de 400 €. 
 
 


En primer lugar, observar lo siguiente: como n = 100 >> 30, por el Teorema Central del Límite 
tendremos que la distribución de las medias muestrales X  se podrá aproximar por una normal con 
media 406,15 y desviación estándar 5,50.  
 
Hemos de hallar )400( <XP  : 
 
 
 Seleccionamos:  Calc > Probability Distributions > Normal :  


 
 


 
 
 
 


Cumulative Distribution Function 
 
Normal with mean = 406,150 and standard deviation = 5,55000 
 
         x     P( X <= x) 
  400,0000        0,1339 
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2.    La probabilidad de que la media de la muestra esté entre 400 y 410 € . 
 


Sabemos que )400()410()410400( <−<=<< XPXPXP  . La segunda de éstas 
probabilidades ya la hemos calculado en el apartado anterior.  
 
Para calcular la primera se razona análogamente, obteniendo que: 


 
Cumulative Distribution Function 
 
Normal with mean = 406,150 and standard deviation = 5,55000 
 
         x     P( X <= x) 
  410,0000        0,7561 


 
Por tanto, tendremos:  0,6222)400()410()410400( =<−<=<< XPXPXP  


 
 
 
 
3.   La probabilidad de que la media de la muestra sea mayor de 415 € . 
 


En este caso, )415(1)415( <−=> XPXP . Hemos de calcular pues esta última probabilidad, lo 
cual haremos de forma análoga a los apartados anteriores.  
 
Obtendremos lo siguiente: 


 
Cumulative Distribution Function 
 
Normal with mean = 406,150 and standard deviation = 5,55000 
 
         x     P( X <= x) 
  415,0000        0,9446 


 
Por consiguiente, 0,0554)415(1)415( =<−=> XPXP  


 
 
 
 
4.   Hallar el valor del salario medio  c  tal que  . 95,0)( =< cXP
 
 
 Seleccionamos nuevamente:  Calc > Probability Distributions > Normal , pero 


ahora elegiremos la opción Inverse Cumulative Probability , con lo que 
obtendremos :  


 
 


Inverse Cumulative Distribution Function 
 
Normal with mean = 406,150 and standard deviation = 5,55000 
 
 P( X <= x)          x    
    0,9500      415,2789 
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CASO 2-3: APROXIMACIÓN NORMAL A UNA BINOMIAL__________________ 
 
Para muchas combinaciones de n y p es posible aproximar bastante bien una distribución 
binomial B(n,p) mediante una distribución normal de media µ = np  y  varianza σ2 = np(1-p). 
Generalmente, esta aproximación tiende a ser tanto mejor cuanto mayor es el número de 
pruebas n. 
 
1.   Introducir en la columna C1 de una hoja de trabajo los números 0, 1, 2, ..., 16. En la 


columna C2 calcular P(X = 0), P(X = 1), ..., P(X = 16), siendo X una binomial de 
parámetros n = 16 y p = 0,5. 


 
 Seleccionamos:  Calc > Make Patterned Data > Simple Set of Numbers :   


 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 Ahora hacemos:  Calc > Probability Distributions > Binomial :   
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El resultado será el siguiente: 
 


Data Display 
 
 Row     C1         C2 
 
   1      0   0,000015 
   2      1   0,000244 
   3      2   0,001831 
   4      3   0,008545 
   5      4   0,027771 
   6      5   0,066650 
   7      6   0,122192 
   8      7   0,174561 
   9      8   0,196381 
  10      9   0,174561 
  11     10   0,122192 
  12     11   0,066650 
  13     12   0,027771 
  14     13   0,008545 
  15     14   0,001831 
  16     15   0,000244 
  17     16   0,000015 


 
 
 
 
 
2.   Introducir en la columna C3 el valor de la función de densidad de probabilidad (f.d.p.) 


asociada a los valores de la C1 para una distribución normal que aproxime a la binomial 
anterior.  


 
Observar que:    µ = n*p = 8   y    σ2 = n*p*(1-p) = 4 


 
 Hacemos:  Calc > Probability Distributions > Normal :   
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3.    Dibujar un diagrama de barras con los datos de las columnas C1 (en eje x) y C2 (en eje 
y).   Superpuesto a él, dibujad la función de densidad que se obtiene a partir de las 
columnas C1 (en eje x) y C3 (en eje y). ¿Qué observas?.  


 
 A fin de superponer ambos gráficos, elegimos la opción:  Graph > Layout :   


 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 Seleccionamos:  Graph > Chart :   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 Finalmente hacemos:  Graph > Plot :   
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 Para representar los gráficos superpuestos basta con hacer:  Graph > End Layout :   
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A partir del gráfico anterior se comprende mejor el hecho de que podemos aproximar la probabilidad de 
que una variable binomial tome un determinado valor mediante la f.d.p. de una distribución normal.  
 
Así, p.e., podemos estimar   P(X = 7)   (área en azul)  por   P(6,5 < X < 7,5)  (área comprendida entre 
la curva roja y ambos puntos). En el primer caso estamos considerando que la variable X es binomial, 
mientras que en el segundo consideramos que es normal (y por tanto hacemos uso de la aproximación 
por continuidad, puesto que para cualquier variable continua la probabilidad puntual es cero). 
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ACTIVIDAD 3: Intervalos de Confianza para 1 población  
 


CASO 3-1: REAJUSTE DE MÁQUINAS_________________________________ 
 
Trabajamos como supervisores de una máquina dedicada a la producción de piezas 
metálicas cuya longitud sigue una distribución normal con media µ = 75,20 mm  y 
desviación estándar σ = 0,5 mm.  
 
Tras realizar un reajuste en la máquina, sospechamos que µ  habrá cambiado mientras que 
la desviación estándar de dicha variable no se habrá visto alterada. A fin de estimar el nuevo 
valor de µ , hemos tomado una muestra aleatoria de unidades producidas y registrado su 
longitud. Los resultados son los siguientes: 
 


75,3 76,0 75,0 77,0 75,4 76,3 77,0 74,9 76,5 75,8 
 
1.   Encontrar un estimador puntual para  µ   y  hallar la mediana de las observaciones. 
 


En primer lugar, introducimos los datos anteriores en la columna C1. Parece lógico pensar que un buen 
estimador de la media poblacional será la media muestral, la cual en este caso vale 75,92 mm: 
 
 Seleccionamos Stat > Basic Statistics > Display Descriptive 


Statistics : 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Descriptive Statistics 
 
Variable             N       Mean     Median     TrMean      StDev    SE Mean 
Longitud            10     75,920     75,900     75,912      0,773      0,244 
 
Variable       Minimum    Maximum         Q1         Q3 
Longitud        74,900     77,000     75,225     76,625 
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A pesar de que la media de las observaciones sea de 75,92 ,  este dato por sí sólo no es suficiente como 
para confirmar nuestras sospechas sobre si se ha producido un cambio en la longitud media. Tal 
discrepancia entre el valor estimado para la nueva µ (75,92) y  el valor de la antigua µ (75,20) podría 
deberse a una simple casualidad en la elección de las muestras. 


 
 
 
2.   Hallar un intervalo de confianza del 99% para la media poblacional. 
 


 Seleccionamos Stat > Basic Statistics > 1-Sample Z : 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 


Z Confidence Intervals 
 
The assumed sigma = 0,500 
 
Variable     N      Mean    StDev  SE Mean       99,0 % CI 
Longitud    10    75,920    0,773    0,158  (  75,513;  76,327) 


 
 
Observamos que hay una probabilidad del 0,99 de que la verdadera media poblacional se encuentre entre 
los valores 75,513 y 76,327.  
 
Este resultado sí resulta muy significativo: el hecho de que casi con toda probabilidad la nueva media se 
encuentre entre los valores 75,513 y 76,327 corrobora (ahora sí de forma bastante contundente) nuestras 
sospechas: la longitud media de las piezas ha variado (ya no es de 75,20 , sino que muy probablemente 
sea mayor). 
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CASO 3-2: IRSE DE PESCA CON MINITAB______________________________ 
 
 
Sabemos que la longitud de un determinado pez sigue una distribución normal de media 69 
cm y desviación estándar 3 cm.  
 
 
1.   Simular, con ayuda del Minitab, la captura y posterior medición de 9 peces. Repetir esta 


simulación hasta un total de 20 veces (con lo que habréis pescado 180 peces). 
 
 


 Seleccionamos Calc > Random Data > Normal : 
  


 
 


Obtendréis algo similar a lo que se muestra en la siguiente ventana (los números no serán exactamente 
los mismos ya que el programa genera cada vez nuevos números aleatorios): 
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2.   Para cada una de las 20 “capturas”, hallar el intervalo de confianza a nivel del 90% de la 


media poblacional µ .  ¿Cuántos de estos intervalos contienen el valor 69?. 
 


 Seleccionamos Stat > Basic Statistics > 1-Sample Z : 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
Z Confidence Intervals 
 
The assumed sigma = 3,00 
 
Variable     N      Mean    StDev  SE Mean       90,0 % CI 
C1           9     69,62     2,09     1,00  (   67,98;   71,27) 
C2           9     68,88     3,42     1,00  (   67,24;   70,53) 
C3           9     69,15     2,69     1,00  (   67,51;   70,80) 
C4           9     68,98     3,13     1,00  (   67,34;   70,63) 
C5           9     68,56     2,48     1,00  (   66,92;   70,21) 
C6           9     70,03     1,80     1,00  (   68,38;   71,67) 
C7           9     67,93     3,42     1,00  (   66,28;   69,57) 
C8           9     69,40     2,67     1,00  (   67,76;   71,05) 
C9           9     69,41     3,65     1,00  (   67,77;   71,06) 
C10          9     68,74     3,32     1,00  (   67,10;   70,39) 
C11          9     67,43     2,70     1,00  (   65,78;   69,07) 
C12          9     68,01     3,93     1,00  (   66,36;   69,65) 
C13          9     68,38     3,08     1,00  (   66,73;   70,02) 
C14          9     69,44     3,12     1,00  (   67,80;   71,09) 
C15          9     68,67     1,65     1,00  (   67,02;   70,31) 
C16          9     70,31     2,24     1,00  (   68,67;   71,96) 
C17          9     70,23     3,35     1,00  (   68,58;   71,87) 
C18          9     67,92     3,95     1,00  (   66,27;   69,56) 
C19          9     68,99     4,00     1,00  (   67,34;   70,63) 
C20          9     70,20     1,69     1,00  (   68,56;   71,85) 
 


En este caso, los 20 intervalos contienen el verdadero valor de la media µ = 69. Es de esperar que 
aproximadamente un 90% de los intervalos contengan dicho valor. Por tanto, para el caso de 20 
intervalos, lo esperable es que aproximadamente 18 de ellos contengan el valor 69. ¿Qué habéis obtenido 
vosotros?. 
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3.   Repetid el punto anterior tomando ahora un intervalo de confianza del 95%. ¿Son los 
intervalos resultantes más amplios o son más estrechos?. 


  
 
 De forma análoga a la anterior, obtendréis unos resultados similares a los siguientes: 
 
 
Z Confidence Intervals 
 
The assumed sigma = 3,00 
 
Variable     N      Mean    StDev  SE Mean       95,0 % CI 
C1           9     69,62     2,09     1,00  (   67,66;   71,58) 
C2           9     68,88     3,42     1,00  (   66,92;   70,84) 
C3           9     69,15     2,69     1,00  (   67,19;   71,11) 
C4           9     68,98     3,13     1,00  (   67,02;   70,94) 
C5           9     68,56     2,48     1,00  (   66,60;   70,52) 
C6           9     70,03     1,80     1,00  (   68,07;   71,99) 
C7           9     67,93     3,42     1,00  (   65,97;   69,89) 
C8           9     69,40     2,67     1,00  (   67,44;   71,36) 
C9           9     69,41     3,65     1,00  (   67,45;   71,37) 
C10          9     68,74     3,32     1,00  (   66,78;   70,71) 
C11          9     67,43     2,70     1,00  (   65,47;   69,39) 
C12          9     68,01     3,93     1,00  (   66,05;   69,97) 
C13          9     68,38     3,08     1,00  (   66,42;   70,34) 
C14          9     69,44     3,12     1,00  (   67,48;   71,40) 
C15          9     68,67     1,65     1,00  (   66,71;   70,63) 
C16          9     70,31     2,24     1,00  (   68,35;   72,27) 
C17          9     70,23     3,35     1,00  (   68,27;   72,19) 
C18          9     67,92     3,95     1,00  (   65,96;   69,88) 
C19          9     68,99     4,00     1,00  (   67,03;   70,95) 
C20          9     70,20     1,69     1,00  (   68,24;   72,16) 
 
 
 En este caso, sería de esperar que aproximadamente el 95% de los intervalos contuviese el valor 69. En 


mi caso se da la circunstancia de que todos los intervalos lo contienen, lo cual era previsible dado que ya 
ocurría lo mismo en el punto anterior y que ahora los intervalos son algo más amplios que los anteriores: 
si mantenemos el tamaño muestral (n = 9 en este caso) constante, el aumentar el nivel de confianza (o 
probabilidad de que el intervalo contenga a la media) implica aumentar la amplitud del intervalo.  


 
 
 
 
 
4.   Repetid los puntos 1 y 2, esta vez con n = 100 en lugar de n = 9. ¿Qué ocurre con la  


amplitud de los intervalos?. 
 
 Nuevamente, es de esperar que aproximadamente 18 intervalos (un 90% de los 20) contengan el valor 


69. Observaréis también que la amplitud de los intervalos ha disminuido considerablemente con respecto 
a la del punto 2. Ello es debido a que al aumentar el tamaño muestral n de 9 a 100 disponemos de mucha 
más información, por lo que podemos precisar mucho más el intervalo en el cual se espera (con 
probabilidad 0,9) que esté contenida la media. 
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CASO 3-3: TEST DE INTELIGENCIA____________________________________ 
 
 
A continuación se muestran los resultados de un test de inteligencia realizado a 53 alumnos  
escogidos al azar de entre los estudiantes de un centro de secundaria privado y elitista: 
 
     79     99    118     78    120    111     82    116    102    120 
    114     82    123    106     95    110    117    117    106    107 
     90    107    105    125    100     86    125     97     98    124 
    104    117     86     95     98    111    126    111    129    124 
    105     98     93     90     84    110    111    115    111     91 
     80    110    102 
 
 
1.   Comprobar si estos datos se distribuyen de forma aproximadamente normal. 
 


 Seleccionamos Stat > Basic Statistics > Normality Test : 
 
 
 
 


 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Av erage: 104,906
StDev : 13,8762
N: 53


Anderson-Darling Normality  Test
A-Squared: 0,445
P-Value:   0,274
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Se comprueba en el gráfico anterior que, en efecto, podemos suponer que la distribución de estos datos 
es aproximadamente normal ya que los puntos se aproximan bastante a la línea roja (más adelante 
veremos que también es posible llegar a tal conclusión a partir del p-valor que aparece en el margen 
inferior derecho de la gráfica). 


 
 
 
 
 
2.   Hallar un intervalo de confianza a nivel del 93% para la media poblacional. 
 
 


 Seleccionamos Stat > Basic Statistics > 1-Sample t : 
 
 


 
 
 
 


Como se aprecia en el siguiente output, podemos afirmar que, con una probabilidad del 0,93, la media de 
las puntuaciones que obtendrían los alumnos de dicho centro en el test de inteligencia anterior estaría 
entre 101,38 y 108,43 puntos: 


 
 
T Confidence Intervals 
 
Variable     N      Mean    StDev  SE Mean       93,0 % CI 
C1          53    104,91    13,88     1,91  (  101,38;  108,43) 
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CASO 3-4:  EL PESO MEDIO DE LAS ACEITUNAS________________________ 


Hemos seleccionado al azar 21 envases similares que contienen aceitunas de una 
determinada marca y lote.   Después de escurrir las aceitunas de cada bote, las hemos 
pesado, obteniendo los siguientes resultados (en gramos): 
 
  110    105    112    116    122    120    109    118    114    120 
  121    108    115    116    118    120    117    109    112    116 
  114 
 
 
1.    Calcular la media y la desviación estándar muestral. Estudiar si los datos se distribuyen 


de forma aproximadamente normal. 
 
 


De forma análoga a razonamientos anteriores, se obtiene el siguiente output: 
 
 
Descriptive Statistics 
 
Variable             N       Mean     Median     TrMean      StDev    SE Mean 
C1                  21     114,86     116,00     115,00       4,75       1,04 
 
Variable       Minimum    Maximum         Q1         Q3 
C1              105,00     122,00     111,00     119,00 


 
 


Para determinar si los datos se distribuyen de forma aproximadamente normal, podemos optar por usar 
un histograma o bien por realizar un test de normalidad. En este caso el test de normalidad es bastante 
más claro que el histograma a la hora de garantizar que es posible usar la hipótesis de normalidad: 
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Av erage: 114,857
StDev : 4,74643
N: 21


Anderson-Darling Normality  Test
A-Squared: 0,310
P-Value:   0,527
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2.    Suponiendo que el peso de las aceitunas de cada envase del lote es una variable que se 


distribuyen de forma aproximadamente normal, construir un intervalo de confianza al 
nivel del 98% para estimar el peso medio de las aceitunas contenidas en cada bote. 


 
 


Siguiendo los pasos descritos en el problema anterior, llegaremos al siguiente output, donde se aprecia 
que el intervalo de confianza para µ  al nivel deseado es (112,24 , 117,48) : 


 
 
T Confidence Intervals 
 
Variable     N      Mean    StDev  SE Mean       98,0 % CI 
C1          21    114,86     4,75     1,04  (  112,24;  117,48) 
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Actividad 4:  IC y Contraste de Hipótesis (1 y 2 poblac.) 


ACTIVIDAD 4:  IC  y Contraste de Hipótesis (1 y 2 poblac.)  
 


CASO 4-1: LÁMINAS DE ALUMINIO____________________________________ 
 
Sabemos que una determinada máquina produce láminas de aluminio cuya longitud sigue 
una distribución aproximadamente normal, cuya media debería ser de 40 cm y cuya 
desviación típica es de 0,4 cm.  
 
A fin de comprobar si la máquina funciona correctamente, el operario encargado de la 
misma toma, de forma periódica, muestras compuestas por 5 láminas cada una. La última de 
dichas muestras ha proporcionado los siguientes datos en cuanto a longitudes (en cm.) de 
las láminas: 
 


40,1 39,2 39,4 39,8 39,0  
 
 
La media de esta muestra es de 39,5 cm., valor que difiere de la media ideal. ¿Es esta 
diferencia estadísticamente significativa?, es decir: ¿se debe esta diferencia a fluctuaciones 
aleatorias o por el contrario debemos concluir que la máquina está funcionando mal?  
 
 
1.     Realizar un contraste de hipótesis para un nivel de significación α = 0,05. 


 
Tomaremos como hipótesis nula H0 : µ = 40 , y como hipótesis alternativa H1 : µ ≠ 40 


 
 Colocamos los datos anteriores en C1 y seleccionamos Stat > Basic Statistics > 1-


Sample Z : 
 


 
 
Z-Test 
 
Test of mu = 40,000 vs mu not = 40,000 
The assumed sigma = 0,400 
 
Variable     N      Mean    StDev   SE Mean        Z          P 
C1           5    39,500    0,447     0,179    -2,80     0,0053 
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Como el p-valor obtenido es de 0,0053 < 0,5 concluiremos que hay indicios suficientes como para 
pensar que la máquina no está funcionando correctamente. 


 
 
 
 
 
2.    Realizar un contraste similar suponiendo ahora que desconocemos σ. 
 
 


 En este caso deberemos seleccionar Stat > Basic Statistics > 1-Sample t : 
 
 


 
 
 
 
T-Test of the Mean 
 
Test of mu = 40,000 vs mu not = 40,000 
 
Variable     N      Mean    StDev   SE Mean        T          P 
C1           5    39,500    0,447     0,200    -2,50      0,067 
 
 
 
Observar que ahora p-valor = 0,067 > 0,05 . Por tanto, en caso de desconocer la desviación estándar 
deberíamos quedarnos con la hipótesis nula de que la media poblacional es de 40 pues no tenemos 
indicios suficientes como para rechazarla. 
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CASO 4-2: ZAPATOS PARA CHICOS___________________________________ 
 
 
Una empresa productora de zapatos para chicos quiere comparar dos materiales, A y B, que 
se usan en la elaboración de las suelas. Para ello, selecciona 10 chicos y les entrega un par 
de zapatos, uno elaborado con suela tipo A y el otro con suela tipo B. Pasado un mes, se 
recogen los zapatos y se mide el nivel de desgaste de cada uno de ellos, obteniendo los 
siguientes resultados (a mayor número, mayor desgaste): 
 


Chico  Material A  Material B 
 
         1        13,2        14,0 
         2         8,2         8,8 
         3        10,9        11,2 
         4        14,3        14,2 
         5        10,7        11,8 
         6         6,6         6,4 
         7         9,5         9,8 
         8        10,8        11,3 
         9         8,8         9,3 
        10        13,3        13,6 


 
 
1.   Estudiar mediante un gráfico Plot la variabilidad existente entre los diferentes chicos 


(variabilidad entre muestras), comparándola con la variabilidad existente, para cada 
chico, entre los dos materiales (variabilidad dentro de cada muestra). 


 
 Seleccionamos  Graphs > Plot  : 


 


 
 
 Para visualizar mejor el gráfico, pulsaremos sobre  Edit Attributes  : 
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 Ahora, para superponer ambos gráficos, pulsamos sobre  Frame > Múltiple Graphs : 
 
 


 
 
 
El resultado será algo similar al siguiente: 
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El gráfico nos muestra una gran diferencia entre el desgaste entre chico y chico. Así, p.e., el chico 6 
desgastó mucho menos las suelas que el chico 4. Por otra parte, para cada uno de los chicos, la diferencia 
entre los dos materiales no es demasiado grande. En resumen: observamos una gran variabilidad entre 
las diferentes muestras, mientras que la variabilidad dentro de cada muestra no parece muy significativa. 
 
Observar también lo siguiente: en 6 de los 10 casos los materiales A están por encima de los B mientras 
que en los 4 restantes están los dos muy juntos. 
 
 
 


A4 - 4 







Actividad 4:  IC y Contraste de Hipótesis (1 y 2 poblac.) 


2.   Construir una nueva columna con las diferencias entre C3 y C2. Hallar el intervalo de 
confianza a nivel del 95% para la media de dichas diferencias. 


 
 Seleccionamos  Calc > Calculator : 


 


 
 


Observar que con ello generamos una nueva columna formada por las diferencias entre las dos 
anteriores: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 Seleccionamos  Stat > Basic Statistics > 1-Sample t : 
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T Confidence Intervals 
 
Variable     N      Mean    StDev  SE Mean       95,0 % CI 
C4          10     0,410    0,387    0,122  (   0,133;   0,687) 
 
 
Podemos interpretar el resultado obtenido como: “estamos 95% seguros de que la diferencia media entre 
ambos materiales es un valor comprendido entre 0,133 y 0,687”. 
 
 
 
 
 
Observar que hubiéramos podido obtener este mismo intervalo sin necesidad de generar la columna C4: 
 
 
 Seleccionamos  Stat > Basic Statistics > Paired t : 


 
 


 
 


 
 


Paired T-Test and Confidence Interval 
 
Paired T for Material B - Material A 
 
                  N      Mean     StDev   SE Mean 
Material         10    11,040     2,518     0,796 
Material         10    10,630     2,451     0,775 
Difference       10     0,410     0,387     0,122 
 
95% CI for mean difference: (0,133; 0,687) 
T-Test of mean difference = 0 (vs not = 0): T-Value = 3,35  P-Value = 
0,009 
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3.    Realizar un contraste de hipótesis, a un nivel de significación α = 0,05, para determinar 
si las dos medias muestrales son significativamente diferentes. 


 
 
El segundo método utilizado en el apartado 2 para hallar un intervalo de confianza también nos ha 
proporcionado el p-valor asociado al siguiente contraste de hipótesis bilateral para un nivel de 
significación α = 0,05:     
 


H0 : µA = µB   vs.  H1 :  µA ≠ µB 
 


Dicho p-valor era de 0,009. 
 
Otra forma de obtener dicho p-valor sería plantearnos el contraste equivalente: 
 


H0 : µB-A = µB – µA = 0  vs.  H1 : µB-A = µB  - µA ≠ 0 
 


 
 Seleccionamos  Stat > Basic Statistics > 1-Sample t : 


 
 


 
 
 
El resultado será: 
 


 
T-Test of the Mean 


 
Test of mu = 0,000 vs mu not = 0,000 


 
Variable     N      Mean    StDev   SE Mean        T          P 
C4          10     0,410    0,387     0,122     3,35     0,0085 
 
 
Observar que, nuevamente, el p-valor obtenido es de 0,009. Como dicho p-valor es menor que 0,05, hay 
indicios suficientes como para rechazar la hipótesis nula, i.e.: todo parece indicar que las dos medias son 
significativamente diferentes, lo que significa que los datos parecen apuntar a que material A es más 
resistente que el B.  


 
 
 


A4 - 7 







Estadística Aplicada con Minitab 


CASO 4-3:  ENFERMEDAD DE PARKINSON_____________________________ 
 
 
La enfermedad de Parkinson afecta, entre otras cosas, a la capacidad de hablar. Se realizó 
un estudio con enfermos de Parkinson en el cual ocho de los enfermos que participaron en 
el mismo recibieron el tratamiento médico habitual en estos casos. Este tratamiento pareció 
mejorar las condiciones generales de los pacientes, pero nos preguntamos sobre cómo 
afectó a su capacidad de hablar. A fin de dar un poco de luz sobre este tema, se les realizó 
un test de habla a los pacientes. Los resultados de dicho test se muestran a continuación (a 
mayor puntuación, mayores dificultades en el habla): 
 
 
 
       Tratamiento    No tratamiento 


             2,6             1,2 
             2,0             1,8 
             1,7             1,8 
             2,7             2,3 
             2,5             1,3 
             2,6             3,0 
             2,5             2,2 
             3,0             1,3 
                             1,5 
                             1,6 
                             1,3 
                             1,5 
                             2,7 
                             2,0 
 
 
1.   Hallar el intervalo de confianza a nivel del 95%  para la diferencia entre ambas medias 


muestrales. Contrastar, para α = 0,05, la hipótesis de que ambas medias coinciden. 
 
 


 Seleccionamos  Stat > Basic Statistics > 2-Samples t : 
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Two Sample T-Test and Confidence Interval 
 
Two sample T for Tratamiento vs No tratamiento 
 
           N      Mean     StDev   SE Mean 
Tratamie   8     2,450     0,411      0,15 
No trata  14     1,821     0,556      0,15 
 
95% CI for mu Tratamie - mu No trata: ( 0,19;  1,07) 
T-Test mu Tratamie = mu No trata (vs not =): T = 3,02  P = 0,0073  DF = 
18 
 


Obtenemos que, para un nivel de confianza del 95%, la diferencia entre ambas medias muestrales estará 
comprendida entre 0,19 y 1,07 (observar que este intervalo no contiene al 0, por lo que ya podemos 
deducir el que, para un α = 1 – 0,95 = 0,05, rechazaremos la hipótesis nula de que ambas medias son 
iguales). En cuanto al p-valor, éste es 0,0073 < 0,05 por lo que rechazaremos la hipótesis nula, i.e., hay 
indicios suficientes como para pensar que ambas medias difieren. 


 
 
2.  Contrastar, para α = 0,01, la hipótesis de que ambas medias coinciden frente a la 


hipótesis alternativa de que la media de los pacientes tratados es mayor. 
 


 Seleccionamos  Stat > Basic Statistics > 2-Samples t : 
 


 
 
Two Sample T-Test and Confidence Interval 
 
Two sample T for Tratamiento vs No tratamiento 
 
           N      Mean     StDev   SE Mean 
Tratamie   8     2,450     0,411      0,15 
No trata  14     1,821     0,556      0,15 
 
99% CI for mu Tratamie - mu No trata: ( 0,03;  1,23) 
T-Test mu Tratamie = mu No trata (vs >): T = 3,02  P = 0,0036  DF = 18 
 


Observar que el p-valor obtenido es de 0,0036 < 0,01 por lo que, para este nivel de significación, 
rechazaremos la hipótesis nula de que ambas medias son iguales a favor de la hipótesis alternativa de 
que la media de los que han recibido tratamiento médico es mayor que la de los que no. En definitiva, 
parece pues que el tratamiento recibido tiene efectos negativos sobre la capacidad del habla. 
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Actividad 5:  Correlación y Regresión Lineal 


ACTIVIDAD 5:   Correlación y Regresión Lineal  
 


CASO 5-1: RELACIONES ENTRE VARIABLES___________________________ 
 
A continuación se muestran cuatro variables y seis valores (observaciones) asociados a 
cada una de ellas: 
 


    X1    Y1    X2    Y2 
 


     1     4     1     1 
     2     5     2     4 
     3     6     3     7 
     4     7     4     7 
     5     8     5     4 
     6     2     6     1 


 
 
1.    Calcular la correlación entre X1 e Y1. ¿Crees que hay algún tipo de relación entre ambas 


variables? Dibuja la nube de puntos asociada. ¿Qué opinas ahora? 
  
 


 Seleccionamos  Stat > Basic Statistics > Correlation :  
 


 
 
 
Correlations (Pearson) 


 
Correlation of X1 and Y1 = 0,000; P-Value = 1,000 
 
 
En principio, dado que el coeficiente de correlación de Pearson (r) es igual a 0,000 es lógico pensar que 
no hay relación lineal entre ambas variables. 
 
 
 
 Seleccionamos  Graph > Plot :  
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¡Sorpresa!: viendo la gráfica parece claro que la causa de que r sea 0 es atribuible a la existencia de un 
“outlier” (punto muy alejado del resto). Notar que si no fuese por dicho “valor extraño”, podríamos decir 
que la relación entre ambas variables sería lineal (de hecho hubiésemos obtenido un r = +1). 
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2.    Repetir el apartado anterior con las variables X2 e Y2. 
 
 
 


De forma análoga, podemos calcular el nuevo coeficiente de correlación lineal. Obtendremos 
nuevamente un valor de r = 0: 


 
 


Correlations (Pearson) 
 
Correlation of X2 and Y2 = 0,000; P-Value = 1,000 
 
 
Si dibujamos la nube de puntos asociada, entenderemos el por qué de tal valor. Como se puede apreciar 
en el gráfico, existe una relación polinómica no lineal entre ambas variables. Es por ello que r = 0 ya que 
este coeficiente sólo mide la existencia de relaciones lineales. 
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CASO 5-2: EVOLUCIÓN HISTÓRICA DE UN TEST________________________ 
 
 
En un instituto de bachillerato se ha llevado a cabo el siguiente experimento: a lo largo de 
15 años (desde 1986 hasta el 2000) se han realizado dos tests a los alumnos del último 
curso, uno de lengua y otro de matemáticas.  
 
Las medias de las puntuaciones obtenidas en cada test se muestran a continuación (las 
puntuaciones utilizan una escala distinta a la decimal para evitar ser interpretadas fuera del 
ámbito del estudio): 
 


     Año  Lengua  Mates 
 


    1986     466    492 
    1987     466    492 
    1988     463    493 
    1989     460    488 
    1990     455    488 
    1991     453    484 
    1992     445    481 
    1993     444    480 
    1994     434    472 
    1995     431    472 
    1996     429    470 
    1997     429    468 
    1998     427    467 
    1999     424    466 
    2000     424    466 


 
 
1.     Representar la nube de puntos junto con la recta de regresión para cada uno de los 


pares año-test. 
 
 ¿Podemos decir que ambas puntuaciones varían a la misma velocidad con el paso de 


los años? 
 
 


 Seleccionamos  Stat > Regression > Fitted Line Plot :  
 
 


 
 
 
 


Hacemos lo propio con la variable Mates. Los gráficos, junto con las correspondientes rectas de 
regresión, se muestran a continuación: 
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Se aprecia un descenso lineal en ambas puntuaciones conforme pasan los años. Sin embargo, podemos 
ver que el descenso es más acentuado en las calificaciones de Lengua, ya que aquí la pendiente de la 
recta es de –3,51 por una pendiente de –2,27 en el caso de Mates (i.e.: las notas de Lengua parecen 
decrecer más rapidamente que las de Mates). 
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2.   A partir de los modelos lineales anteriores, pronosticar el valor de la puntuación de 
Mates para los años 1960, 1990, 2005, y 2010. ¿Cuáles de estos pronósticos tienen 
sentido? 


 
Colocamos los valores 1960, 1990, 2005 y 2010 (por este orden) en una nueva columna, digamos la C4 


 
 Seleccionamos  Stat > Regression > Regression :  


 


 
 


 
 


A continuación se muestra parte del output que genera el programa. Bajo la columna Fit aparecen las 
puntuaciones que el modelo predice para cada uno de los años anteriores. El mismo programa nos avisa 
de que todas excepto la segunda son poco fiables. Ello se debe a que corresponden a años que caen fuera 
del rango sobre el que disponemos de datos (desde 1986 al 2000). 


 
Regression Analysis 
 
Predicted Values 
     Fit  StDev Fit         95,0% CI             95,0% PI 
 553,439      4,465   ( 543,793; 563,085)  ( 542,643; 564,236) XX 
 485,404      0,706   ( 483,879; 486,928)  ( 480,320; 490,487)    
 451,386      1,711   ( 447,689; 455,082)  ( 445,288; 457,483) X  
 440,046      2,353   ( 434,963; 445,130)  ( 433,021; 447,072) XX 
X  denotes a row with X values away from the center 
XX denotes a row with very extreme X values 
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CASO 5-3: EXAMEN PARCIAL Y EXAMEN FINAL________________________ 
 
 
En el archivo examenes.mtw  están contenidas las notas obtenidas por cada alumno de una 
asignatura en un examen parcial y en el examen final. Se pide: 
 
1.   Construir un modelo lineal para explicar la nota obtenida en el final a partir de la 


obtenida en el parcial y calcular el intervalo de confianza a nivel del 90% para la 
pendiente de la recta de regresión. 


 
 Seleccionamos  Stat > Regression > Regression :  


 


 
 
El output del programa nos proporciona la recta de regresión: Final = 2,25 + 0,755 Parcial. 
Además, entre otras cosas, podemos ver que este modelo permite explicar aproximadamente un 50% del 
comportamiento de la variable Final a partir del de la variable Parcial (ver R-Sq). 
 
Regression Analysis 
 
The regression equation is 
Final = 2,25 + 0,755 Parcial 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant        2,247       1,022       2,20    0,036 
Parcial        0,7546      0,1417       5,32    0,000 
 
S = 1,151       R-Sq = 49,4%     R-Sq(adj) = 47,7% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1      37,574      37,574     28,35    0,000 
Residual Error    29      38,440       1,326 
Total             30      76,014 
 
Unusual Observations 
Obs    Parcial      Final         Fit   StDev Fit    Residual    St Resid 
 27       7,50      5,200       7,906       0,216      -2,706       -2,39R  
 
R denotes an observation with a large standardized residual 
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Estadística Aplicada con Minitab 


Sabemos que la forma general de un intervalo t-Student de confianza, a nivel  1 - α , para un 
determinado parámetro es la siguiente:  
 


(parámetro)  ±  t(α/2,n-2) * (Stdev) , 
 
donde  t(α/2,n-2)   es el valor que en una distribución t-Student con n-2 grados de libertad deja a su 
izquierda una probabilidad de  1 - α/2 , siendo n el número de observaciones. 
 
 
En este caso,  
 
 


1 - α = 0,90   α = 0,10    1 - α/2 = 0,95 
n = 31 – 2 = 29 
parámetro = 0,7546 
Stdev = 0,1417 


 
 


 Seleccionamos  Calc > Probability Distributions > t :  
 
 


 
 
 
 


Inverse Cumulative Distribution Function 
 


Student's t distribution with 29 DF  
 


 P( X <= x)          x    
     0,9500        1,6991 
  


 
 
Tendremos pues que el intervalo deseado es (0,7546) ± (1,6991)*(0,1417) = (0,5138 , 0,9954) 
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Actividad 5:  Correlación y Regresión Lineal 


2.  Hallar el intervalo de confianza a nivel del 95% para la media de las notas finales 
correspondientes a todas aquellas personas que obtuvieron una puntuación de 8,6 en el 
parcial. Sabiendo que una persona ha obtenido una puntuación de 8,6 en el parcial, 
hallar un intervalo de predicción a nivel del 90% para el valor que se espera obtenga en 
el final. 


 
 


Observemos que nos están pidiendo dos cosas diferentes: por un lado nos hablan de hallar un intervalo 
de confianza para la media de las notas en el final correspondientes a todas aquellas personas que han 
obtenido una determinada nota en el parcial, mientras que por otro nos piden un intervalo de predicción 
para la nota que se espera obtenga en el final una única persona que ha obtenido una determinada nota 
parcial. Como siempre resulta más fácil hacer predicciones sobre medias que sobre parámetros 
individuales, es de esperar que el intervalo de predicción contenga (sea mayor) que el intervalo de 
confianza. 
 
 
 Seleccionamos  Stat > Regression > Regression > Options :  


 


 
 


 
 


Predicted Values 
 
     Fit  StDev Fit         95,0% CI             95,0% PI 
   8,736      0,300   (   8,122;   9,350)  (   6,303;  11,169)    


 
 
En este caso, el modelo construido predice que una persona que hubiese obtenido una puntuación de 8,6 
en el parcial obtendría una puntuación de 8,736 en el final. La nota final media de todos aquellos que 
obtuvieron en el parcial un 8,6 estará, con probabilidad 0,95, entre  8,12  y  9,35. Por otra parte, si una 
persona ha obtenido un 8,6 en el parcial, es de esperar (con probabilidad 0,95) que obtenga en el final 
una nota situada entre 6,30  y  11,17. 
 
 
Observar que, tal y como predijimos, el intervalo de confianza para la media está contenido dentro del 
intervalo de predicción para una observación individual. Este hecho se observa mejor en el siguiente 
gráfico, obtenido a partir de las opciones Stat > Regression > Fitted Line Plot > 
Options : 
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Estadística Aplicada con Minitab 
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3.    Contrastar, para un nivel de significación α = 0,05 , la hipótesis nula  H0 : el coeficiente 


de la variable Parcial (variable X) es cero (hipótesis que es equivalente a H0 : el 
coeficiente de correlación lineal de la población, ρ, es cero). En otras palabras, al hacer 
esta hipótesis nos estamos preguntando si hay indicios suficientes o no para 
considerar que el modelo obtenido es válido (la hipótesis nula afirma que no lo es). 


  
Para responder a la pregunta de si el modelo construído es o no válido para explicar el comportamiento 
de la variable Y en función del de la variable X, basta con volver al output inicial: 


 
Regression Analysis 
 
The regression equation is 
Final = 2,25 + 0,755 Parcial 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant        2,247       1,022       2,20    0,036 
Parcial        0,7546      0,1417       5,32    0,000 
 
S = 1,151       R-Sq = 49,4%     R-Sq(adj) = 47,7% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1      37,574      37,574     28,35    0,000 
Residual Error    29      38,440       1,326 
Total             30      76,014 
 
 


Observar que el output nos proporciona ya el p-valor asociado al test cuya hipótesis nula afirma que el 
coeficiente de la X es cero (el modelo no sirve). Dicho p-valor es 0,000 , por lo cual rechazaremos la 
hipótesis nula y concluiremos que el modelo sí es válido. En la parte de Analysis of Variance se realiza 
el test equivalente sobre el coeficiente poblacional de correlación lineal, por lo que no es de extrañar que 
obtengamos el mismo p-valor. Finalmente, notar que también se realiza un test similar sobre el término 
independiente del modelo (cuyo p-valor en este caso es de 0,036). 
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Actividad 5:  Correlación y Regresión Lineal 


CASO 5-4: MOVIMIENTO PENDULAR__________________________________ 
 
En una clase de física se lleva a cabo un experimento consistente en dejar caer un péndulo 
de longitud variable desde su posición horizontal, esperar a que complete 50 ciclos y 
registrar el tiempo transcurrido. Los datos obtenidos en 5 pruebas se muestran a 
continuación: 
 


       Longitud  Tiempo 
 
   1     175,2   132,5 
   2     151,5   123,4 
   3     126,4   112,8 
   4     101,7   101,2 


         5      77,0    88,2 
 
 
1.   Sea T el tiempo medio por ciclo. Calcular T para cada prueba dividiendo el tiempo 


transcurrido por 50. Representar T vs. Longitud y hallar la recta de regresión que 
permite explicar T a partir de la Longitud. ¿Te parece bueno el modelo hallado? 


 
 


 Seleccionamos  Calc > Calculator :  
 


 
 
 


Con ello generaremos una nueva columna que contendrá los valores de T: 
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Estadística Aplicada con Minitab 


 
 Seleccionamos  Stat > Regression > Fitted Line Plot :  
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Y = 1,09470 + 9,00E-03X


Regression Plot


 
 


Tanto la gráfica de regresión como el valor del coeficiente de determinación R-sq = 0,996 parecen 
indicar que el modelo hallado es bastante útil a la hora de estimar T a partir de la variable Longitud: los 
puntos se aproximan bastante a la recta de regresión y, además, el coeficiente de determinación nos dice 
que aproximadamente un 99,6% de la variación en T es explicable con este modelo a partir del 
comportamiento de la variable Longitud. 
 
Sin embargo, como veremos en el siguiente apartado, sería prematuro confiar en este modelo antes de 
analizar si se cumplen las hipótesis de la regresión lineal. 
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Actividad 5:  Correlación y Regresión Lineal 


2.    Representar en un gráfico los residuos del modelo anterior vs. la Longitud. ¿Hay alguna 
indicación que os haga pensar en la necesidad de usar otro modelo distinto del lineal?. 


 
 Seleccionamos la subopción  Storage  de la ventana anterior y pedimos al programa que nos 


guarde los residuos en una nueva columna: 
 


  
 
 


 Ahora vamos a   Graph > Plot :  
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Estadística Aplicada con Minitab 


 
Observamos en el gráfico de resíduos anterior una clara tendencia parabólica, lo que implica que el 
modelo anterior no es válido. Deberemos buscar un modelo que se ajuste mejor a los datos obtenidos 
con nuestro experimento. Vamos a probar con un modelo polinómico de orden 2 (notar que éste ya no 
será un modelo lineal). Usaremos las variables  Longitud   y   Longitud^2 (el cuadrado de la variable 
anterior): 
 
 Seleccionamos  Calc > Calculator :  


 


 
 


 Seleccionamos  Stat > Regression > Regression :  
 


 
 


Regression Analysis 
 
The regression equation is 
T = 0,812 + 0,0139 Longitud -0,000019 Longitud^2 
S = 0,001945    R-Sq = 100,0%    R-Sq(adj) = 100,0% 


 
¡Vaya!  Ahora sí parece que hemos dado con un buen modelo. Observar que el coeficiente de 
determinación es 1, lo que significa que con este modelo podemos explicar de forma total el 
comportamiento de T a partir del de la variable Longitud.  


A5 - 14 





		ACTIVIDAD 5:   Correlación y Regresión Lineal

		CASO 5-1: RELACIONES ENTRE VARIABLES___________________________

		CASO 5-2: EVOLUCIÓN HISTÓRICA DE UN TEST________

		

		Año  Lengua  Mates





		CASO 5-3: EXAMEN PARCIAL Y EXAMEN FINAL________________________

		Regression Analysis

		Regression Analysis



		CASO 5-4: MOVIMIENTO PENDULAR__________________________________












  Análisis de regresión y correlación lineal. 


Proyecto e-Math          1 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


CORRELACIÓN LINEAL Y ANÁLISIS DE REGRESIÓN 
 


Autores:  Alicia Vila (avilag@uoc.edu), Máximo Sedano (msedanoh@uoc.edu), Ana López 


(alopezrat@uoc.edu), Ángel A. Juan (ajuanp@uoc.edu), 


 
 


 


MAPA CONCEPTUAL     ________________________ 
 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 
Coeficiente de 
Determinación 


  
Correlación 


lineal 
Detección gráfica 


Representación 
gráfica 


Regresión lineal 
(recta de mínimos 


cuadrados) 


Inferencia en el 
modelo de 
regresión 


Definición 


Definición 


Por la 
definición 


Supuestos del 
modelo de 
regresión 


Con fórmula 


Ejemplo con la 
definición 


Con fórmula 


Definición 


Por la 
definición Con fórmula 


 
Cálculo con 


Minitab 



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2







  Análisis de regresión y correlación lineal. 


Proyecto e-Math          2 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


El objetivo de este math-block es analizar el grado de la relación existente entre variables 
utilizando modelos matemáticos y representaciones gráficas. Así pues, para representar la 
relación entre dos o más variables desarrollaremos una ecuación que permitirá estimar una 
variable en función de la otra. 
  
Por ejemplo, ¿en qué medida, un aumento de los gastos en publicidad hace aumentar las 
ventas de un determinado producto?, ¿cómo representamos que la bajada de temperaturas 
implica un aumento del consumo de la calefacción?,... 
 
A continuación,  estudiaremos  dicho  grado de relación entre dos variables en lo que 
llamaremos análisis de correlación. Para representar esta relación utilizaremos una 
representación gráfica llamada diagrama de dispersión y, finalmente, estudiaremos un 
modelo matemático para estimar el valor de una variable basándonos en el valor de otra, en 
lo que llamaremos análisis de regresión. 
 


 


OBJETIVOS                ________________________ 
 
• Aprender a calcular la correlación entre dos variables 
 
• Saber dibujar un diagrama de dispersión 


 
• Representar la recta que define la relación lineal entre dos variables 


 
• Saber estimar la recta de regresión por el método de mínimos cuadrados e interpretar su 


ajuste. 
 


• Realizar inferencia sobre los parámetros de la recta de regresión 
 


• Construir e interpretar intervalos de confianza e intervalos de predicción para la variable 
dependiente 


 
• Realizar una prueba de hipótesis para determinar si el coeficiente de correlación es distinto 


de cero 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Es recomendable haber leído, previamente, los math-blocks  “Estimación puntual e intervalos 
de confianza”  y “Contraste de hipótesis para dos poblaciones”, así como los ejercicios 
asociados resueltos con Minitab. 
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CONCEPTOS  FUNDAMENTALES___________________________________ 
 


 Definición de Correlación Lineal 
 


En ocasiones nos puede interesar estudiar si existe o no algún tipo de relación entre dos 
variables aleatorias. Así, por ejemplo, podemos preguntarnos si hay alguna relación entre las 
notas de la asignatura Estadística I y las de Matemáticas I. Una primera aproximación al 
problema consistiría en dibujar en el plano R2 un punto por cada alumno: la primera coordenada 
de cada punto sería su nota en estadística, mientras que la segunda sería su nota en 
matemáticas. Así, obtendríamos una nube de puntos la cual podría indicarnos visualmente la 
existencia o no de algún tipo de relación (lineal, parabólica, exponencial, etc.) entre ambas notas.   
 
Otro ejemplo, consistiría en analizar la facturación de una empresa en un periodo de tiempo dado 
y de cómo influyen los gastos de promoción y publicidad en dicha facturación. Si consideramos 
un periodo de tiempo de 10 años, una posible representación sería situar un punto por cada año 
de forma que la primera coordenada de cada punto sería la cantidad en euros invertidos en 
publicidad, mientras que la segunda sería la cantidad en euros obtenidos de su facturación. De 
esta manera, obtendríamos una nube de puntos que nos indicaría el tipo de relación existente 
entre ambas variables. 


 
En particular, nos interesa cuantificar la intensidad de la relación lineal entre dos variables. El 
parámetro que nos da tal cuantificación es el coeficiente de correlación lineal de Pearson r, 
cuyo valor oscila entre –1 y +1 : 
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Como se observa en los diagramas anteriores, el valor de r se aproxima a +1 cuando la 
correlación tiende a ser lineal directa (mayores valores de X significan mayores valores de Y), 
y se aproxima a –1 cuando la correlación tiende a ser lineal inversa.   
 
Es importante notar que la existencia de correlación entre variables no implica causalidad. 
 
¡Atención!: si no hay correlación de ningún tipo entre dos v.a., entonces tampoco habrá 
correlación lineal, por lo que r = 0. Sin embargo, el que ocurra r = 0 sólo nos dice que no hay 
correlación lineal, pero puede que la haya de otro tipo.  


 
El siguiente diagrama resume el análisis del coeficiente de correlación entre dos variables: 


 
 
    


 
 
 
 
 


 - 1.00        - 0.50        0    0.50         1.00 
 
 
 
 Definición y características del concepto de Regresión Lineal 


 
En aquellos casos en que el coeficiente de regresión lineal sea “cercano” a +1 o a –1, tiene 
sentido considerar la ecuación de la recta que “mejor se ajuste” a la nube de puntos (recta de 
mínimos cuadrados). Uno de los principales usos de dicha recta será el de predecir o estimar 
los valores de Y que obtendríamos para distintos valores de X. Estos conceptos quedarán 
representados en lo que llamamos diagrama de dispersión:   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
La ecuación de la recta de mínimos cuadrados (en forma punto-pendiente) es la siguiente: 
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Veamos con detalle estos conceptos mediante un ejemplo: 
 
Si queremos estudiar la relación existente entre ambas variables, siguiendo con el ejemplo 
anterior referente a la relación entre las ventas de una empresa )( tV  y sus gastos en 


publicidad )( tGP , lo que podemos hacer es representar gráficamente el modelo matemático 
lineal que podemos considerar para analizar dicha relación.  


 
 


ttt uGPV +∗+= 21 ββ  
 


 
Supongamos que disponemos de los siguientes datos: 


 
 


Año Ventas en millones de euros. Gastos en publicidad en millones de euros. 


1998 200 30 


1999 400 50 


2000 800 50 


2001 1.200 60 


2002 900 60 


 


A partir de este modelo matemático lineal, vamos a analizar la relación entre ambas variables, 
la variable ventas )( tV  que es la variable dependiente del modelo y la variable que vamos a 


analizar y los gastos en publicidad )( tGP  que es la variable independiente o la variable 
explicativa que vamos a utilizar para estudiar las ventas. 
 
En este modelo queremos comprobar qué influencia tienen los gastos de publicidad sobre el 
volumen de facturación o las ventas de la empresa. 


 


Para poder cuantificar dicha relación, debemos también representar la recta de regresión que 
subyace en el modelo matemático que relaciona ambas variables. 


 
Para cuantificar la relación entre ambas variables y tener un aproximación de la magnitud de 
la influencia de los gastos en publicidad sobre las ventas de la empresa debemos estimar el 
modelo por mínimos cuadrados ordinarios (M.C.O.) donde se minimiza la suma de los 
cuadrados de los residuos. 


 
La recta en rojo (que aparece a continuación en el gráfico), es la que mejor se ajusta a la 
nube de puntos que tenemos. Dicho de otra forma, es la recta que hace que el error de 
estimación, definido como la distancia entre el valor observado y el valor estimado de la 
variable endógena (en el gráfico, es la distancia vertical señalada por la flecha en rojo), sea la 
mínima para cada una de las observaciones (recta de mínimos cuadrados), esta recta será la 
que utilizaremos para predecir o estimar los valores de Y que obtendremos para distintos 
valores de X. 
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La diferencia entre un valor observado y el valor estimado lo denominaremos residuo. 


 


Residuo = tt YY ˆ−  


 


Nuestro problema consiste en minimizar la suma de los cuadrados de los residuos de los 


cuadrados de los residuos,  ∑
=
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t
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2ˆ . De este problema de optimización se deduce la expresión 


de mínimos cuadrados ordinarios del MRLM: 
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Como ya hemos citado anteriormente, la ecuación de la recta de mínimos cuadrados (en 
forma punto-pendiente) es la siguiente: 
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de la recta por mínimos cuadrados. 


Por otro lado, 6,71650333,2870021 −=∗−=−= PGV ββ , y ésta sería la estimación de 
la ordenada de la recta de regresión ó el punto de corte de la recta con los ejes. 


Por tanto,  X,,Y 3286716 +−=  


La representación gráfica de los datos anteriores es la que sigue: 
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Del diagrama anterior, cabe observar que no todos los puntos están en la línea de regresión. 
Si todos lo estuvieran y, además, si el número de observaciones fuera suficientemente 
grande, no habría ningún error de estimación. En ese caso, no habría ninguna diferencia entre 
el valor observado y el valor de predicción. 


Como imaginamos, en los casos reales, las predicciones perfectas son prácticamente 
imposibles y lo que necesitamos es una medida que describa cómo de precisa es la 
predicción de Y en función de X o, inversamente, qué inexacta puede ser la estimación. 


A esta medida se le llama error estándar de estimación y se denota Syx. El error estándar 
de estimación, es el mismo concepto que la desviación estándar, aunque ésta mide la 
dispersión alrededor de la media y el error estándar mide la dispersión alrededor de la línea 
de regresión.  


 


Interpretación de los coeficientes estimados 


Según la recta de mínimos cuadrados, al incrementarse en un millón de euros los gastos en 
publicidad, la cantidad de facturación obtenida se incrementará en 28,3 millones de euros. Y 
cuando no se haga ningún esfuerzo publicitario, las ventas según la recta serán negativas. 
Esto se puede entender como que no se vende nada o que si no se hace ningún esfuerzo 
publicitario se obtienen unas ventas negativas, en el sentido de que hay otros gastos a la hora 
de vender que provocan que al final haya ventas negativas. 


 
La correlación entre ambas variables es muy alta, ya que el coeficiente de correlación r = 0.87 
está muy próximo a 1. 
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Para profundizar más en los conceptos vistos hasta el momento o para entender 
gráficamente como funcionan, a continuación citamos algunos enlaces web interesantes: 
  
En el enlace: http://www.stat.wvu.edu/SRS/Modules/Applets/Regression/regression.html  
encontraremos un applet en el que modificando los datos de la variable X e Y podemos 
construir la recta de regresión. El gráfico resultante será similar al siguiente:  
 
 


 
 
 
Un applet de similares características lo encontraremos en:  
http://www.kuleuven.ac.be/ucs/java/version2.0/Applet010.html  
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Los conceptos de regresión lineal y correlación entre variables se aplican a innumerables 
aspectos de la vida real, tanto en el ámbito social, como científico,... En el siguiente enlace: 
http://www.fisterra.com/material/investiga/regre_lineal_simple/regre_lineal_simple.htm#1  
encontramos un claro ejemplo de cómo utilizar estos conceptos para ver la relación entre la 
Tensión arterial sistólica y la edad, a partir de una muestra de 69 pacientes. 
 
  


 
 
 
 


 Supuestos del modelo de regresión lineal 
 


En el caso en que nuestras observaciones sean una muestra aleatoria proveniente de una 
población, estaremos interesados en realizar inferencias sobre la misma. A fin de que estas 
inferencias sean “estadísticamente razonables”, se han de cumplir las siguientes condiciones: 
 


1. En la población, la relación entre las variables X e Y debe ser aproximadamente 
lineal, i.e.: εββ ++= xy 21 , siendo ε la v.a. que representa los residuos 
(diferencias entre el valor estimado por el modelo y el verdadero valor de Y ). 


 
2. Los residuos se distribuyen según una Normal de media 0, i.e., ),0( 2σε N≈ . 


 
3. Los residuos son independientes unos de otros. 


 
4. Los residuos tienen varianza σ 2  constante. 


 


Afortunadamente, el modelo de regresión lineal es bastante “robusto”, lo que significa que no 
es necesario que las condiciones anteriores se cumplan con exactitud (en particular las tres 
últimas).  
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 Definición del Coeficiente de Determinación 
 


Denominamos coeficiente de determinación R2 como el coeficiente que nos indica el 
porcentaje del ajuste que se ha conseguido con el modelo lineal, es decir el porcentaje de la 
variación de Y(ventas) que se explica a través del modelo lineal que se ha estimado, es decir 
a través del comportamiento de X (publicidad) . A mayor porcentaje mejor es nuestro modelo 
para predecir el comportamiento de la variable Y  


 
También se puede entender este coeficiente de determinación como el porcentaje de 
varianza explicada por la recta de regresión y su valor siempre estará entre 0 y 1 y siempre 
es igual  al cuadrado del coeficiente de correlación (r). 
 


22 rR =  
 


Es una medida de la proximidad o de ajuste de la recta de regresión a la nube de puntos. 
También se le denomina bondad del ajuste.  


 
21 R−  nos indica qué porcentaje de las variaciones no se explica a través del modelo de 


regresión, es como si fuera la varianza inexplicada que es la varianza de los residuos. 
 


En nuestro ejemplo, el coeficiente de determinación nos da bajo, el 75,3%, por lo que sólo 
conseguimos explicar el 75,3 % de las variaciones de las ventas a través del ajuste por medio 
de los gastos en publicidad. 


 
 


 Inferencia en el modelo de regresión 
 
Una vez que hemos calculado la recta de regresión y el ajuste que hemos conseguido con el 
modelo de regresión lineal, el siguiente paso consiste en analizar si la regresión en efecto es 
válida y la podemos utilizar para predecir. Para ello debemos contrastar si la correlación entre 
ambas variables es distinta de cero o si el modelo de regresión es válido en el sentido de 
contrastar si el análisis de nuestra variable endógena (Y). es válido a través de la influencia 
de la variable explicativa (X). 


 
Supongamos por un lado que  el coeficiente de correlación lineal r, está próximo a +1 o a –1, 
y por tanto parece indicar la existencia de una correlación lineal entre los valores de la 
muestra. Pero este valor del coeficiente de correlación lineal muestral  entre ambas variables 
no garantiza que también estén correlacionadas en la población. 


 


Para poder contrastar esta suposición, una vez que hemos estimado la recta de regresión y 
hemos obtenido las estimaciones de los parámetros del modelo; ttt uGPV +∗+= 21 ββ  


como tt GPV ∗+= 21
ˆˆˆ ββ .  


 
Ahora lo que debemos es comprobar si esta estimación de este modelo es válida en el 
sentido de si es significativa de forma que la variable Publicidad (X) es relevante para explicar 
(Y) que son las ventas. Entonces debemos contrastar si la pendiente de la recta de 
regresión poblacional  2β es significativamente distinta de cero, de ahí tendríamos que, en 
efecto, existe una correlación lineal entre ambas variables poblacionales. 
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Los dos contrastes siguientes son equivalentes porque si el coeficiente de correlación , r, es 


cero también lo será la estimación de la pendiente, 2β̂  puesto que: 
X


Y


S
Sr ∗=2β̂  


(1)   










≠
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0:
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0
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donde ρ  es el coeficiente de correlación entre ambas variables. 


El estadístico (t-Student) que se utiliza para realizar el test (2 ) es el siguiente: 
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donde t(n-2,α/2) es el valor asociado a una t-Student con n-2 grados de libertad que deja a su 
derecha un área de α/2 (o, equivalentemente, deje a su izquierda un área de 1 - α/2).  


 
OJO!: si en vez de realizar el contraste bilateral ( 2 )  deseamos hacer un contraste unilateral 
(en el cual la hipótesis alternativa sería H1 : 2β > 0  ó  H1 : 2β < 0 ), deberemos sustituir en la 
fórmula anterior α/2 por α  (ya que ahora trabajaremos con una única cola de la distribución). 


 
Finalmente, también podemos obtener el intervalo de confianza para α1 a nivel de confianza  
(1-α) utilizando la expresión: 
 


( )
2


ˆ2 *2,2ˆ
β


αβ snt −±  


 
Siguiendo con el ejemplo anterior, el estadístico de contraste nos queda: 


 


02,3
38,9


03,28ˆ


2
ˆ


22 =
−


=
−


=
)


β


ββ
S


t  


 
Si calculamos el p-valor de t = 3,02 con tres grados de libertad, vamos a la tabla t-student y 
debemos calcular el área que hay por encima de t = 3,02 y el área por debajo de t= -3,02, si 
miramos en la tabla , el valor de t más cercano es t = 3,1824 que le corresponde un área de 
0,025, por lo que a t>=3,02 le corresponderá un área menor, por lo que el p-valor será algo 
menor del 0,05=2*0,025. 


 
Por lo que, si el nivel de significación es del 5%, como el p-valor es menor que 0,05, 
rechazaremos la hipótesis nula a un nivel de significación del 5%,. Esto indica que existen 
evidencias estadísticas de que la variable gastos en publicidad es una variable relevante o 
que influye sobre las ventas. 


 


Es interesante notar que todo lo que hemos realizado sobre el coeficiente β2 es también 
aplicable al coeficiente β1.  
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE________________________________ 
 


1. En la siguiente tabla, se muestran los datos registrados de las ventas en millones de euros y 
de los gastos incurridos en publicidad, también en millones de euros, por una empresa 
industrial que fabrica sillas abatibles para oficina: 


 
 


Gtos de publicidad (millones euros) (X)             Volumen de ventas (millones euros) (Y) 
 


14,2226                                                                                        95,065 
13,9336                                                                                        97,281 
15,5040                                                                                        103,159 
16,3105                                                                                        107,607 
17,4936                                                                                        113,860 
19,8906                                                                                        121,153 
21,4803                                                                                        129,102 
20,4046                                                                                        132,340 
21,4776                                                                                        138,663 
22,6821                                                                                        142,856 
20,9722                                                                                        143,120 
23,3538                                                                                        147,928 
26,1040                                                                                        155,955 
29,1101                                                                                        164,946 
27,2418                                                                                        163,921 
23,0096                                                                                        163,426 
27,6116                                                                                        172,485 
32,1111                                                                                        180,519 
36,1788                                                                                        190,509 
37,5671                                                                                        196,497 
33,5069                                                                                        196,024 
36,6088                                                                                        200,832 
31,1554                                                                                        196,769 
32,7752                                                                                        205,341 
41,1886                                                                                        220,230 
39,9715                                                                                        228,703 
39,6866                                                                                        236,500 
40,2991                                                                                        244,560 
40,9538                                                                                        254,771 
41,9323                                                                                        263,683 
39,8393                                                                                        268,304 


 
 
 
 


a) Calcular el coeficiente de correlación lineal entre las variables ventas y gastos de 
publicidad.  


 
Seleccionamos Stat > Basic Statistics > Correlation : 
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Correlations (Pearson) 
 
Correlation of Publicidad y ventas = 0.973, P-Value = 0.000 
 
 


El valor obtenido para el coeficiente de correlación es de 0,973, lo cual hace suponer que, en 
principio, la correlación entre ambas variables es muy alta por lo que se puede prever que en 
la regresión obtendremos un buen ajuste. 


 
b)  Representar la nube de puntos (gráfico x-y) ventas vs. publicidad, junto con la recta de 


regresión asociada. ¿Piensas que el modelo obtenido sirve para explicar las ventas 
obtenidas por esta empresa en los últimos treinta años en función de lo que se ha 
gastado en publicidad? 


 
Seleccionamos Stat > Regression > Fitted Line Plot : 
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Regression 
 
The regression equation is 
y = 21,2 + 5,34 x 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant       21,167       7,687       2,75    0,010 
x              5,3358      0,2568      20,78    0,000 
 
S = 12,94       R-Sq = 93,7%     R-Sq(adj) = 93,5% 
 


 


Como se aprecia en el gráfico, el modelo lineal simple ajusta con mínimos errores la 
evolución de las ventas en función de los gastos en publicidad. De hecho, si nos fijamos en 
el valor del coeficiente de determinación R-sq, veremos que este modelo explica casi el 94% 
del comportamiento de las ventas a través de la evolución, por lo que es un buen ajuste y 
por tanto, los residuos son mínimos. 


 


 
c) ¿Presenta la muestra suficiente evidencia, a un nivel de significación de 0,05, como 


para rechazar la hipótesis nula sobre la pendiente (H0: pendiente de la recta es cero)? 
 


 
En el output anterior podemos ver que el p-valor asociado al contraste de hipótesis anterior 
es casi cero. Como este valor es menor que α = 0,05, debemos rechazar la hipótesis nula,  
i.e., concluiremos que la pendiente de la recta es distinta de cero o, lo que es lo mismo, que 
el coeficiente de correlación poblacional es no nulo (es decir, que ambas variables están 
correlacionadas y que, por tanto, el modelo tiene sentido). 
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2. La información estadística obtenida de una muestra de tamaño 12 sobre la relación existente 


entre la inversión hecha y el rendimiento obtenido en miles de euros para explotaciones 
agropecuarias se muestra la tabla siguiente: 


 


Inv 11 14 16 15 16 18 20 31 14 20 19 11 


Rend. 2 3 5 6 5 3 7 10 6 10 5 6 


 


a) Calcula el coeficiente de correlación lineal, así como la recta de regresión.  Calcula 
además, la previsión de inversión que se obtendrá con un rendimiento de 8000 € 


 
Seleccionamos Stat > Basic Statistics > Correlation y obtenemos: 


 
Correlations (Pearson) 
 
Correlation of Rend. and Inv. = 0.618, P-Value = 0.032 


 
Como el coeficiente de correlación lineal es 0.618 no podemos deducir que exista una 
relación fuerte ni débil, tendríamos que realizar un contraste de hipótesis para saberlo con 
claridad. 


 
Calculemos ahora la recta de regresión. Para ello, seleccionaremos Stat > Regression > 
Fitted Line Plot: 
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A partir de este gráfico, observamos que no existe ninguna correlación entre las dos 
variables. 
  
 Para conocer más detalles, seleccionamos Stat > Regression > Regression:  
  
Regression Analysis 
 
The regression equation is 
Inv. = - 1.68 + 0.452 Rend. 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant       -1.682       3.015      -0.56    0.589 
Rend.          0.4522      0.1819       2.49    0.032 
 
S = 2.060       R-Sq = 38.2%     R-Sq(adj) = 32.0% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1      26.230      26.230      6.18    0.032 
Residual Error    10      42.437       4.244 
Total             11      68.667 


 
 
 Así pues, la recta de regresión será: 
 
 Inv=-1.68 + 0.452*Rend 
 
 
Por tanto, para obtener un rendimiento de 8000 €, tendríamos que hacer una inversión de... 
  
 Inv = -1.68 + 0.452*8000 = 3614.32 € 
 


 
 


b) ¿Presenta la muestra suficiente evidencia, a un nivel de significación de 0,05, como 
para rechazar la hipótesis nula sobre la pendiente (H0: pendiente de la recta es cero)? 


 


En el output anterior podemos ver que el p-valor asociado al contraste de hipótesis 
anterior es 0,032. Como este valor es menor que α = 0,05, debemos rechazar la 
hipótesis nula,  i.e., concluiremos que la pendiente de la recta es distinta de cero o, lo 
que es lo mismo, que el coeficiente de correlación poblacional es no nulo (es decir, 
que ambas variables están correlacionadas y que, por tanto, el modelo tiene sentido). 
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3. La entidad bancaria City Banking está estudiando el número de veces por día que se usa el 


cajero automático localizado en un barrio de una determina ciudad española del sur. Los 
siguientes datos son las veces por día que fue usado el cajero en los últimos 30 días:  


 
83 64 84 76 84 54 75 59 70 61 
63 80 84 73 68 52 65 90 52 77 
95 36 78 61 59 84 95 47 87 60 


 
a) Realiza un dotplot de los valores anteriores y  comenta los resultados. 


 
Para dibujar el dotplot, seleccionamos Graph > Dotplot: 
 


 


 
 
 


 
 


Del gráfico anterior podríamos concluir que el valor que más se repite es 84 y, 
además, podemos apreciar que los datos no parecen seguir una distribución normal. 
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b) Dibujar un diagrama de cajas (boxplot) asociado a los datos anteriores, así como 


también los estadísticos descriptivos correspondientes. 
 


Para realizar el diagrama de cajas, seleccionamos Graph > Boxplot, y en el eje de las 
Y, insertamos cada una de las columnas: 


 
 


 
 


Del anterior gráfico se desprende que el valor máximo es 95 y el mínimo 36. Así 
mismo, el valor de la mediana estará aproximadamente entre 70 y 75. Los cuartiles 
primero y tercero serán 60 y 85 aproximadamente. 


 
Verifiquemos estos resultados anteriores calculando los estadísticos descriptivos.     
Seleccionamos Stat > Basic Statistics > Display Basic Statistics: 


 
 


Descriptive Statistics 
 
Variable             N       Mean     Median     TrMean      StDev    SE Mean 
C1                  30      70.53      71.50      70.88      14.82       2.71 
 
Variable       Minimum   Maximum       Q1         Q3 
C1              36.00      95.00      59.75      84.00 
 


Por tanto, como vemos en este resultado, los valores correspondientes a la media, 
mediana, máximo, mínimo y cuartiles coinciden con los comentados a partir del 
diagrama de cajas. 


 
 


b) Además, se quiere también estudiar cuál es la relación entre la cantidad gastada 
semanalmente en comida (en euros) y el número de miembros de una familia. 
Para ello, cogemos una muestra de 10 familias del barrio obteniendo los 
siguientes resultados: 


 
Miembros 
familia 


3 6 5 6 3 4 4 5 3 6 


Cantidad 
gastada 


99 104 151 129 142 74 91 119 91 142 


 
Determina el coeficiente de correlación entre las dos variables. Calcula y representa 
también la recta de regresión. 
 
¿Qué cantidad gastada en comida cabría esperar si el número de miembros de una 
familia aumenta a 8? 
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Para calcular el coeficiente de correlación, seleccionamos Stat > Basic Statistics > 
Correlation: 


 


 
 
 


Correlations (Pearson) 
 
Correlation of miembros f and cantidad g = 0.589, P-Value = 0.073 
 
 


Como vemos, el coeficiente de correlación es de 0.589, lo cual indica que existe cierta correlación 
entre el número de miembros de una familia y la cantidad gastada semanalmente. 


 
Para representar la recta de regresión, utilizamos la opción Stat > Regresión > Fitted Line Plot : 
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A partir de este gráfico observamos que sorprendentemente, parece no existir apenas 
correlación entre el número de miembros de una familia y la cantidad gastada en alimentos 
semanalmente. 
 
The regression equation is 
y = 60.4 + 11.3 x 
 
Predictor        Coef       StDev          T        P 
Constant        60.36       25.47       2.37    0.045 
x              11.276       5.467       2.06    0.073 
 
S = 20.82       R-Sq = 34.7%     R-Sq(adj) = 26.6% 
 
Analysis of Variance 
 
Source            DF          SS          MS         F        P 
Regression         1      1843.6      1843.6      4.25    0.073 
Residual Error     8      3467.3       433.4 
Total              9      5310.9 
 
 
 
Por tanto, la recta de regresión es: 
 
cantidad_g = 60.4 + 11.3(miembros_f) 
 


Así pues, la cantidad que esperamos gastar en una familia de 8 miembros será: 
 
 Cantidad_g = 60.4 + 11.3 * 8 = 150.8 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


En este math-block, se pretende entender qué es y para qué se utiliza un contraste de 
hipótesis, así como saber calcular e interpretar los p-valor a la hora de realizar dichos 
contrastes  para la media poblacional, sea o no conocida la desviación estándar poblacional.  


 


 


OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Definir una hipótesis y realizar la prueba de ésta 
 
• Entender el concepto de p-valor 
 
• Saber calcular el p-valor en los contrastes de hipótesis unilaterales y bilaterales 


 
• Saber interpretar el resultado del p-valor a la hora de tomar decisiones en los contrastes de 


hipótesis 
 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Es recomendable haber revisado los math-blocks correspondientes a “La distribución normal” 
y “Estimación puntual y intervalos de confianza”, así como los ejercicios asociados resueltos 
con Minitab. 
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CONCEPTOS  FUNDAMENTALES___________________________________ 
 
 


 Concepto de contraste de hipótesis 
 


Podemos definir un contraste de hipótesis como un procedimiento que se basa en lo 
observado en las muestras y en la teoría de la probabilidad para determinar si la hipótesis es 
un enunciado razonable. 
 
 


 Contraste de hipótesis de una población 
 


Un contraste de hipótesis es un proceso estadístico que permite elegir una hipótesis de 
trabajo de entre dos posibles y antagónicas. El contraste comienza con la formulación de dos 
hipótesis sobre el valor de algún parámetro poblacional, siendo ambas incompatibles (si una 
es cierta, la otra necesariamente ha de ser falsa). Supondremos cierta una de ellas, a la cual 
llamaremos hipótesis nula H0, y trataremos de determinar hasta qué grado las 
observaciones registradas son coherentes con H0. Sólo en caso de que haya fuertes indicios 
de incompatibilidad entre el supuesto de que H0 sea cierta y los datos obtenidos 
empíricamente, descartaremos H0 como hipótesis de trabajo y en su lugar tomaremos como 
cierta la hipótesis alternativa H1 . Dos ejemplos de contrastes de hipótesis serían: 
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Contraste Bilateral (≠)         Contraste Unilateral (>) 


 
 
En el siguiente esquema se representan las cuatro combinaciones posibles (en función de la 
decisión que tomemos y de la certeza o no de la hipótesis nula) de todo contraste de 
hipótesis: 
 


 
Hipótesis Nula  H0 


 
Decisión tomada 


Verdadera Falsa 
 


No descartar H0 


 
Decisión correcta de tipo A 
Probabilidad 1-α 


 


 
Error de tipo II 
Probabilidad β 


 
Descartar H0 


 
Error de tipo I 
Probabilidad α 


 


 
Decisión correcta de tipo B 
Probabilidad 1-β 


 
Tendremos una decisión correcta de tipo A cuando hayamos optado por no descartar la 
hipótesis nula y resulte que ésta es cierta. Por su parte, una decisión correcta de tipo B 
ocurrirá cuando hayamos decidido descartar la hipótesis nula y resulte que ésta era falsa. 
Hablaremos de error de tipo I cuando hayamos descartado la hipótesis nula siendo ésta 
cierta (error que se considera como muy grave). Finalmente, acontecerá un error de tipo II 
cuando hayamos optado por no descartar la hipótesis nula y resulte que ésta es falsa. 
 
Dado que descartaremos o no la hipótesis nula a partir de muestras obtenidas (es decir, no 
dispondremos de información completa sobre la población), no será posible garantizar que la 
decisión tomada sea la correcta.  
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Lo que sí podremos hacer es controlar la probabilidad de cometer un error. Ahora bien, ¿cuál 
de ellos? En un contraste de hipótesis lo interesante es rechazar la hipótesis nula. Por lo tanto 
el riesgo que estoy dispuesto a asumir de “equivocarme al rechazar la H0”, error de tipo I, es 
el que queremos controlar. Fijémonos que a error de tipo I más pequeño más seguridad al 
rechazar la hipótesis nula. Ahora bien, al empequeñecer el error de tipo I estamos 
javascript:sendmail()aumentando el error de tipo II, puesto que cuanta más probabilidad de 
aceptar H0 más posibilidades de que aceptemos casos donde se cumpla H1 (error de tipo II). 
Usualmente el error de tipo I se fija en 0,01, 0,05 ó 0,10.  
 
Fijado el error de tipo I para empequeñecer el error de tipo II debemos aumentar el tamaño de 
muestra. Ahora bien, aumentar el número de muestra no siempre es posible ya sea por falta 
de presupuesto o tiempo, por inviabilidad, …  
 
Llamaremos potencia del contraste a la probabilidad de rechazar la hipótesis nula siendo 
ésta falsa. Fijémonos que, a mayor potencia, mejor contraste, puesto que podremos aceptar 
la hipótesis alternativa con poca  probabilidad de que sea falsa. 
 
Denotaremos por α el nivel de significación o probabilidad de cometer un error de tipo I, y 
por β la probabilidad de cometer un error de tipo II. Con lo cual, la potencia es de 1 - β. Como 
ya hemos indicado usualmente α se fija en 0,01, 0,05 o 0,10.  
 
Notamos otra vez que α, β, y el tamaño muestral n están interrelacionados, de forma que si 
hacemos disminuir cualquiera de ellos alguno de los dos restantes habrá de aumentar. Así, 
p.e., si queremos tomar un α menor deberemos aceptar que aumente β o bien incrementar el 
tamaño de la muestra n . 
 
 Finalmente, llamaremos estadístico de contraste a una v.a. calculada a partir de las 
observaciones muestrales, la cual se usa conjuntamente con un criterio de decisión 
(establecido a priori) para determinar si hemos de descartar o no la hipótesis nula. 


 
 
 Concepto de p-valor. 


 
Definimos el p-valor como la probabilidad de que, suponiendo cierta H0, el estadístico de 
contraste tome un valor al menos tan extremo como el que se obtiene a partir de las 
observaciones muestrales, i.e., el p-valor es el área de la cola de la distribución (o colas si el 
test es bilateral) definida a partir del estadístico de contraste: 


 
1. El p-valor sólo puede calcularse una vez tomada la muestra, obteniéndose niveles críticos 


distintos para cada muestra.  


2. El p-valor puede interpretarse como un nivel mínimo de significación en el sentido de que 
niveles de significación α , iguales o superiores al p - valor llevarán a rechazar la hipótesis 
nula.  


Por tanto, cuanto menor sea el p - valor mayor es el grado de incompatibilidad de la muestra 
con H0, lo que lleva a rechazar H0.  


3. El cálculo del p-valor no proporciona de modo sistemático una decisión entre H0 y H1.  
 


Esta forma de abordar los tests, nos permite una visión más amplia, por cuanto nos da 
información de para qué niveles de significación puede rechazarse la hipótesis nula, y para 
cuales no se puede. 


 
 Para lo que sigue, tendremos en cuenta la siguiente propiedad: 
 


Supuesto:   X  se distribuye según una normal. 
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Recordatorio TCL:  Si  X se distribuye normalmente  X  también lo hará. En caso contrario, 
necesitaremos tomar un tamaño muestral  n  “grande” (generalmente, n > 30 es suficiente).  


 
 
 Uso del p-valor en los contrastes sobre µ  con  σ conocida   


 
Dada una población X  (que sigue una distribución cualquiera), con media µ  (desconocida) y 
desviación estándar σ  conocida, se trata de contrastar alguno de los tres tests siguientes: 
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Estadístico de contraste:      )1,0(* N
n


xz ≈
−


=
σ


µ
 


 
• Si  H1  contiene “ >”  ⇒  p-valor = P(Z>z*)    


 


• Si  H1  contiene “ <”  ⇒  p-valor = P(Z<z*)     


 


• Si  H1  contiene “ ≠”  ⇒  p-valor = P(Z< -z* ó  Z>z*) = 2  P(Z< z*) 
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P-valor cuando el test es bilateral
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 El p-valor nos proporciona el grado de credibilidad de la hipótesis nula: si el valor de p fuese 
“muy pequeño” (inferior a 0,001), significaría que la hipótesis nula es del todo increíble (en 
base a las observaciones obtenidas), y por tanto la descartaríamos; si el valor de p oscilase 
entre 0,05 y 0,001 significaría que hay fuertes evidencias en contra de la hipótesis nula, por lo 
que la rechazaríamos o no en función del valor que hubiésemos asignado (a priori) a α. 
Finalmente, si el valor de p es “grande” (superior a 0,05), no habría motivos suficientes como 
para descartar la hipótesis nula, por lo que la tomaríamos como cierta. 
 
Criterio de decisión:    Descartaremos H0  si    p-valor  ≤  α   (normalmente α = 0,05). 


En caso contrario aceptaremos H0  (p-valor > α) 
 


Ejemplo utilizando la tabla de la normal. 
 


Un banco quiere analizar si las comisiones que cobra a sus clientes por operaciones en el 
mercado bursátil difieren significativamente de las que cobra la competencia, cuya media es de 
12 euros mensuales con una desviación estándar de 4,3 euros.  
Este banco  toma una muestra de 64 operaciones bursátiles y observa que la comisión promedio 
es de 13,6 euros.  
Contrastar, al nivel de significación del 5%, que este banco no difiere significativamente en el 
cobro de las comisiones por operaciones en la Bolsa con respecto a la competencia. 
 
Sea X = ”Comisiones que se cobran por operaciones en el mercado bursátil” 
Tenemos:  )3,4,(µ≈X  
  
Queremos contrastar:  
 


   
12:
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Es decir, queremos contrastar si µ es 12 euros como la competencia o si por el contrario es 
distinto de esta cantidad. 


      Calculamos el estadístico de contraste, 


98,2
5375,0


6,1


64
3,4


126,1300* ==
−
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n


XX
Z H


X


H


σ
µ
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     Como es un contraste de dos extremos, ahora tenemos que calcular el p-valor correspondiente a    
z*=2,98, es decir el área que hay por debajo de z=-2,98 más el área que hay por encima de z= 
2,98, i.e.,  el área en las dos colas. 


Si observamos la tabla de la distribución normal estándar, podemos comprobar que el área que 
hay a la izquierda de z=-2,98 es 0,0014 y el área que hay a la derecha de 2,98 es también 1-
0,9986=0,0014 por lo que el p-valor= 2*0,0014=0,0028 


Como el p-valor es menor que el nivel de significación, rechazaremos la hipótesis nula a un nivel 
de significación del 5%.  


Por lo tanto existe evidencia estadística de que la comisión promedio que cobra este banco 
difiere significativamente de la competencia. 
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 Uso del p-valor en los contrastes sobre µ  con  σ desconocida   
 


Dada una población X  (que sigue una distribución cualquiera), con media µ y desviación 
estándar σ  desconocidas, se trata de contrastar alguno de los tres tests siguientes: 
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Estadístico de contraste:      )1(* −−≈
−


= nStudentt
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Criterio de decisión:    Descartaremos H0  si    p-valor  ≤  α   (normalmente α = 0,05). 


 
 
Ejemplo utilizando la tabla de la t-student 


 
La directora del departamento de personal de una importante corporación está reclutando un 
gran número de empleados para un puesto en el extranjero. Durante el proceso de selección, 
la administración le pregunta cómo van las cosas, y ella responde que cree que la puntuación 
promedio en la prueba de aptitudes será de aproximadamente 90 puntos. Cuando la 
administración revisa 19 de los resultados de la prueba compilados, encuentra que la 
puntuación media es 83,24 y la desviación estándar de esta puntuación es 11. Si la 
administración desea probar la hipótesis 90:0 =µH  vs 90: ≠µaH al nivel de significación 
del 10%, ¿Cuál es el valor del estadístico de contraste y su p-valor?  


 
90:0 =µH  


90: ≠µaH  
 
 
Suponemos que la población de resultados de todos los candidatos sigue una distribución 
normal . );( σµNX ≈  y entonces la distribución muestral de cada media muestral de cada 
muestra de cada población seguirá también una normal : 
 












≈


n
SNX ;µ   


 


Como no se conocen las desviaciones estándar de las dos poblaciones, tendremos que 
utilizar la distribución de la t-student como distribución del estadístico de contraste . 
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Si calculamos el estadístico t de contraste nos queda: 
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6747,2
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Como los grados de libertad son 18, entonces como tenemos un contraste de dos colas, es 
decir en la hipótesis alternativa aparece el distinto, es decir 90:0 =µH   90:1 ≠µH ; 
entonces el p-valor de t = -2,6747 será la probabilidad de estar por encima de 2,6747 más la 
probabilidad de estar por debajo de t =-2,6747. Cuando no aparece en la tabla de la t-student 
el valor exacto del estadístico del cual se quiere calcular su p-valor, se toma como referencia 
el valor más cercano, en este caso t=-2,5524. Por tanto el p-valor = P(t>2,5524)+P(t<-
2,5524)=0,01+0,01=2*0,01=0,02, porque a la derecha de 2,5524 hay la misma probabilidad 
que a la izquierda de -2,5524 Así que el p-valor de t=-2,6747 será menor a 0,02 porque a 
mayor valor del estadístico menor área por encima como se puede ver en la tabla. 


Cuando los grados de libertad no aparezcan en la tabla de la t-student, se toma los grados de 
libertad más cercanos al cual se quiere tener en cuenta. 


 
Si el contraste hubiese sido de una cola, bien por la derecha o bien por la izquierda, 


90:1 >µH  ó 90:1 <µH , entonces el p–valor del estadístico (supongamos que el 
estadístico es  t = 2,6747)  si el contraste es de cola derecha, es decir (mayor que), sería la 
probabilidad de estar por encima de t = 2,5524 que sería 0,01, por lo que el p-valor de t= 
2,6747 sería menor que 0,01. 


 


Si es por la cola izquierda (es decir menor que), el p-valor del estadístico (supongamos que el 
estadístico vale t= -2,6747) sería la probabilidad de estar por debajo de t = -2,5524 que sería 
0,01, por lo que el p-valor de t= - 2,6747 sería menor que 0,01. 


 


 Uso del p-valor en los contrastes sobre la prob. de éxito p en una binomial   
 


Supongamos que una población X  se distribuye según una binomial con probabilidad de éxito 
p desconocida. A fin de estimar dicho parámetro, tomamos una muestra de tamaño n  y 
definimos la probabilidad muestral de éxito como:  p’ = nº éxitos observados / n . Se tratará 
de contrastar alguno de los tres tests siguientes: 
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Supuesto 1:   La distribución de  X  es aproximadamente normal.  
Recordemos que si  n ≥ 20 , n*p ≥ 5 , y n*(1-p) ≥ 5 , entonces  ( ))1(, pnpnpNX −≈  . 


 
Supuesto 2:   Las n observaciones que constituyen la muestra han sido seleccionadas de 
forma aleatoria e independiente de una población que no ha cambiado durante el muestreo.  


Estadístico de contraste:      )1,0(
)1(


* N


n
pp


ppz ≈
−


−′
=  


 
Criterio de decisión:    Descartaremos H0  si    p-valor  ≤  α   (normalmente α = 0,05). 
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Ejemplo utilizando la tabla de la normal 


 
Un portal e-business sabe que el 60% de todos sus visitantes a la web están interesados en 
adquirir sus productos pero son reacios al comercio electrónico y no realizan finalmente la 
compra vía Internet. Sin embargo, en la dirección del portal se piensa que en el último año, el 
porcentaje de gente que está dispuesta a comprar por Internet ha aumentado y eso se debe 
reflejar en sus resultados empresariales. Contrastar al nivel de significación del 2% si en el 
último año se ha reducido el porcentaje de gente que no está dispuesta a comprar por 
Internet, si para ello se tomó una muestra de 500 visitantes para conocer su opinión y se 
observó que el 55% no estaba dispuesto a realizar compras vía on-line. 
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La distribución del número de visitantes del portal que no están dispuestos a comprar 


vía internet se va a aproximar a una normal debido a que n*p = 500*0,6 = 300 ≥ 5.  
 


Calculamos el estadístico de control estandarizado: 
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Como es un contraste de un extremo, por la izquierda, ahora tenemos que calcular el p-valor 
correspondiente a z*=-2,27 es decir el área que hay bajo la curva a la izquierda de -2,27 en la 
tabla de la normal. Entonces si vamos a la tabla de la normal, podemos ver que el área que 
hay por debajo de z = -2,27 es 0,0116. 


Como el p-valor = 0,0116 es menor que el nivel de significación que es 0,02(2%), entonces  
rechazaremos la hipótesis nula a un nivel de significación del 2%.. 


 
En conclusión existe evidencia estadística que la proporción de visitantes al portal que están 
dispuestos a comprar a través de Internet ha aumentado o dicho de otra manera que el 
porcentaje de visitantes que son reacios a comprar vía on-line ha disminuido.  


 


Casos hipotéticos: 


1. Si el contraste hubiese sido unilateral por la derecha, es decir 6,0>p  y  z= 2,27, 
tendríamos que tener en cuenta el áreas que hay por encima de z=-2,27,, es decir 1-área 
por debajo de z=2,27, es decir 0116,09884,01)27,2(1 =−=<− ZP  


Como el p-valor=0,0116 es menor que el nivel de significación que es 0,02(2%), entonces  
rechazaremos la hipótesis nula a un nivel de significación del 2%. 


En conclusión existe evidencia estadística que la proporción de visitantes al portal que están 
dispuestos a comprar a través de Internet ha disminuido o dicho de otra manera que el 
porcentaje de visitantes que son reacios a comprar vía on-line ha aumentado.  
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2. Si el contraste hubiese sido bilateral, es decir en la alternativa hubiese aparecido 6,0≠p  y 
z = 2,27 el p-valor sería igual a la suma del área por encima de z=2,27 más el área por 
debajo de z = -2,27, es decir 0,0116 dos veces, p-valor = 2*0,0116=0,0232. 


Como el p-valor=0,0232 es mayor que el nivel de significación que es 0,02(2%), entonces  
no rechazaremos la hipótesis nula a un nivel de significación del 2%. 


En conclusión existe evidencia estadística que el porcentaje de visitantes que son reacios a 


comprar vía on-line es del 60%. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 


 
1. Una multinacional desea analizar el sueldo neto por año de sus empleados en las empresas 


situadas en España. Para ello se tomó una muestra de 40 directivos y se obtuvo el salario bruto 
anual de cada uno. En los últimos años se había estimado que el salario medio anual de los 
trabajadores en España era de 18.000 euros, con una desviación estándar de 2.600 euros.  


 


Salarios brutos medios anuales en miles de euros. 


18,2630 


13,2104 


17,8783 


15,2542 


  20,7617 
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22,3734 


18,4742 
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19,1553 


18,2460 
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16,8871 


16,1106 


17,2399 
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17,5765 


14,6103 


19,2611 


16,6708 


21,1429 


18,8906 


17,5592 


20,8730 


16,6488 


12,8947 


 


a) El jefe de personal considera que el sueldo medio anual debe ser menor que 18.000 
euros y quiere contrastar, con un nivel de significación del 0.05, la hipótesis “oficial” 
de que el tiempo medio es de 18.000 euros frente a la hipótesis de que dicha media 
es menor.  


El contraste de hipótesis que estableceremos será H0: µ=18 vs. H1: µ<18 


Seleccionamos Stat > Basic Statistics > 1-Sample  Z: 
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Z-Test 
 
Test of mu = 18.000 vs mu < 18.000 
 
The assumed sigma = 2.60 
 
Variable     N      Mean    StDev   SE Mean        Z          P 
C1          40    18.129    2.474     0.411     0.31       0.62 


 


Dado que el p-valor obtenido 0.62 > 0.05, no descartaremos la hipótesis nula, esto  significa 
que parece razonable considerar que el salario medio bruto anual sea de es de 18.000 euros. 


 


 


b) Igualmente, realiza el mismo contraste que en el apartado a), pero suponiendo ésta 
vez que no conoces la desviación estándar. 


Análogamente, seleccionamos Stat > Basic Statistics > 1-Sample t, obteniendo los siguientes 
resultados: 


 


 


T-Test of the Mean 
 


Test of mu = 18.000 vs mu < 18.000 
 
Variable     N      Mean    StDev   SE Mean        T          P 
C1          40    18.129    2.474     0.391     0.33       0.63 


 


Por tanto, observamos que el p-valor 0.63 > 0.05, lo cual nos indica que no rechazaremos la 
hipótesis nula, es decir, asumiremos como posible la opción de que el salario bruto medio 
anual sea 18.000 euros, ya que no tenemos indicios suficientes para rechazar esta 
posibilidad. 
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2.  El Dpto. de Marketing de una empresa europea quiere analizar la eficacia de su fuerza de ventas. 
Para ello tomó una muestra de 150 comerciales repartidos por sus varias delegaciones en Europa 
y se obtuvo en euros lo que cada comercial ha facturado en los últimos seis meses. Se ha 
comprobado que, hasta ahora, que el volumen facturado por la fuerza de ventas hasta ahora 
seguía una distribución aproximadamente normal de media 165.000 € y desviación típica de 
45.000 €. 


 


 
 


a) Realizar un contraste de hipótesis bilateral sobre la media de la población para un nivel 
de significación α=0,05. 


 
Tomamos como hipótesis nula H0: µ = 165000, siendo la hipótesis alternativa H1: µ ≠ 
165000 


 
Copiamos los datos en una hoja de Minitab y seleccionamos Stat > Basic Statistics > 1-
Sample Z : 
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Z-Test 
 
Test of mu = 165000 vs mu not = 165000 
The assumed sigma = 45000 
 
Variable     N      Mean    StDev   SE Mean        Z          P 
Precio     150    153775    41611      3674    -3.06     0.0023 


 


Observar que el p-valor obtenido es de 0,0023 < 0,05. Esto indica que deberíamos 
rechazar la hipótesis nula. 
Por tanto, concluiremos que hay indicios suficientes para pensar que la facturación 
obtenida por la fuerza de ventas ha variado. 


 


 


b) Realizar un contraste similar al anterior suponiendo que esta vez no conocemos la 
desviación estándar σ. 


 


En este caso, tenemos que utilizar la distribución t-Student, en lugar de la normal debido a 
que la desviación estándar es desconocida. 


 
Seleccionamos Stat > Basic Statistics > 1-Sample t: 
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T-Test of the Mean 
 
Test of mu = 165000 vs mu not = 165000 
 
Variable     N      Mean    StDev   SE Mean        T          P 
Precio     150    153775    41611      3398    -3.30     0.0012 


 


Observar que el p-valor obtenido 0,0012 sigue siendo inferior a 0,05, lo que nos lleva 
nuevamente a rechazar la hipótesis nula.   
Por ello, podemos concluir que efectivamente la facturación obtenida por la fuerza de 
ventas ha variado. 


 


 


 


 


3. Supongamos que trabajamos para un candidato a la alcaldía de nuestra ciudad y nos 
encontramos en plena campaña electoral. Nuestro candidato estima que tiene el apoyo del 
55% de los votantes. Sin embargo, acaban de llegar a nuestra oficina los datos de una 
encuesta reciente en la que sólo 86 de 200 potenciales votantes (seleccionados de forma 
aleatoria) optan por nuestra opción. Nos interesa contrastar, a un nivel de significación del 
0,05, las hipótesis  H0 : p = 0,55  vs.  H1 : p < 0,55 . 


 
Observar que se verifican los supuestos. En particular, el supuesto de normalidad se 


verifica dado que  n = 200 > 20,  np = 200*0,55 > 5,  y  n(1-p) = 200*0,45 > 5. 
 


Realicemos el contraste: 
 


Seleccionamos:    Stat > Basic Statistics > 1 Proportion  : 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
Entramos en el menú  Options  y rellenamos los campos como se muestra en la imagen 
siguiente: 
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Test and Confidence Interval for One Proportion 
 
Test of p = 0,55 vs p < 0,55 
 
Sample      X      N  Sample p        95,0 % CI       Z-Value  P-Value 
1          86    200  0,430000  (0,361387; 0,498613)    -3,41    0,000 


 
A raíz del resultado obtenido  ( p-valor = 0,000 < 0,05 ), concluimos que deberemos descartar la 
hipótesis nula, i.e., los datos obtenidos en la última encuesta sobre intención de voto sugieren 
que el porcentaje de votantes que apoyan nuestra candidatura es inferior al 55%. 


 
De hecho, a partir de las observaciones, podemos afirmar con un nivel de confianza del 95% que 
el porcentaje de votos favorables se sitúa entre un 36% y un 50%. 
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RESUMEN-ESQUEMA SOBRE IC & CH PARA 1 POBLACIÓN________________ 
 


 


 
NP  significa que deberemos usar métodos No Paramétricos  (fuera del contenido del curso) 
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TABLA DE LA t-STUDENT_____________________________________________ 
 


DF 0,400 0,250 0,150 0,100 0,050 0,025 0,010 0,005
1 0,3249 1,0000 1,9626 3,0777 6,3137 12,7062 31,8210 63,6559
2 0,2887 0,8165 1,3862 1,8856 2,9200 4,3027 6,9645 9,9250
3 0,2767 0,7649 1,2498 1,6377 2,3534 3,1824 4,5407 5,8408
4 0,2707 0,7407 1,1896 1,5332 2,1318 2,7765 3,7469 4,6041
5 0,2672 0,7267 1,1558 1,4759 2,0150 2,5706 3,3649 4,0321
6 0,2648 0,7176 1,1342 1,4398 1,9432 2,4469 3,1427 3,7074
7 0,2632 0,7111 1,1192 1,4149 1,8946 2,3646 2,9979 3,4995
8 0,2619 0,7064 1,1081 1,3968 1,8595 2,3060 2,8965 3,3554
9 0,2610 0,7027 1,0997 1,3830 1,8331 2,2622 2,8214 3,2498


10 0,2602 0,6998 1,0931 1,3722 1,8125 2,2281 2,7638 3,1693
11 0,2596 0,6974 1,0877 1,3634 1,7959 2,2010 2,7181 3,1058
12 0,2590 0,6955 1,0832 1,3562 1,7823 2,1788 2,6810 3,0545
13 0,2586 0,6938 1,0795 1,3502 1,7709 2,1604 2,6503 3,0123
14 0,2582 0,6924 1,0763 1,3450 1,7613 2,1448 2,6245 2,9768
15 0,2579 0,6912 1,0735 1,3406 1,7531 2,1315 2,6025 2,9467
16 0,2576 0,6901 1,0711 1,3368 1,7459 2,1199 2,5835 2,9208
17 0,2573 0,6892 1,0690 1,3334 1,7396 2,1098 2,5669 2,8982
18 0,2571 0,6884 1,0672 1,3304 1,7341 2,1009 2,5524 2,8784
19 0,2569 0,6876 1,0655 1,3277 1,7291 2,0930 2,5395 2,8609
20 0,2567 0,6870 1,0640 1,3253 1,7247 2,0860 2,5280 2,8453
21 0,2566 0,6864 1,0627 1,3232 1,7207 2,0796 2,5176 2,8314
22 0,2564 0,6858 1,0614 1,3212 1,7171 2,0739 2,5083 2,8188
23 0,2563 0,6853 1,0603 1,3195 1,7139 2,0687 2,4999 2,8073
24 0,2562 0,6848 1,0593 1,3178 1,7109 2,0639 2,4922 2,7970
25 0,2561 0,6844 1,0584 1,3163 1,7081 2,0595 2,4851 2,7874
26 0,2560 0,6840 1,0575 1,3150 1,7056 2,0555 2,4786 2,7787
27 0,2559 0,6837 1,0567 1,3137 1,7033 2,0518 2,4727 2,7707
28 0,2558 0,6834 1,0560 1,3125 1,7011 2,0484 2,4671 2,7633
29 0,2557 0,6830 1,0553 1,3114 1,6991 2,0452 2,4620 2,7564
30 0,2556 0,6828 1,0547 1,3104 1,6973 2,0423 2,4573 2,7500


35 0,2553 0,6816 1,0520 1,3062 1,6896 2,0301 2,4377 2,7238
40 0,2550 0,6807 1,0500 1,3031 1,6839 2,0211 2,4233 2,7045
45 0,2549 0,6800 1,0485 1,3007 1,6794 2,0141 2,4121 2,6896
50 0,2547 0,6794 1,0473 1,2987 1,6759 2,0086 2,4033 2,6778
60 0,2545 0,6786 1,0455 1,2958 1,6706 2,0003 2,3901 2,6603
70 0,2543 0,6780 1,0442 1,2938 1,6669 1,9944 2,3808 2,6479
80 0,2542 0,6776 1,0432 1,2922 1,6641 1,9901 2,3739 2,6387
90 0,2541 0,6772 1,0424 1,2910 1,6620 1,9867 2,3685 2,6316


100 0,2540 0,6770 1,0418 1,2901 1,6602 1,9840 2,3642 2,6259
120 0,2539 0,6765 1,0409 1,2886 1,6576 1,9799 2,3578 2,6174
150 0,2538 0,6761 1,0400 1,2872 1,6551 1,9759 2,3515 2,6090
200 0,2537 0,6757 1,0391 1,2858 1,6525 1,9719 2,3451 2,6006
300 0,2536 0,6753 1,0382 1,2844 1,6499 1,9679 2,3388 2,5923


1E+09 0,2533 0,6745 1,0364 1,2816 1,6449 1,9600 2,3263 2,5758


VALORES DE P


Esta tabla nos da los valores de  a   
tales que   P[ t(df) ≥ a ] = p 
 
donde  t(df)  sigue una distribución t-Student  
con  df  grados de libertad 
            


a 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


 


En este math-block, se pretende calcular e interpretar aquellos contrastes sobre la diferencia 
de medias y la diferencia de proporciones para dos poblaciones, que permita tomar 
decisiones acerca de qué población hay que tener en cuenta en comparación con la otra.  


 
Además de calcular intervalos de confianza (rango de valores dentro del que se espera 
encontrar un determinado parámetro de la población), se realizará lo que llamaremos prueba 
de hipótesis acerca de una afirmación sobre un parámetro de la población. Para poner de 
manifiesto sus aplicaciones en la vida real, pondremos ejemplos de actividades en el ámbito 
económico-empresarial y en el informático. [2] 
 
Hasta ahora, habíamos utilizado una sóla muestra aleatoria, comparando su media con un 
valor supuesto de la media poblacional, es decir, nos planteábamos si era posible que 
muestra con una media dada pudiera provenir de una población la media propuesta. 


 
En este caso, extenderemos la idea anterior a dos muestras, preguntándonos si las medias 
de ambas son iguales o no, es decir, el planteamiento será razonar si es posible que las dos 
medias muestrales puedan provenir de dos poblaciones idénticas. 


 


 


OBJETIVOS       ________________________ 
 
 


• Entender la diferencia entre muestras independientes y dependientes. 
 
• Realizar los contrastes de diferencia de medias y de proporciones en dos muestras 


independientes. 
 


• Saber interpretar los resultados estadísticos obtenidos. 
 


• Tomar conclusiones de cualquier índole a través de los contrastes de hipótesis de dos 
poblaciones. 


 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Es recomendable haber leído, previamente, el math-block  “Estimación puntual e intervalos de 
confianza” y “Contraste de hipótesis de una población”, así como el manual introductorio a 
Minitab y los ejercicios con Minitab asociados a los math-blocks anteriores. 


 
 
 







  Contraste de hipótesis de dos poblaciones 


Proyecto e-Math          3 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


 Diferencia entre muestras independientes y dependientes 
 
Dos muestras son independientes o dependientes entre sí, en función de si las observaciones 
de las muestras se han obtenido de los mismos individuos u objetos o no.  
 
Si ambas muestras se obtienen de distintos individuos, máquinas, empresas, objetos, etc…no 
hay nada en común en dichas muestras lo que hace que ambas sean “independientes”.  


 
Sin embargo, si las observaciones o valores de ambas muestras se obtienen de los mismos 
individuos, empresas, agentes, etc., diremos que hay algo en común en dichas muestras por 
lo que serán muestras “dependientes” o “no independientes”.  


 
 


Ejemplo: 
 


Supongamos que queremos comparar los beneficios empresariales del sector de la 
construcción entre el año 2001 y el año 2002. Para ello podemos tomar una muestra aleatoria 
formada por 50 empresas constructoras de todo el país y medimos sus beneficios en el año 
2001.  


 
A continuación, para poder comparar los beneficios del sector con el año 2002, se toma otra 
muestra aleatoria distinta con otras 30 empresas constructoras y analizamos sus beneficios 
en el año 2002.  


 
En este caso se trata de muestras “independientes” puesto que las observaciones de ambas 
muestras se toman de distintos individuos, en este caso distintas empresas. 


 
Sin embargo, si en el año 2002 observamos los beneficios de las mismas 50 empresas 
constructoras de la muestra del año 2001, estaríamos por tanto ante muestras 
“dependientes”, o “no independientes”. 
 
Supongamos ahora que, al iniciar el semestre, seleccionamos al azar 30 alumnos 
matriculados en Estadística  y les pasamos un test de conocimientos previos. Al final del 
semestre, seleccionamos otros 30 alumnos al azar y les pasamos un test de conocimientos 
adquiridos durante el curso. En tal caso, consideraríamos ambas muestras como 
independientes. Por el contrario, si el test de conocimientos adquiridos se realizase a los 
mismos 30 alumnos que hicieron el test inicial, entonces hablaríamos de muestras 
dependientes. 
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 Contrastes de hipótesis en muestras dependientes 


 
 
1. Contraste de diferencia de medias en dos muestras dependientes 
 
A las personas que sufren de tensión alta, se les recomienda seguir una dieta libre de sal. 
Queremos realizar un estudio para comprobar si esta dieta es efectivamente ventajosa. Para 
el estudio se estudio una muestra de 8 personas y  se tomó la tensión antes de empezar la 
dieta y dos semanas después. Los resultados obtenidos fueron: 
 
Antes          93     106       87 92 102 95 88 110 
Después     92     102       89      92         101       96         88         105  
 
Denotamos µA y µB a las medias poblacionales de tensión antes y después de empezar la 
dieta, respectivamente. De este modo, el contraste de hipótesis que debemos plantear es:  
 


),(:
:
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H
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µµ
µµ


         (1) 


 
 
Observación:   En el caso que tuviéramos la creencia de que el hacer dieta supone una 
disminución de la presión de 2 puntos entonces el contraste deberíamos plantearlo como: 
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Para realizar el contraste observamos en primer lugar que las muestras de antes, XA, y 
después de la dieta, XB, son dependientes, puesto que se han tomado del mismo individuo.  
 
Para realizar este contraste consideramos la diferencia de ambas muestras: d = XA - XB. 
Denotaremos por µd = µA-µB  y σd a su media y desviación estándar respectivamente. 
Observamos pues que el contraste anterior es equivalente al contraste:  
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 Supuesto:   XA  y  XB  siguen una distribución normal. 
 Observación:   d = XA-XB  ∼  N(µA-µB ,σd) . 


  
El intervalo de confianza, a nivel 1-α,  para  µd  = µA-µB   viene dado por la expresión: 
 


( ) dSntd *2,1 α−±  


 
donde  t(n-1,α/2) es el valor que, en una t-Student con n-1 grados de libertad, deja a su 
derecha un área de α/2 , y   Sd   es la desviación estándar muestral de la v.a. d. 
 
 


El estadístico de contraste para el test   
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dt
d


dµ
 


 
En nuestro ejemplo µo= 0.  
En el caso de la observación donde sospechábamos que la tensión bajaba dos puntos, µo= 2.   


 
Así siguiendo nuestro ejemplo:   1−=d   y  390.2=dS . 


Entonces con un 95% de confianza )1,3(−∈dµ .  
Y el estadístico de contraste es t* = -1.18.  Ahora bien, mirando la tabla de la t (7, 0.05) 
=1.895. De este modo, como t* < -1.18 no tenemos evidencias significativas que realmente 
hacer dieta sea ventajoso.  
 
 
 
 


 Contrastes de hipótesis en muestras independientes 
 
 
1. Contraste de diferencia de medias en dos muestras independientes 
 
Para realizar esta prueba, se requiere de tres suposiciones: 
 


- Las poblaciones muestreadas tienen una distribución normal 
- Las dos muestras son independientes 
- Las desviaciones estándar de ambas poblaciones son iguales 
  


Supongamos que un estadístico de recursos humanos desea analizar si los salarios por hora 
de los obreros semiespecializados son los mismos, mayores o menores en Madrid que en 
Barcelona. Los datos muestrales obtenidos son los siguientes: 
 
 


 
Ciudad 


Salarios medios por 
hora de la muestra 


Desviación estándar 
de la muestra 


Tamaño de la 
muestra 


Madrid 8,95 euros 0,4 euros 200 
Barcelona 9,1 euros 0,6 euros 175 


 
 


Supongamos que la empresa desea probar la hipótesis en el nivel de significación del 5% de 
que (en promedio) no hay diferencia entre los salarios por hora de los trabajadores 
semiespecializados de las dos ciudades.  
 
Llamamos µM y µB a las medias de salarios por hora de los trabajadores de Madrid y de 
Barcelona, respectivamente. Con esta notación el anterior contraste de hipótesis equivale a 
formular:  
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Notamos que en este ejemplo tomaremos el contraste bilateral, es decir, la hipótesis 
alternativa H1 es un “desigual” y no un “mayor que” o “menor que” puesto que no nos dan 
ninguna pista para saber en que lugar realmente creemos que en promedio el salario es 
mayor. Si en el enunciado se detallará que hay sospechas de que en Madrid se cobra un 
salario superior al de Barcelona entonces la hipótesis alternativa se traduciría por µM > µB, y a 
la inversa en caso contrario. 
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Observamos además que tal como hemos tomados las muestras éstas provienen de grupos 
independientes. Realizaremos pues un contraste de hipótesis de muestras 
independientes.  
 
Denotamos:  
  


MX : Media de la muestra de los salarios de Madrid,  
 SM :  Desviación estándar de la muestra de los salarios de Madrid,  
 nM:  :  Número de individuos de la muestra de Madrid. 


BX : Media de la muestra de los salarios de Barcelona,   
SB :  Desviación estándar de la muestra de los salarios de Barcelona,  
 nB  :  Número de individuos de la muestra de Barcelona. 
 
En nuestro ejemplo: MX = 8,95, SM  = 0,4, nM  = 200 y BX = 9,1, SB = 0,6, nB = 175. 
 
 
Bajo el supuesto que los salarios (por hora) se distribuyen mediante una distribución Normal 
tenemos:  












+−≈−


B


B


M


M
BMBM nnNXX


22
, σσµµ  


 
donde σM i σB son las desviaciones poblacionales de los salarios de Madrid y Barcelona, 
respectivamente. 


 


El intervalo de confianza de nivel de confianza ( α−1 ) para  BM µµ −  viene dado por la 
expresión: 
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donde t(min{…},α/2) es el valor que, en una t-Student con los grados de libertad indicados, 
deja a su derecha un área de α/2, y SM, SB  son las desviaciones estándar de las muestras. 
 
 
 
El estadístico de contraste para el test junto a su distribución es: 
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La expresión 0
)( HBM µµ −


 es el valor de la diferencia bajo la hipótesis nula. En nuestro 
ejemplo 0:0 =− BMH µµ  por lo tanto 


0
)( HBM µµ − =0. 


 
Observación 1: 
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En algunos casos lo que nos interesa es discutir si el promedio de las muestras difieren 
significativamente o no en un número k. Por ejemplo si en el enunciado del ejemplo anterior 
nos expusieran lo siguiente: 
 
“Por cuestiones de impuestos sabemos que en Madrid los salarios son 1Euro por hora más 
que en Madrid, pero sospechamos que son más de un euro” 


De este modo, el contraste de hipótesis se traduce formalmente como: 
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Para contrastar esta hipótesis utilizamos el mismo estadístico t* pero en este caso 


0
)( HBM µµ − =1.  


 
 
Sigamos con nuestro ejemplo . Si calculamos t*: 
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Entonces como min(199,174) = 174, para 174 grados de libertad, si vamos a la tabla de la t-
student a los grados de libertad más cercanos, 150, podemos ver que el área que hay por 
debajo de t* = -2,83, será menor que 0,005 que es el área por debajo del valor t = -2,609 por 
tanto el p-valor, si el contraste es unilateral, será menor que 2*0,005 = 0,01. 


 


Como el p-valor es menor que el nivel de significación, si cogemos el 5%, por tanto 
rechazaremos la hipótesis nula y por tanto existe evidencia estadística de que sí existen 
diferencias significativas en los salarios de los trabajadores semiespecializados en las dos 
ciudades. 


 


Si el contraste hubiera sido unilateral por la derecha o por la izquierda, es decir, en la 
hipótesis alternativa, hubiera aparecido > ó <, entonces el p-valor de t=-2,83 sería menor que 
0,005 y habría que compararlo con el nivel de significación para rechazar o no la hipótesis 
nula. 
 
 
 
 
 
 
 


Ejemplo:  


En el campo de la informática, se hace un experimento en el que se miden las velocidades de 
los Pentium frente a los correspondientes AMD. Los resultados obtenidos son los siguientes:    
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Contrastar la hipótesis de que la velocidad media es la misma para ambos procesadores. 
Nivel de significación del 1%. 


 


Solución 1: 
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Estamos en el caso de dos muestras independientes de 50 elementos para cada una de 
ellas.  El intervalo de confianza para la diferencia de medias viene dado por: 


{ }( ) )
B


B


M


M
BMBM n


S
n


SnntXX
22


2,1,1min)( +−−±− α  


en nuestro caso, tenemos una t-student con 60 grados de libertad con 
005.02/01.02/ ==α , quedaría: 


61
26


61
356603.2)100110( +±−  


66.210 ±  


El intervalo de confianza para la diferencia de medias al 99% es  (7.34 , 12.66). 


Como el intervalo no contiene el valor 0, rechazamos que las medias de los Pentium y los 
AMD sean iguales. 


 


Solución 2: 


Podemos realizar un contraste de  hipótesis para contestar la cuestión de forma directa. 
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El estadístico del contraste es: 10
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El p-valor será la probabilidad de que en una distribución t-student con 60 grados de 
libertad obtengamos un valor superior a 10 o inferior a -10.  El p-valor en este ejercicio es 
prácticamente 0. Podemos rechazar la hipótesis nula a cualquier nivel de significación  ya 
que la probabilidad de equivocarnos al rechazar es prácticamente cero. 


 
 
 
 
 
 


2. Contraste de diferencia de proporciones en dos muestras independientes. 
 
Supongamos que con fines de la declaración del impuesto IRPF, el Ayuntamiento de una 
determinada ciudad ha estado utilizando dos métodos para listar propiedades. El primero 
requiere que el dueño de la propiedad aparezca en persona ante el recabador de la 
información; y el segundo método permite que el propietario envíe por correo una declaración 
fiscal con la información requerida. El Alcalde de la ciudad considera que el método en el cual 
se requiere la presencia de la persona produce menor errores que el otro. Autoriza la 
realización de un examen de 100 listas hechas con el primer método, donde el 71% no tiene 
errores y de 90 listas tomadas de los datos llegados por correo, donde el 64,4% no tiene 
errores. 
 
El Ayuntamiento desea probar, al nivel de significación del 5%, si existe diferencia entre la 
información recogida entre los dos métodos. 
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En este caso queremos contrastar si hay diferencias o no entre las proporciones de errores 
en el método en el que se requiere presencia respecto a las que no se requiere presencia. Si 
llamamos PA a la proporción de errores (poblacionales) cometidos con el método que se 
requiere presencia y PB a la proporción de errores cometidos con el método sin presencia, el 
contraste anterior es equivalente a formular: 
 







><≠
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)  ó  bien  (o   :
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0


BA
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PPH
PPH


 


 
Las muestras en este caso son independientes. Este hecho es fundamental para que se 
cumplan los resultados que damos a continuación.   
 
Denotamos:  
XA: número de errores al realizar nA pruebas en el método en el que se requiere presencia 
(poblacional). 
XB: número de errores al realizar nB pruebas en el método en el que NO se requiere 
presencia (poblacional). 
 
Y definimos las proporciones de cada muestra como: pA = XA /nA, y  pB = XB / nB.        
 
En el ejemplo nos dan una realización de pA y pB al coger un par de muestras de la población. 
Estos valores son p’A=0,71 y p’B=0,644. 
 
Para muestras suficientemente grandes (nA , nB >30) se puede demostrar que: 
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Sabemos que:  XA ≈ B(nA, PA ) y XB ≈ B(nB, PB ) 
 
Ahora bien, para muestras grandes (recordamos n ≥ 20 , n*p ≥ 5 , y n*(1-p) ≥ 5) ambas se 
aproximan a una normal:  
   ( ) ( ))1(,)1(, BBBBBBAAAAAA PPnPnNXyPPnPnNX −≈−≈  . 
 
Con lo cual este resultado junto a la definición de pA y pB obtenemos el resultado anterior. 


 
El intervalo de confianza, a nivel 1-α,  para  pA-pB   viene dado por la expresión: 
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donde  z(α/2) es el valor que, en una normal estándar, deja a su derecha un área de α/2 . 
 


El estadístico de contraste para el test será:  
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Podemos escoger diferentes versiones del valor p’p.  (consultar lieteratura para ver 


opciones). Una posible buena aproximación que utilizamos en los ejemplos que siguen 


es 
BA


BBAA
p nn


pnpnp
+
+


=
'''  la cual es la estimación de la porción completa de éxitos de las 


poblaciones combinadas.   


 De este modo para discutir el contraste en nuestro ejemplo calculamos:  
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El último paso será calcular el p-valor de z = 0,9729. Como el contraste es bilateral por 
las dos colas, debemos buscar el área que hay por encima de z = 0,9729 y el área que 
hay por debajo de  z = - 0,9729 que será, p-valor = 2 * 0,1660=0,332, porque el área por 
debajo de z = 0,9729 es 1-0,8340, mientras el área por debajo de z = - 0,9729 es 0,1660. 


 


Como el p-valor es 0,332 que es mayor que el nivel de significación del 5%, no 
rechazaremos la hipótesis nula, por lo tanto existe evidencia estadística de que los dos 
métodos de recogida de información sobre las propiedades de esta ciudad son 
igualmente fiables. 


 
 
 
 
 
 


En el siguiente enlace: http://fltbw2.rug.ac.be/iloapp/Applets/Ap6b.html ,  podemos encontrar 
una representación gráfica de este concepto de Contraste de hipótesis para dos muestras. 
Obtendremos un gráfico similar al siguiente, donde podemos modificar los datos de entrada 
y observar las variaciones resultantes : 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 


 
 


1. Contraste de diferencia de medias de dos muestras dependientes 
 


Hemos pedido a 10 personas que evalúen, en base a unos criterios preestablecidos, la 
calidad y usabilidad de un determinado software informático. Las puntuaciones varían entre 
un mínimo de 0 y un máximo de 15. Pasados tres meses, las mismas 10 personas repiten el 
proceso de evaluación. Los resultados obtenidos, que introduciremos en las columnas C1 y 
C2, son los siguientes: 
 


     Persona  EV_1   EV_2 
 
   1   13,2   14,0 
   2    8,2    8,8 
   3   10,9   11,2 
   4   14,3   14,2 
   5   10,7   11,8 
   6    6,6    6,4 
   7    9,5    9,8 
   8   10,8   11,3 
   9    8,8    9,3 
  10   13,3   13,6 


 
 
Nuestro objetivo es doble: por un lado, pretendemos calcular un intervalo de confianza, a 
nivel del 95%, para µA-µB  ; por otro, contrastar las hipótesis:  H0 : µA-µB  = 0   vs.  µA-µB  ≠ 0 . 


 
En primer lugar, comprobaremos el supuesto de que las poblaciones siguen una distribución 
aproximadamente normal: 
 
 Seleccionamos:  Stat > Basic Statistics > Normality Test : 


 
 Completamos la ventana siguiente con cada una de las variables a estudiar: 
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En los gráficos resultantes se observa que no hay indicios para dudar de que se cumple el 
supuesto de normalidad ya que los puntos se encuentran muy próximos a las respectivas 
rectas. 
 
Además, los gráficos nos proporcionan también el p-valor asociado al test de normalidad de 
Anderson-Darling, siendo dicho p-valor suficientemente grande en ambos casos como para 
no descartar la hipótesis nula de este contraste: que los datos siguen una distribución normal. 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 


Av erage: 10,629
StDev : 2,45121
N: 10


Anderson-Darling Normality  Test
A-Squared: 0,227
P-Value:   0,748
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Pasamos pues a realizar las inferencias ya comentadas sobre µA-µB  : 


 
Seleccionamos:  Stat > Basic Statistics > Paired t : 


 
Completamos la ventana principal y la de opciones como se muestra en las imágenes: 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Av erage: 11,04
StDev : 2,51847
N: 10


Anderson-Darling Normality  Test
A-Squared: 0,236
P-Value:   0,715
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Paired T-Test and Confidence Interval 
 
Paired T for EV_1 - EV_2 
 
                  N      Mean     StDev   SE Mean 
EV_1             10    10,629     2,451     0,775 
EV_2             10    11,040     2,518     0,796 
Difference       10    -0,411     0,387     0,122 
 
95% CI for mean difference: (-0,688; -0,134) 
T-Test of mean difference = 0 (vs not = 0): T-Value = -3,36  P-Value = 0,008 


 
 
Los resultados obtenidos nos dicen que, en base a las observaciones registradas, hay una 
probabilidad de 0,95 de que  µA-µB    sea un valor del intervalo (-0,688 , -0,134). Además, con 
un p-valor de 0,008 también podemos afirmar que hay indicios suficientes como para 
descartar la hipótesis nula. Por tanto, parece sensato pensar que las dos medias 
poblacionales son distintas. Notar que esta conclusión es coherente con que el valor 0 no 
esté incluido en el intervalo de confianza hallado para la diferencia de ambas medias. 
 


 
2. Contraste de diferencia de medias en dos muestras independientes 


 
• Una agencia de valores desea analizar qué éxito han tenido sus nuevos comerciales 


en la obtención de nuevos clientes para la intermediación bursátil. Para ello, se 
tomaron dos muestras de 8 comerciales hombres y 8 comerciales mujeres donde se 
observó la cantidad de nuevas cuentas conseguidas por cada comercial (hombre o 
mujer) en el primer mes de trabajo. 


 


Comerciales hombre 93 106 87 92 102 95 88 110 


Comerciales mujer  92 102 89 92 101 96 88 105 


 


Primero, insertamos los valores anteriores en el espacio de trabajo del Minitab: 
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a) Construir una nueva columna con las diferencias entre C1 y C2. Hallar el intervalo de 
confianza a nivel del 95% para la media de dichas diferencias. 


 


Seleccionamos Calc > Calculator : 
 


 
 


Así generamos una nueva columna formada por la diferencia entre los valores registrados.  
Seleccionamos ahora Stat > Basic Statistics > 1-Sample t : 
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T Confidence Intervals 


 


Variable     N      Mean    StDev  SE Mean       95.0 % CI 


C4           8    1,000    2,390    0,845    (  -1,000 ;   3,000) 


 


 


De este resultado deducimos que en el 95% de los casos la diferencia de nuevos clientes 
conseguidos entre comerciales hombres y mujeres estará entre –1 y 3, es decir,  un máximo 
de 3 nuevos clientes.  
  


 


b) Realizar un contraste de hipótesis, a un nivel de significación α=0,05, para determinar si las 
dos medias muestrales son significativamente diferentes. 


 
Planteamos el siguiente contraste de hipótesis bilateral aprovechando la columna de 
diferencias anterior: 


 


H0 : µA = µB; 
H1 : µA ≠ µB; 
 
De donde, 
 
H0 : µB-A = µB - µA = 0 ; 
H1 : µB-A = µB - µA ≠ 0; 


 


 


 


Seleccionamos Stat > Basic Statistics > 1-Sample t : 







  Contraste de hipótesis de dos poblaciones 


Proyecto e-Math          17 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


 
 


Obteniendo el siguiente resultado: 


 
T-Test of the Mean 
 
Test of mu = 0.000 vs mu not = 0.000 
 
Variable     N      Mean    StDev   SE Mean     T          P 
C4           8      1,000   2,390   0,845      1,18       0,28 


 


Observar que el p-valor obtenido 0,28 es mucho mayor que 0,05 por lo cual no hay indicios 
suficientes para rechazar la hipótesis nula. Esto quiere decir que las dos medias no son 
significativamente diferentes.  


 


De ello se deduce que la productividad en la captación de nuevos clientes no depende de si 
el comercial es hombre o mujer en el primer mes de trabajo. 
 


• Supongamos  que disponemos los datos sobre las calificaciones obtenidas por dos 
grupos de estudiantes de Estadística de la UOC. 


  
      


Grupo 1 Grupo 2 
5 6.25 


7.5 5.75 
6 5 


2.5 4.75 
8 8 
9 9 
7 7.5 
6 8 
4 9 


3.75 10 
9  
10  


8.25  
9  
6  
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a) Calcular la un intervalo de confianza para cada una de las dos poblaciones al nivel de  
confianza del 95%. Comentar los resultados. 


 
Para calcular un intervalo de confianza debemos usar las opciones Stat > Basic Statistic > 
1-Sample t, pues no tenemos información acerca de la varianza de la población. 


 


 
 
 


     Variable     N      Mean    StDev  SE Mean       95,0 % CI 
     Grupo1      15     6,733    2,229    0,576  (   5,499;   7,968) 
     Grupo2      10     7,325    1,807    0,571  (   6,032;   8,618) 


 
Si nos fijamos en los dos intervalos de confianza, estos se solapan. Esto implica que si 
estamos interesados en comparar las medias de ambas poblaciones, estas media pertenecen 
a intervalos con parte en comun, lo cual hace pensar que estas medias poblacionales, es 
decir, las medias del grupo1 y del grupo2 pueden ser iguales. En el siguiente apartado 
veremos si tras contrastar la hipótesis de igualdad de medias podemos concluir lo mismo. 
 
 
b) Calcular un intervalo de confianza para la diferencia de medias. Utilizando este intervalo 


contrastar la hipótesis de que la medias en los dos grupos no difieren. 
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Two sample T for Grupo1 vs Grupo2 
 
N      Mean     StDev   SE Mean 
Grupo1  15      6,73      2,23      0,58 
Grupo2  10      7,33      1,81      0,57 
 
95% CI for mu Grupo1 - mu Grupo2: ( -2,34;  1,16) 
T-Test mu Grupo1 = mu Grupo2 (vs not =): T = -0,70  P = 0,49  DF = 23 
Both use Pooled StDev = 2,07 
 


 
 


 
 


Two sample T for Grupo1 vs Grupo2 
 
N      Mean     StDev   SE Mean 
Grupo1  15      6,73      2,23      0,58 
Grupo2  10      7,33      1,81      0,57 
 
95% CI for mu Grupo1 - mu Grupo2: ( -2,28;  1,09) 
T-Test mu Grupo1 = mu Grupo2 (vs not =): T = -0,73  P = 0,47  DF = 21 
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c) Que error de equivocarnos, si concluimos que hay diferencias entre las poblaciones, 
deberíamos estar dispuestos a asumir. 


 
Si observamos por ejemplo el caso en el cual consideramos las varianzas iguales en las dos 
poblaciones, el error de equivocarnos al rechazar la hipótesis de igualdad de medias es de 
0,47.  Este error es muy alto, por lo que debemos concluir que no podemos rechazar la 
hipótesis nula de igualdad de medias. 


 
 


d) Comentar y contrastar las hipótesis que hemos asumido para poder realizar el 
experimento de comparar las dos muestras.  


 
Las hipótesis que hemos utilizado para poder realizar el ejercicio son: 
 


- Las dos muestran provienen de unas poblaciones normales. 
- En el caso de suponer que las varianzas son iguales, estamos suponiendo que 


las dos distribuciones normales de las dos poblaciones tienen la misma varianza. 
 
Para comprobar la primera hipótesis, la de la normalidad, podemos realizar un test de 
Normalidad , y ver si nuestros datos provienen de una distribución normal. 


 
Para el caso de la primera muestra: 
 
Seleccionar Stat > Basic Statistic > Normality Test  : 
 
 


 
 
 


obteniendo el siguiente contraste: 
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Average: 6,73333
StDev: 2,22900
N: 15


Kolmogorov-Smirnov Normality Test
D+: 0,090  D-: 0,115  D : 0,115
Approximate P-Value > 0.15
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El p-valor del contraste es >0,15. Por lo tanto no podemos rechazar la hipótesis de que los 
datos provengan de una distribución normal. 
 
 
Para la segunda muestra obtendríamos los siguientes resultados: 
 


Approximate P-Value > 0.15
D+: 0,124  D-: 0,139  D : 0,139


Kolmogorov-Smirnov Normality Test


N: 10
StDev: 1,80682
Average: 7,325
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También obtenemos un valor superior a 0,15.  
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3. Contraste de diferencia de proporciones en dos muestras independientes 
 
 


• De 2.000 empresas muestreadas aleatoriamente en el año 2002, 58 tenían alguna 
anomalía en sus cuentas auditadas en EE.UU. mientras que en 2000, de otra 
muestra de 2.500 empresas, 61 tenían algún error en la contabilización de sus 
cuentas. , ¿la proporción de empresas con algún error en sus cuentas auditadas en 
2002, fue significativamente distinta que la proporción de ellas en el año 2000? 


 
Para realizar el contraste, vamos a calcular un intervalo de confianza para la diferencia de 
proporciones de empresas con algún error en sus cuentas de los dos años para poder 
comprobar si la diferencia entre los dos años es significativa o no. 
 
Seleccionamos:  Stat > Basic Statistics > 2 Proportions  y completamos la ventana 
principal y la de opciones como sigue: 
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Sample      X      N  Sample p 
1          58   2000  0,029000 
2          61   2500  0,024400 
 
Estimate for p(1) - p(2):  0,0046 
95% CI for p(1) - p(2):  (-0,00492175; 0,0141217) 
Test for p(1) - p(2) = 0 (vs not = 0):  Z = 0,96  P-Value = 0,339 
 


 
 


El intervalo de confianza para la diferencia de proporciones, a nivel del 95%, está entre -
0,0049 y 0,0141. Esto parece apuntar a que el porcentaje de empresas que tiene alguna 
anomalía en sus cuentas contables no es significativamente diferente en los dos años. 
 
El estadístico de contraste es z = 0,96 cuyo p-valor es 0,339 que al ser menor que el nivel 
de significación del 5%, el p-valor resulta coherente con la impresión anterior, por lo que no 
rechazaremos la hipótesis nula. 
 


 
• En un anuncio publicitario de discos duros para ordenador, el fabricante asegura que 


sus precios son más económicos y que el porcentaje de sus discos defectuosos es 
igual al de la competencia. Para contrastar esta última afirmación hemos tomado dos 
muestras aleatorias, cada una de ellas compuesta por 150 unidades. Los resultados 
obtenidos se muestran en la tabla siguiente: 


 
 


 
 
 


Es inmediato comprobar que se cumplen los supuestos para este caso, por lo que 
pasaremos a calcular un intervalo de confianza del 95% para la diferencia entre 
proporciones y a realizar el correspondiente test de hipótesis: 
 
Seleccionamos: Stat > Basic Statistics > 2 Proportions : 
 
Completamos la ventana principal y la de opciones como sigue: 
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El intervalo de confianza para la diferencia de proporciones, a nivel del 95%, tiene por 
extremos los valores positivos 0,003 y 0,117 (observar que no contiene el valor 0, aunque por 
muy poco). Esto parece apuntar a que el porcentaje de defectos en los discos del anunciante 
es significativamente superior al porcentaje de la competencia. Para un nivel de significación 
del 0,05, el p-valor resulta coherente con la impresión anterior, por lo que resulta sensato 
rebatir la afirmación del anunciante (si bien las cosas cambiarían si tomásemos α = 0,01). 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


Este math-block pretende introducir al concepto de distribución de probabilidad como el rango 
de sucesos susceptibles de ocurrir al realizar un determinado experimento (cuán probable es 
que ocurra un determinado suceso perteneciente a un experimento concreto).  
 
Así, veremos cómo aplicar esta idea a los tipos de distribución más utilizadas como son la 
Distribución Binomial, la Distribución de Poisson y la Distribución Normal. 
 
También veremos cómo utillizar estas distribuciones de probabilidad en casos prácticos 
resueltos con Minitab. 
 


  


  


OBJETIVOS       ________________________ 
 


 


• Definir los términos distribución de probabilidad y variable aleatoria 


• Distinguir entre distribuciones de probabilidad discretas y continuas 


• Calcular la media, varianza y desviación estándar de una distribución de probabilidad  
 


• Describir las características de la distribución Binomial y entender su aplicación en casos 
prácticos 


 
• Describir las características de la distribución de Poisson y entender su aplicación en casos 


prácticos 
 


• Describir las características de la distribución normal y entender su aplicación en casos 
prácticos 


 
• Utilizar la distribución normal para aproximar la distribución de probabilidad Binomial 


 


 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Sería conveniente tener presente el math-block  “Estadística Descriptiva con Minitab” para 
tener asimilados los conceptos básicos referentes a los parámetros estadísticos 
fundamentales, así como el documento asociado al uso del Minitab. 
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


 Definición de variable aleatoria (v.a.): Corresponde al valor resultante de un 
determinado experimento.  
 
Por ejemplo, si contamos el número de empleados ausentes en un determinado turno de 
trabajo, el resultado podría ser 0, 1, 2, ...., este número de ausencias es la variable aleatoria. 


  
Distinguiremos entre variables aleatorias discretas y continuas.  
 
Diremos que una variable aleatoria es discreta cuando sólo puede tomar un número contable 
de valores. Estos valores no necesariamente han de ser enteros, pero sí han de tener valores 
claramente definidos.  
Serían v.a. discretas, p.e., X1 = “nº de hermanos de cada uno de nuestros amigos”, o X2 = 
“nota, con una cifra decimal, obtenida en un examen por cada alumno de un aula”.  
 
 
Por el contrario, una v.a. continua es aquella que puede tomar cualquier valor dentro de un 
intervalo real.  
Serían v.a. continuas, p.e., X3 = “altura, en cm., de los jugadores de un equipo de baloncesto” 
(1.9, 1.92, 1.923,...), o X4 = “distancia entre dos ciudades”. 


 
 


 Definición de distribución de probabilidad: Es aquella que permite calcular todos los 
resultados probables de ocurrir de un experimento determinado, así como la probabilidad de 
ocurrencias de estos resultados. [2] 
 
Las características más importantes a tener en cuenta en una distribución de probabilidad 
son: 
 


- La probabilidad de un resultado específico está entre cero y uno. 
- La suma de las probabilidades de todos los resultados mutuamente 


excluyentes es 1. 
 


 
 Definición de función de distribución de probabilidad: La función de probabilidad de 


una variable  aleatoria es la probabilidad acumulada hasta un valor determinado de la 
variable. Dada una variable aleatoria X, diremos que   F(a) es la función de distribución tal 
que:   


F(a) = P(X≤a) 
 


La función de distribución de probabilidad cumple  0 ≤ F(x) ≤ 1. 
 
 
En el caso de las variables discretas la función de probabilidad se asocia con la función  de 
probabilidad, función que da la probabilidad de cada posible valor que toma la variable. 
 
En el caso de las continuas como estas pueden tomar infinitos valores en un intervalo su 
función de probabilidad viene definida como la probabilidad a intervalos de valores. De 
hecho, la probabilidad de que la variable tome un determinado valor es nula. Las variables 
aleatorias continuas se caracterizan por una función denominada función de densidad. 


 
 Definición de función de probabilidad para una variable aleatoria discreta: Dada 


una variable aleatoria discreta X, diremos que  f(xi) es la función de probabilidad que asocia 
a cada valor xi de la variable su probabilidad, i.e., f(xi) = P(X=xi). 
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De este modo: F(a) = P(X≤a) es igual a la suma de todos los P(X=xi) tales que xi son 
menores que a. 
  


 
 Definición de función de densidad para una variable aleatoria continua: Dada 


una variable aleatoria continua X la función de densidad f(x) asociada a una variable 
aleatoria continua X caracteriza la función de distribución de probabilidad de X donde: 


∫
∞−


=≤=
a


dxxfaXPaF )()()(  


  
 La media, la varianza y la desviación estándar. 


Como sabemos, la media nos da información acerca de la tendencia central de los datos y la 
varianza describe la dispersión de éstos. 
 
A la media de la distribución la denotaremos por µ , y a la desviación estándar por σ. 
 
La media es el valor promedio ponderado en el que los valores posibles de la variable 
aleatoria se ponderan según las probabilidades correspondientes de ocurrencia, también se 
denomina valor esperado E(X).  
Para una variable aleatoria discreta: 


[ ]∑== )()( xxPXEµ  
donde P(x) es la probabilidad de valores posibles de la variable aleatoria x. Es decir, se 
multiplica cada valor de x por la probabilidad de que ocurra, y luego se suman estos 
productos. 
Para una variable aleatoria continua: 


[ ] ∫
+∞


∞−


== dxxfxXE )(µ  


 
La varianza  describirá la dispersión de la distribución. 
Para una variable aleatoria discreta: 


 
[ ]∑ −= )()( 22 xPx µσ  


Para una variable aleatoria continua: 


∫
+∞


∞−


= dxxfx )(22σ  


Óbviamente, la desviación estándar σ  la calcularemos al extraer la raíz cuadrada de la 
varianza. 
 


 
 
 


 La distribución Binomial. 
Consideremos una variable aleatoria X que da el número de éxitos que aparecen al repetir  n 
veces de forma independiente un experimento en idénticas condiciones. En esta situación 
diremos que X sigue una distribución Binomial.  
 
Ejemplos: 
 X= número de huevos defectuosos en un paquete de 12. 
 Y= número de 2 al tirar 10 veces un dado. 
 
Las características principales de este modelo de distribución son:  


 
1. Repetir n pruebas independientes unas de otras. 
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2. Para cada una de las pruebas sólo pueden darse dos resultados: éxito o fracaso 


 
3. La probabilidad de éxito en cada prueba es de p. 
 


En tales condiciones, diremos que la v.a. X = “nº de éxitos en las n pruebas” sigue una 
distribución Binomial de parámetros n y p, y lo escribiremos como  X ∼ B(n,p) .  
 
Observamos que la v.a. X sólo puede tomar los valores 0, 1, 2, 3, … , n siendo por tanto una 
v.a. discreta. 
 
Así pues, las funciones de probabilidad y de distribución de una distribución binomial son 
las siguientes: 
 


xnx pp
x
n


xXPxf −−









=== )1()()(          para x=0,1,2,3….n 


donde    
)!(!


!
xnx


n
x
n


−
=











  y 


∑
=


==≤=
n


i


iXPxXPxF
0


)()()(  


 
 


De la misma manera, la media y la desviación estándar de una distribución binomial son: 
 


 pn*=µ   , )1(** ppn −=σ  
 
La distribución de Bernoulli es un caso particular de la binomial cuando n=1 . 
 
 
Veamos unos ejemplos que muestran cómo aplicar la distribución Binomial: 
 


 
Ejemplos: 


 
1. Una empresa industrial que fabrica componentes mecánicos para aviones dispone de 


dos distribuidores por Europa, uno situado en Francia y otro en Alemania. Ambos 
tienen el 20% de posibilidades de cerrar un pedido con un consorcio industrial de 
farbicación de aviones. 
 
Si el distribuidor francés contacta con 5 consorcios: 


 
a) ¿Cuál es la probabilidad de que el distribuidor francés consiga a lo sumo 2 acuerdos 


de distribución? 
 


Sea X=”Número de acuerdos de distribución del distribuidor francés a 5 consorcios” 
 
p = probabilidad de éxito = P(cerrar un acuerdo) = 0,2 
n = número de clientes = 5 
 
X sigue una distribución Binomial, X ∼ B(5 , 0,2) 


 
 
Nuestro objetivo es calcular  P(X < = 2).  


 
                                     P(X<=2) = P(X=2)+P(X=1)+P(X=0)=0,94208 
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                          Por su parte,  


32768.0)2.01(2.0
)!05(!0


!5)0( 50 =−⋅
−


==XP  


 


4096,0)2.01(2.0
)!15(!1


!5)1( 41 =−⋅
−


==XP  


 


2048.0)2.01(2.0
)!25(!2


!5)2( 32 =−⋅
−


==XP  


    
Por lo tanto la probabilidad de que el distribuidor francés cierre a lo sumo dos 
acuerdos es igual a 0,94208                            


 
b) ¿Cuál sería el número medio esperado de acuerdos que conseguiría cerrar el 


distribuidor francés? 
 


Para calcular cual será el número medio esperado de acuerdos de distribución 
más probable que cierre el distribuidor calculamos la media de una distribución 
binomial que nos da el número medio de éxitos, en este caso sería, n*p= 5*0,2=1. 
Por lo tanto el número medio esperado de acuerdos logrados por el distribuidor 
francés será de 1.  
 


2. El presidente de una compañía planea contactar con otras 18 compañías en busca 
de nuevos socios para su negocio. Sus analistas han estimado que la probabilidad de 
que una firma contactada al azar acepte incorporarse como socio es de 0,6. ¿Cuál es 
la probabilidad de que acabe reclutando 5 o más socios de entre las 18 compañías 
contactadas? ¿Cuál es el número medio esperado de socios que se incorporarán al 
proyecto? 


 
 


Sabemos que X ∼ B(18, 0.6).  Nos piden hallar P(X>=5).  
 
P(X>=5) = 1-P(X<5)=1- P(X=4)-P(X=3)-P(X=2)-P(X=1)-P(X=0)= 1-0,00127=0,9987 


Ya que,   0000000687.0)6.01(6.0
)!018(!0


!18)0( 180 =−⋅
−


==XP  


00000185.0)6.01(6.0
)!118(!1


!18)1( 171 =−⋅
−


==XP  


 


0000236.0)6.01(6.0
)!218(!2


!18)2( 162 =−⋅
−


==XP  


 


000189.0)6.01(6.0
)!318(!3


!18)3( 153 =−⋅
−


==XP  


 


           00106.0)6.01(6.0
)!418(!4


!18)4( 144 =−⋅
−


==XP  


 
Por tanto, P(X>=5) = 0.9987128, así pues la probabilidad de que se incorporen al 
proyecto más de cinco socios es de 0,9987. 
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Para calcular cual será el número de socios medio esperado que se incorpore al 
proyecto calculamos la media de una distribución Binomial que nos da el número 
medio de éxitos, en este caso sería, n*p= 18*0,6=10,8 que redondeando sería 11. 
Por tanto, el número medio esperado de socios que se incorporen al proyecto 
será de 11.  


 
 


Ejemplos con Minitab: 
 


1. Supongamos que X es una variable aleatoria (v.a.) que sigue una distribución 
binomial de parámetros n = 4  y  p = 0,85.  


 
 


Veamos cómo podemos calcular la función de probabilidad de esta v.a.: 
 


En primer lugar, en la columna C1 colocaremos los posibles valores que esta v.a. 
puede tomar, i.e., 0, 1, 2, 3 y 4.  
 
Seleccionamos  Calc > Probability Distributions > Binomial y completamos los 
campos como se indica en la imagen inferior: 


   


 
 
 
 


Probability Density Function 
 
Binomial with n = 4 and p = 0,850000 
 
x      P( X = x) 
0,00        0,0005 
1,00        0,0115 
2,00        0,0975 
3,00        0,3685 
4,00        0,5220 


 
Análogamente, el siguiente ejemplo nos muestra cómo calcular la función de distribución: 


 
2. Supongamos que X sigue una distribución Binomial de n=20 y cuya probabilidad de 


éxito es 0.3333, es decir X ∼ B(20 , 0,3333). 
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Queremos calcular la probabilidad de que X tome un valor menor o igual a 11, i.e., 
P(X<=11): 
 
Seleccionamos  Calc > Probability Distributions > Binomial y completamos los 
campos como se indica en la imagen inferior: 


 


 
 


                El resultado es el siguiente: 
 


Cumulative Distribution Function 
 
Binomial with n = 20 and p = 0,333300 
 
x     P( X <= x) 
11,00        0,9870 


 
Por tanto, P(X<=11)=0.9870 


 
Veamos un ejemplo de cómo aplicar la función de distribución inversa: 


 
 


3. Sea  X ∼ B(5,0,4). En esta ocasión, queremos saber cuál será el valor c de X  tal que 
P(X≤c) = 0,913 : 


 
Seleccionar  Calc > Probability Distributions > Binomial  y completamos los campos 
como se indica en la imagen inferior: 
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El output que obtenemos nos dice que c = 3 es el valor que deja a su izquierda el 
91,3% de la distribución de X . 


 
Inverse Cumulative Distribution Function 
 
Binomial with n = 5 and p = 0,400000 
 
x     P( X <= x)              x     P( X <= x) 
3        0,9130               4        0,9898 


 
Por último, aplicaremos todo lo anterior a un caso real: 
 


4. La compañía aérea “Viajar” ofrece, entre otros,  10 vuelos diarios de Barcelona a 
Madrid. Se ha estudiado, que la probabilidad de que alguno de ellos se retrase es de 
0.25. 
¿Cuál es la probabilidad de que hoy no haya ningún vuelo que se retrase? ¿y la 
probabilidad de que no se retrasen más de dos vuelos? 


 
Sea X = “número de vuelos retrasados” y sabemos que X∼B(10,0.25) 


 
Para calcular cuál es la probabilidad de que no haya ningún vuelo que se retrase, 
seleccionamos  Calc > Probability Distributions > Binomial.  


       
El resultado es el siguiente: 


 
Probability Density Function 
 
Binomial with n = 10 and p = 0.250000 
 
x      P( X = x) 
0.00        0.0563 


 
 


Por tanto, P(X=0) = 0.056, es decir, la probabilidad de que hoy no se retrase ninguno 
de los 10 vuelos es muy baja, aprox. 0.056  


 
Ahora, para calcular la probabilidad de que no se retrasen más de dos vuelos, es 
decir, P(X<=2), seleccionaremos Calc > Probability Distributions > Binomial, y 
activaremos la opción de Cumulative Probability, obteniendo el siguiente resultado: 
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Cumulative Distribution Function 
 
Binomial with n = 10 and p = 0.250000 
 
x     P( X <= x) 
2.00        0.5256 


 
 


Por tanto, la probabilidad de que menos de 2 vuelos se retrasen es de 
aproximadamente el 0.53. 


  
 
 


 La distribución de Poisson 
 


Consideremos X una variable que da el número de individuos que presentan una cierta 
característica por unidad de tiempo, volumen, superficie,… Entonces diremos que X sigue 
una distribución de Poisson. 
 
Ejemplos: 
 X= Número de coches que cruzan un cruce en una hora.  
 Y= Número de enfermos de Sida por año y por Comunidad Autónoma. 
 
La función de probabilidad de la distribución de Poisson es: 


 
!


)(
x
exP
x λλ −


=          para x=0,1,2,3,…. 


donde λ es el número medio de ocurrencias durante un intervalo específico de tiempo, 
superficie, .. e es la constante exponencial y x es el número de ocurrencias (éxitos). 
 
Observamos de la expresión de la función de probabilidad que el parámetro λ caracteriza las 
variables con distribuciónde Poisson.  
Otra característica de la Poisson es que su media es igual a su varianza y ambas son igual al 
parámetro λ: 


λµ =   , λσ =  
 
Observamos además que una variable con distribución Poisson toma infinitos valores, 0,1,… 
Ahora bien, las probabilidades van disminuyendo cada vez más rápidamente cuando el valor 
es alto, haciéndose prácticamente nulas a partir de un valor. Por esto muchas veces la 
distribución de Poisson también se la llama distribución de los sucesos “raros” o poco 
probables. 
 
Aproximación de la Binomial a la Poisson. 
Una distribución Binomial con una probabilidad de éxito p muy pequeña y n grande se 
aproxima a una distribución de Poisson con λ= n*p. 
Algunas referencias utilizan esta aproximación cuando n>30 y p>0.1 y/o np<5. 


 
Veamos un ejemplo que muestra cómo aplicar la distribución de Poisson haciendo uso de 
Minitab: 


 
 
Ejemplo con Minitab: 


 
Siguiendo con el ejemplo anterior, supongamos que tomamos una muestra aleatoria de 1000 
vuelos y observamos que se perdieron 240 maletas. Esto indica que el número medio de 
maletas perdidas por vuelo es 0.24. 
Si el número de maletas perdidas por vuelo sigue una distribución de Poisson de media 0.24, 
¿cuál es la probabilidad de no perder ninguna maleta? 
 
Sea X = ”número de maletas perdidas” y sabemos que X ∼ Po(0.24) 
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Seleccionamos Calc > Probability Distributions > Poisson y obtenemos: 
 
 
Probability Density Function 
 
Poisson with mu = 0.240000 
 
x      P( X = x) 
0.00        0.7866 
 
Por tanto, se espera que aproximadamente el 79% de los vuelos no tengan ningún problema 
con la pérdida de equipaje. 


 
 


 La distribución normal 
 


La distribución normal es la distribución de probabilidad continua más importante. Multitud de 
variables aleatorias continuas siguen una distribución normal o aproximadamente normal.  
Una de sus características más importantes es que cualquier distribución de probabilidad, 
tanto discreta como continua, se puede aproximar por una normal bajo ciertas condiciones. 


 
La distribución de probabilidad normal y la curva normal que la representa, tienen las 
siguientes características: 


 
- La curva normal tiene forma de campana y un solo pico en el centro de la distribución. De 


esta manera, la media aritmética, la mediana y la moda de la distribución son iguales y se 
localizan en el pico. Así, la mitad del área bajo la curva se encuentra a la derecha de este 
punto central y la otra mitad está a la izquierda de dicho punto. 


 
- La distribución de probabilidad normal es simétrica alrededor de su media.  


 
- La curva normal desciende suavemente en ambas direcciones a partir del valor central. 


Es asintótica, lo que quiere decir que la curva se acerca cada vez más al eje X pero 
jamás llega a tocarlo. Es decir, las “colas” de la curva se extienden de manera indefinida 
en ambas direcciones. 


    
 


 
Para indicar que una variable aleatoria (v.a.) sigue una distribución normal de media µ y 
desviación estándar σ   usaremos la expresión:  X ∼ N(µ,σ). 


 
 


La curva normal es simétrica 


colas


media=mediana=moda 
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La probabilidad de que una variable aleatoria (v.a.) X  tome un valor determinado entre dos 


números reales a y b coincide con el área encerrada por la función 
πσ


σ
µ


2
)(


2


2
1  








 −


−


=


x


exf  


(función de densidad de probabilidad) entre los puntos a y b,  es decir :  


P(a≤X≤b) = ∫
b


a
dxxf )(   


 
Como hemos comentado anteriormente, observar que: 


 
- La distribución normal es simétrica respecto de su media µ . 


- El área total encerrada por f(x) vale 1, i.e.: ∫
+∞


∞−
=+∞<<−∞= 1)()( XPdxxf  . 


- Al ser X v.a. continua, P(X=a) = ∫
a


a
dxxf )( = 0 , ∀ a∈R   ⇒   P(X≤a) = P(X<a) . 


 
 


 
La distribución normal estándar: 


 
Se observó que no existe una sola distribución de probabilidad normal, sino una “familia” de 
ellas. Como sabemos, cada una de las distribuciones puede tener una media (µ) o una 
desviación estándar distinta (σ). Por tanto, el número de distribuciones normales es ilimitado 
y sería imposible proporcionar una tabla de probabilidades para cada combinación de µ yσ. 
 
Para resolver este problema, se utiliza un solo “miembro” de la familia de distribuciones 
normales, aquella cuya media es 0 y desviación estándar 1 que es la que se conoce como 
distribución estándar normal, de forma que todas las distribuciones normales pueden 
convertirse a la estándar, restando la media de cada observación y dividiendo por la 
desviación estándar. 
 
Primero, convertiremos la distribución real en una distribución normal estándar utilizando un 
valor llamado Z, o estadístico Z que será la distancia entre un valor seleccionado, designado 
X, y la media µ, dividida por la desviación estándar σ. 
 


Formalmente, si  X ∼ N(µ,σ) , entonces la v.a. 
σ


µ−
=
XZ  se distribuye según una normal 


de media 0 y desviación estándar 1, i.e.:  Z ∼ N(0,1) , que es la distribución llamada normal 
estándar o tipificada. 
 
De esta manera, un valor Z mide la distancia entre un valor especificado de X y la media 
aritmética, en las unidades de la desviación estándar. Al determinar el valor Z utilizando la 
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expresión anterior, es posible encontrar el área de probabilidad bajo cualquier curva normal 
haciendo referencia a la distribución normal estándar en las tablas correspondientes. 
 
Así pues, para averiguar el área encerrada bajo la curva utilizaremos la tabla que 
encontraremos al final de este apartado. Dicha tabla nos proporciona la probabilidad de que 
la v.a. normal estándar Z tome un valor situado a la izquierda de un número c, i.e.: P(Z<c). En 
otras palabras, esta tabla nos da el valor del área encerrada por f(x) entre -∞ y c. 


 
 
Distribución muestral de la media de las muestras:  
 
Consistiría en una distribución de probabilidad de todas las medias posibles de las muestras 
de un tamaño de muestra dado. 


 
Así pues, dada una población (a la cual representaremos por la v.a. X ), podemos extraer de 
la misma k muestras, cada una de ellas de tamaño n. Para cada una de las k muestras 
podemos calcular un estadístico, p.e., la media de las n observaciones que la componen.  
 
Así tendremos un total de k nuevos valores  kixi ,...,1, =   . Podemos asociar estos valores 


a una nueva  v.a.  X  , cuya distribución llamaremos distribución muestral. 
 
 Una de las propiedades más importantes es la siguiente: 
 


Teorema (Distribución de las Medias Muestrales):    
 
Sea X una v.a. cualquiera de media µ  y desviación típica σ , entonces: 


 
o Si consideramos todas las muestras aleatorias posibles, cada una de ellas de 


tamaño n, se cumplirá que µµ =x   y  
nx


σσ =  . 


 
o Además, si  X sigue una distribución normal, X  también será normal. 


 
 


Teorema Central del Límite: 
 
Sea X una v.a. cualquiera de media µ  y desviación típica σ , entonces: 


 
Si el tamaño muestral n es “suficientemente grande” (en la práctica suele valer n>30), la 
distribución de las medias muestrales se aproxima a la de una normal, i.e.: 


 












≈


n
NX σµ,  


 
La importancia del TCL radica en que sea cuál sea la distribución de la población original 
(v.a. X), conforme el tamaño de las muestras ( n )  aumenta, la distribución de las medias se 
va aproximando a la de una normal  (de la cual conocemos muchas propiedades). 
Así, si la población tiene una distribución de probabilidad normal, entonces, para cualquier 
tamaño de muestra la distribución del muestreode la media también tendrá una distribución 
normal. Si la distribución de la población es simétrica (pero no normal), se verá que surge la 
forma normal como lo establece el TCL aún con muestras de al menos 30 para observar las  
características de normalidad. 


 
Aproximación de la Binomial a la distribución Normal. 
(una aplicación del teorema Central del límite) 
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Si  ),( pnBX ≈   y  el nº de pruebas n es “muy grande” (en la práctica es suficiente 
con verificar: n*p≥5 y n*(1-p)≥5 ), entonces podemos aproximar la distribución binomial 
anterior a una normal, en concreto:  ( ))1(**,* ppnpnNX −≈  . Esta aproximación 
será tanto mejor cuanto mayor sea n. 
 
Hay que tener en cuenta que, antes de aplicar la distribución normal, es necesario 
asegurarse de que la distribución que queremos aproximar es, efectivamente, binomial.  


 
Para ello, hay que comprobar: 
 
- Que un experimento sólo puede tener dos resultados posibles y mutuamente 


excluyentes: un “éxito” y un “fracaso”. 
 
- La distribución es consecuencia de contar el número de éxitos de un número fijo de 


pruebas. 
 


- Cada prueba es independiente. 
 


- La probabilidad, p, permanece igual de una prueba a la siguiente. 
 
 


En el caso de una v.a. discreta, tiene sentido preguntarse por la probabilidad de que ésta 
tome un determinado valor. Sin embargo, si consideramos que la v.a. X es continua, 
entonces P(X=a) = 0, ∀ a∈R.  Por este motivo tendremos que aplicar el llamado factor de 
corrección por continuidad que veremos a continuación, es decir, en el caso anterior 
calcularemos P(a-0,5<X<a+0,5).  
 


 
            Ejemplos: 
 


1. El PER de una acción que cotiza en bolsa indica el número de veces que su 
precio es mayor que el beneficio por acción y este ratio es uno de los más 
importantes que utilizan habitualmente los inversores. Supongamos que tenemos 
la población de todos los PER   que tiene una media de 10,5 y una desviación 
estándar de 4,5. ¿Cuál es la probabilidad de que, en una muestra de 40 acciones, 
el PER medio sea menor que 9? 


 
Por el teorema del Límite central, como n=40 y es mayor que 30 podemos afirmar 
que la distribución muestral de la media de los PER se aproximará a una 
distribución normal. 


( ) ( ) 0174,011,2


40
5,4


5,109)9(9  →−<=




















−


≤
−


=<=< TABLASZP
n


XPXPXP σ
µ   


Por lo tanto existe una probabilidad del 1,74% de que la media de los PER de la 
muestra sea menor que 9. 


          
 


2. El Presidente de una multinacional de telecomunicaciones, está preocupado por el 
número de teléfonos móviles producidos por su empresa que tienen algún defecto. 
En promedio,  110 teléfonos al día son devueltos por este problema, con una 
desviación estándar de 64. El presidente de esta empresa ha decidido que a 
menos que pueda estar un 80% seguro de que, en promedio, no se devolverán 
más de 120 teléfonos al día durante lo siguientes 48 días, ordenará una 
reorganización general del proceso productivo. ¿se ordenará el reajuste decidido 
por el Presidente? 
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Para que se ordene la reorganización del proceso productivo, la probabilidad d 
que la media de teléfonos devueltos al día durante os próximos 48 días sea menor 
que 0,8. Entonces debemos calcular la probabilidad de que la media no se mayor 
que 120,  


)120( ≤XP  


( ) ( ) 8599,08599,008,1
48


64
110120)120(120 = →≤=






















−


≤
−


=≤=≤ TABLASZP
n


XPXPXP σ
µ


 
 


Por lo tanto existe una probabilidad de 0,8599 de que no de devuelva en promedio 
más de 120 teléfonos al día durante los próximos 48 días, por lo que como esta 
probabilidad es mayor que 0,8, no habrá reajuste del proceso productivo 
comentado por el Presidente.  


           
3. El director de Recursos Humanos de una empresa, desea estudiar el nivel de 


precisión de las 70 secretarías de su compañía. Anteriormente, el número diario de 
errores de procesamiento de palabras cometido por cada secretaria había sido 
aproximadamente normal con un promedio de 18 y una desviación estándar de 4. El 
director de Recursos Humanos inspecciona actualmente a 15 secretarias elegidas 
aleatoriamente. ¿Cuál es la probabilidad de que el número promedio de errores por 
secretaria sea mayor de 20? 


 


( ) ( )


0262,09738,01


94,11


15
4


18201)20(120


=− →


≤−=




















−


≤
−


−=≤−=>


TABLAS


ZP


n


X
PXPXP


σ
µ


 


 
Por lo tanto existe una probabilidad de 0,0262 de que el número medio de errores por 
secretaria sea mayor que 20. 


 
            Ejemplo con minitab: 
 


Según viene publicado en una prestigiosa revista de economía, el salario semanal medio de 
los profesores  universitarios europeos es de 406,15 €. Se estima además que la desviación 
estándar de dichos salarios es de 55,50 €. Supongamos ahora que pretendemos tomar una 
muestra aleatoria de 100 profesores para estudiar sus salarios. Calcular las siguientes 
probabilidades referentes a la media de dicha muestra: 


 
1.    La probabilidad de que la media de la muestra sea menor de 400 €. 


 
En primer lugar, observar lo siguiente: como n = 100 >> 30, por el Teorema Central del 
Límite tendremos que la distribución de las medias muestrales X  se podrá aproximar 
por una normal con media 406,15 y desviación estándar 5,50.  
 
Hemos de hallar )400( <XP  : 


 
Seleccionamos:  Calc > Probability Distributions > Normal :  
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Cumulative Distribution Function 
 
Normal with mean = 406,150 and standard deviation = 5,55000 
 
         x     P( X <= x) 
  400,0000        0,1339 


 
Por lo tanto existe una probabilidad del  13;39 % de que el salario medio se menor de 
400. 


 
 


2.    La probabilidad de que la media de la muestra esté entre 400 y 410 € . 
 


Sabemos que )400()410()410400( <−<=<< XPXPXP  . La segunda de éstas 
probabilidades ya la hemos calculado en el apartado anterior.  
 
Para calcular la primera se razona análogamente, obteniendo que: 


 
 


Cumulative Distribution Function 
 
Normal with mean = 406,150 and standard deviation = 5,55000 
 
         x     P( X <= x) 
  410,0000        0,7561 


 
Por tanto, tendremos:  0,6222)400()410()410400( =<−<=<< XPXPXP  


 
3.   La probabilidad de que la media de la muestra sea mayor de 415 € . 
 


En este caso, )415(1)415( <−=> XPXP . Hemos de calcular pues esta última 
probabilidad, lo cual haremos de forma análoga a los apartados anteriores.  
 
Obtendremos lo siguiente: 


 
 


Cumulative Distribution Function 
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Normal with mean = 406,150 and standard deviation = 5,55000 
 
         x     P( X <= x) 
  415,0000        0,9446 


 
Por consiguiente, 0,0554)415(1)415( =<−=> XPXP  


 
4.   Hallar el valor del salario medio  c  tal que 95,0)( =< cXP  . 
 


Seleccionamos nuevamente:  Calc > Probability Distributions > Normal , pero ahora 
elegiremos la opción Inverse Cumulative Probability , con lo que obtendremos :  


 
 


Inverse Cumulative Distribution Function 
 
Normal with mean = 406,150 and standard deviation = 5,55000 
 
 P( X <= x)          x    
    0,9500      415,2789 


 


 


NOTA.- En la siguiente dirección: http://huizen.dds.nl/~berrie/ encontraréis algunos vídeos 
que ilustran las distintas distribuciones que se han descrito en este apartado. 
 
 


CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 


 
1) Una compañía de seguros tiene una cartera de 2.000 pólizas que cubren la asistencia 


psicológica en caso de accidente. La empresa estima que este siniestro tiene una probabilidad 
de ocurrencia del 2 por mil en un año, y un coste medio de 100000 u.m. por siniestro. 
Calcular: 
 
a) La probabilidad de afrontar más de 3 siniestros en el año. 


 
Sea X=”Número de siniestros” 
Como el número de pruebas es muy grande y la probabilidad de éxito es muy 
pequeña, vemos que X sigue una distribución de Poisson, donde µ=2000.2/1000, 
es decir, X∼Po(4) 


 
Para calcular la probabilidad de P(X>3), seleccionamos Calc > Probability 
Distributions > Poisson: 
 
  
Cumulative Distribution Function 
 
Poisson with mu = 4.00000 
 
         x     P( X <= x) 
      3.00        0.4335 
 
Por tanto, P(X>3) = 1 - P(X<3) = 1- 0.433 = 0.567 
 
 


b) La reserva que ha guardado la compañía para los siniestros del año, nos asegura que 
tiene una probabilidad del 99,2% de poder afrontar todos los siniestros que ocurran. 
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En este caso, queremos calcular el número máximo de siniestros para poder 
cubrir los gastos que ellos suponen. 
  
Para ello, seleccionamos Calc > Probability Distributions > Poisson y rellenamos 
como sigue: 
 
 
Inverse Cumulative Distribution Function 
 
Poisson with mu = 4.00000 
 
         x     P( X <= x)              x     P( X <= x) 
         9        0.9919              10        0.9972 
 
 
Por tanto, la empresa habrá dotado una reserva para afrontar un máximo de 9 
siniestros, ya que, a un coste de 100.000 u.m. supondrá 900.000 u.m. 
  


 
 
 
 
 
 
 
 
 


2) En un estudio reciente se demostró que el 64% de catalanes, con estudios universitarios 
acabados, hacen uso de internet a diario en su trabajo. Si seleccionamos una muestra de 60 
catalanes con estas características: 


 
 


a) ¿Cuál es la probabillidad de que 32 o más sean usuarios de internet? 
 


Definimos X=”Catalanes con estudios universitarios usuarios de internet”.  
 
Observamos que X ∼ B(60,0.64) 


 
Como n*p= 60 * 0.64 = 38.40 >> 5, y n*p*(1-p) = 60 * 0.64 * 0.36 = 13.82 , podemos 
aproximar la distribución binomial a una distribución normal  N(38.40, 3.72). 


 
Por tanto, seleccionamos Calc > Probability Distributions > Normal: 
 
 
Cumulative Distribution Function 
 
Normal with mean = 38.4000 and standard deviation = 3.72000 
 
         x     P( X <= x) 
   32.0000        0.0427 
 
 
P(X>=32) = 1 – P(X<32) = 1 - 0.0427 = 0.9678  


 
 


b) ¿Y cuál es la probabilidad de que más de 32 y menos de 44 hagan uso de internet? 
 


Queremos calcular P(32<X<44) = P(X<44) – P(X<32) = 0.9339 – 0.0427= 0.8912 
 
Seleccionamos  Calc > Probability Distributions > Normal: 
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Cumulative Distribution Function 
 
Normal with mean = 38.4000 and standard deviation = 3.72000 
 
         x     P( X <= x) 
   44.0000        0.9339 
 


 
 
 


c) Si queremos conseguir que un porcentaje de un 90%, ¿qué número de usuarios 
necesitaríamos? 


 
Seleccionamos Calc > Probability Distributions > Normal: 


 
Inverse Cumulative Distribution Function 
 
Normal with mean = 38.4000 and standard deviation = 3.72000 
 
 P( X <= x)          x    
    0.9000       43.1674 


  
Así, pues, haría falta unos 43 catalanes para llegar al porcentaje del 90%  


 
 


 
 


3) Supongamos que en una población, sólo el 47% de los habitantes son favorables a las gestiones 
municipales realizadas por la alcaldía. Se selecciona aleatoriamente una muestra de 100 
personas y se les pasa un cuestionario, de manera independiente a cada una. 


 
a) ¿Cuál es la probabilidad de que, en la muestra, aparezcan exactamente 47 personas 


favorables al Ayuntamiento? 


 
Sea X=”Número de personas favorables al Ayuntamiento ” 


 
Además, X seguirá una distribución binomial con n=100 y cuya probabilidad de éxito 
será 0.47, es decir, X ∼ B(100,0.47) 


 
Para calcular P(X=47), seleccionaremos Calc > Probability Distribution > Binomial: 
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Y obtenemos.... 
 


Probability Density Function 
 
Binomial with n = 100 and p = 0.470000 
 
         x      P( X = x) 
     47.00        0.0797 


 
La probabilidad de que haya exactamente 47 personas que estén a favor del alcalde 
es 0.08, es decir, el 8% 
 
 


 
b) ¿Cuál es la probabilidad de que entre 45 y 50 personas (incluidos estos valores), se 


muestren a favor de las gestiones del Ayuntamiento? 


 
Queremos calcular P(45<=X<=50), es decir, P(X<=50)-P(X<=45) 
 
 
 
 
 
Para ello, seleccionamos Calc > Probability Distributions > Binomial, activando la 
opción Cumulative Probability: 
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Cumulative Distribution Function 
 
Binomial with n = 100 and p = 0.470000 
 
         x     P( X <= x) 
     45.00        0.3827 


 
Razonamos análogamente para P(X<=50), obteniendo: 


 
Cumulative Distribution Function 
 
Binomial with n = 100 and p = 0.470000 
 
         x     P( X <= x) 
     50.00        0.7587 


 
OJO!! También tenemos que calcular el valor para P(X=45), ya que            
P(X>=45)=1-P(X<45): 


 
 


Probability Density Function 
 
Binomial with n = 100 and p = 0.470000 
 
         x      P( X = x) 
     45.00        0.0738 


 
P(45<=X<=50) = P(X<=50) - P(X<45) = 0.7587 – 0.3827 + 0.0738 = 0.4498 
 
Así pues, la probabillidad de que entre 45 y 50 personas se muestren a favor de las 
gestiones del Ayuntamiento es aproximadamente de 0.45   
 
 
 
 
 
 
 


c) ¿Es probable que en la muestra, si está bien escogida, puedan salir una mayoría de 
personas favorables al alcalde? 
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Para calcular la probabilidad de que, en una muestra de 100 personas, la mayoría 
esté a favor del alcalde, calcularemos P(X>50). 
Para ello, seleccionamos Calc > Probability Distributions > Binomial, y activamos la 
opción  Cumulative Probability: 


 


 
  


Cumulative Distribution Function 
Binomial with n = 100 and p = 0.470000 
 
         x     P( X <= x) 
     50.00        0.7587 


 
 
 
 


Por tanto, P(X>50) = 1 - P(X<=50) = 1 - 0.7587 = 0.2413 
Así pues, el porcentaje esperado de que la mayoría de las personas de la muestra 
estén a favor del alcalde es el 24%. 


 
 


d) Si hacemos la predicción “a la muestra saldrán entre 45 y 50 personas favorables”, 
¿cuál es el riesgo de equivocarnos? 


 
Como hemos visto en el apartado b),  existe una probabilidad de 0.45 de que entre 45 
y 50 personas sean favorables al Ayuntamiento, por tanto, el riesgo de equivocarnos 
sería: 


 
1 - P(45<=X<=50)= 0.55 


 
e) Si el ayuntamiento pretende hacer una previsión a partir de la muestra diciendo: “La 


mayoría de votantes estarán a nuestro favor”, ¿qué riesgo tiene esta predicción? 


 
Análogamente, en el apartado c), hemos visto que existe una probabilidad de 0.24 de 
que la mayoría de los encuestados estén a favor de las gestiones del ayuntamiento, 
por tanto, el riesgo de esta predicción por parte del ayuntamiento seria 0.76 
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f) ¿Qué previsión podemos hacer para poder decir “el número habitual de  personas 
favorables a la gestión municipal que saldran en la muestra...”, si queremos asumir 
un riesgo máximo de 0.2 ? 


 
Queremos calcular c, tal que,  P(X<c)=0.2 
 
Seleccionamos Calc > Probability Distributions > Binomial y activamos Inverse 
Cumulative Probability: 
 


 
 
 


Inverse Cumulative Distribution Function 
 
Binomial with n = 100 and p = 0.470000 
 
         x     P( X <= x)              x     P( X <= x) 
        42        0.1838              43        0.2420 


 
Por tanto, el número habitual de personas que aparecerán en la muestra favorables a 
la gestión municipal es aproximadamente de 42. 
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En infinidad de ocasiones nos encontraremos con una serie de datos u observaciones que hemos 
obtenido al analizar una variable aleatoria de patrón desconocido. Esto ocurrirá, por ejemplo, al 
registrar los tiempos transcurridos entre llamadas sucesivas a un call-center, al registrar los 
tiempos de fallo de un determinado dispositivo, al contabilizar el número de páginas web distintas 
que un internauta visita hasta llegar a una que le proporciona la información deseada, etc. 
 
En tales casos, resulta fundamental intentar identificar un patrón conocido (distribución de 
probabilidad) que nos ayude a explicar el comportamiento de la variable aleatoria. Es lo que se 
conoce como ajuste de los datos mediante una distribución teórica conocida. Si se logra ajustar 
los datos por alguna de estas distribuciones, podremos usar las características de ésta para 
realizar análisis más profundos (inferencia) sobre la población de la cual proviene la muestra o 
conjunto de observaciones, o incluso para simular algún fenómeno cuyo comportamiento venga 
descrito por una o varias variables aleatorias (como los mencionados anteriormente). 


Tests de normalidad (Minitab) 


Ajuste de datos mediante 
una distribución teórica 


Ajuste mediante una 
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OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Aprender, con ayuda de Minitab, a ajustar observaciones procedentes de una v.a. continua 
mediante alguna distribución teórica conocida.. 


 
• Entender los experimentos multinomiales y los tests Chi-Cuadrado para contrastar la 


bondad del ajuste. 
  


• Ser capaz de analizar, con ayuda de Minitab, la posible normalidad de un conjunto de datos. 
 
 
 
 
CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 


 
Este math-block supone que el lector está familiarizado con el software estadístico Minitab, así 
como con conceptos básicos de estadística descriptiva e inferencial (distribuciones de 
probabilidad, contraste de hipótesis, etc.). 


 
 
 
 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES Y CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE____ 


 
 


Introducción al ajuste de datos mediante una distribución teórica 
 


Cuando se dispone de un conjunto de observaciones, pertenecientes a una determinada 
variable aleatoria T de distribución desconocida, lo primero que conviene hacer es tratar de 
identificar alguna distribución teórica por la cual se puedan ajustar bien dichas observaciones. 
En otras palabras, se trataría de comprobar si dichas observaciones se distribuyen según un 
patrón conocido (según una normal, una binomial, etc.), pues ello nos simplificaría el análisis 
descriptivo de los datos, así como la realización de inferencias sobre la población.  


 
En muchas ocasiones será posible identificar la distribución que mejor se aproxima a las 
observaciones mediante el uso de gráficos de probabilidad. Este tipo de gráficos muestran 
la función de distribución (f.d.) linealizada de una distribución teórica junto con una nube de 
puntos que representan estimaciones (no paramétricas) puntuales de la f.d. de T. 
Evidentemente, cuanto más se aproxime la nube de puntos a la recta que aparece en el 
gráfico, tanto mejor será el ajuste. 


 
Si se lograse aproximar la distribución de T mediante alguna distribución teórica conocida, 
sería posible usar esta última para representar gráficamente estimaciones de la función de 
distribución y/o de la función de densidad (f.d.p.) asociada a las observaciones. En tales 
casos, se habla de descripción paramétrica de la variable T (porque hemos logrado 
identificar la distribución –y los parámetros asociados- que describen correctamente el 
comportamiento de la variable aleatoria analizada). 
 
En este capítulo se hará uso del programa estadístico Minitab para identificar y describir 
gráficamente la distribución que mejor se ajuste a un conjunto de observaciones que 
usaremos como ejemplo. Las posibles distribuciones de ajuste son:  la normal, la log-normal 
(base e), la Weibull, la de valores extremos, la exponencial, la logística y la log-logística.  
. 
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Gráficos de probabilidad 
 
Al representar gráficamente las funciones de distribución (f.d.) de las diferentes distribuciones 
teóricas, se obtienen curvas muy similares, la mayoría de las cuales resultan difíciles de ser 
identificadas a simple vista. Es por ello que se utilizan los gráficos de probabilidad, los 
cuales hacen uso de escalas especiales en los ejes, de manera que al representar la f.d. ésta 
tenga forma lineal. 
 
El primer paso será pues encontrar la transformación adecuada para T y F(T) de modo que al 
representar T vs. F(T) se obtenga una función lineal.  
 
 
Ejemplo (linealización de una Weibull):  La f.d. asociada a una distribución Weibull de dos 
parámetros viene dada por la expresión: 
 


F(t) = 1 – exp{-(t/α)β}     con      α, β > 0 
  
Esta función puede ser linealizada (i.e., puesta de la forma: y = a + bx) como sigue: 
 


F(t) = 1 – exp{-(t/α)β} ⇒ ln(1-F(t)) = ln(exp{-(t/α)β}) ⇒ ln(1-F(t)) = -(t/α)β ⇒ 
 


⇒ ln(-ln(1-F(t))) = β⋅ln(t/α) ⇒ ln(ln(1-F(t))-1) = β⋅ln(t) - β⋅ln(α) 
 


Tomando ahora: 
 


y = ln(ln(1-F(t))-1)       y          x = ln(t) 
 


la f.d. puede rescribirse en forma lineal como: 
 


y = β⋅x - β⋅ln(α) 
 


A continuación se representa gráficamente la f.d. de una Weibull (con escala = 10 y forma = 
4) y su versión linealizada: 


 
Escala (alpha)  = 10 WEIBULL 
Forma (beta) = 4  


    


t F(t) x = ln(t) y = ln(ln(1-F(t))-1) 
1 0,00 0,00 -9,2 
2 0,00 0,69 -6,4 
3 0,01 1,10 -4,8 
4 0,03 1,39 -3,7 
5 0,06 1,61 -2,8 
6 0,12 1,79 -2,0 
7 0,21 1,95 -1,4 
8 0,34 2,08 -0,9 
9 0,48 2,20 -0,4 
10 0,63 2,30 0,0 
11 0,77 2,40 0,4 
12 0,87 2,48 0,7 
13 0,94 2,56 1,0 
14 0,98 2,64 1,3 
15 0,99 2,71 1,6 
16 1,00 2,77 1,9 
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f.d. Weibull, escala = 10 forma = 4
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Una vez conocidas las transformaciones que permiten linealizar la f.d. asociada a una 
distribución, es posible construir una plantilla especial (con los ejes graduados de forma 
adecuada) sobre la cual representar una nube de puntos que contenga cada uno de los tiempos 
de fallo observados (eje x) junto con el valor (estimado) de la f.d. asociado a dicha observación 
(eje y). 
 
Para cada punto (xj,yj), el valor xj vendrá dado por la j-ésima observación tj (instante en que se ha 
producido el fallo j-ésimo). Más complicado será hallar el valor de la coordenada yj, la cual 
representará el valor estimado de F(tj). Es usual estimar dicho valor mediante los llamados 
rangos medianos, los cuales se pueden calcular, en el caso de la distribución Weibull con 
observaciones completas (sin censura), mediante la ecuación que se muestra a continuación. 
  


F(tj) ≈ rango mediano j-ésimo = ( 1 + F(0,5; m,n) ⋅(n – j + 1) / j )-1 
 
donde:  
 


F(0,5; m,n) es la mediana de una F-Snedecor con m = 2(n – j + 1)  y  n = 2j  grados de 
libertad, j es el orden del fallo, y n es el tamaño muestral. 


 
Como se verá en el apartado siguiente, los programas estadísticos actuales (como Minitab) son 
capaces de realizar los cálculos anteriores, automatizando así el proceso de construcción de 
estos gráficos de probabilidad. 


 
Cuando se tengan ya representados todos los puntos (x,y) asociados a las observaciones, se 
deberá hallar la recta de regresión asociada, la cual corresponderá a la f.d. de la distribución 
elegida cuyos parámetros mejor se ajusten a las observaciones. Para ver si las observaciones 
pueden aproximarse bien por dicha distribución, habrá que analizar (gráficamente o mediante el 
estadístico Anderson-Darling) si los puntos representados se encuentran suficientemente 
próximos a la recta, prestando especial atención a los valores de los extremos. 
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Ajuste de datos pertenecientes a una v.a. continua con Minitab 
 


Como hemos comentado, las últimas versiones de Minitab incorporan una serie de opciones 
que permiten intentar ajustar un conjunto de observaciones mediante algunas de las 
principales distribuciones continuas. Si el proceso tiene éxito (i.e.: si logramos ajustar 
razonablemente bien alguna de las distribuciones teóricas a los datos), podremos suponer 
que los datos siguen un patrón caracterizado por una distribución continua conocida, lo cual 
nos facilitará la obtención de información adicional sobre el comportamiento de la variable 
aleatoria.  
 
 
Ejemplo:  vamos a usar Minitab para realizar un experimento consistente en tres fases: 
 
Fase 1: generaremos un conjunto de 50 números aleatorios procedentes de una distribución 
exponencial con parámetro λ = 2 (media = 1/λ = 0,5). 
 
Fase 2: completada la fase anterior, consideraremos los valores obtenidos como 
observaciones dadas (olvidando que proceden de una distribución exponencial), e 
intentaremos buscar, con ayuda de Mintab, aquella distribución concreta (con parámetros 
concretos) que mejor se ajuste a dichas observaciones. 
 
Fase 3: compararemos la f.d. de la distribución verdadera –la exponencial de parámetro λ- 
con la que hemos obtenido en la fase 2 suponiendo desconocida la procedencia de los datos. 
 
 
Fase 1: Generamos las 50 observaciones (números aleatorios provenientes de una exp(2)). A 
fin de obtener los mismos valores aleatorios, podemos utilizar una “semilla” inicial común. En 
este caso, usaremos el valor 10 como “semilla”. Para indicarle a Minitab tal elección, 
usaremos la opción Calc > Set Base: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ahora, pasamos ya a la generación de las 50 observaciones mediante la opción Calc > 
Random Data > Exponential: 
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El resultado será algo similar al siguiente: 
 


A partir de ahora, consideraremos estos valores como 
observaciones obtenidas como resultado de una medición (es 
decir, olvidaremos por un momento que conocemos la distribución 
de la cual provienen). 


 
 
 
 


Fase 2: Supongamos pues que disponemos de una serie de 
datos cuya procedencia nos es desconocida, y que deseamos 
encontrar –o, al menos intentarlo- una distribución continua que 
nos sirva para explicar el comportamiento de la v.a. de la cual 
proceden. Para ello, usaremos como primera aproximación la 
opción Stat > Reliability/Survival > Distribution 
ID Plot...: 
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Como se aprecia en las gráficas anteriores, en esta primera aproximación comienza a quedar 
claro que, de las cuatro distribuciones usadas (normal, log-normal, exponencial y Weibull), las 
dos que mejor se ajustan a las observaciones son la exponencial y la Weibull –los puntos se 
sitúan muy cerca de la línea y el comportamiento de los mismos no sigue un patrón curvilíneo 
como en el caso de la normal y de la log-normal. Además de las gráficas, el “output” anterior 
también nos proporciona el estadístico de Anderson-Darling ajustado, el cual es un reflejo 
de cuán lejos se encuentran los puntos respecto de la recta. Por tanto, cuanto menor sea el 
valor de dicho estadístico, tanto mejor será la bondad del ajuste. De los valores de dicho 
estadístico, se desprende nuevamente que la Weibull (AD = 0,600) y la exponencial (AD = 
0,608) proporcionan un mejor ajuste a las observaciones.  
 
 
Ahora podemos usar la opción Stat > Reliability/Survival > Parametric 
Distribution Analysis... para afinar algo más en nuestra elección. Como se observa 
en la siguiente imagen, es posible optar entre un amplio ramillete de distribuciones 
candidatas. En nuestro caso, optaremos por una Weibull y, posteriormente, repetiremos el 
proceso con una exponencial: 
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Distribution Analysis: C1 
 
Variable:  C1     
 
Censoring Information                Count 
Uncensored value                        50 
 
Estimation Method:  Maximum Likelihood 
Distribution:  Weibull 
 
Parameter Estimates 
                        Standard        95,0% Normal CI 
Parameter   Estimate       Error       Lower       Upper 
Shape         1,0035      0,1124      0,8057      1,2499 
Scale        0,56802     0,08382     0,42536     0,75853 
 
Log-Likelihood = -21,651 
 
Goodness-of-Fit 
Anderson-Darling (adjusted) = 0,5999 


 
 
Distribution Analysis: C1 
 
Variable:  C1     
 
Censoring Information                Count 
Uncensored value                        50 
 
Estimation Method:  Maximum Likelihood 
Distribution:  Exponential 
 
Parameter Estimates 
                        Standard        95,0% Normal CI 
Parameter   Estimate       Error       Lower       Upper 
Shape        1,00000   
Scale        0,56724     0,08022     0,42992     0,74842 
 
Log-Likelihood = -21,652 
 
Goodness-of-Fit 
Anderson-Darling (adjusted) = 0,6076 


 
Como se puede apreciar por los “outputs” anteriores, y dada la gran similitud entre ambos 
estadísticos AD (0,599 para el ajuste por la Weibull y 0,6076 para el ajuste por la 
exponencial), las observaciones se podrían ajustar bastante bien tanto por una Weibull con 
parámetros forma = 1,0035 y escala = 0,56802 como por una exponencial de media = 
0,56724. Esto no es de extrañar, ya que la exponencial no es más que una Weibull con 
parámetro de forma = 1 y parámetro de escala igual a la media. 
 
Llegados a este punto, es importante percatarse de la precisión con que hemos sido capaces 
de ajustar los datos: las observaciones procedían de una exponencial con media 0,5. Pues 
bien, suponiendo desconocida esta información y partiendo de tan sólo 50 observaciones, 
hemos logrado casi adivinar el verdadero modelo subyacente a los datos (lógicamente, es de 
esperar que si dispusiésemos de más observaciones, nuestro ajuste podría ser aún mejor). 
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Introducción a los contrastes Chi-Cuadrado  (χχχχ2)   
 
Una variable categórica es una variable que clasifica cada individuo de una población en 
una de las varias clases -mutuamente excluyentes- en que ésta se divide. Hay muchos 
problemas en los que los datos están clasificados en categorías, mostrándose los resultados 
mediante distribuciones de frecuencias. Un ejemplo clásico sería la distribución de 
frecuencias de las notas finales de cualquier asignatura (nº de sobresalientes, nº de notables, 
etc.). 
 
La distribución Chi-cuadrado puede usarse para realizar contrastes de hipótesis en 
diferentes situaciones, siendo los principales contrastes los asociados a un experimento 
multinomial (que veremos en el siguiente apartado) y los asociados a una tabla de 
contingencia. Estos dos tipos de tests se usan para comparar resultados observados (O) con 
resultados esperados (E) a fin de determinar alguna de las siguientes propiedades:  
 
(1) La bondad del ajuste de las observaciones con respecto al modelo teórico seleccionado 


para explicar su comportamiento (i.e.: contrastar si las frecuencias observadas son 
coherentes con las que cabría esperar habida cuenta de la distribución teórica que 
hayamos elegido para explicar el comportamiento de la variable aleatoria), 


  
(2) La independencia entre clases (i.e.: si los distintas categorías son o no independientes), y  
 
(3) La homogeneidad de clases (i.e.: si las distintas categorías presentan un comportamiento 


homogéneo o si, por el contrario, hay claras diferencias entre ellas respecto a algún factor 
de interés). 


 


 
 
Supongamos que tenemos un número k de clases en las cuales se han ido registrado un total 
de n observaciones (n será, pues, el tamaño muestral). Denotaremos las frecuencias 
observadas en cada clase por O1, O2, ..., O k . Se cumplirá: 
 


O1 + O2 + ... + O k = n 
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Lo que queremos es comparar las frecuencias observadas con las frecuencias esperadas 
(teóricas), a las que denotaremos por E1, E2, ..., E k . Se verificará que: 
 


E1 + E2 + ... + E k = n 
 
 


 FRECUENCIA OBSERVADA FRECUENCIA ESPERADA 
CLASE 1 O1 E1 
CLASE 2 O2 E2 


... ... ... 
CLASE K OK EK 


Total N N 
 


 
Llegados a este punto, el problema es determinar si las frecuencias observadas están o no en 
concordancia con las frecuencias esperadas (es decir, si el número de resultados observados 
en cada clase corresponde aproximadamente al número esperado). Para comprobarlo, 
haremos uso de un contraste de hipótesis usando la distribución Chi-cuadrado: 
 


El estadístico de contraste será  
( )∑


=


∗ −
=χ


k


1i i


2
ii2


E
EO


 


 
 
Observar que este valor será la suma de k números no negativos. El numerador de cada 
término es la diferencia entre la frecuencia observada y la frecuencia esperada. Por tanto, 
cuanto más cerca estén entre sí ambos valores más pequeño será el numerador, y viceversa. 
El denominador permite relativizar el tamaño del numerador. 
 
Las ideas anteriores sugieren que, cuanto menor sean el valor del estadístico ∗χ2 , más 
coherentes serán las observaciones obtenidas con los valores esperados. Por el contrario, 
valores grandes de este estadístico indicarán falta de concordancia entre las observaciones y 
lo esperado. En este tipo de contraste se suele rechazar la hipótesis nula (los valores 
observados son coherentes con los esperados) cuando el estadístico es mayor que un 
determinado valor crítico. 
  
 
Notas: 
 
1. El valor del estadístico ∗χ2  se podrá aproximar por una distribución Chi-cuadrado cuando 


el tamaño muestral n sea grande (normalmente es suficiente con n > 30), y todas las 
frecuencias esperadas sean iguales o mayores a 5 (en ocasiones deberemos agrupar 
varias categorías a fin de que se cumpla este requisito). 


 
2. Se supone que las observaciones son obtenidas mediante muestreo aleatorio a partir de 


una población que previamente ha sido dividida en categorías. 
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Test  χχχχ2  de bondad de ajuste 
 
Un experimento multinomial es la generalización de un experimento binomial: 


 
1. Consiste en n pruebas idénticas e independientes. 
2. Para cada prueba, hay un número k de resultados posibles. 
3. Cada uno de los k posibles resultados tiene una probabilidad de ocurrencia pi asociada 


(p1 + p2 + ... + pk = 1), la cual permanece constante durante el desarrollo del 
experimento. 


4. El experimento dará lugar a un conjunto de frecuencias observadas (O1, O2, ..., Ok) para 
cada resultado. Obviamente, O1 + O2 + ... + Ok = n. 


 
En ocasiones estaremos interesados en comparar los resultados obtenidos al realizar un 
experimento multinomial con los resultados esperados (teóricos). Ello nos permitirá saber si 
nuestro modelo teórico se ajusta bien o no a las observaciones. Para ello, recurriremos a la 
distribución Chi-cuadrado, la cual nos permitirá realizar un contraste sobre la bondad del 
ajuste.  


Concretamente, usaremos el estadístico 
( )∑


=


∗ −
=χ


k


1i i


2
ii2


E
EO


 con k – 1 grados de libertad. 


 
Podemos calcular cada frecuencia esperada (teórica) multiplicando el número total de 
pruebas n por la probabilidad de ocurrencia asociada, es decir: 


 
Ei = n * pi            i = 1, ..., k 


 
 


Ejemplo (test χχχχ2 bondad ajuste): Un artículo aparecido en El Mundo describía la 
experiencia llevada a cabo por un estudiante de Bachillerato, el cual había lanzado en 3.590 
ocasiones cinco monedas iguales al aire (lo que hace un total de 17.950 lanzamientos), 
obteniendo 464 más caras que cruces.  


 
¿Es este resultado estadísticamente significativo? ¿Podemos concluir que las monedas no 
eran simétricas? 


  
En la siguiente tabla se muestran los resultados registrados por el estudiante: 


 
Número de caras en 


los cinco lanzamientos 
Frecuencia 
Observada 


0 100 
1 524 
2 1.080 
3 1.126 
4 655 
5 105 


Total de lanzamientos de 5 monedas 3.590 
 
 


Si las monedas fuesen simétricas, la probabilidad de obtener cara en cada lanzamiento 
sería de 0,5. Por tanto, al lanzar cinco monedas simultáneamente, el número de caras 
obtenidas, que denotaremos por X, seguiría una distribución binomial con n = 5 y p = 0,5. 
Esta será nuestra hipótesis nula: 


 
H0 : X sigue una distribución B(5;0.5) 


 
Bajo la hipótesis anterior, podemos calcular el valor esperado para la probabilidad de 
obtener 0 caras, 1 cara, 2 caras, etc.: 
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Calc > Probability Distributions > Binomial : 


 


 
 


Calc > Calculator: 
 


 
 


 
 


Los valores observados y los esperados no parecen coincidir. Observar que, incluso en el 
caso de que nuestra hipótesis nula fuese cierta, ambos valores no serían exactamente 
iguales -ya que siempre habrá cierto margen de variación. La dificultad está en determinar si 
las diferencias entre ambos valores son o no significativas. Calculemos el estadístico ∗χ2 : 
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Calc > Calculator : 


 


 
 


Calc > Column Statistics : 
 


 
  
 


Column Sum 
 
Sum of CHI-CUADRADO = 21,568 


 
 
Calculemos finalmente el p-valor asociado a este estadístico. En este caso, como 
trabajamos con un contraste unilateral, p-valor = P(χ2 > 21,568) = 1 - P(χ2 ≤ 21,568) donde 
χ2 sigue una distribución Chi-cuadrado con k – 1 = 5 grados de libertad. Por tanto: 
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Calc > Probability Distributions > Chi-Square : 
 


 
 
 


Cumulative Distribution Function 
 
Chi-Square with 5 DF 
 
         x     P( X <= x) 
   21,5680        0,9994 


 
Así pues, p-valor = 1 – 0,9994 = 0,0006 < 0,05. Por tanto, podemos considerar que el p-
valor es significativo (al menos para α = 0,05), motivo por el cual rechazaremos la hipótesis 
nula, i.e.: las monedas no parecen ser simétricas (i.e.: no siguen una distribución binomial 
con parámetro p = 0,5). 
 
Profundicemos un poco más en nuestro análisis: observar que, en la columna CHI-
CUADRADO, aparece un valor (enorme) de 15,7732 asociado a la obtención de 4 caras: 


 


 
 
Este valor es un reflejo de que hay una discrepancia “anormal” entre los valores 
observados y los esperados para esta categoría. Es posible que haya habido un error en 
los registros, contabilizándose algunos resultados de 4 cruces como resultados de 4 
caras. 
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Test de normalidad con Minitab 
 
 
Muchas de las variables que nos podemos encontrar en la vida real siguen una distribución 
normal o aproximadamente normal. Ésta es una de las razones por las cuales dicha 
distribución es tan importante en estadística. El hecho de que la normal sea una distribución 
tan frecuente implica que en muchas ocasiones tendremos la sospecha –infundada bien por 
el tipo de variable con que estemos trabajando, o bien por el análisis visual del histograma de 
los datos- de que las observaciones obtenidas provienen de una distribución normal. Si, en 
efecto, los datos siguiesen una distribución normal, ello nos simplificaría notablemente la 
realización de análisis posteriores y de inferencia sobre la población a partir de la cual hemos 
obtenido las observaciones (suponiendo que éstas constituyen una muestra aleatoria de la 
misma). 
 
Minitab nos puede ayudar a contrastar si un determinado conjunto de observaciones se 
comporta o no según una distribución normal. Para ello, el programa proporciona una serie de 
tests de normalidad que complementan el análisis gráfico de las observaciones. 


 
 


 
Ejemplo: En este ejemplo vamos a realizar un experimento consistente en dos fases: 
 
 
Fase 1: Generaremos 20 observaciones aleatorias procedentes de una distribución binomial 
con parámetros n = 1.000 y p = 0,5. 
 
 
Fase 2: Completada la fase 1, olvidaremos la procedencia de los datos generados, y 
supondremos que han sido obtenidos al medir alguna variable cuya distribución es 
desconocida, pero de la cual se sospecha que sigue un comportamiento aproximadamente 
normal. Nos interesará pues realizar un test para contrastar si la hipótesis anterior es 
sostenible desde un punto de vista estadístico (i.e.: si, en efecto, tiene sentido suponer que 
los datos se distribuyen según una normal). 
 
 
Fase 1:  A fin de obtener exactamente los mismos resultados que se muestran a 
continuación, se recomienda usar una “semilla” que inicialice la generación de números 
aleatorios. Para ello usaremos la opción Calc > Set Base... 
 


 
 
 
Establecida la “semilla”, podemos generar los números aleatorios usando la opción Calc > 
Random Data > Binomial... : 
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Obtendremos el siguiente listado de números aleatorios: 
 
 
 


Podemos representar los datos anteriores mediante un 
histograma para comprobar que, en efecto, la forma en que 
estos se distribuyen nos recuerda a la de la distribución normal: 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fase 2: Ahora, usaremos el test de normalidad incorporado en Stat > Basic 
Statistics > Normality Test... para contrastar la hipótesis nula de que los datos 
anteriores siguen una distribución normal: 
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Como se aprecia en el gráfico anterior, los puntos se acercan bastante a la recta –lo cual es 
un claro indicio de que siguen una distribución aproximadamente normal. Además, el p-valor 
asociado al contraste de Anderson-Darling es p-value = 0,940 (mucho mayor que 0,05), por lo 
que estamos muy lejos de rechazar la hipótesis nula de que los datos se distribuyen de forma 
normal. 
 
Este experimento nos ha permitido, además, comprobar empíricamente un resultado teórico 
de sumo interés: cuando una variable aleatoria se distribuye según una binomial con 
parámetros n y p, bajo determinadas condiciones (n suficientemente grande y p cercano a 
0,5) es posible aproximar el comportamiento de dicha variable mediante una distribución 
normal de media n⋅p y varianza n⋅p⋅ (1-p). 
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ENLACES     ___________________________________ 
 
 


http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/index.htm 
Libro on-line “Engineering Statistics Handbook” (ver apartado goodness-of-fit) 
 
http://www.palisade.com/html/bestfit.html 
Página web de @Risk.xla dedicada al ajuste de datos” 
 
http://isgwww.cs.uni-magdeburg.de/~graham/its_01/lectures/06-Inputmodeling-4.pdf 
PDF con diapositivas en las que se explica cómo ajustar observaciones mediante una 
distribución de probabilidad conocida. 
 
http://www.cse.msu.edu/~cse808/note/lecture9.ppt 
PowerPoint en el que se explica cómo llevar a cabo el ajuste de datos. 


 
http://www.dal.ca/~jblake/ieng3432/Slides/6.1%20Input%20Analysis.ppt 
PowerPoint que explica la importancia de las distribuciones de probabilidad en la simulación. 
 
http://www.informs-cs.org/wsc00papers/038.PDF 
Artículo de Averill M. Law en el que se comentan aspectos interesantes sobre el ajuste de 
datos mediante distribuciones teóricas dentro del ámbito de la simulación. 
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ANÁLISIS DE CONGLOMERADOS 
 


Autor:  Manuel Terrádez Gurrea (mterradez@uoc.edu). 


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS_______   ________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
 
El análisis de conglomerados (cluster) es una técnica multivariante que busca agrupar 
elementos (o variables) tratando de lograr la máxima homogeneidad en cada grupo y la mayor 
diferencias entre los grupos. 
 
Nos basaremos en los algoritmos jerárquicos acumulativos (forman grupos haciendo 
conglomerados cada vez más grandes), aunque no son los únicos posibles. 
 
El dendograma es la representación gráfica que mejor ayuda a interpretar el resultado de un 
análisis cluster. 
 
El análisis de conglomerados se puede combinar con el Análisis de Componentes Principales, ya 
que mediante ACP se puede homogeneizar los datos, lo cual permite realizar posteriormente un 
análisis cluster sobre los componentes obtenidos. 


 
 
 
OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Entender por qué es importante agrupar elementos parecidos en bloques diferentes. 
 
• Saber aplicar el análisis de conglomerados, con ayuda de Minitab. 


 
• Interpretar el dendograma resultante del análisis. 


 
 
 


Análisis de 
conglomerados 


(cluster) 


Interpretación de 
dendogramas 
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CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Aparte de estar iniciado en el uso del paquete estadístico Minitab, resulta muy conveniente haber 
leído con profundidad los siguientes math-blocks: 
 
• Estadística descriptiva. 
 
• Correlación y regresión lineal múltiple. 


 
 
 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


 Medidas de disimilitud 
 


Partimos de una matriz de información que contiene las observaciones de todas las variables 
sobre los diferentes elementos considerados (ver Tabla 1), y calculamos las diferencias entre 
dichos elementos mediante alguna de las medidas de disimilitud habituales: la distancia 


euclidiana ( ∑
=


−
J


j
sjrj XX


1


2)( ), su cuadrado, la distancia de City-Block (∑
=


−
J


j
sjrj XX


1
), 


la de Mahalanobis, la de Minkowski, la de Tchebychef, etc. Todas ellas proporcionan 
ordenaciones muy similares de las distancias en casi todos los casos. 
 
 


Tabla 1 
Elementos X1 X2 ... XJ 


1 X11 X12 ... X1J 
2 X21 X22 ... X2J 
... ... ... ... ... 
K XK1 XK2 ... XKJ 


 
 
 
 


 Algoritmos de clasificación 
 


Para clasificar los elementos en clusters utilizaremos algoritmos jerárquicos, que pueden 
ser acumulativos (se forman grupos haciendo clusters cada vez más grandes) o 
disminutivos (partiendo de un solo grupo se separan los elementos en clusters cada vez 
más pequeños). 
 
Entre los algoritmos jerárquicos acumulativos destacan los siguientes métodos: 


• Método de las distancias mínimas: se busca la mayor semejanza entre los elementos 
o grupos más cercanos. 


• Método de las distancias máximas: se calcula la mínima distancia entre los elementos 
más alejados. 


• Método de las distancias medias: se calcula la media de las distancias entre 
elementos. 
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 Presentación de los resultados 
 


Para representar la estructura jerárquica de la formación de los conglomerados se utiliza el 
dendograma, un gráfico que tiene forma de árbol invertido. 


 


Así, a partir de los K elementos observados podemos identificar desde 1 hasta K clusters, 
según el número de grupo que queramos obtener, sin más que realizar la segmentación 
horizontal adecuada. 


 


Es recomendable trabajar con datos estandarizados, para eliminar el efecto de la escala de 
medida, y así poder aplicar el análisis sobre variables que presentan similares valores medios 
y desviaciones estándar, lo cual facilita la interpretación. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 


 Calificaciones escolares 
 
 


Vamos a utilizar los datos del archivo asignaturas.mtw, que recogen las calificaciones de los 
15 alumnos de una clase en diversas asignaturas 


 


Stat  Multivariate  Cluster Observations... 


 


 
 


 Tal y como podemos apreciar en los gráficos siguientes, solicitaremos el análisis con las 
variables estandarizadas, así como el dendograma (representado en función de las 
distancias). 
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La salida que ofrece Minitab es la siguiente: 


 
Hierarchical Cluster Analysis of Observations 
 
Standardized Variables, Euclidean Distance, Single Linkage 
 
Amalgamation Steps 
 
Step Number of Similarity  Distance  Clusters   New   Number of obs. 
     clusters    level      level     joined  cluster in new cluster 
  1     14       88,47       0,871    10   13    10           2 
  2     13       87,54       0,941     1   15     1           2 
  3     12       82,03       1,357     4   10     4           3 
  4     11       80,93       1,441     1    3     1           3 
  5     10       77,12       1,728     1    7     1           4 
  6      9       75,35       1,862     1    2     1           5 
  7      8       75,34       1,862     6    8     6           2 
  8      7       72,74       2,059     1    6     1           7 
  9      6       71,89       2,123     1    4     1          10 
 10      5       71,85       2,126     1    9     1          11 
 11      4       64,00       2,720     1   11     1          12 
 12      3       63,87       2,729     1   14     1          13 
 13      2       59,97       3,024     1   12     1          14 
 14      1       59,21       3,081     1    5     1          15 
 


 


Aquí se nos muestra el proceso de creación de cada cluster, pero no entraremos a analizarlo 
con detalle, ya que excede el nivel de esta asignatura. 


Donde sí nos detendremos es en la interpretación del dendograma: 


 


 


 En el dendograma queda reflejada la formación de los conglomerados, así como las 
distancias entre ellos.  


 Se puede comprobar, por ejemplo, que la observación más distante al resto es la del alumno 
número 5, ya que es la última (mayor distancia) en incorporarse al cluster final, seguida de la 
12 y la 14. 


 Por el contrario, las observaciones más cercanas entre sí son la 10 y la 13, que forman el 
primer grupo (distancia más próxima a 0), y la 1 y la 15, que forman el segundo. 


1 15 3 7 2 6 8 4 10 13 9 11 14 12 5
    0,00


    1,03


    2,05


    3,08


Observations


Distance







  Análisis de conglomerados 


Proyecto e-Math                  7 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


 El dendograma también nos sirve para saber la composición de cada cluster en cada paso: 
por ejemplo, si quisiéramos hacer una división en 5 conglomerados bastaría con trazar la 
línea azul y comprobaríamos que las observaciones 5, 11, 12 y 14 quedarían aisladas 
(formando cada una de ellas un cluster de tamaño 1), y el resto de observaciones formarían 
otro grupo. 


Sin embargo, si deseáramos conocer la división en 8 conglomerados trazaríamos la línea 
roja, y obtendríamos la siguiente distribución: 


 


CLUSTER OBSERVACIONES 


1 1, 2, 3, 7, 15 


2 6, 8 


3 4, 10, 13 


4 9 


5 11 


6 14 


7 12 


8 5 
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 División en distritos de una ciudad 
 


Procedemos análogamente con el archivo entidades.mtw, que recoge datos relativos a los 
distritos de la ciudad de Valencia (Fuente: Anuario Estadístico de Valencia 1999). 


Las variables son las siguientes: NOMBRE (Nombre abreviado del distrito), SUPERFICIE 
(Superficie del distrito en m2), HABITANTES (Número de habitantes), TURISMOS (Número 
de turismos), VIVIENDAS (Número de viviendas), A E Industriales (Número de actividades 
económicas industriales), ENTIDADES BANCARIAS y TIPO (1: Centro, 2: Pericentro, 3: 
Periferia). 


Obtenemos el dendograma que aparece más abajo, y nos interesa responder a las siguientes 
preguntas: 


a) ¿Cuáles son las dos observaciones más similares entre sí? 


b) ¿Cuáles son las dos observaciones más distintas al resto? 


c) Si realizamos una división en 4 grupos, ¿qué observaciones contendría cada grupo? ¿Y si la 
división fuera en 7 grupos? 


d) ¿Qué se podría decir sobre la homogeneidad de los datos? 


 


 


a) Las observaciones más similares entre sí son las que menor distancia presentan: en este caso, la 
5 y la 12. 


b) La observación más distinta al resto es claramente la 19, ya que es la última que se incorpora al 
grupo, siendo su distancia a él la mayor; la siguiente es la 1. 


c) Realizando 4 conglomerados (línea azul), uno de ellos contendría a la observación 19, otro a la 1, 
otro a la 17 y la 18, y el resto de observaciones (2-16) formarían un grupo. 
Con 7 grupos (línea roja), seis de ellos serían individuales (observaciones 1, 6, 10, 17, 18, 19) y 
todas las demás observaciones formarían el grupo restante. 


d) Podemos considerar que en general los datos son bastante homogéneos, ya que la mayoría de 
observaciones quedan a una distancia inferior a 2 del resto; sin embargo, hay algunas que se 
alejan mucho de las demás, como es el caso de la 1 y la 19. 


 


1 4 14 2 3 11 5 12 7 8 9 15 13 16 10 6 17 18 19


    0,00


    1,21


    2,41


    3,62


Observations


Distance
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Modelos y técnicas de análisis de datos (Universidad de Vigo) 
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ANÁLISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES 
 


Autor:  Manuel Terrádez Gurrea (mterradez@uoc.edu). 


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
 
El Análisis de Componentes Principales (ACP) es una técnica estadística de síntesis de la 
información, o reducción de la dimensión (número de variables). Es decir, ante un banco de 
datos con muchas variables, el objetivo será reducirlas a un menor número perdiendo la menor 
cantidad de información posible. 


 
Los nuevos componentes principales o factores serán una combinación lineal de las variables 
originales, y además serán independientes entre sí. 


 
Un aspecto clave en ACP es la interpretación de los factores, ya que ésta no viene dada a priori, 
sino que será deducida tras observar la relación de los factores con las variables iniciales (habrá, 
pues, que estudiar tanto el signo como la magnitud de las correlaciones). Esto no siempre es 
fácil, y será de vital importancia el conocimiento que el experto tenga sobre la materia de 
investigación. 


Análisis de componentes 
principales 


Modelo factorial 


Obtención 
Interpretación 
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OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Entender por qué es importante reducir la dimensión en un problema estadístico. 
 
• Saber aplicar el análisis de componentes principales, con ayuda de Minitab. 


 
• Conocer pautas para elegir el modelo más adecuado para nuestro problema. 


 
• Interpretar los factores del modelo obtenido. 


 
 
 
CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Aparte de estar iniciado en el uso del paquete estadístico Minitab, resulta muy conveniente haber 
leído con profundidad los siguientes math-blocks: 
 
• Estadística descriptiva. 
 
• Correlación y regresión lineal múltiple. 


 
 
 
 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


 Fases de un análisis de componentes principales 
 
 
Análisis de la matriz de correlaciones 


 
Un análisis de componentes principales tiene sentido si existen altas correlaciones entre las 
variables, ya que esto es indicativo de que existe información redundante y, por tanto, pocos 
factores explicarán gran parte de la variabilidad total. 


 
 


Selección de los factores 
 
La elección de los factores se realiza de tal forma que el primero recoja la mayor proporción 
posible de la variabilidad original; el segundo factor debe recoger la máxima variabilidad 
posible no recogida por el primero, y así sucesivamente. Del total de factores se elegirán 
aquéllos que recojan el porcentaje de variabilidad que se considere suficiente. A éstos se les 
denominará componentes principales. 


 
 


Análisis de la matriz factorial 
 


Una vez seleccionados los componentes principales, se representan en forma de matriz. 
Cada elemento de ésta representa los coeficientes factoriales de las variables (las 
correlaciones entre las variables y los componentes principales). La matriz tendrá tantas 
columnas como componentes principales y tantas filas como variables. 
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Interpretación de los factores 
 
Para que un factor sea fácilmente interpretable debe tener las siguientes características, que 
son difíciles de conseguir: 


• Los coeficientes factoriales deben ser próximos a 1. 
• Una variable debe tener coeficientes elevados sólo con un factor. 
• No deben existir factores con coeficientes similares. 
 
 
Cálculo de las puntuaciones factoriales  


 
Son las puntuaciones que tienen los componentes principales para cada caso, que nos 
permitirán su representación gráfica. 


Se calculan mediante la expresión: ∑
=


⋅=⋅++⋅=
k


s
skiskjikjiij ZaZaZaX


1
11 ...  


 


Los a son los coeficientes y los Z son los valores estandarizados que tienen las variables en 
cada uno de los sujetos de la muestra. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 


 Calificaciones escolares 
 
 


Vamos a utilizar los datos del archivo asignaturas.mtw, que recogen las calificaciones de los 
15 alumnos de una clase en diversas asignaturas. 
 
Stat  Multivariate  Principal Components... 
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La salida que nos ofrece Minitab es la siguiente: 
 
 


Principal Component Analysis 
 
Eigenanalysis of the Correlation Matrix 
 
Eigenvalue    3,7104    2,8608    0,9535    0,2156    0,1513    0,0628 
Proportion     0,464     0,358     0,119     0,027     0,019     0,008 
Cumulative     0,464     0,821     0,941     0,968     0,986     0,994 
 
Eigenvalue    0,0317    0,0139 
Proportion     0,004     0,002 
Cumulative     0,998     1,000 
 
Variable         PC1       PC2       PC3       PC4       PC5       PC6 
LENGUA         0,500     0,085    -0,028    -0,235     0,434     0,112 
MATEMÁTI      -0,113     0,555     0,133    -0,254    -0,245    -0,686 
FÍSICA        -0,052     0,575     0,076     0,059     0,386     0,093 
INGLÉS         0,499     0,037    -0,005    -0,550     0,102     0,001 
FILOSOFÍ       0,450     0,122    -0,303     0,702     0,145    -0,340 
HISTORIA       0,493     0,064    -0,011     0,027    -0,736     0,140 
QUÍMICA       -0,073     0,574    -0,021     0,135    -0,163     0,611 
GIMNASIA       0,187    -0,069     0,940     0,250     0,052    -0,002 
 
Variable         PC7       PC8 
LENGUA        -0,372     0,589 
MATEMÁTI      -0,247     0,075 
FÍSICA         0,696     0,126 
INGLÉS         0,115    -0,651 
FILOSOFÍ      -0,087    -0,232 
HISTORIA       0,318     0,300 
QUÍMICA       -0,436    -0,239 
GIMNASIA      -0,066    -0,084 


 
 
 


En primer lugar nos aparecen los valores propios (eigenvalue) de cada componente principal, 
y justo debajo la proporción de varianza explicada (proportion) por cada una de ellos y la 
varianza explicada acumulada (cumulative). 
 
Los datos de varianza explicada son muy importantes para saber cuántos componentes 
principales vamos a utilizar en nuestro análisis. No hay una regla definida sobre el número 
que se debe utilizar, con lo cual deberemos decidir en función del número de variables 
iniciales (hay que recordar que se trata de reducirlas en la medida de lo posible) y de la 
proporción de varianza explicada acumulada.  
 
En este caso, parece razonable quedarse con los 3 primeros componentes principales, ya 
que con ellos se explica el 94,1% de la varianza, y teniendo en cuenta que añadiendo uno 
más sólo ganamos un 2,7%, y quitando uno perdemos un 12%. 
 
Finalmente, nos aparecen las correlaciones de cada componente principal con cada variable: 
esto nos ayudará a interpretar las variables. 
 
En este caso, vemos que PC1 tiene la mayor correlación positiva con las asignaturas 
LENGUA, INGLÉS, HISTORIA y FILOSOFÍA, mientras que tiene correlación negativa con 
MATEMÁTICAS y casi nula con el resto de asignaturas. Por tanto, es claro que estamos 
hablando de la facilidad para las asignaturas de Letras. 
En cuanto a PC2, ocurre justo al contrario, ya que tiene correlación positiva con FÍSICA, 
QUÍMICA y MATEMÁTICAS, y cercana a 0 con el resto de asignaturas. Evidentemente, se 
está refiriendo a la facilidad en las asignaturas de Ciencias. 
 
Por último, PC3 tiene una correlación positiva muy alta (casi 1) con GIMNASIA, con lo cual 
habría que interpretarla como la facilidad en dicha asignatura, bastante independiente del 
resto.  
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También obtenemos el gráfico en dos dimensiones de PC1 y PC2, donde podemos ver la 
variabilidad de las observaciones, y si existe alguna que ofrezca un valor extrañamente alto o 
bajo en cada eje. 
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 Barómetro empresarial 


 
 


Procedemos de forma análoga con el archivo merco.mtw, que contiene los datos del 
Barómetro Merco, publicados por CincoDías en marzo de 2001, y que consiste en una 
clasificación de las 50 empresas con más prestigio, en función de su puntuación en las 
siguientes variables: 
 


 REF: Resultados económico-financieros. 


 CPS: Calidad producto/servicio. 


 CCCL: Cultura corporativa y calidad laboral. 


 ERSC: Ética y responsabilidad social corporativa. 


 DGPI: Dimensión global y presencia internacional. 


 IDI: Investigación, desarrollo e innovación. 
 
 
Stat  Multivariate  Principal components... 
 
 


Principal Component Analysis 
 
Eigenanalysis of the Correlation Matrix 
 
   45 cases used   4 cases contain missing values 
 
Eigenvalue    2,1520    1,3205    1,1834    0,7683    0,4062    0,1695 
Proportion     0,359     0,220     0,197     0,128     0,068     0,028 
Cumulative     0,359     0,579     0,776     0,904     0,972     1,000 
 
Variable         PC1       PC2       PC3       PC4       PC5       PC6 
REF           -0,015     0,743     0,296     0,250     0,538     0,093 
CPS            0,053     0,066     0,855    -0,215    -0,464     0,021 
CCCL           0,582    -0,187     0,038     0,439    -0,063     0,654 
ERSC           0,626    -0,101     0,107     0,216     0,123    -0,725 
DGPI           0,245     0,629    -0,405    -0,036    -0,614    -0,050 
IDI            0,454     0,056    -0,068    -0,807     0,316     0,187 


 
 
 
A la vista de la salida del Minitab, resultaría difícil decantarse por reducir la dimensión a la 
mitad, alcanzando un 77,6% de varianza explicada (con los 3 primeros Componentes 
Principales) o llegar al 90,4% de varianza con un componente principal más. 
 
 
Veamos el gráfico en dos dimensiones de PC1 y PC2: 
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En cuanto a la interpretación de los componentes, observamos que PC1 tiene la mayor 
correlación positiva con las variables ERSC y CCCL, con lo cual sus valores positivos podrían 
asimilarse con aquellas compañías que destacan por sus valores intangibles (cultura de 
empresa, ética profesional, etc.) 
 
PC2 tiene una correlación positiva muy alta con la variable REF y también destacable con 
DGPI, con lo cual, a diferencia del caso anterior, parece indicar que valores positivos de este 
componente los obtendrían las empresas con mejores datos objetivos (buena salud 
financiera, gran dimensión). 
 
Por su parte, PC3 tiene una correlación positiva muy alta con CPS, y correlación negativa con 
DGPI, y por tanto lo podríamos asociar con aquellas compañías más "cercanas" al usuario, 
que destacan más por la calidad del servicio que por su presencia internacional. 
 
Por último, PC4 tiene una correlación negativa muy alta con IDI, y de ahí que pudiéramos 
asociar sus valores positivos con las empresas de corte más tradicional, que no destacan 
principalmente por la investigación y la innovación. 
 
En cuanto al gráfico en dos dimensiones de PC1 y PC2, observamos que hay gran dispersión 
en el primer componente, mientras que en el segundo la mayoría de observaciones se sitúan 
en los valores centrales, aunque hay algunos datos que destacan por sus valores distintos 
(especialmente los negativos), y que son los que cabría estudiar más a fondo. 
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 Clientes bancarios 


 
 
En el archivo clientes bancarios.mtw aparecen los datos de las oficinas de una entidad bancaria. 
 
Las variables son las siguientes: TIPO (tipo de oficina: Sucursal o Delegación), PROMEDIO 
(promedio de transacciones por cliente), CLIENTES (incremento/decremento de clientes respecto al 
ejercicio anterior), TRANSACCIONES (incremento/decremento de transacciones respecto al ejercicio 
anterior) y VOLUMEN (volumen de clientes), y se desea estudiar con detalle la variable CLIENTES, 
para detectar su relación con el resto de variables. 
 
 


Stat  Multivariate  Principal components... 
 


Principal Component Analysis 
 
Eigenanalysis of the Correlation Matrix 
 
Eigenvalue    1,9481    1,0577    0,9826    0,0115 
Proportion     0,487     0,264     0,246     0,003 
Cumulative     0,487     0,751     0,997     1,000 
 
Variable         PC1       PC2       PC3       PC4 
PROMEDIO       0,021    -0,477     0,878    -0,013 
CLIENTES      -0,714    -0,043     0,004     0,699 
TRANSACC      -0,647     0,363     0,204    -0,639 
VOLUMEN        0,268     0,799     0,432     0,321 


 
 
A la vista de la salida que ofrece Minitab, podemos afirmar que los resultados que ofrece el ACP en 
este caso no son demasiado buenos, ya que tan sólo logramos reducir la dimensión en una variable 
si optamos por el modelo con 3 componentes (99,7% de varianza explicada), que parece el más 
lógico ya que con 2 sólo explicaríamos el 75% de la varianza. 
 
En cuanto a la interpretación de los componentes, observamos que PC1 tiene alta correlación 
negativa con las variables CLIENTES y TRANSACCIONES, con lo cual sus valores positivos podrían 
asimilarse a aquellas oficinas que durante el ejercicio han disminuido su número de clientes y 
transacciones respecto al ejercicio anterior. 
 
PC2 tiene la mayor correlación (positiva) con la variable VOLUMEN, mientras que es también 
reseñable su correlación negativa con PROMEDIO. Esto parece indicar que valores positivos de este 
componente los obtendrían las oficinas con una gran cartera de clientes, no necesariamente muy 
activos. 
 
Por último, PC3 tiene una correlación positiva y muy alta con la variable PROMEDIO, y por tanto lo 
podríamos asociar con oficinas cuyos cientes son muy activos, ya que realizan un gran número de 
transacciones. 
 
En cuanto al gráfico en dos dimensiones de PC1 y PC2, observamos que la gran mayoría de las 
observaciones se acumulan en los valores centrales de ambos componentes, aunque hay algunos 
datos que destacan por sus valores distintos, y que son los que cabría estudiar más a fondo.  
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ESTADÍSTICA NO PARAMÉTRICA: 
PRUEBA CHI-CUADRADO  χ2 


 
Autores:  Juan Francisco Monge Ivars (jmonje@uoc.edu), Ángel A. Juan Pérez (ajuanp@uoc.edu) 
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OBJETIVOS        ________________________ 
 
El objetivo de este e-block es el estudio de varias cuestiones en relación con v.a. cualitativas ó 
cuantitativas cuyos datos están recogidos en forma de tabla de frecuencias. El denominador común a 
todas ellas es que su tratamiento estadístico está basado en la misma distribución teórica: la 
distribución χ2 (chi-cuadrado ó ji-cuadrado). En esencia se van a abordar tres tipos de problemas: 
 


a) Prueba de Bondad de Ajuste, consiste en determinar si los datos de cierta muestra 
corresponden a cierta distribución poblacional. En este caso es necesario que los valores de 
la variable en la muestra y sobre la cual queremos realizar la inferencia esté dividida en 
clases de ocurrencia, o equivalentemente, sea cual sea la variable de estudio, deberemos 
categorizar los datos asignado sus valores a diferentes clases o grupos. 


    
 
b) Prueba de Homogeneidad de varias muestras cualitativas, consiste en comprobar si varias 


muestras de una carácter cualitativo proceden de la misma población (por ejemplo: ¿estas 
tres muestras de alumnos provienen de poblaciones con igual distribución de  aprobados?. Es 
necesario que las dos variables medibles estén representadas mediante categorías con las 
cuales construiremos una tabla de contingencia. 


 
 
c) Prueba de Independencia, consistente en comprobar si dos características cualitativas están 


relacionadas entre sí (por ejemplo: ¿el color de ojos está relacionado con el color de los 
cabellos?). Aunque conceptualmente difiere del anterior, operativamente proporciona los 
mismos resultados. Este tipo de contrastes se aplica cuando deseamos comparar una 
variable en dos situaciones o poblaciones diferentes, i.e., deseamos estudiar si existen 
diferencias en las dos poblaciones respecto a la variable de estudio. 


  
 
CONOCIMIENTOS PREVIOS      ________________________  
 
Este math-block supone ciertos conocimientos básicos de estadística (inferencia y probabilidad), así 
como conocimientos básicos del software estadístico MINITAB. 
 
 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES   ________________________ 
 


• Muestra: Parte de una población que se toma cuando es imposible acceder a toda ella. La 
elección de la muestra se hace con la intención de, a partir de la información que ella 
proporciona, extender sus resultados a toda la población a la que representa. 


 
• Muestra aleatoria: (Muestra elegida al azar) Aquella muestra tomada de la población en la 


que todo individuo tiene la misma probabilidad de resultar elegido para ella, y esto con 
independencia entre individuos. 


 
• Función de Distribución: Función que hace corresponder a cada uno de los valores de una 


variable aleatoria la probabilidad de que tal variable aleatoria tome un valor igual o inferior al 
dado. 


 
• Función de Probabilidad: Función que hace corresponder a cada uno de los valores de la 


variable aleatoria discreta su probabilidad. 
 


• Contraste de hipótesis: Conjunto de reglas tendentes a decidir cuál de dos hipótesis –la 
nula ó la alternativa- debe aceptarse en base al resultado obtenido en una muestra. Es de 
dos colas cuando la alternativa es la negación de la nula. De una cola en caso contrario. 
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• Variable aleatoria:  Toda función que toma diversos valores numéricos, dependiente de los 
resultados de un fenómeno aleatorio, con distintas probabilidades.  


 
• Variable aleatoria discreta. Las variables aleatorias discretas son aquellas que presentan 


un número finito de valores, constituyen una sucesión numerable. 
 
• Variable aleatoria continua. Las variables aleatorias continuas pueden tomar un número 


infinito de valores en un intervalo determinado. 
 
• Variable categórica. Una variable categórica es una variable que clasifica cada individuo de 


una población en una de las varias clases mutuamente excluyentes en que ésta se divide. 
 
• Variable numérica. Corresponde a los datos expresados en una escala continua numérica. 
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PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
Estamos interesados en determinar si los datos disponibles de una muestra aleatoria simple de 
tamaño n corresponden a cierta distribución teórica. El primer paso a realizar consiste en 
descomponer el recorrido de la distribución teórica en un número finito de subconjuntos: A1, A2, 
..., Ak.  Después, clasificar las observaciones muestrales, según el subconjunto a que 
pertenezcan. Y, por último, comparar las frecuencias observadas de cada Ai con las 
probabilidades que les corresponderían con la distribución teórica a contrastar. 
 
 


OBJETIVOS        ___________________ 
 


• Comprender la importancia de este método para medir si los datos resultantes de una 
muestra provienen de una distribución teórica. 


• Metodología útil para validar las hipótesis sobre la distribución teórica en la población que se 
realiza en la estadística paramétrica, i.e., contrastes de hipótesis, intervalos de confianza, 
regresión lineal, etc. 


 
 
CONOCIMIENTOS PREVIOS     ___________________ 
 


• Se debe poseer unos conocimientos mínimos de Inferencia Estadística, i.e., Estadística 
Descriptiva,    Intervalos de Confianza y Contrastes de Hipótesis. 


  
• Es preciso conocer el manejo de algún paquete estadístico y recomendable algunas nociones 


del paquete MINITAB. 
 


 
BONDAD  DEL  AJUSTE (I)     ___________________ 


 
Supongamos que tenemos un número k de clases en las cuales se han ido registrado un total de n 
observaciones (n será pues el tamaño muestral). Denotaremos las frecuencias observadas en cada 
clase por O1, O2, ..., O k  (Oi es el número de valores en la clase Ai). Se cumplirá: 


 
O1 + O2 + ... + O k = n 


 
Lo que queremos es comparar las frecuencias observadas con las frecuencias esperadas (teóricas), 
a las que denotaremos por E1, E2, ..., E k . Se cumplirá: 


 
E1 + E2 + ... + E k = n 


 
 


 FRECUENCIA OBSERVADA FRECUENCIA ESPERADA 
CLASE 1 O1 E1 
CLASE 2 O2 E2 


... ... ... 
CLASE K OK EK 


Total n N 
 


 
Se tratará ahora de decidir si las frecuencias observadas están o no en concordancia con las 
frecuencias esperadas (es decir, si el número de resultados observados en cada clase corresponde 
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aproximadamente al número esperado). Para comprobarlo, haremos uso de un contraste de hipótesis 
usando la distribución Chi-cuadrado: 


 


El estadístico de contraste será  
( )∑


=


∗ −
=χ


k


1i i


2
ii2


E
EO


 


 
Observar que este valor será la suma de k números no negativos. El numerador de cada término es 
la diferencia entre la frecuencia observada y la frecuencia esperada. Por tanto, cuanto más cerca 
estén entre sí ambos valores más pequeño será el numerador, y viceversa. El denominador permite 
relativizar el tamaño del numerador. 


 
Las ideas anteriores sugieren que, cuanto menor sean el valor del estadístico ∗χ2 , más coherentes 
serán las observaciones obtenidas con los valores esperados. Por el contrario, valores grandes de 
este estadístico indicarán falta de concordancia entre las observaciones y lo esperado. En este tipo 
de contraste se suele rechazar la hipótesis nula (los valores observados son coherentes con los 
esperados)  cuando el estadístico es mayor que un determinado valor crítico. 


 
Notas: 


 
(1) El valor del estadístico ∗χ2  se podrá aproximar por una distribución Chi-cuadrado cuando el 


tamaño muestral n sea grande (n > 30), y todas las frecuencias esperadas sean iguales o 
mayores a 5 (en ocasiones deberemos agrupar varias categorías a fin de que se cumpla 
este requisito). 


 
(2) Las observaciones son obtenidas mediante muestreo aleatorio a partir de una población 


particionada en categorías. 
  


 
 
BONDAD  DEL  AJUSTE  (II)     ___________________ 
 
Un experimento multinomial es la generalización de un experimento binomial: 


 
1. Consiste en n pruebas idénticas e independientes. 
2. Para cada prueba, hay un número k de resultados posibles. 
3. Cada uno de los k posibles resultados tiene una probabilidad de ocurrencia pi asociada (p1 + 


p2 + ... + pk = 1), la cual permanece constante durante el desarrollo del experimento. 
4. El experimento dará lugar a un conjunto de frecuencias observadas (O1, O2, ..., Ok) para 


cada resultado. Obviamente, O1 + O2 + ... + Ok = n. 
 
 


En ocasiones estaremos interesados en comparar los resultados obtenidos al realizar un experimento 
multinomial con los resultados esperados (teóricos). Ello nos permitirá saber si nuestro modelo teórico 
se ajusta bien o no a las observaciones. Para ello, recurriremos a la distribución Chi-cuadrado, la cual 
nos permitirá realizar un contraste sobre la bondad del ajuste.  


Concretamente, usaremos el estadístico 
( )∑


=


∗ −
=χ


k


1i i


2
ii2


E
EO


 con k – 1 grados de libertad. 


 
Podemos calcular cada frecuencia esperada (teórica) multiplicando el número total de pruebas n por 
la probabilidad de ocurrencia asociada, es decir: 


 
Ei = n * pi            i = 1, ..., k 
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CASOS PRÁCTICOS__________________________________________________ 
 


 
EJEMPLO: 


 
En cierta máquina Expendedora de Refrescos existen 4 canales que expiden el mismo tipo de bebida. 
Estamos interesados en averiguar si la elección de cualquiera de estos canales se hace de forma 
aleatoria o por el contrario existe algún tipo de preferencia en la selección de alguno de ellos por los 
consumidores. La siguiente tabla muestra el número de bebidas vendidas en cada uno de los 4 
canales durante una semana. Contrastar la hipótesis de que los canales son seleccionados al azar a 
un nivel de significación del 5%. 


 
 


Canal  Número de bebidas consumidas mediante este expendedor 
1 13 
2 22 
3 18 
4 17 


 
 
SOLUCIÓN: 
 
  
Para realizar el contraste de Bondad de Ajuste debemos calcular las frecuencias esperadas de cada 
suceso bajo la hipótesis de uniformidad  entre los valores. Si la selección del canal fuera aleatoria, 
todos los canales tendrían la misma probabilidad de selección y por lo tanto la frecuencia esperada 
de bebidas vendidas en cada uno de ellos debería ser aproximadamente la misma. Como se han 
vendido en total 70 refrescos, la frecuencia esperada en cada canal es  


 
Ei = n * pi = 70* ¼  = 17.5           i = 1, ..., k 
 
El estadístico del contraste sería: 
 


3428.2
5.17


)5.1717(
5.17


)5.1718(
5.17


)5.1722(
5.17


)5.1713( 2222
2 =


−
+


−
+


−
+


−
=χ  


 
Este valor debemos compararlo con el valor crítico de la distribución 2χ  con (4-1)=3 grados de 


libertad. Este valor es: 81.7)3(95.0
2 =χ  


 
Puesto que el valor del estadístico (2.34) es menor que el valor crítico, no podemos rechazar la 
hipótesis de que los datos se ajustan a una distribución uniforme. Es decir, que los canales son 
seleccionados aleatoriamente entre los consumidores. 


 
 
 
EJEMPLO: 
 


Estamos interesados en comprobar la perfección de un dado cúbico (un dado normal de 6 
caras). Para esto realizamos 100 lanzamientos del dado anotando los puntos obtenidos en 
cada lanzamiento. A la vista de los resultados obtenidos, ¿podemos concluir que el dado 
no es perfecto?. Nivel de significación (5%) 


 
 


Puntuación en el dado Número de veces que se obtiene la puntuación. 
1 14 
2 22 
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3 18 
4 17 
5 20 
6 9 


 
 
 
SOLUCIÓN: 
 
Si el dado estuviera equilibrado, en el resultado de lanzarlo sucesivamente se deberían obtener 
aproximadamente el mismo número de veces cada una de las caras del dado. En este ejercicio 
debemos contrastar si la distribución del dado es una distribución uniforme, con probabilidad de 
obtener cada una de las caras igual a 1/6. 
 
Podemos calcular de una forma muy sencilla el número esperado de resultados obtenidos en cada 
clase multiplicando la probabilidad de obtener cada una de las caras (p = 1/6) por el número de 
lanzamientos (n = 100). 
 


 
 
Podemos observa que los valores observados y esperados no parecen coincidir, por lo tanto, a priori 
parece haber evidencias de irregularidades en el dado. Calculemos el estadístico 2χ  con ayuda del 
Calculator de MINITAB. 
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Calc > Calculator 
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Calc > Column Statistics   
 


 
 
 
Con el resultado:   
 
Column Sum 
 
   Sum of CHI-CUADRADO = 6,4675 
 
 
Calculemos finalmente el p-valor asociado a este estadístico. En este caso, como trabajamos con un 
contraste unilateral, p-valor= P( 2χ >6,4675) = 1- P( 2χ < 6,4675) donde 2χ sigue una distribución 
Chi-cuadrado con k-1=5 grados de libertad. Por tanto: 
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Calc > Probability Distributions > Chi-square 
 


 
 
 
Cumulative Distribution Function 
 
Chi-Square with 5 DF 
 
         x     P( X <= x) 
    6,4675        0,7367 
 
 
 
 
Así pues, p-valor = 1 – 0,7367 = 0, 2633 .  Por tanto, podemos considerar que el p-valor no es 
significativo. Concluiremos, a pesar de las evidencias que habían en un principio, que no hay 
evidencias para rechazar que el dato fuera correcto, i.e., no podemos rechazar la distribución 
uniforme para los posibles resultados del dado. 
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PRUEBA DE HOMOGENEIDAD 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
 
Estamos interesados en determinar si los datos correspondientes a dos o más  muestras 
aleatorias provienen de la misma población.  Nuevamente el conjunto de posibles valores de las 
observaciones se divide  en k conjuntos disjuntos:  A1, A2, ..., Ak.; clasificando en ellos las 
observaciones de cada muestra. Si nij representa el número de observaciones de la muestra i 
que pertenecen al conjunto Aj , los datos pueden tabularse en lo que se denomina una tabla de 
contingencia. 
 


Muestra A1 A2 ... Ak. Total 
1 


11n  12n   
kn1  .1n  


2 
21n  22n   


kn2  .2n  


...      
m  


1mn  2mn   
mkn  .mn  


Total 
1.n  2.n   


kn.  n  


 
La hipótesis de que las m poblaciones son homogéneas, se traduce en que cada conjunto Aj 
debe tener una probabilidad teórica pj, desconocida, pero que no varia de la población i a la 
población i’.  Esto debe verificarse para todas las categorías, i.e., las categorías  deben ser 
homogéneas en las diversas muestras. 
 
 
 


OBJETIVOS        ___________________ 
 
 


• Comprender la importancia de este método para medir si dos muestras aleatorias provienen 
de la misma población. Notar que en la estadística no paramétrica, como es este contraste, 
no se realizan contrastes sobre parámetros de la población (contraste de igualdad de 
medias),i.e., se realizan contrastes sobre la población origen. 


 
• Metodología muy útil para comparar diversas muestras y extraer conclusiones sobre la 


igualdad en las distribuciones poblacionales de cada una de ellas. 
  
 


 
CONOCIMIENTOS PREVIOS     ___________________ 
 


• Se debe poseer unos conocimientos mínimos de Inferencia Estadística, i.e., Estadística 
Descriptiva,    Intervalos de Confianza y Contrastes de Hipótesis. 


  
• Es preciso conocer el manejo de algún paquete estadístico y recomendable algunas 


nociones del paquete MINITAB. 
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES    ___________________ 
 
 
Del mismo modo que la Prueba de Bondad de Ajuste, en este caso debemos comparar las 
frecuencias observadas en cada una de las muestras y para cada categoría con las frecuencias bajo 
el supuesto de homogeneidad en las poblaciones. En este caso las frecuencias observadas 
corresponde al número de individuos de la muestra i en la clase j, i.e., nij.  


 


El estadístico de contraste será  
( )


∑∑
==


∗ −
=


k


j ij


ijij
n


i e
en


1


2


1


2χ  


 
 


Donde  eij es la frecuencia esperada bajo el supuesto de homogeneidad, que puede 
representarse como  ni pj , es decir, el número de individuos en la muestra i por la probabilidad 
de que ocurra la característica j en la población.  Para el cálculo de las probabilidades de 
pertenecer un individuo a cada una de las categorías podemos utilizar: 
 
    nnp ji /.=  


 Por lo tanto :  nnne jiij /.. ⋅=  
 


Observar que este valor será la suma de n*k números no negativos. El numerador de cada término es 
la diferencia entre la frecuencia observada y la frecuencia esperada. Por tanto, cuanto más cerca 
estén entre sí ambos valores más pequeño será el numerador, y viceversa. El denominador permite 
relativizar el tamaño del numerador. 


 
Las ideas anteriores sugieren que, cuanto menor sean el valor del estadístico ∗χ2 , más coherentes 
serán las observaciones obtenidas con los valores esperados. Por el contrario, valores grandes de 
este estadístico indicarán falta de concordancia entre las observaciones y lo esperado. En este tipo 
de contraste se suele rechazar la hipótesis nula (los valores observados son coherentes con los 
esperados)  cuando el estadístico es mayor que un determinado valor crítico. 


  
Notas: 


 
(3) El valor del estadístico ∗χ2  se podrá aproximar por una distribución Chi-cuadrado cuando el 


tamaño muestral n sea grande (n > 30), y todas las frecuencias esperadas sean iguales o 
mayores a 5 (en ocasiones deberemos agrupar varias categorías a fin de que se cumpla 
este requisito). 


 
(4) Las observaciones son obtenidas mediante muestreo aleatorio en cada muestra  a partir de 


una población particionada en categorías. 
  
 


Concretamente, usaremos el estadístico 
( )∑


=


∗ −
=χ


k


1i i


2
ii2


E
EO


 con (n-1)(k – 1) grados de libertad. 
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CASOS PRÁCTICOS      ___________________ 
 
 


EJEMPLO : 
 
Estamos interesados en estudiar la fiabilidad de cierto componente informático con relación al 
distribuidor que nos lo suministra. Para realizar esto, tomamos una muestra de 100 componentes 
de cada uno de los 3 distribuidores que nos sirven el producto comprobando el número de 
defectuosos en cada lote. La siguiente tabla muestra el número de defectuosos en para cada 
uno de los distribuidores. 


 
  


 Componentes 
Defectuosos 


Componentes 
correctos 


 


Distribuidor 1 16 94 100 
Distribuidor 2 24 76 100 
Distribuidor 3 9 81 100 


 49 251 300 
 


SOLUCIÓN: 
Debemos realizar un contraste de homogeneidad para concluir si entre los distribuidores  existen 


diferencias de fiabilidad referente al mismo componente. 


 
 Componentes 


Defectuosos 
Componentes 
correctos 


 


Distribuidor 1 16  (16.33) 94 (83.66) 100 
Distribuidor 2 24  (16.33) 76 (83.66) 100 
Distribuidor 3 9    (16.33) 81 (83.66) 100 
 49 251 300 
 
 


Las frecuencias esperadas bajo homogeneidad son las representadas entre paréntesis. 
 
 


El estadístico del contraste será: 
 


9632.8
66.83


)66.8381(
66.83


)66.8376(
66.83


)66.8394(
33.16


)33.169(
33.16


)33.1624(
33.16


)33.1616(


222


222
2


=
−


+
−


+
−


+


+
−


+
−


+
−


=χ
 


 
Este valor del estadístico Ji-cuadrado es mayor que el valor para el nivel de significación del 5%, 
por lo tanto debemos concluir que no existe homogeneidad y por lo tanto que hay diferencias 
entre los tres distribuidores. 99.5)2(05.0


2 =χ  
 







  Estadística no Paramétrica 


Proyecto e-Math                     14 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


EJEMPLO: 
 
Estamos interesados en estudiar la relación entre cierta enfermedad y la adicción al tabaco. Para 
realizar esto seleccionamos una muestra de 150 individuos, 100 individuos no fumadores y 50 
fumadores. La siguiente tabla muestra las frecuencias de enfermedad en cada grupo (Completar 
la tabla). 


 
 Padecen la 


Enfermedad 
No Padecen la 
enfermedad 


 


Fumadores 12 88 100 
No Fumadores 25 25 50 
 37 113 150 
 
 


Realizar un contraste de homogeneidad y obtener las conclusiones sobre la relación entre las 
variables. 
 


SOLUCIÓN: 
 
Para considerar este contraste como un contraste de Homogeneidad suponemos que las 
personas fumadoras y las personas no fumadoras constituyen dos poblaciones diferenciadas. Un 
estudio similar consistiría en considerar a los fumadores y no fumadores como una característica 
de una población y por lo tanto este ejemplo podría plantearse como un contraste de 
independencia, ver PRUEBA DE INDEPENDENCIA. 
 
En este ejemplo queremos contrastar la hipótesis de que las proporciones de enfermos en 
ambas poblaciones ( Fumadores y No Fumadores) es la misma. 
 
La representación de la tabla de contingencia en Minitab debe ser la misma que la anterior: 
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Minitab realiza los cálculos por nosotros: 
 
Stat > Tables > Chi-square Test:  
 


 
 
 
 


Expected counts are printed below observed counts 
 
       Padecen No Padece    Total 
    1       12       88      100 
         24,67    75,33 
 
    2       25       25       50 
         12,33    37,67 
 
Total       37      113      150 
 
Chi-Sq =  6,505 +  2,130 + 
         13,009 +  4,260 = 25,903 
DF = 1, P-Value = 0,000 
 
 


 
En los resultados aparecen las frecuencias esperadas bajo el supuesto de homogeneidad.  Con 
un p-valor de 0,000 hay suficiente evidencia en contra de que la hipótesis nula sea cierta. Por 
tanto, la rechazaríamos, i.e.; parece evidente que los fumadores tienen una mayor propensión a 
padecer la enfermedad. 
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PRUEBA DE INDEPENDENCIA 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
Estamos interesados en determinar si dos cualidades o variables referidas a individuos de una 
población están relacionadas. Se diferencia de los contrastes anteriores en que en este caso 
estamos interesados en ver la relación existente entre dos variables de una misma población, no 
queremos contrastar la distribución teórica de una variable (prueba de bondad de ajuste) ni en 
comparar la distribución de una única variable en dos poblaciones (prueba de homogeneidad). 
 
 


OBJETIVOS        ___________________ 
 


• Comprender la importancia de este método para medir relaciones entre variables si realizar 
supuesto adicionales sobre las distribuciones de estas. 


 
• Alternativa muy potente para medir relaciones entre variables categóricas, donde no es 


posible aplicar los métodos clásicos de Inferencia Estadística como la Regresión Lineal. 
También es aplicable a variables cuantitativas si no se verifican los supuestos necesarios a 
satisfacer por otras técnicas estadísticas.  


 
• Identificar las diferencias conceptuales entre el test de homogeneidad y el Test de 


Independencia. 
 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS     ___________________ 
 


• Se debe poseer unos conocimientos mínimos de Inferencia Estadística, i.e., Estadística 
Descriptiva,    Intervalos de Confianza y Contrastes de Hipótesis. 


 
• Es preciso conocer el manejo de algún paquete estadístico y recomendable algunas nociones 


del paquete MINITAB. 
 


 
PRUEBA DE INDEPENDENCIA     ___________________ 
 
Supongamos que de n elementos de una población se han observado dos características X e Y, 
obteniéndose una muestra aleatoria simple bidimensional (X1,Y1),(X2,Y2),...,(Xn,Yn). Sobre la base de 
dichas observaciones se desea contrastar si las características poblacionales X e Y son 
independientes o no.  Para ello se dividirá el conjunto de posibles valores de X en k conjuntos 
disjuntos A1,A2,...,Ak; mientras que el conjunto de posibles valores Y será descompuesto en r 
conjuntos disjuntos:  B1,B2,...,Br.  Al clasificar os elementos de la muestra, aparecerá un cierto número 
de ellos, ijn , en cada una de las rk ×  clases así constituidas, dando lugar a una tabla de 
contingencia de la forma: 
 


 A1 A2 ... Ak. Total 
B1 11n  12n   kn1  .1n  


B2 21n  22n   kn2  .2n  


...      
Br 1rn  2rn   rkn  .rn  


Total 1.n  2.n   kn.  n  
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Al igual que para el Test de homogeneidad, el estadístico del contraste será 


( )
∑∑


==


∗ −
=


k


j ij


ijij
r


i e
en


1


2


1


2χ    con   (k-1)(r-1)   grados de libertad. 


 
Donde:  nnne jiij /.. ⋅=  


 
 
 
 
EJEMPLO: 


Para estudiar la dependencia entre la práctica de algún deporte y la depresión, se seleccionó 
una muestra aleatoria simple de 100 jóvenes, con los siguientes resultados: 


  


 Sin 
depresión 


Con 
depresión 


Deportista 38 9 
No deportista 31 22 


 
Determinar si existe independencia entre la actividad del sujeto y su estado de ánimo. Nivel de 
significación (5%) 
 
SOLUCIÓN: 
 
Debemos primero calcular las frecuencias esperadas bajo el supuesto de independencia. La tabla 
de frecuencias esperadas sería: 


 Sin 
depresión 


Con 
depresión 


 


Deportista 32.43 14.57 47 
No deportista 36.57 16.43 53 


 69 31 100 
 
Calculamos ahora el estadístico del contraste: 


=
−


+
−


+
−


+
−


=
43.16


)43.1622(
57.36


)57.3631(
57.14


)57.149(
43.32


)43.3238( 2222
2χ 5.82 


       
 Este valor debemos compararlo con el percentil de la distribución 2χ  con (2-1)(2-1)=1 grado de 


libertad.  84.3)1(95.0
2 =χ . 


 
Por lo tanto como el valor del estadístico es superior al valor crítico, concluimos que debemos 
rechazar la hipótesis de independencia y por lo tanto asumir que existe relación entre la depresión e 
los hábitos deportistas del individuo. 
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EJEMPLO:  


Un estudio que se realizó con 81 personas referente a la relación entre la cantidad de 
violencia vista en la televisión  y la edad del televidente produjo los siguientes resultados. 


  


  
16-34 


 
34-55 


 
55 ó más 


Poca violencia 8 12 21 
Mucha Violencia 18 15 7 


 
¿Indican los datos que ver violencia en la televisión depende de la edad del televidente, a 
un nivel de significación del 5%? 
 


SOLUCIÓN: 
 
 
Debemos realizar un test de independencia para ver si existe relación entre la violencia vista en 
televisión con el grupo de edad al que pertenece el individuo. 
 
Dado que el test de Independencia, no difiere del test de Homogeneidad a nivel operacional, el 
desarrollo es análogo al ejercicio de Minitab de la sección anterior. 
 
Introducimos los valores de la tabla de contingencia del siguiente modo: 
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Stat > Tables > Chi-Square Test: 
 
 


 
 
 


Chi-Square Test 
 
Expected counts are printed below observed counts 
 
         16-34    34-55 55 ó más    Total 
    1        8       12       21       41 
         13,16    13,67    14,17 
 
    2       18       15        7       40 
         12,84    13,33    13,83 
 
Total       26       27       28       81 
 
Chi-Sq =  2,024 +  0,203 +  3,289 + 
          2,074 +  0,208 +  3,371 = 11,169 
DF = 2, P-Value = 0,004 
 
 
El valor del estadístico del contraste es 11,169. El p-valor asociado a este valor es 0,004. Por lo tanto 
a un nivel de significación del 0.005 deberemos rechazar la hipótesis nula de independencia, y por lo 
tanto concluir que existe diferencias entre el tipo de televisión consumida y la edad del televidente. 
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ANÁLISIS DE LA VARIANZA (ANOVA) 
 


Autores:  Manuel Terrádez (mterradez@uoc.edu), Ángel A. Juan (ajuanp@uoc.edu) 


 


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
 
Usaremos el análisis de la varianza (ANOVA) para contrastar la hipótesis nula de que las 
medias de distintas poblaciones coinciden. Por ejemplo, en el caso de 5 poblaciones, el 
contraste a realizar sería: 
 
 HO : µ 1 = µ 2 = ... = µ 5   vs. HA : no todas las medias poblacionales son iguales 
 
En math-block EST-I16 se estudia cómo se utiliza la distribución t-Student (o la Normal) para 
contrastar la hipótesis nula de que dos medias poblacionales coinciden. Usando esta técnica, 
podríamos realizar los siguientes 10 tests para contrastar la hipótesis nula anterior: 


 
H01: µ 1 = µ 2 
H02: µ 2 = µ 3 
H03: µ 3 = µ 4 
H04: µ 4 = µ 5 
H05: µ 1 = µ 3 


H06: µ 2 = µ 4 
H07: µ 3 = µ 5 
H08: µ 1 = µ 4 
H09: µ 2 = µ 5 
H010: µ 1 = µ 5 


 
En este caso, rechazar cualquiera de las 10 hipótesis nulas implicaría rechazar la hipótesis nula 
inicial de que las cinco medias coinciden. Por el contrario, si no rechazásemos ninguna de las 10 
hipótesis, tampoco rechazaríamos la hipótesis inicial. El problema de este método es doble: (1) 
por un lado, se requiere de un mayor esfuerzo computacional, y (2) por otro, al hacer un mayor 
número de contrastes aumenta el error de tipo I (la probabilidad de rechazar la hipótesis nula 
siendo ésta cierta). El uso de las técnicas ANOVA nos permiten eludir ambos problemas. 


Análisis de la varianza 
(ANOVA) 


ANOVA doble 
(Two-ways) 


Modelo aditivo  
(sin interacción) 


Modelo sin interacción 


ANOVA simple 
(One-way) 



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2
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OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Entender qué es y por qué es importante un contraste de hipótesis. 
 
• Saber distinguir en qué situaciones es útil realizar un análisis de la varianza. 


 
• Conocer pautas para elegir el modelo más adecuado para nuestro problema. 


 
• Saber aplicar el ANOVA, con ayuda de Minitab. 


 
• Interpretar los distintos valores que aparecen en una tabla ANOVA. 


 
• Dar respuesta al problema del contraste de hipótesis planteado. 


 
 
 
CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Aparte de estar iniciado en el uso del paquete estadístico Minitab, resulta muy conveniente haber 
leído con profundidad los siguientes math-blocks: 
 
• Estadística descriptiva. 
 
• Intervalos de confianza y contraste de hipótesis para 1 población. 


 
• Intervalos de confianza y contraste de hipótesis sobre 2 poblaciones. 


 
• Muestreo en poblaciones finitas. 


 
 
 
 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 


 Análisis simple de la varianza (One-Way ANOVA) 
 


El objetivo principal de muchos experimentos consiste en determinar el efecto que sobre 
alguna variable dependiente Y tienen distintos niveles de algún factor X (variable 
independiente y discreta). El factor puede ser la temperatura, la empresa que ha producido el 
bien, el día de la semana, etc.  
Esencialmente, el diseño para el análisis simple de la varianza consistirá en obtener muestras 
aleatorias e independientes del valor de Y asociado a cada uno de los distintos niveles del 
factor X1, X2,..., Xn . Entonces podremos determinar si los diferentes niveles del factor tienen 
un efecto significativo sobre el valor de la variable dependiente. 
 
El funcionamiento de la técnica ANOVA simple es, a grandes rasgos, el siguiente: a fin de 
comparar las medias de Y asociadas a los distintos niveles del factor (X1, X2,..., Xn), 
compararemos una medida de la variación entre diferentes niveles (MS-factor) con una 
medida de la variación dentro de cada nivel (MS-error). Si el MS-factor es 
significativamente mayor que el MS-error, concluiremos que las medias asociadas a 
diferentes niveles del factor son distintas. Esto significa que el factor influye significativamente 
sobre la variable dependiente Y. Si, por el contrario, el MS-factor no es significativamente 
mayor que el MS-error, no rechazaremos la hipótesis nula de que todas las medias, 
asociadas a diferentes niveles del factor, coinciden. 
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Supuestos 
 
De forma similar a lo que ocurre con la regresión lineal, aquí también hay un modelo para los 
datos. El modelo asociado al i-ésimo nivel del factor X será: 


ε+µ= iY  


donde: 


• Los errores ε están normalmente distribuidos con media 0 
• Los errores ε son independientes 
• Los errores ε tienen varianza constante σ2 
 
Para verificar estos supuestos suele ser útil realizar un gráfico que muestre la distribución de 
las observaciones por niveles: si en el gráfico se aprecian diferencias entre niveles por lo que 
a la variación de las observaciones se refiere, es muy probable que tengamos un problema 
con el supuesto de varianza constante; si aparecen “outliers”, puede que no se cumpla el 
supuesto de normalidad; por otra parte, si el tiempo fuese un factor importante a la hora de 
registrar observaciones, podría ocurrir que observaciones consecutivas estuviesen 
correlacionadas, con lo que no se cumpliría el supuesto de independencia. 
 
 
 


 Análisis doble de la varianza (Two-Way ANOVA) 
 


 
Usaremos el análisis doble de la varianza para estudiar los posibles efectos causados por 
diferentes niveles de dos factores sobre la variable dependiente. Así, por ejemplo, en 
agricultura estaremos interesados en estudiar qué efectos tendrán, sobre el crecimiento de 
las patatas, variaciones en los niveles de potasio y nitrógeno de la tierra; en medicina, 
estaremos interesados en estudiar los efectos, sobre el dolor de cabeza, del medicamento y 
de la dosis empleados; en educación, buscaremos conocer qué efectos, sobre el tiempo 
necesario para adquirir unos conocimientos, tendrán los factores nivel de estudios y sexo; en 
una campaña de marketing, estaremos interesados en conocer los efectos del presupuesto y 
del medio usado (televisión, revistas, ...) sobre las ventas; etc. 
 
Usaremos ANOVA doble para contrastar, para cada uno de los dos factores, la hipótesis nula 
de que el resultado de la variable dependiente (crecimiento de patatas, intensidad del dolor 
de cabeza, tiempo en adquirir conocimientos, ventas, etc.) no depende del factor. 


 
 
Modelo aditivo (sin interacción) 
 
El modelo aditivo supone que la variación total en los datos puede ser expresada como 
suma de variaciones procedentes de fuentes diversas: 
 
(Variación total en los datos) = (Variación debida al primer factor) + (Variación debida al 
segundo factor) + (Variación debida al error aleatorio) 
  
En el modelo anterior, si la variación debida al primer factor fuese mucho mayor que la 
variación debida al error aleatorio, dispondríamos de evidencia estadística contra la hipótesis 
nula de que los distintos niveles del primer factor tienen el mismo efecto sobre la variable 
dependiente; de forma similar, si la variación debida al segundo factor fuese mucho mayor 
que la variación debida al error aleatorio, deberíamos rechazar la hipótesis nula de que la 
variable dependiente no depende de los diversos niveles del segundo factor. 
 
 
 







  Análisis de la varianza (ANOVA) 


Proyecto e-Math         4 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


Modelo con interacción  
 


Un aspecto al que debemos prestar especial atención es el nivel de interacción entre 
ambos factores; es decir, el efecto que cada uno de los factores tiene sobre el otro. Así, por 
ejemplo, en la campaña de marketing citada anteriormente, el incremento en las ventas 
debido a un aumento del presupuesto podría ser el mismo independientemente del medio 
usado, o bien podría variar dependiendo del medio usado.  


En este último caso deberíamos estudiar también la interacción entre los factores 
presupuesto y medio. Para ello usaremos los llamados modelos con interacción. 


Este modelo supone que la variación total de los datos puede descomponerse de la siguiente 
forma:  


(Variación total en los datos) = (Variación debida al primer factor) + (Variación debida al 
segundo factor) + (Variación debida a la interacción entre factores) + (Variación debida al 
error aleatorio) 


 


 
 
CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 


 Inflamabilidad de pijamas 
 
 


La inflamabilidad de los pijamas para niños ha sido un tema de preocupación constante 
durante las últimas décadas. Hoy en día, hay toda una serie de controles de seguridad que 
garantizan que las telas con que se fabrican los pijamas no sean fácilmente inflamables.  
 
Tras seleccionar un determinado fabricante de pijamas y 5 laboratorios diferentes, hemos 
enviado a cada laboratorio 11 prendas de dicho fabricante. La idea es que en cada 
laboratorio se les aplique un test de inflamabilidad. Los resultados (expresados en un 
determinado índice de inflamabilidad) se muestran a continuación: 
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Nuestro objetivo será determinar si las medias obtenidas por cada laboratorio son 
aproximadamente iguales (es decir, pretendemos saber si hay o no diferencias significativas 
entre los laboratorios a la hora de determinar la capacidad de inflamación de una determinada 
prenda). 


 
Stat  Anova  One-way (Unstacked)... 


 
Le pediremos al programa que nos aplique la técnica ANOVA simple y, además, que nos 
represente un diagrama de puntos y un boxplot de los datos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
  
 


 
 
 
 
 
 
 
 
En las dos siguientes gráficas, podemos observar la variación dentro de cada grupo 
(laboratorio) y la variación entre diferentes grupos (laboratorios). La pregunta que habría 
que responder es: ¿resulta la variación entre diferentes grupos significativamente mayor que 
la variación existente dentro de los grupos? 
 
Notar que el laboratorio 4 parece tener índices mayoritariamente bajos, mientras que los 
grupos 2 y 5 presentan índices bastante mayores. 
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En el cuadro siguiente se presenta el “output” numérico del programa. La primera parte del 
mismo es la llamada tabla ANOVA. Entre otros datos importantes (como los MS-factor y MS-
error, el valor del estadístico de contraste F = (MS-factor)/(MS-error), los grados de libertad, 
etc.), ésta nos proporciona el p-valor del contraste anterior. En este caso, el p-valor = 0,003 y, 
por tanto, rechazaremos la hipótesis nula de que todas las medias son iguales.  
 
A partir del gráfico que proporciona los intervalos de confianza (a un nivel del 95%) para la 
media, parece obvio que, al menos, las medias procedentes de los laboratorios 4 (3,000) y 5 
(3,6455) son significativamente diferentes: 


 
 


One-way Analysis of Variance 
 
Analysis of Variance 
Source     DF        SS        MS        F        P 
Factor      4     2,987     0,747     4,53    0,003 
Error      50     8,233     0,165 
Total      54    11,219 
                                   Individual 95% CIs For Mean 
                                   Based on Pooled StDev 
Level       N      Mean     StDev  --+---------+---------+---------+---- 
LAB 1      11    3,3364    0,4523            (------*------)  
LAB 2      11    3,6000    0,4604                    (------*------)  
LAB 3      11    3,3000    0,3715           (------*------)  
LAB 4      11    3,0000    0,2864   (------*------)  
LAB 5      11    3,6455    0,4321                     (------*------)  
                                   --+---------+---------+---------+---- 
Pooled StDev =   0,4058            2,80      3,15      3,50      3,85 
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 Conducción de vehículos 


 
 
A continuación se muestran los datos obtenidos en un experimento en el que se comprobaron 
las habilidades de dos grupos de conductores, los inexpertos y los expertos. Doce 
conductores de cada grupo tomaron parte en el experimento. Se usaron tres tipos de 
carreteras: autopista, nacional y comarcal. Mediante un proceso aleatorio, se asignaron a 
cada tipo de carretera cuatro conductores expertos y cuatro inexpertos. Cada conductor 
estuvo al volante durante 2 kilómetros, en los cuales se registraron los siguientes “errores de 
conducción” cometidos: 
 


 Row  CONDUCTOR   TIPO CARRETERA  ERRORES 
   1  Inexperto       Autopista        4 
   2  Inexperto       Autopista       18 
   3  Inexperto       Autopista        8 
   4  Inexperto       Autopista       10 
   5  Experto         Autopista        6 
   6  Experto         Autopista        4 
   7  Experto         Autopista       13 
   8  Experto         Autopista        7 
   9  Inexperto       Nacional        23 
  10  Inexperto       Nacional        15 
  11  Inexperto       Nacional        21 
  12  Inexperto       Nacional        13 
  13  Experto         Nacional         2 
  14  Experto         Nacional         6 
  15  Experto         Nacional         8 
  16  Experto         Nacional        12 
  17  Inexperto       Comarcal        16 
  18  Inexperto       Comarcal        27 
  19  Inexperto       Comarcal        23 
  20  Inexperto       Comarcal        14 
  21  Experto         Comarcal        20 
  22  Experto         Comarcal        15 
  23  Experto         Comarcal         8 
  24  Experto         Comarcal        17 


 
Plantearemos un ANOVA doble para contrastar, para cada uno de los dos factores, la 
hipótesis nula de que el número de errores de conducción cometidos no depende del factor; 
utilizaremos el modelo aditivo. 
 
 
Stat  Anova  Balanced Anova... 
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Analysis of Variance (Balanced Designs) 
 
Factor     Type Levels Values 
CONDUCTO  fixed      2   Experto Inexperto 
TIPO CAR  fixed      3 Autopista  Comarcal  Nacional 
 
 
Analysis of Variance for ERRORES  
 
Source      DF         SS         MS       F      P 
CONDUCTO     1     228,17     228,17    8,56  0,008 
TIPO CAR     2     308,33     154,17    5,78  0,010 
Error       20     533,33      26,67 
Total       23    1069,83  


 
 
En el “output” anterior, cabe destacar los p-valores asociados a cada factor. En este caso, 
ambos son bastante pequeños (y, por tanto, significativos), por lo que deberemos rechazar 
las hipótesis nulas asociadas a cada factor; es decir, los datos demuestran que tanto el tipo 
de carretera como la experiencia del conductor son factores que influyen decisivamente en el 
número de errores de conducción cometidos. 
 
 


 
 Calidad en pastelería 


 
 


Se ha llevado a cabo un experimento para determinar los efectos de dos ingredientes, harina 
y azúcar (factores), sobre la calidad final de un pastel.  
 
Hay cuatro niveles para la cantidad empleada de harina (0%, 10%, 20% y 30%), y dos niveles 
para la cantidad empleada de azúcar (1 = con azúcar, y 0 = sin azúcar). Para cada una de las 
8 posibles combinaciones, se elaboraron 3 pasteles.  
 
Cada uno de los 24 pasteles fue calificado por el mismo experto con una nota entre 3 (flojo) y 
6 (excelente). A continuación se muestran los resultados: 
 


 Row  HARINA  AZÚCAR  CALIF. 
   1       0       0     4,4 
   2       0       0     4,5 
   3       0       0     4,3 
   4       0       1     3,3 
   5       0       1     3,2 
   6       0       1     3,1 
   7      10       0     4,6 
   8      10       0     4,5 
   9      10       0     4,8 
  10      10       1     3,8 
  11      10       1     3,7 
  12      10       1     3,6 
  13      20       0     4,5 
  14      20       0     4,8 
  15      20       0     4,8 
  16      20       1     5,0 
  17      20       1     5,3 
  18      20       1     4,8 
  19      30       0     4,6 
  20      30       0     4,7 
  21      30       0     5,1 
  22      30       1     5,4 
  23      30       1     5,6 
  24      30       1     5,3 
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En primer lugar, mostraremos en forma tabular las medias asociadas a cada una de las 8 
combinaciones posibles. Ello nos permitirá saber si hay o no interacción entre ambos 
factores: 


 
 
 


Stat  Tables  Cross Tabulation... 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Tabulated Statistics 
  
 Rows: HARINA     Columns: AZÚCAR 
  
           0        1      All 
   
 0    4,4000   3,2000   3,8000 
 10   4,6333   3,7000   4,1667 
 20   4,7000   5,0333   4,8667 
 30   4,8000   5,4333   5,1167 
 All  4,6333   4,3417   4,4875 
  
  Cell Contents -- 
           CALIF.:Mean 


 
 


Analicemos el efecto promedio de cada factor:  
 


- La calidad de los pasteles parece incrementarse conforme lo hace el nivel de harina 
empleado: los seis pasteles elaborados para el nivel 0% tienen una calidad media de 3,8; 
los seis elaborados para el nivel 10% muestran una calidad media de 4,2; los elaborados 
para el nivel 20% tienen una calidad media de 4,9; y los elaborados para el nivel 30% 
muestran una calidad media de 5,1. 


 
- Por lo que se refiere al azúcar, no parece haber mucha diferencia entre los valores 


promedio obtenidos: la calidad media para los 12 pasteles elaborados sin azúcar (4,6) es 
sólo ligeramente superior a la cantidad media de los otros 12 (4,3). 
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En el siguiente gráfico se muestra la evolución de la calidad media en función de la cantidad 
de harina empleada (descompuesto por niveles del factor azúcar. 


 
Graph  Plot... 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


Según se aprecia, el uso del azúcar incrementa la calidad media de los pasteles cuando 
estamos en los niveles superiores de harina (20% y 30%), mientras que ocurre todo lo 
contrario para niveles bajos de harina (0% y 10%). Por tanto, que el azúcar mejore o no la 
calidad del pastel dependerá del nivel de harina que éste contenga. Esto significa que ambos 
factores interactúan. En general, si los factores no interactuasen las líneas del gráfico anterior 
serían (aproximadamente) paralelas. 


 
Aplicaremos ahora la técnica ANOVA usando un modelo con interacción. 


 
Stat  ANOVA  Balanced Anova… 
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Analysis of Variance (Balanced Designs) 
 
Factor     Type Levels Values 
HARINA    fixed      4     0    10    20    30 
AZÚCAR    fixed      2     0     1 
 
Analysis of Variance for CALIF.   
 
Source           DF         SS         MS       F      P 
HARINA            3     6,6912     2,2304   74,35  0,000 
AZÚCAR            1     0,5104     0,5104   17,01  0,001 
HARINA*AZÚCAR     3     3,7246     1,2415   41,38  0,000 
Error            16     0,4800     0,0300 
Total            23    11,4063  


 
 


Analicemos los resultados de los tres contrastes (H01: el factor harina no influye sobre la 
calidad del pastel, H02: el factor azúcar no influye sobre la calidad del pastel, H03: no hay 
interacción entre ambos factores): 


 
Lo primero es comprobar si existe interacción, puesto que en tal caso deberemos interpretar 
con cautela los resultados de los otros tests. En este caso p-valor = 0,000. Por tanto, hay 
fuertes evidencias de la existencia de interacción entre ambos factores. 


 
Obtenemos también p-valores significativos en los otros dos contrastes; es decir, tanto el 
nivel de harina como el nivel de azúcar son determinantes para la calidad esperada de un 
pastel. Notar que la calidad media de un pastel sin azúcar (4,6333) es mayor que la calidad 
media de un pastel con azúcar (4,3417). Esto es consistente con el resultado de nuestro test. 
Sin embargo, según hemos observado anteriormente, el uso del azúcar tiende a aumentar la 
calidad media para niveles altos de harina, y viceversa. En general, siempre que haya 
interacción entre los factores convendrá hacer un análisis detallado que vaya más allá del p-
valor obtenido en el contraste. 
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 Educación universitaria en la UE 


 
En la siguiente tabla se muestran los ratios (%) de educación universitaria por países de la 
Unión Europea (no se dispone de los datos de Luxemburgo), distribuidos por sexo y grupos 
de edad. (Fuente: Informe "Retrato de los europeos", Eurostat, Año 2002). 


 


 
En primer lugar, vamos a determinar si existen diferencias significativas de educación 
universitaria entre los dos sexos (sin tener en cuenta la edad), para lo cual utilizaremos un 
modelo ANOVA simple. 
Para ello, introducimos los datos en Minitab, en distintas columnas (ver archivo 
universitarios.mtw) 
 
Stat  Anova  One-way ... 
 
Tomamos como variable respuesta % y como factor SEXO, y solicitamos los gráficos de cajas 
(también valen los diagramas de puntos). 
El output del Minitab es el siguiente: 
 
One-way Analysis of Variance 
 
Analysis of Variance for %        
Source     DF        SS        MS        F        P 
SEXO        1       247       247     1,73    0,192 
Error      82     11711       143 
Total      83     11958 
                                
    Individual 95% CIs For Mean 
                                   Based on Pooled StDev 
Level       N      Mean     StDev  ---+---------+---------+---------+--- 
H          42     17,90     10,68  (------------*-----------)  
M          42     21,33     13,10              (-----------*-----------)  
                                   ---+---------+---------+---------+--- 
Pooled StDev =    11,95            15,0      18,0      21,0      24,0 


 
Mientras que el gráfico resultantes es: 


H M H M H M
BÉLGICA 36 47 21 20 6 5
DINAMARCA 7 10 23 33 17 21
ALEMANIA 7 15 20 20 15 11
GRECIA 57 63 9 8 3 3
ESPAÑA 28 40 26 30 10 9
FRANCIA 30 40 22 25 5 7
IRLANDA 30 38 12 12 4 5
ITALIA 12 17 19 27 12 14
HOLANDA 24 30 25 22 8 6
AUSTRIA 11 18 20 20 14 12
PORTUGAL 22 30 17 23 8 10
FINLANDIA 19 26 37 42 21 22
SUECIA 13 19 25 30 14 16
REINO UNIDO 26 31 11 12 6 7


18-21 años 22-24 años 25-28 años
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En los gráficos se aprecia que las diferencias entre los dos sexos son mínimas, tanto en las 
medias como en la variabilidad (en ambos casos mayor en las mujeres), y por tanto no 
parecen significativas. 
En la salida numérica se puede comprobar que el p-valor es 0,192, con lo cual no 
rechazaríamos la hipótesis nula para cualquier nivel de significación razonable (por ejemplo, 
α=0,05). De hecho, los  intervalos de confianza tienen bastantes valores comunes. Por tanto, 
concluiríamos que no existen diferencias estadísticamente significativas entre los sexos en 
cuanto a los ratios de educación universitaria en los países europeos. 
 
 
Supongamos que ahora queremos tener en cuenta también los grupos de edad, para 
determinar si hay diferencias en los ratios de educación universitaria entre los grupos de edad 
y/o el sexo. Para ello, utilizaremos el modelo doble con interacción. 
En este caso tenemos un modelo con dos factores (sexo y edad) e interacción, siendo la 
variable respuesta, obviamente, %. En la variable edad, los grupos de edad se han 
numerado: 1 (18-21 años), 2 (22-24 años), 3 (25-28 años). 
Antes de realizar el ANOVA vamos a presentar los datos de forma tabular para ver si 
obtenemos alguna conclusión previa. 
 
Stat  Tables  Cross Tabulation... 
 
Tabulated Statistics 
 
Rows: EDAD     Columns: SEXO 
  
           H        M      All 
   
 1    23,000   30,286   26,643 
 2    20,500   23,143   21,821 
 3    10,214   10,571   10,393 
 All  17,905   21,333   19,619 
  
  Cell Contents -- 
                %:Mean 


 
Se puede observar que, a medida que aumenta la edad, los ratios decrecen sensiblemente 
en los dos sexos,  y además las diferencias entre los sexos son menores (siempre a favor de 
las mujeres). 
Pasamos a realizar el ANOVA doble. 
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Stat  Anova  Two-way ... 
 
Two-way Analysis of Variance 
 
Analysis of Variance for %        
Source        DF        SS        MS        F        P 
EDAD           2    3900,6    1950,3    19,92    0,000 
SEXO           1     246,9     246,9     2,52    0,116 
Interaction    2     174,5      87,3     0,89    0,414 
Error         78    7635,9      97,9 
Total         83   11957,8 
 
 
                       Individual 95% CI 
EDAD            Mean   ---------+---------+---------+---------+-- 
1               26,6                              (-----*------) 
2               21,8                      (-----*------) 
3               10,4   (-----*------) 
                       ---------+---------+---------+---------+-- 
                             12,0      18,0      24,0      30,0 
 
                       Individual 95% CI 
SEXO            Mean   -+---------+---------+---------+---------+ 
H               17,9   (------------*-----------) 
M               21,3                 (-----------*-----------) 
                       -+---------+---------+---------+---------+ 
                     15,0      17,5      20,0      22,5      25,0 
 
Basándonos en la salida anterior, podemos afirmar que no existe interacción entre los dos 
factores (p-valor=0,414). 
Así mismo, obtenemos un p-valor prácticamente nulo (0,000) para el factor edad, lo cual nos 
indica que existen diferencias significativas entre los tres grupos, tal y como habíamos 
detectado en la tabla cruzada. Esto también se puede comprobar observando los intervalos 
de confianza, ya que si bien entre los grupos 1 y 2 comparten muchos valores, ninguno de 
ellos tiene intersección con el intervalo del grupo 3. 
Por otra parte, al igual que en el modelo de un factor, no existen evidencias de que el sexo 
influya en los ratios de educación, ya que el p-valor es 0,116>0,05. 
 
 
 


 Rapidez en la impresión 
 
Estamos interesados en comparar la rapidez de dos modelos de impresoras (0 y 1). Para 
realizar el experimento, medimos el tiempo de impresión (en segundos) de los dos modelos 
sobre una serie de plantillas estándar. 
Los resultados del experimento se muestran en el archivo impresoras.mtw. Los datos han 
sido obtenidos después de medir el tiempo de impresión (recogido en la variable puntuación) 
de las dos máquinas sobre una muestra de 80 plantillas de iguales características, es decir, 
plantillas con similar dificultad de impresión. 
Queremos determinar si existen diferencias significativas entre los dos tipos de impresoras. 
 
Stat  Anova  One-way ... 
 
Lógicamente, tomamos como variable respuesta puntuación, y como factor impresora. 
Solicitamos los diagramas de puntos y los gráficos de cajas. 
El output del Minitab es el siguiente: 
 
One-way Analysis of Variance 
 
Analysis of Variance for Puntuaci 
Source     DF        SS        MS        F        P 
Impresor    1     732,0     732,0     7,87    0,006 
Error      78    7259,9      93,1 
Total      79    7992,0 
                                   Individual 95% CIs For Mean 
                                   Based on Pooled StDev 
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Level       N      Mean     StDev  ----+---------+---------+---------+-- 
0          40    28,750    10,081                   (--------*--------)  
1          40    22,700     9,194  (--------*--------)  
                                   ----+---------+---------+---------+-- 
Pooled StDev =    9,648             21,0      24,5      28,0      31,5 
 
Mientras que los gráficos resultantes son: 
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En los gráficos se aprecia que existen diferencias (el modelo 0 ofrece puntuaciones más 
altas) entre los modelos de impresora, aunque resulta difícil saber si son o no significativas. 
En la salida numérica se puede comprobar que el p-valor es 0,006, con lo cual rechazaríamos 
la hipótesis nula al nivel de significación habitual (α=0,05). De hecho, los intervalos de 
confianza son prácticamente disjuntos. Por tanto, concluiríamos que existen diferencias 
significativas entre las impresoras 
 
 
Supongamos que ahora queremos tener en cuenta también en el experimento la calidad del 
papel utilizado, ya que consideramos que puede influir en la rapidez de impresión. 
Buscamos, pues, determinar si hay diferencias entre los tipos de impresoras y/o entre las 
calidades en el papel utilizado, y si existe relación entre el tipo de impresora y el tipo de papel 
utilizado. 
Consideraremos un modelo doble (factores: impresora y papel) con interacción, siendo la 
variable respuesta, obviamente, puntuación. 
Como en otras ocasiones, antes de realizar el ANOVA vamos a presentar los datos de forma 
tabular para ver si obtenemos alguna conclusión previa: 
 
Stat  Tables  Cross Tabulation... 
 
Tabulated Statistics 
   
 
 Rows: Impresor     Columns: Papel 
  
           0        1      All 
   
 0    30,450   27,050   28,750 
 1    19,350   26,050   22,700 
 All  24,900   26,550   25,725 
  
  Cell Contents -- 
         Puntuaci:Mean 


 
Se observa que las impresoras del modelo 0 siempre ofrecen valores mayores que las del 
modelo 1, pero la diferencia es mucho más acusada con papel de tipo 0 que con papel de tipo 
1. Esto nos hace intuir que existe interacción entre ambos factores. 
 
Pasamos a realizar el ANOVA doble: 
 
Stat  ANOVA  Two-way… 
 
Two-way Analysis of Variance 
 
Analysis of Variance for Puntuaci 
Source        DF        SS        MS        F        P 
Impresor       1     732,0     732,0     8,31    0,005 
Papel          1      54,4      54,4     0,62    0,434 
Interaction    1     510,1     510,1     5,79    0,019 
Error         76    6695,4      88,1 
Total         79    7991,9 
 
                       Individual 95% CI 
Impresor        Mean   -----+---------+---------+---------+------ 
0               28,8                        (---------*---------) 
1               22,7    (---------*---------) 
                       -----+---------+---------+---------+------ 
                         21,0      24,0      27,0      30,0 
 
                       Individual 95% CI 
Papel           Mean   -+---------+---------+---------+---------+ 
0               24,9    (--------------*-------------) 
1               26,6            (--------------*--------------) 
                       -+---------+---------+---------+---------+ 
                     22,0      24,0      26,0      28,0      30,0 
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Basándonos en la salida anterior, podemos afirmar que existe interacción entre los dos 
factores (p-valor=0,019). 
Así mismo, obtenemos un p-valor muy pequeño (0,005) para el factor impresora, lo cual nos 
indica que existen diferencias significativas entre ambos modelos de impresoras (intervalos 
de confianza disjuntos). 
Por otra parte, no existen evidencias de que el tipo de papel influya en la rapidez de la 
impresión, ya que el p-valor es 0,434>0,05. Además, los intervalos de confianza tienen una 
intersección de longitud muy amplia. 
No obstante, el hecho de que exista interacción entre ambos factores nos impide realizar las 
afirmaciones anteriores con total rotundidad, ya que sería necesario un análisis más detallado 
de los datos. 
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FIABILIDAD (I): CONCEPTOS BÁSICOS 


Autores:  Ángel A. Juan (ajuanp@uoc.edu), Rafael García Martín (rgarciamart@uoc.edu). 


RELACIÓN CON OTROS MATH-BLOCS__________________________________ 


Este math-block forma parte de una serie de 8 documentos relacionados todos ellos con la Fiabilidad 
de componentes desde un punto de vista estadístico: 


• Conceptos Básicos (I). 
• Identificación y descripción gráfica de los datos (II). 
• Análisis paramétrico de los tiempos de fallo (III). 
• Análisis no paramétrico de los tiempos de fallo (IV). 
• Comparación no paramétrica de muestras (V). 
• Tests de vida acelerada (VI). 
• Modelos de regresión para observaciones censuradas (VII). 
• Análisis Probit (Éxito / fracaso) (VIII). 
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INTRODUCCIÓN_____________________________________________________ 


 


Muchas de las técnicas que se presentan a lo largo de este trabajo, en especial las no paramétricas, 
fueron inicialmente desarrolladas para su uso en estudios médicos y biológicos  bajo el nombre 
genérico de análisis de supervivencia (comparación de diferentes tratamientos médicos, 
determinación de los factores que intervienen en la supervivencia de los peces de un río, etc.).  


En la actualidad, sin embargo, la aplicación de dichas técnicas, en especial las paramétricas, se ha 
extendido a otras áreas como la económica o la industrial bajo el nombre de análisis de tiempos de 
fallo (establecimiento de períodos de garantía de un producto, diseño de planes de mantenimiento 
preventivo, etc.). 


La fiabilidad de un dispositivo (componente o sistema), sometido a unas condiciones de trabajo 
concretas, es la probabilidad de que éste funcione correctamente (“sobreviva” sin fallar) durante un 
determinado período de tiempo. Así pues, la fiabilidad constituye un aspecto fundamental de la 
calidad de todo dispositivo. Por tal motivo, resulta especialmente interesante la cuantificación de 
dicha fiabilidad, de forma que sea posible hacer estimaciones sobre la vida útil del producto.  


Así, por ejemplo, en el caso de una avioneta monomotor, será de gran conveniencia conocer la 
probabilidad de éste falle en diferentes etapas de su vida (tras 500 horas de funcionamiento, 800 
horas de funcionamiento, etc.). El obtener una buena estimación de la fiabilidad del motor, posibilitará 
la toma de decisiones racionales acerca de cuándo conviene revisarlo o cambiarlo por otro nuevo.   


Hay una característica común a los datos que aparecen en la mayoría de los estudios sobre la 
fiabilidad de un dispositivo, y es el hecho de que contengan observaciones censuradas: 
supongamos que se lleva a cabo una investigación, de duración predeterminada, para analizar la 
efectividad de un nuevo método de producción de bombillas. La variable de interés en este caso sería 
el número de días que cada una de las bombillas “sobrevive” (funciona correctamente, sin fallos).  


A primera vista, parecería sensato utilizar los métodos estadísticos tradicionales (tanto paramétricos 
como no paramétricos) con objeto de describir el tiempo medio de supervivencia y comparar el nuevo 
método de producción con los métodos anteriores. Sin embargo, al final de la investigación, es 
probable que siga habiendo bombillas que funcionen correctamente, y el investigador no será capaz 
de estimar con precisión cuánto tiempo más permanecerán sin fallar.  


Para trabajar con este tipo de datos con información parcial no servirán pues los métodos 
tradicionales, sino que serán necesarias técnicas específicas como las que presentamos en este 
trabajo. 


El math-block comienza con la definición de tres conceptos estadísticos básicos: función de 
fiabilidad, vida media de un dispositivo, y tasa de fallo. Se clasifican después los distintos tipos de 
observaciones censuradas, y se comenta el uso de los tests Chi-cuadrado para realizar contrastes 
de hipótesis.  


El documento concluye con la presentación de las tablas de supervivencia (un método clásico, no 
paramétrico, que permite realizar estimaciones sobre los tiempos de fallo), y de algunas de las 
distribuciones teóricas que más se utilizan en el análisis de la fiabilidad como son la exponencial, la 
Weibull, y la lognormal. 
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FUNCIÓN DE FIABILIDAD, VIDA MEDIA Y TASA DE FALLO_________________ 


Notación: en lo que sigue, se denotará por T a la variable aleatoria continua que describe los tiempos 
de fallo de un determinado dispositivo, i.e.: T = “tiempo transcurrido hasta que se produce el fallo". 


Denotando por f(t) a la función de densidad de probabilidad (f.d.p.) de T, y por F(t) a su función de 
distribución (f.d.), se cumplirá: 


Dado 0 < p < 1, por tp se denotará al cuantil p de F(t), i.e., tp será el menor instante temporal t tal que  
F(t) = P( T ≤ t ) ≥ p . 


• La función de fiabilidad R(t) o función de supervivencia S(t), es la complementaria de 
la f.d. de T, i.e., nos determina la probabilidad de que el dispositivo “sobreviva” al instante t 
(esta función determina la proporción de dispositivos iniciales que seguirán funcionando 
correctamente en el instante t): 


)()(1)()( tTPtFtRtS >=−=≡  


• Se llama vida media o tiempo medio hasta el fallo (Mean Time To Failure) de un 
dispositivo a la esperanza de la v.a. T, i.e., la vida media determina el tiempo de duración 
esperada de un dispositivo: 
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Cuando se consideren dispositivos reparables (que puedan seguir funcionando tras un 
fallo), se hablará de tiempo medio entre fallos (MTBF). 


• Se define la tasa de fallo media en el intervalo (t1 , t2 ) como: 
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Observar que R(t1) – R(t2) representa la proporción de dispositivos totales que, habiendo 
sobrevivido al instante t1 , han fallado en el intervalo (t1,t2). Al dividir esta diferencia por 
R(t1) se obtiene la proporción de dispositivos supervivientes a t1 que han fallado en (t1,t2), 
i.e.: 
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es la probabilidad condicional de que un dispositivo que haya sobrevivido al instante t1 
falle en el intervalo (t1,t2). Finalmente, al dividir por la longitud del intervalo, obtenemos la 
proporción anterior (su media) por unidad de tiempo. 


• Haciendo tender t2 a t1, obtenemos la llamada tasa de fallo o tasa de riesgo:  
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La  tasa de fallo puede pues interpretarse como la “velocidad” a la cual se producen los 
fallos, i.e.: es una medida de lo propenso que resulta el dispositivo a fallar en función de 
su edad.  
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En la mayoría de los dispositivos electromecánicos, la función tasa de fallo tiene forma de 
bañera: cuando se inicia la vida de un aparato, la tasa de fallo instantánea resulta ser 
relativamente alta (es lo que se denomina "mortalidad infantil"); una vez que los componentes y 
partes electromecánicas se han acoplado, la tasa de fallo es relativamente constante y baja 
(etapa de “vida útil”); más adelante, tras un tiempo de funcionamiento, la tasa de fallo vuelve a 
incrementarse hasta que, finalmente, todos los dispositivos habrán fallado (“efecto 
envejecimiento”). 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


Así, por ejemplo, muchos automóviles nuevos suelen presentar pequeños defectos de 
funcionamiento al poco de comprarse (elevada tasa de fallos inicial). Una vez solventados tales 
defectos, es de esperar que el vehículo proporcione un largo y complaciente período de 
funcionamiento (baja tasa de fallos intermedia). Mas tarde, conforme pasan los años, el automóvil 
se vuelve más propenso a sufrir averías hasta que, finalmente, después de 15 o 20 años, 
prácticamente todos los vehículos están inservibles (elevada tasa de fallos final). 


Observar que, a partir de la última ecuación, es posible expresar R(t) como función de h(t): 
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si ahora tomamos integrales a ambas partes: 
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OBSERVACIONES CENSURADAS______________________________________ 


Normalmente, los estudios de fiabilidad tienen una duración predeterminada, por lo que no todos los 
dispositivos analizados habrán fallado a su conclusión. Por tanto, el investigador sabrá que un cierto 
número de dispositivos han “sobrevivido” durante el período de tiempo que ha durado el test, pero 
desconocerá el momento exacto en que hubieran fallado si el estudio se hubiese prolongado de 
forma indefinida. Este tipo de datos se llaman observaciones censuradas.  


Las observaciones de censura por tiempo o de tipo I aparecen al finalizar un test de duración 
predeterminada: de los dispositivos “supervivientes” sólo se sabe que no han fallado hasta ese 
momento. En este caso, el tiempo de duración del test es fijo, mientras que el número de productos 
que fallan es una v.a.  


Por contra, las observaciones de censura por fallos o de tipo II aparecen cuando el test continúa 
hasta que una proporción predeterminada de dispositivos hayan fallado. Ahora, el número de 
productos que fallan es fijo, siendo el tiempo de duración del test una v.a.  


En los gráficos anteriores muestran los dos tipos de censura: en el primero, el experimento 
termina cuando se llega al instante t0 ; en el segundo, el experimento termina cuando falla un 
determinado porcentaje de dispositivos, en este caso 5. 


Por otra parte, cuando la censura ocurre para un t > 0 (siendo t = 0 el instante en que se inicia el 
test de fiabilidad) estaremos ante lo que se conoce como censura a la derecha. Podría ocurrir 
también que la censura tuviera lugar para t < 0 (censura a la izquierda): por ejemplo, en una 
investigación médica sobre el cáncer, se puede saber que el paciente ingresó en el hospital en 
una fecha determinada (fecha de inicio del test), y que sobrevivió durante un intervalo temporal 
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definido; sin embargo, probablemente no se conocerá cuándo aparecieron por primera vez los 
síntomas de la enfermedad.  


Se suele hablar de censura por intervalos o arbitraria para referirse a observaciones que han 
sido censuradas tanto a derecha como a izquierda (es decir, de ellas sólo sabemos que entran 
en la investigación cuando ésta ya estaba inicializada y salen de la misma, sin haber fallado, 
antes de que finalice).  


Finalmente, se puede tener censura simple (si el experimento finaliza en el mismo instante para 
todos los dispositivos observados), o censura múltiple. Un ejemplo de esta última sería cuando los 
pacientes abandonan el hospital en instantes diferentes (bien por estar recuperados, bien por irse a 
otro centro, etc.). 


INTERPRETACIÓN DE LOS TESTS CHI-CUADRADO χχχχ2 ____________________ 


En los próximos math-blocks se usará un test χ2 para contrastar la bondad del ajuste propuesto o 
para contrastar diferencias entre grupos. Dado que las hipótesis del test serán diferentes según el 
contexto en que estemos, también lo serán las conclusiones que se extraigan a partir del p-valor. 


Un p-valor es estadísticamente significativo cuando sea menor o igual a una constante prefijada α. 
Si así ocurre, se rechazará la hipótesis nula H0  en favor de la hipótesis alternativa H1. La constante α 
representa la probabilidad condicional de rechazar la hipótesis nula, a partir de las observaciones, en 
el supuesto de que esta hipótesis sea cierta (esto se conoce como error de tipo I). Por tal motivo, 
interesa elegir un valor muy pequeño para α.  
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H0 :  Todos los grupos son (aprox.) iguales 
 
H1 :  Todos los grupos NO son iguales 


H0 :  El modelo propuesto NO es mejor que el modelo nulo (i.e.: todos los coeficientes son cero) 
 
H1 :  El modelo propuesto es significativamente mejor que el nulo (i.e.: no todos los coeficientes 


Habitualmente se toma α = 0,05, con lo cual sólo en 5 de cada 100 casos en los que H0  sea cierta 
será rechazada. Si se pretende ser aún más exigentes en cuanto a las “evidencias” que se han de 
presentar para rechazar la hipótesis nula, se tomará α = 0,01 o bien α = 0,005. Observar, sin 
embargo que, si bien escogiendo un α diminuto resulta más improbable un error de tipo I, también 
resultará más probable cometer un error de tipo II, i.e.: que la hipótesis nula sea aceptada en las 
ocasiones en que ésta sea falsa. 


 


Así, cuando se use un test  χ2  para contrastar si las observaciones se pueden ajustar mediante una 
distribución exponencial (i.e., para contrastar si los datos obtenidos podrían corresponder 
“aproximadamente” a una v.a. que siguiese dicha distribución),  el test será: 


 


. 


 


Obtener aquí un p-valor significativo implicará que la distribución utilizada no es buena para ajustar 
los datos. 


Si se recurre a un test  χ2  para contrastar posibles diferencias entre grupos muestrales, las hipótesis 
serán: 


 


 


 


Un p-valor significativo implicará aceptar la existencia de diferencias entre grupos. 


Finalmente, un test  χ2  para determinar la validez de un modelo de regresión será de la forma: 


 


 


Si el test resulta significativo, se tendrá que al menos una de las variables explicativas del modelo 
afecta al valor de la variable dependiente. 


α = Pr(rechazar H0 
cuando H0 cierta) 


 
p-valor <= α? Rechazar H0 NO rechazar H0 


Fijar α= 0,05 ó 0,01 ó 0,005 
según nivel de exigencia 


H0 :  Las observaciones corresponden (aproximadamente) a una distrib. Exponencial 
 
H1 :  Las observaciones NO corresponden a una distrib. Exponencial 
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TABLA DE SUPERVIVENCIA o ACTUARIAL_______________________________ 


Uno de los métodos no paramétricos más clásicos y directos para describir la fiabilidad de una 
muestra es la tabla de supervivencia, la cual no es más que una tabla de frecuencias mejorada y 
ampliada. A partir de ella es posible hacer una primera estimación sobre el comportamiento de la 
función de supervivencia S(t), de la función de distribución F(t), de la función de densidad f(t), y de la 
tasa de fallo h(t). El análisis del siguiente ejemplo, construido con ayuda de la hoja de cálculo Excel 
(ver archivo TablaSup.xls ), permitirá entender su funcionamiento: 


 


Inputs:   Intervalos, dispositivos entranes, disp. censurados, y disp. fallados.


Nota:   A fin de obtener estimaciones razonables, el número de dispositivos observados habrá de ser mayor de 30.


Intervalo Inicio Int. Entrantes Censurados En Riesgo Fallados Prob. Fallo Prob. Superv. R(t) f(t) h(t)
1 0,00 65 14 58,0 19 0,3276 0,6724 1,0000 0,0020 0,0024
2 161,36 32 4 30,0 4 0,1333 0,8667 0,6724 0,0006 0,0009
3 322,73 24 4 22,0 0 0,0227 0,9773 0,5828 0,0001 0,0001
4 484,09 20 4 18,0 1 0,0556 0,9444 0,5695 0,0002 0,0004
5 645,45 15 1 14,5 1 0,0690 0,9310 0,5379 0,0002 0,0004
6 806,82 13 3 11,5 1 0,0870 0,9130 0,5008 0,0003 0,0006
7 968,18 9 1 8,5 2 0,2353 0,7647 0,4572 0,0007 0,0017
8 1129,55 6 1 5,5 0 0,0909 0,9091 0,3496 0,0002 0,0006
9 1290,91 5 1 4,5 1 0,2222 0,7778 0,3179 0,0004 0,0015


10 1452,27 3 2 2,0 0 0,2500 0,7500 0,2472 0,0004 0,0015
11 1613,64 1 0 1,0 0 0,5000 0,5000 0,1854 0,0006 0,0031
12 1775,00 1 1 0,5 0 1,0000 0,0000 0,0927 --- ---
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La distribución de los tiempos de supervivencia (o tiempos de fallo) se divide en un determinado 
número de intervalos. Se denotará por (ti-1, ti] al i-ésimo intervalo. Para cada intervalo se registra el 
número de observaciones o dispositivos que han entrado en buen estado ni (entrantes), el número de 
los que han fallado en él di (fallados), y el número de observaciones perdidas o censuradas en él ri 
(censurados).  


A partir de estos datos, es posible calcular otros estadísticos adicionales que se describen a 
continuación: 


• Número de observaciones en riesgo n’i :  es el nº de observaciones que entró en el 
intervalo respectivo en buen estado, menos la mitad del nº de observaciones perdidas o 
censuradas en dicho intervalo: 
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• Probabilidad de fallo:  para cada intervalo, es la proporción de observaciones en riesgo que 
fallan. En el caso de que un intervalo no registre ningún fallo, se acostumbra a tomar 0,5 en 
lugar de 0 a la hora de contabilizar el número de fallos (a fin de “suavizar” las funciones 
estimadas): 
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• Probabilidad de supervivencia:  es la proporción de observaciones en riesgo que 
sobreviven (1 – probabilidad de fallo): 
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• Función de supervivencia:  para cada intervalo, es la proporción de observaciones que han 
logrado llegar hasta él en buen estado. Se calcula multiplicando la proporción de 
supervivientes de todos los intervalos anteriores (se supone que los fallos en un intervalo son 
independientes de los anteriores): 
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• Función de densidad de probabilidad (f.d.p.):  para cada intervalo, es una estimación de la 
probabilidad de fallo por unidad de tiempo. Para calcularla, primero se halla la diferencia entre 
la proporción de dispositivos supervivientes al inicio del intervalo y la proporción de 
supervivientes al final del intervalo. El valor que obtenido se dividirá por la longitud del 
intervalo: 
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• Tasa de fallo o de riesgo:  es la probabilidad, por unidad de tiempo, de que un dispositivo 
que haya sobrevivido hasta el inicio del intervalo falle en él. Para hallarla, primero se 
calculará el cociente entre el nº de fallos (usando 0,5 cuando éste sea 0) y la longitud del 
intervalo. El resultado obtenido se dividirá por la media entre el número de dispositivos 
entrantes en dicho intervalo y el número de dispositivos entrantes en el intervalo siguiente:  
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• A fin de obtener estimaciones razonables de la función de supervivencia, de la función de 
densidad de probabilidad, y de la función tasa de fallo, será necesario disponer de, como 
mínimo, 30 observaciones completas (no censuradas). 







  Conceptos básicos de Fiabilidad 


Proyecto e-Math          10 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


DISTRIBUCIONES HABITUALES EN FIABILIDAD__________________________ 


La tabla de supervivencia proporciona una visión descriptiva de cómo se distribuyen los tiempos de 
fallo. Sin embargo, para poder realizar predicciones probabilísticas será necesario conocer cual es 
(aproximadamente) la distribución de la población que subyace tras las observaciones.  


Sea T la variable que representa los tiempos de fallo de un determinado dispositivo ( T > 0 ).  El 
objetivo será conocer (si ello es posible) la función de distribución asociada a T, la cual será de la 
forma  F( t ; θ) = P( T ≤ t ) , siendo θ un vector de parámetros. 


En general, la mayoría de distribuciones usadas en fiabilidad tienen, a lo sumo, tres parámetros: 


• Parámetro de escala α: este es el parámetro que caracteriza a las distribuciones 
unipararamétricas. El parámetro de escala define cuán dispersa se encuentra la distribución 
(en el caso de la distribución normal, el parámetro de escala es la desviación típica). 


• Parámetro de forma β: este parámetro define la forma de la distribución. Algunas 
distribuciones (como la exponencial o la normal) carecen de este parámetro pues tienen una 
forma predeterminada que nunca varía (en el caso de la normal, ésta tiene siempre forma de 
campana). 


• Parámetro de localización γ:  se usa para desplazar una distribución hacia un lado u otro. 
Esto significa que, dada una distribución cuyo dominio habitual sea [0 , +∞), la inclusión de un 
parámetro de localización γ cambiará el dominio a [γ , +∞). En el caso de la normal, el 
parámetro de localización es la media. 


Se dice que una v.a. Y pertenece a la familia localización-escala (location-scale) si su f.d. se puede 
expresar de la forma: 












σ
µ=≤=σµ Φ -y


yYPyF )(),;(  


donde Φ no depende de ningún parámetro desconocido. En tal caso, µ ∈ (-∞ , +∞) es el 
parámetro de localización, y  σ > 0 es el parámetro de escala. 


Observar que Φ es la f.d. de la v.a. Z = (Y - µ)/σ . Muchas de las distribuciones más habituales, o bien 
pertenecen a esta familia o bien están íntimamente relacionadas. Ejemplos de distribuciones que 
pertenecen a esta familia son la normal, la logística, y la de valores extremos: 


Normal  =
σ


µ
Φσµ


y
),;y(F nor   donde Φnor  es la f.d. de una N(0,1) 


Logística  =
σ


µ
Φσµ


y
),;y(F islog   donde Φlogis (z) = exp(z) / (1 + exp(z)) 


Se dice que una v.a. T pertenece a la familia log-localización-escala si Y = log(T) es un miembro de la 
familia localización-escala. Ejemplos de distribuciones que pertenecen a esta familia son la 
exponencial, la Weibull, la log-normal, y la log-logística: 
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Las distribuciones que más se emplean a la hora de modelar tiempos de fallo, algunas de las cuales 
serán comentadas a continuación, son la Weibull, la exponencial, la normal, la log-normal, la logística, 
la log-logística, y la de valores extremos. 


Distribución Exponencial:  se utiliza para modelar el tiempo transcurrido entre dos sucesos 
aleatorios no muy frecuentes cuando la tasa de ocurrencia, λ , se supone constante.  


En fiabilidad se usa para describir los tiempos de fallo de un dispositivo durante su etapa de vida útil, 
en la cual la tasa de fallo es (aproximadamente) constante, i.e.:  h(t) = λ . Una tasa de fallo constante 
significa que, para un dispositivo que no haya fallado con anterioridad, la probabilidad de fallar en el 
siguiente intervalo infinitesimal es independiente de la edad del dispositivo. 


La tasa de fallo  λ  es el parámetro que caracteriza a esta distribución. Este valor es la inversa del 
tiempo medio que transcurre hasta el fallo (o entre dos fallos consecutivos, MTBF, si el dispositivo 
sigue funcionando), i.e.:  α = MTTF = 1/λ . Observar que aquí α es el parámetro de escala, también 
llamado vida característica. La f.d.p. de una distribución exponencial es de la forma: 


{ } 0  , t0              >λ∞<<⋅λ−⋅λ= ttf exp)(  
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Una generalización de la distribución anterior sería la distribución exponencial bi-paramétrica, cuya 
f.d.p. es de la forma: 











α
γ


α
=γα t


tf exp
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),;(  , 


donde α = 1/λ > 0 es el parámetro de escala, y  γ es el parámetro de localización. Notar que cuando γ 
= 0 se obtiene la distribución exponencial de un único parámetro. 


Distribución de Weibull:  Se ha comentado antes que la distribución exponencial es utilizada a 
menudo para modelar los tiempos de fallo cuando la tasa de riesgo es constante. Si, por el contrario, 
la probabilidad de fallo varía con el tiempo resulta más apropiada una Weibull (de hecho la 
exponencial puede verse como un caso particular de la Weibull).  


La Weibull es tan flexible que, eligiendo adecuadamente sus parámetros, permite describir las tres 
etapas de la función tasa de fallos (curva de la bañera). Esta distribución viene caracterizada por dos 
parámetros:  α (escala) y  β (forma). Su f.d.p. es: 
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Observar que cuando β =1, basta con tomar  α = 1/λ  para obtener la f.d.p. de la distribución 
exponencial. 
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Distribución Lognormal:  La f.d.p. de una distribución normal es no nula en todo el eje real  (y no 
sólo en el semieje positivo). Por este motivo, el uso de la normal implicaría que el fallo puede 
producirse antes del instante t = 0. Para evitar esta inconveniencia que presenta la distribución 
normal, se puede utilizar en su lugar la distribución Log-normal. 


Se dice que una variable aleatoria T sigue una distribución Lognormal (base e), de parámetros γ 
(localización) y α (escala), cuando su logaritmo neperiano Y = Log(T)  se distribuye de forma normal 
con media  γ  y desviación típica α.  


Inversamente, dada una v.a. Y≈N(π,σ), la variable aleatoria  T = eY seguirá una distribución 
Lognormal (base e) de parámetros γ = µ (localización)  y α = σ (escala), cuya f.d.p. será: 
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ENLACES___________________________________________________________ 
 
[W1] Desde la página de la empresa española ISDEFE podemos bajarnos dos libros de la serie 


azul de las monografias. El primero de ellos es Fiabilidad de Joel A. Nachlas. 
 


 
 


así como también el libro Mantenibilidad de Jezdimir Knezzevic. 
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ambos son excelentes introduciones al tema. 
 
 
[W2] Antonio Ángel Blesa de la Universidad de Las Palmas de Gran Canaria ha elaborado un 


excelente Tutorial sobre fiabilidad. 
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FIABILIDAD (II): IDENTIFICACIÓN Y  
DESCRIPCIÓN GRÁFICA DE LOS DATOS 


Autores:  Ángel A. Juan Pérez (ajuanp@uoc.edu), Rafael García Martín (rgarciamart@uoc.edu). 


RELACIÓN CON OTROS MATH-BLOCS__________________________________ 


Este math-block forma parte de una serie de 8 documentos relacionados todos ellos con la Fiabilidad 
de componentes desde un punto de vista estadístico: 


• Conceptos Básicos (I). 
• Identificación y descripción gráfica de los datos (II). 
• Análisis paramétrico de los tiempos de fallo (III). 
• Análisis no paramétrico de los tiempos de fallo (IV). 
• Comparación no paramétrica de muestras (V). 
• Tests de vida acelerada (VI). 
• Modelos de regresión para observaciones censuradas (VII). 
• Análisis Probit (Éxito / fracaso) (VIII). 


MAPA CONCEPTUAL_________________________________________________ 
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INTRODUCCIÓN_____________________________________________________ 


Supongamos que se dispone de una relación de tiempos de fallo asociados a un determinado 
dispositivo, i.e., se tienen n observaciones de la v.a. T = “tiempo transcurrido hasta que se produce el 
fallo”. Lo primero que convendría hacer es tratar de identificar alguna distribución conocida a la cual 
se ajustasen bien las observaciones, pues ello nos simplificaría el análisis descriptivo de los datos, 
así como la realización de inferencias sobre la población.  


En muchas ocasiones será posible identificar la distribución que mejor se aproxima a las 
observaciones mediante el uso de gráficos de probabilidad. Este tipo de gráficos muestran la f.d. 
linealizada de una distribución teórica junto con una nube de puntos que representan estimaciones 
(no paramétricas) puntuales de la f.d. de T. Evidentemente, cuanto más se aproxime la nube de 
puntos a la recta que aparece en el gráfico, tanto mejor será el ajuste. 


Si se lograse aproximar la distribución de T mediante alguna distribución teórica conocida, sería 
posible usar esta última para representar gráficamente estimaciones de la función de supervivencia, 
de la f.d.p., y de la tasa de fallos (descripción paramétrica) de las observaciones. En caso contrario, 
será necesario recurrir a la estimación puntual de la f.d. asociada a T para representar gráficamente 
estimaciones de las funciones anteriores (descripción no paramétrica). 


En este math-block se hará uso del programa estadístico MINITAB para identificar y describir 
gráficamente la distribución que mejor se ajuste a un conjunto de observaciones que usaremos como 
ejemplo.  


Las posibles distribuciones de ajuste son: la normal, la lognormal (base e), la Weibull, y la 
exponencial.  


 


GRÁFICOS DE PROBABILIDAD_________________________________________ 


Al representar gráficamente las funciones de distribución (f.d.) de las diferentes distribuciones 
teóricas, se obtienen curvas muy similares, muchas de ellas difíciles de ser identificadas a simple 
vista. Es por ello que se utilizan los gráficos de probabilidad, los cuales hacen uso de escalas 
especiales en los ejes, de manera que al representar la f.d. ésta tenga forma lineal. 


El primer paso será pues encontrar la transformación adecuada para t y F(t) de modo que al 
representar t vs. F(t) se obtenga una función lineal.  


Ejemplo (linealización de una Weibull):  La f.d. asociada a una distribución Weibull de dos 
parámetros (α, β) viene dada por la expresión: 


F(t) = 1 – exp{-(t/α)β}     con      α, β > 0 


Esta función puede ser linealizada (i.e., puesta de la forma: y = a + bx) como sigue: 


F(t) = 1 – exp{-(t/α)β} ⇒ ln(1-F(t)) = ln(exp{-(t/α)β}) ⇒ ln(1-F(t)) = -(t/α)β ⇒ 
⇒ ln(-ln(1-F(t))) = β⋅ln(t/α) ⇒ ln(ln(1-F(t))-1) = β⋅ln(t) - β⋅ln(α) 


Tomando ahora  y = ln(ln(1-F(t))-1) , y x = ln(t) la f.d. puede rescribirse en forma lineal como: 


y = β⋅x - β⋅ln(α). 


A continuación se representa gráficamente la f.d. de una Weibull (con escala α = 10 y forma β = 4) y 
su versión linealizada: 
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Escala (alpha)  = 10 WEIBULL 
Forma (beta) = 4  


    
t F(t) x = ln(t) y = ln(ln(1-F(t))-1) 
1 0,00 0,00 -9,2 
2 0,00 0,69 -6,4 
3 0,01 1,10 -4,8 
4 0,03 1,39 -3,7 
5 0,06 1,61 -2,8 
6 0,12 1,79 -2,0 
7 0,21 1,95 -1,4 
8 0,34 2,08 -0,9 
9 0,48 2,20 -0,4 
10 0,63 2,30 0,0 
11 0,77 2,40 0,4 
12 0,87 2,48 0,7 
13 0,94 2,56 1,0 
14 0,98 2,64 1,3 
15 0,99 2,71 1,6 
16 1,00 2,77 1,9 


 


 


Una vez conocidas las transformaciones que permiten linealizar la f.d. asociada a una distribución, es 
posible construir una plantilla especial (con los ejes graduados de forma adecuada) sobre la cual 
representar una nube de puntos que contenga cada uno de los tiempos de fallo observados (eje x) 
junto con el valor (estimado) de la f.d. asociado a dicha observación (eje y). 


Para cada punto (xj,yj), el valor xj vendrá dado por la j-ésima observación tj (instante en que se ha 
producido el fallo j-ésimo). Más complicado será hallar el valor de la coordenada yj, la cual 
representará el valor estimado de F(tj). Es usual estimar el dicho valor mediante los llamados rangos 
medianos, los cuales se pueden calcular, en el caso de la distribución Weibull con observaciones 
completas (sin censura), mediante la ecuación que se muestra a continuación. Para profundizar más 
sobre este método, se recomiendan las referencias bibliográficas Hald (1952a) [9] y Hald (1952b) 
[10]: 


F(tj) ≈ rango mediano j-ésimo = ( 1 + F(0,5; m,n) ⋅(n – j + 1) / j )-1 


donde: F(0,5; m,n) es la mediana de una F-Snedecor con m = 2(n – j + 1)  y  n = 2j  grados de 
libertad, j es el orden del fallo, y n es el tamaño muestral. 


Como se verá en el apartado siguiente, los programas estadísticos actuales (como MINITAB) son 
capaces de realizar los cálculos anteriores, automatizando así el proceso de construcción de estos 
gráficos de probabilidad. 


Cuando se tengan ya representados todos los puntos (x,y) asociados a las observaciones, se deberá 
hallar la recta de regresión asociada, la cual corresponderá a la f.d. de la distribución elegida cuyos 
parámetros mejor se ajusten a las observaciones. Para ver si las observaciones pueden aproximarse 
bien por dicha distribución, habrá que analizar (gráficamente o mediante el estadístico Anderson-
Darling) si los puntos representados se encuentran suficientemente próximos a la recta, prestando 
especial atención a los valores de los extremos.  
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IDENTIFICACIÓN GRÁFICA DE LA DISTRIB. DE AJUSTE____________________ 


Ejemplo (identificación gráfica): se considerará aquí el caso de una compañía que fabrica cubiertas 
para motores, cubiertas que pueden estropearse rápidamente si se ven sometidas a temperaturas 
elevadas. El archivo Motores.mtw contiene los tiempos de fallo (en meses) de las cubiertas a dos 
temperaturas distintas. 


La primera muestra (Tiemp80) consta de 50 cubiertas sometidas a 80º C; la segunda muestra 
(Tiemp100) abarca 40 cubiertas a 100º C. Algunas de las cubiertas que se empezaron a estudiar, o 
bien fallaron debido a causas distintas a la temperatura, o bien no continuaron en el estudio por 
motivos diversos y, por tanto, se desconoce el instante en que fallaron (observaciones censuradas a 
derecha).  


En las columnas Comp80 y Comp100 se especifica si los tiempos obtenidos pertenecen a 
observaciones completas (1) o a observaciones censuradas (0). 


Una vez introducidos los datos, seleccionamos Stat > Reliability/Survival > Distribution ID Plot-Right 
Cens... : 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


Se eligen las variables que contienen los tiempos de fallo, así como las columnas en las que se indica 
si ha habido o no censura (cada una de éstas se asociará a una variable según el orden de entrada): 
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Observar que una alternativa al uso de columnas indicadoras de censura sería fijar el tiempo que ha 
de transcurrir (o el número de observaciones que han de fallar) como indicador de censura (censura 
por tiempo o por fallos).  


El programa ofrece una serie de opciones, como la de escoger entre los siguientes métodos no 
paramétricos para la obtención de los gráficos: Herd-Jonhson, Kaplan-Meier, y Kaplan-Meier 
modificado (ver el math-block Fiabilidad IV). Por defecto, en el caso de observaciones censuradas, 
MINITAB utiliza el método Kaplan-Meier modificado: 


 


 


 


 


 


 


 


 


Si los puntos representados en el gráfico están suficientemente próximos a la recta, podremos dar por 
bueno el ajuste de las observaciones mediante la distribución teórica elegida (resulta conveniente 
prestar atención especial a los valores de los extremos). Como se observa en los gráficos siguientes, 
la distribución que mejor se ajusta a los datos es la lognormal (base e).  


Por su parte, el estadístico Anderson-Darling nos da una medida de lo alejadas que se encuentran 
las observaciones de las recta que representa las función de distribución. Cuanto mejor sea el ajuste, 
tanto menor será dicho estadístico. En este caso vemos que el menor valor que toma el estadístico 
AD corresponde a la distribución lognormal (67,22 para la muestra a 80º C y 16,50 para la muestra a 
100º C), lo que confirma que es esta distribución la que mejor se ajusta a las observaciones: 
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DESCRIPCIÓN GRÁFICA DE LOS DATOS________________________________ 


Una vez se haya tratado de ajustar los tiempos de fallo mediante alguna distribución conocida, será 
conveniente realizar una descripción gráfica de las observaciones. Si se ha logrado identificar la 
distribución de los tiempos de fallo, se optará por un enfoque paramétrico. Si, por el contrario, las 
observaciones no se ajustan a ninguna de las cuatro distribuciones propuestas (exponencial, Weibull, 
normal y lognormal), se optará por usar métodos no paramétricos. 


El enfoque paramétrico incluye los siguientes gráficos: f.d.p., función de supervivencia, f.d. 
(linealizada), y tasa de fallo. La opción no paramétrica incluye un gráfico de la función de 
supervivencia (basado en Kaplan-Meier) y otro de la función tasa de fallo. 


Ejemplo (descripción paramétrica):  Siguiendo con el ejemplo anterior de las cubiertas, se utilizará la 
distribución lognormal  (base e) para hacer una descripción completa de las variables que interesan:  


Las cuatro gráficas anteriores describen la distribución de los tiempos de fallo de las cubiertas para 
dos niveles diferentes de temperatura. A partir de las mismas, es posible determinar, p.e., cuánto más 
probable resulta el que las cubiertas fallen si se encuentran sometidas a una temperatura de  100º C 
que si lo están a  una de 80º C. 
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Así, p.e., se observa (a partir del gráfico de supervivencia) que, tras 50 meses, sólo sobrevivirán 
(aproximadamente) un 30% de las cubiertas sometidas a 100º C, mientras que el porcentaje de 
supervivientes a los 50 meses sube hasta (aproximadamente) un 65% para las cubiertas sometidas a 
80º C.  


Ejemplo (descripción no paramétrica):  Si se hubiese optado por un método no paramétrico (sin 
suponer que los datos pueden ajustarse por una determinada distribución teórica), los resultados 
hubiesen sido los siguientes: 


 


 


A partir de las funciones de supervivencia se aprecia que hay una sustancial diferencia entre los 
tiempos de fallo de las cubiertas a 80º C y los de las cubiertas a 100º C: claramente, a una 
temperatura de 80º C la mayor parte de las cubiertas perdura durante más tiempo que a 100º C. 
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Por su parte, la gráfica de las tasas de riesgo muestra dos funciones crecientes, siendo la de mayor 
pendiente la asociada a las cubiertas que soportan más temperatura. 


Nuevamente, se aprecia cómo transcurridos 50 meses, solo sobrevivirán aprox. un 30% de las 
cubiertas sometidas a 100º C, mientras que este porcentaje llega al 65-70% para cubiertas a 80º C. 


Notar, además, que aproximadamente un 50% de las cubiertas a 100º C habrán fallado entre los 35 y 
40 meses. Por otro lado, en el caso de las cubiertas a 80º C, un 50% de las mismas sobrevivirá hasta 
los 55-60 meses. 
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ENLACES___________________________________________________________ 
[W1] La página de Relia Soft contiene multitud de enlaces documentación y software 


relacionados con la Fiabilidad de Sistemas. 
 
 
[W2] También de Relia Soft, la página Weibull.com es, sin duda, una de las principales fuentes de 


información sobre Fiabilidad. 
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DE LOS TIEMPOS DE FALLO 


Autores:  Ángel A. Juan Pérez (ajuanp@uoc.edu), Rafael García Martín (rgarciamart@uoc.edu). 


 


RELACIÓN CON OTROS MATH-BLOCS__________________________________ 


Este math-block forma parte de una serie de 8 documentos relacionados todos ellos con la Fiabilidad 
de componentes desde un punto de vista estadístico: 


• Conceptos Básicos (I). 
• Identificación y descripción gráfica de los datos (II). 
• Análisis paramétrico de los tiempos de fallo (III). 
• Análisis no paramétrico de los tiempos de fallo (IV). 
• Comparación no paramétrica de muestras (V). 
• Tests de vida acelerada (VI). 
• Modelos de regresión para observaciones censuradas (VII). 
• Análisis Probit (Éxito / fracaso) (VIII). 


 


MAPA CONCEPTUAL_________________________________________________ 
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INTRODUCCIÓN_____________________________________________________ 


 


En el math-block Fiabilidad (II) se describió un método gráfico que servía para tratar de ajustar la 
distribución de los tiempos de fallo por alguna conocida (Weibull, exponencial, normal, y lognormal). 
Si no ha sido posible realizar dicho ajuste, se deberá recurrir a métodos no paramétricos (que se 
explican en el math-block Fiabilidad IV) para tratar de describir el comportamiento de los tiempos de 
fallo.  


Si, por el contrario, se ha logrado ajustar algún modelo teórico a las observaciones, los objetivos 
siguientes serán:  


1) Estimar el valor de los parámetros que caracterizan la distribución (para ello se suele usar 
el método de máxima verosimilitud o bien el de mínimos cuadrados). 


2) Realizar un análisis descriptivo de los tiempos de fallo (media, mediana, percentiles, etc.), 
usando para ello la distribución teórica ajustada (análisis paramétrico).  


 


En la primera parte de este documento (de carácter más teórico), se presentará el método que 
permite hallar el estimador de máxima verosimilitud (EMV). A fin de ejemplificar dicho método y sus 
posibilidades, se usará la distribución exponencial de un parámetro, θ.  


A partir del estimador EMV obtenido, se mostrará:  


1) Cómo es posible hallar intervalos de confianza para θ (o para funciones de θ), y  


2) Cómo realizar contrastes de hipótesis sobre el valor de dicho θ.  


Los conceptos y técnicas que aquí se muestran para la distribución exponencial uniparamétrica son 
fácilmente generalizables a otras distribuciones como la Weibull o la lognormal, ambas pertenecientes 
a la familia de las log-localización-escala. Si se desea profundizar en los detalles de este método se 
recomienda consultar Kececioglu (1994) [3], y Nelson (1982) [4]. 


 


En las partes segunda y tercera del math-block , se llevarán a cabo sendos análisis paramétricos 
completos con la ayuda respectiva de los programas MINITAB y STATISTICA. 
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EMV  PARA LA DISTRIBUCIÓN EXPONENCIAL 


 


La idea general del método de máxima verosimilitud es la siguiente: dado un conjunto de 
observaciones que siguen una determinada distribución teórica de parámetros desconocidos, se 
tratará de hallar (estimar) el valor de dichos parámetros.  


Lo que se pretende, en definitiva, es encontrar aquellos valores de los parámetros característicos de 
la distribución que maximizan la probabilidad de que las observaciones provengan de dicho modelo 
(de ahí el nombre del método).  


El de máxima verosimilitud es uno de los métodos más versátiles, en el sentido de que es aplicable a 
una gran variedad de modelos, tanto paramétricos como no paramétricos, y tanto con observaciones 
completas como con observaciones censuradas. Este método se puede incluso usar a la hora de 
buscar variables explicativas (análisis de regresión). 


Cuando el tamaño muestral, n, es suficientemente grande, el estimador de máxima verosimilitud 
(EMV) presenta bastantes propiedades destacables: 


• Es asintóticamente consistente, i.e.: conforme n aumenta, el EMV converge al valor real del 
parámetro. 


• Es asintóticamente eficiente, i.e.: para valores grandes de n, es el que proporciona una 
estimación más precisa. 


• Es asintóticamente insesgado, i.e.: conforme n aumenta, el valor esperado del EMV 
converge al valor real. 


• Para valores grandes de n, los EMV se distribuyen de forma normal.  


El tamaño muestral, n, necesario para que se cumplan las propiedades anteriores puede llegar a ser 
bastante grande: desde 30-50 observaciones completas (no censuradas) hasta más de 100, según 
sea el caso de estudio.  


Con menos observaciones, el EMV puede presentar problemas de sesgo. Se sabe, por ejemplo, que 
el EMV del parámetro forma (β) en una Weibull es bastante sesgado cuando la muestra es de tamaño 
reducido, y que dicho efecto puede verse agravado conforme aumenta la proporción de 
observaciones censuradas en la muestra. Este sesgo podría afectar seriamente a la calidad del 
análisis. 


Sin embargo, incluso cuando se trate de muestras de reducido tamaño, el método de máxima 
verosimilitud suele proporcionar estimadores de, al menos, tanta calidad como el resto de métodos de 
estimación (mínimos cuadrados, rangos medianos, etc.). 


Por simplicidad en la exposición, en este apartado se trabajará siempre sobre la distribución 
exponencial de un solo parámetro θ (escala), cuya f.d.p. es expresable como: 
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ESTIMADOR DE MÁXIMA VEROSIMILITUD (OBS. CENSURADAS)____________ 


Supuesto 1: en lo que sigue, se supondrá que la v.a. T, la cual registra los tiempos de fallo de un 
conjunto de dispositivos, sigue una distribución exponencial de parámetro θ0 desconocido, y que se 
dispone de una muestra compuesta por n observaciones independientes  t1, t2, ..., tn . Se denotará por  
f(ti; θ)  al valor de la f.d.p. en el instante ti . Además, en una primera aproximación, se supondrá que 
las n observaciones son completas (no censuradas). 


Asociada a la muestra anterior, se define la función de verosimilitud L(θ) como: 


∏
=


θ=θ≡θ
n


i
in tfttLL


1
1 );();...()(  


La función de verosimilitud L(θ) se puede interpretar como una medida de lo probable que son las 
observaciones registradas. Así, los valores de θ para los cuales L(θ) es relativamente grande serán 
más probables que los valores de θ para los cuales la probabilidad de las observaciones es 
relativamente pequeña. Se tratará pues de hallar (si existe) un estimador de máxima verosimilitud, 
i.e., un valor del parámetro θ que maximice la función L(θ). Cuando existe un único máximo global de 
L(θ), éste se suele denotar por θ̂ . 


En muchas ocasiones, en lugar de intentar maximizar la función L(θ), resulta más sencillo maximizar 
la función logarítmica de verosimilitud Λ(θ) (el máximo de ambas funciones, si existe, ocurrirá para 
el mismo valor de θ): 
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=


θ=θ=θΛ
n


i
itfL


1


);(ln)(ln)(


 
Supuesto 2:  se considerará ahora el caso de observaciones censuradas. Se supondrá que una 
observación censurada a la izquierda de un instante t0 equivale a una observación censurada en el 
intervalo  ( 0 , t0 ) . 


En las condiciones del supuesto 2, parece lógico pensar que la función de verosimilitud deba 
contener varios factores, uno por cada observación, a los que denotaremos por Li(θ). Cada uno de 
estos factores tratará de representar la probabilidad de que se obtenga el valor registrado en la 
observación i-ésima, es decir: 


• Si la observación i-ésima ha fallado justo en el instante ti (observación no censurada), 


Li (θ) = f( ti ; θ ) 


• Si la observación i-ésima ha fallado el intervalo  ti-1 -  ti  (censura arbitraria o a izquierda), 


∫ −
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• Si la observación i-ésima ha fallado después del instante ti  (censura a derecha), 


∫
∞


−=−∞==>=θ
it
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Una vez definida la nueva función de verosimilitud )(θL  se deberá buscar un valor del parámetro que 
la maximice. Dicho valor (si existe) será el EMV. 
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INTERVALOS DE CONFIANZA Y CONTRASTES DE HIPÓTESIS PARA  θθθθ0______ 


A partir de la función de verosimilitud, es posible hallar un intervalo de confianza para θ0 (el valor real 
del parámetro) a nivel 1-α, el cual vendrá dado por el siguiente conjunto de valores: 


( ){ }2
)1;(ln2:)1( αχ≤θ⋅∈θ=θα−     )R( -R  /     para 0IC  


donde )̂()()( θθ=θ LLR  es la llamada verosimilitud relativa, θ̂  es el EMV, y 2 )1;(αχ  es aquel valor que 


en una χ2 con 1 grado de libertad deja a su derecha un área de α. 


Debido a la estrecha relación que existe entre los conceptos intervalo de confianza y contraste de 
hipótesis (ver Apéndice 1), es posible usar el intervalo de confianza anterior para realizar contrastes 
de hipótesis bilaterales sobre el valor del parámetro θ: 


Dado un valor fijo θ1, se puede considerar el contraste: 
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Pues bien, para un nivel de significación α, se rechazará la hipótesis nula si y sólo si: 


( ) 2
)1;(1)(ln2 αχ>θ⋅− R  


Es decir, la hipótesis nula será rechazada sólo cuando θ1  no esté contenido en el intervalo de 
confianza para θ0  a nivel de confianza 1-α. 


Para muestras de gran tamaño (usualmente n > 30 o n > 50), también es frecuente usar otros 
intervalos de confianza basados en la distribución normal, los cuales presentan la ventaja de ser más 
fácilmente calculables (si bien no son tan precisos como los anteriores). 


Así, un intervalo de confianza para θ0 basado en la distribución normal, vendrá dado por: 


θα ⋅±θ=




 θθ ˆ2/ ŝzˆ~~,~


 
donde θ̂ es el EMV, zα/2 es aquel valor que en una N(0,1) deja a su derecha un área de α/2,  


( )
1


2


2


ˆ ˆˆ
−


θ 













θ


θ


Λ−=
d


d
s  


es un estimador del error estándar de θ̂ , y Λ(θ) es la función logarítmica de verosimilitud. 


Este intervalo de confianza está basado en la hipótesis de que la v.a. 


θ
θ


θ−θ
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0
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ˆ


s
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sigue una distribución N(0,1), por lo que se cumplirá 


α−≈<< αθα− 1)( 2/ˆ2/1 zZzP , 


de lo cual se deduce (teniendo en cuenta que  -z1-α/2 = zα/2):  


α−≈⋅+θ<θ<⋅−θ θαθα 1)ˆˆˆ(̂ ˆ2/0ˆ2/ szszP . 
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INTERVALOS DE CONFIANZA PARA FUNCIONES DE θθθθ0________________________ 


 


En el caso de distribuciones uniparamétricas, como la exponencial, los intervalos de confianza para θ0 
pueden transformarse fácilmente en intervalos de confianza para funciones monótonas de θ0.  


 


Ejemplo (IC para la tasa de ocurrencia): La tasa de ocurrencia (o tasa de fallo) de una exponencial, λ 
= 1/θ, es una función monótona decreciente de θ.  


Por ello, si 
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es un intervalo de confianza de θ0 a nivel 1-α, entonces: 
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será un intervalo de confianza para λ0 a nivel 1-α. 


 


Ejemplo (IC para la f.d.):  Análogamente, en el caso de la exponencial, la función de distribución 
F(t;θ) es una función monótona decreciente de θ. Por tanto, dado t0, si 
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es un intervalo de confianza de θ0, un intervalo de confianza para F(t0;θ0) vendrá dado por: 
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ANÁLISIS PARAMÉTRICO CON MINITAB 


 


El programa MINITAB permite hacer un análisis paramétrico bastante completo de la distribución de 
los tiempos de fallo. A tal fin, se supondrá que la distribución de T sigue, aproximadamente, alguna de 
las siguientes 8 distribuciones teóricas: 


Weibull exponencial normal lognormal (base e) 
lognormal base 10 logística log-logística valores extremos 


En esta parte, a fin de ilustrar cómo llevar a cabo el análisis paramétrico de las observaciones, se 
usarán sendos ejemplos según se disponga de datos con observaciones censuradas a derecha, o de 
datos con observaciones arbitrariamente censuradas (con censura a izquierda, a derecha, o por 
intervalos). 


 


EJEMPLO ANÁLISIS PARAMÉTRICO CON CENSURA A DERECHA___________ 


Volviendo al ejemplo de las cubiertas (ver capítulo 2), supongamos que se desea conocer, para cada 
temperatura, el instante temporal en el cual se espera fallen el 63,2% de las unidades (i.e., el 
percentil 63,2), así como el porcentaje de unidades que sobrevivirán tras 70 meses (i.e., la prob. de 
que una cubierta sobreviva más de 70 meses).  


Entrada de datos (input):  en primer lugar, se deben definir las variables temporales y los 
indicadores de censura. Para ello se deberá abrir previamente la ventana del menú  Parametric 
distrib. Analysis: 


 


Observar que se ha optado por la distribución lognormal (base e) para el ajuste, pues se comprobó en 
el Capítulo 2 que era la que mejor se ajustaba a estas observaciones.  


Dentro de la opción Estimate , se indicarán los percentiles y los tiempos de supervivencia a estudiar 
(en este caso, 63,2 y 70 respectivamente): 
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También es conveniente seleccionar (mediante la opción Graphs)  dos gráficos para los datos: uno de 
probabilidad, y otro que muestre la función de supervivencia: 


Salida de datos (output):  en las páginas siguientes se muestran los “outputs” asociados a cada 
variable. En cada uno de ellos cabe distinguir las siguientes secciones:  


• Parameter Estimates: donde se estima (por el método de máxima verosimilitud) el valor 
óptimo de los parámetros característicos de la distribución elegida. También proporciona una 
medida de la bondad del ajuste. 


• Characteristics of Distribution: donde aparecen varios estadísticos de centralización y 
dispersión. 


• Table of Percentiles: donde se estiman, a partir de la distribución elegida, los tiempos en los 
cuales habrán fallado los respectivos porcentajes de unidades (percentiles de T). 


• Table of Survival Probabilities:  donde se estiman las probabilidades de supervivencia para 
los tiempos indicados. 
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Distribution Analysis: Tiemp80 
Variable:  Tiemp80     
 
Censoring Information                Count 
Uncensored value                        37 
Right censored value                    13 
Censoring value:  Comp80 = 0 
 
Estimation Method:  Maximum Likelihood 
Distribution:  Lognormal base e 
 
Parameter Estimates 
                        Standard        95,0% Normal CI 
Parameter   Estimate       Error       Lower       Upper 
Location     4,09267     0,07197     3,95161     4,23372 
Scale        0,48622     0,06062     0,38080     0,62082 
 
Log-Likelihood = -181,625 
 
Goodness-of-Fit 
Anderson-Darling (adjusted) = 67,2208 
 
 
Characteristics of Distribution 
                                        Standard        95,0% Normal CI 
                            Estimate       Error       Lower       Upper 
Mean(MTTF)                   67,4153      5,5525     57,3656     79,2255   
Standard Deviation           34,8145      6,7983     23,7435     51,0476   
Median                       59,8995      4,3109     52,0192     68,9735   
First Quartile(Q1)           43,1516      3,2953     37,1531     50,1186   
Third Quartile(Q3)           83,1475      7,3769     69,8763     98,9392   
Interquartile Range(IQR)     39,9959      6,3332     29,3245     54,5505   
 
Table of Percentiles 
                        Standard        95,0% Normal CI 
 Percent  Percentile       Error       Lower       Upper 
     1,0     19,3281      2,8375     14,4953     25,7722 
     2,0     22,0674      2,9256     17,0178     28,6154 
     3,0     24,0034      2,9726     18,8304     30,5975 
     4,0     25,5709      3,0036     20,3126     32,1906 
     5,0     26,9212      3,0262     21,5978     33,5566 
     6,0     28,1265      3,0440     22,7506     34,7727 
     7,0     29,2276      3,0588     23,8074     35,8819 
     8,0     30,2501      3,0717     24,7910     36,9113 
     9,0     31,2110      3,0833     25,7170     37,8788 
    10,0     32,1225      3,0941     26,5962     38,7970 
    20,0     39,7837      3,2100     33,9646     46,5999 
    30,0     46,4184      3,4101     40,1936     53,6073 
    40,0     52,9573      3,7567     46,0833     60,8568 
    50,0     59,8995      4,3109     52,0192     68,9735 
    60,0     67,7517      5,1591     58,3584     78,6569 
    63,2     70,5695      5,5148     60,5478     82,2501 
    70,0     77,2958      6,4592     65,6184     91,0514 
    80,0     90,1863      8,5821     74,8412    108,6778 
    90,0    111,6958     12,8103     89,2100    139,8493 
    91,0    114,9578     13,5112     91,3052    144,7376 
    92,0    118,6095     14,3120     93,6288    150,2553 
    93,0    122,7588     15,2417     96,2426    156,5806 
    94,0    127,5648     16,3437     99,2372    163,9786 
    95,0    133,2761     17,6863    102,7529    172,8663 
    96,0    140,3136     19,3873    107,0258    183,9549 
    97,0    149,4767     21,6739    112,4995    198,6078 
    98,0    162,5904     25,0764    120,1748    219,9765 
    99,0    185,6339     31,3868    133,2714    258,5697 
 
Table of Survival Probabilities 
                               95,0% Normal CI 
      Time  Probability       Lower       Upper 
   70,0000       0,3743      0,2631      0,4971 


A los 19,33 meses habrán 
fallado (aprox.) un 1% de 
las cubiertas 


Se espera que un 63,2% 
de las cubiertas habrán 
fallado tras 70,57 meses 


La probabilidad de que una 
cubierta sobreviva tras 70 
meses es de 0,37 


EMV para los parámetros de 
la Log-Normal en base e 


Este estadístico es una medida de cuán 
lejos están los puntos (observaciones) 
respecto a la  recta que representa a la 
f.d. en el gráfico de probabilidad. 
Cuanto menor sea el estadístico, tanto 
mejor será el ajuste. 
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Distribution Analysis: Tiemp100 
 
Variable:  Tiemp100     
 
Censoring Information                Count 
Uncensored value                        34 
Right censored value                     6 
Censoring value:  Comp100 = 0 
 
Estimation Method:  Maximum Likelihood 
Distribution:  Lognormal base e 
 
Parameter Estimates 
                        Standard        95,0% Normal CI 
Parameter   Estimate       Error       Lower       Upper 
Location      3,6287      0,1178      3,3978      3,8595 
Scale        0,73094     0,09198     0,57117     0,93540 
 
Log-Likelihood = -160,688 
 
Goodness-of-Fit 
Anderson-Darling (adjusted) = 16,4987 
 
Characteristics of Distribution 
                                        Standard        95,0% Normal CI 
                            Estimate       Error       Lower       Upper 
Mean(MTTF)                   49,1969      6,9176     37,3465     64,8076   
Standard Deviation           41,3431     11,0416     24,4947     69,7806   
Median                       37,6636      4,4362     29,8995     47,4439   
First Quartile(Q1)           23,0044      2,9505     17,8910     29,5791   
Third Quartile(Q3)           61,6643      8,4984     47,0677     80,7876   
Interquartile Range(IQR)     38,6600      7,2450     26,7759     55,8185   
 
Table of Percentiles 
                        Standard        95,0% Normal CI 
 Percent  Percentile       Error       Lower       Upper 
     1,0      6,8776      1,6170      4,3383     10,9034 
     2,0      8,3941      1,7942      5,5212     12,7619 
     5,0     11,3181      2,0766      7,8995     16,2162 
...... 
 
    63,2     48,1892      5,9938     37,7639     61,4925 
    70,0     55,2572      7,2445     42,7359     71,4473 
    80,0     69,6769     10,2054     52,2896     92,8456 
    90,0     96,1040     16,6968     68,3686    135,0909 
    91,0    100,3541     17,8420     70,8271    142,1905 
    92,0    105,1845     19,1727     73,5864    150,3510 
    93,0    110,7647     20,7464     76,7308    159,8942 
    94,0    117,3475     22,6502     80,3853    171,3053 
    95,0    125,3340     25,0242     84,7457    185,3617 
    96,0    135,4144     28,1141     90,1451    203,4169 
    97,0    148,9246     32,4050     97,2189    228,1298 
    98,0    168,9934     39,0628    107,4274    265,8427 
    99,0    206,2550     52,1976    125,5996    338,7041 
Table of Survival Probabilities 
                               95,0% Normal CI 
      Time  Probability       Lower       Upper 
   70,0000       0,1982      0,1072      0,3248 
 


 


Si se desea estimar el tiempo que tardará en fallar un determinado porcentaje de cubiertas,  bastará 
con mirar la tabla de percentiles. A 80º C, por ejemplo, un 1% de las cubiertas habrán fallado tras 
19,33 meses. 


A 100ºC, se espera que un 
63,2% de las cubiertas habrán 


fallado tras 48,19 meses 


A 100ºC, la probabilidad de 
que una cubierta sobreviva 
tras 70 meses es de 0,20 


Aquí aparecen el nº de obs. 
no censuradas y el de obs. 
censuradas (a derecha) 


Medidas de centralización y de 
dispersión asociadas a la variable 


Tiemp100 
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En el “output” anterior, aparece el percentil 63,2 solicitado. A 80º C, el 63,2% de las cubiertas fallarán 
a los 70,5695 meses; a 100º C, el 63,2% de las cubiertas fallarán a los 48,1892 meses. Por tanto, el 
incremento de temperatura ha provocado un descenso de unos 22 meses en el percentil. 


Para determinar la proporción de cubiertas que sobrevivirían tras 70 meses, se deberá consultar la 
tabla de probabilidades de supervivencia: a 80º C, el 37,43% sobrevivirán al menos 70 meses, a 100º 
C, sólo un 19,82% será capaz de ello. 


El programa también proporcionará los gráficos que se indicaron: 
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EJEMPLO ANÁLISIS PARAMÉTRICO  CON CENSURA ARBITRARIA__________ 


Se considerará ahora el caso de una compañía que fabrica neumáticos. Los ingenieros de dicha 
compañía, están interesados en averiguar durante cuántos kilómetros “sobrevivirán” (no estarán 
excesivamente desgastados) ciertos porcentajes de estas unidades. En especial hay interés en saber 
cuantos neumáticos seguirán en condiciones tras 45.000 Km. Se han inspeccionado todos los 
neumáticos en activo cada 10,000 Km. Los datos se encuentran en el fichero Neumáticos.MTW : 


 


Entrada de datos (input): usando la opción Parametric Distribution Analysis-Arbitrary Censoring , se 
deberán introducir las columnas Inicio, Fin, y Frec, así como la distribución que se pretenda usar (en 
este caso la de valores extremos). Es conveniente, además, seleccionar un gráfico de probabilidad y 
otro de supervivencia, ambos con intervalos de confianza incluidos (use usará para ello la opción 
Graphs): 


 


Además, se pretende calcular la 
probabilidad de que un neumático dure 
más de 45.000 km., por lo que se deberá 
indicar mediante la opción Estimate: 


 


 


8 obs. censuradas a izquda., i.e.: 8 neumáticos 
habrán fallado antes del km. 10.000 


25 obs. censuradas en el intervalo 30.000, 
40.000, i.e.: 25 neumáticos habrán fallado entre 
ambos puntos kilométricos 


71 obs. censuradas a decha., i.e.: 71
neumáticos fallarán después del km. 90.000 
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Distribution Analysis, Start = Inicio and End = Fin 
 
 
Variable 
Start:  Inicio    End:  Fin     
Frequency:  Frec 
 
Censoring Information                Count 
Right censored value                    71 
Interval censored value                694 
Left censored value                      8 
 
Estimation Method:  Maximum Likelihood 
Distribution:  Extreme value 
 
Parameter Estimates 
                        Standard        95,0% Normal CI 
Parameter   Estimate       Error       Lower       Upper 
Location     77538,0       547,0     76465,8     78610,2 
Scale        13972,0       445,0     13126,5     14872,1 
 
Log-Likelihood = -1465,913 
 
Goodness-of-Fit 
Anderson-Darling (adjusted) = 2,4259 
 
Characteristics of Distribution 
                                        Standard        95,0% Normal CI 
                            Estimate       Error       Lower       Upper 
Mean(MTTF)                  69473,32    646,6352    68205,94    70740,70   
Standard Deviation          17919,83    570,7594    16835,36    19074,15   
Median                      72417,04    599,5413    71241,97    73592,12   
First Quartile(Q1)          60130,23    849,0361    58466,15    61794,31   
Third Quartile(Q3)          82101,72    538,9283    81045,44    83158,00   
Interquartile Range(IQR)    21971,49    699,8078    20641,82    23386,80   
 
Table of Percentiles 
                        Standard        95,0% Normal CI 
 Percent  Percentile       Error       Lower       Upper 
       1    13264,55    2216,243    8920,791    17608,30 
       2    23019,97    1916,275    19264,14    26775,80 
       3    28756,49    1741,644    25342,93    32170,05 
       4    32847,96    1618,183    29676,38    36019,54 
 
      20    56580,77    939,3041    54739,76    58421,77 
      30    63133,78    777,3208    61610,26    64657,30 
      40    68152,58    670,9556    66837,54    69467,63 
      50    72417,04    599,5413    71241,97    73592,12 
      60    76316,52    555,6791    75227,41    77405,63 
      70    80131,56    537,6457    79077,79    81185,32 
      80    84187,05    548,1648    83112,67    85261,44 
      90    89191,10    600,4733    88014,20    90368,01 
      91    89816,23    609,6261    88621,39    91011,08 
      92    90483,47    619,9522    89268,39    91698,56 
      93    91203,29    631,7046    89965,17    92441,41 
      94    91990,61    645,2472    90725,95    93255,27 
      95    92867,93    661,1321    91572,13    94163,72 
      96    93871,73    680,2606    92538,44    95205,01 
      97    95067,77    704,2704    93687,43    96448,12 
      98    96596,59    736,6912    95152,70    98040,48 
      99    98875,78    788,1406    97331,05    100420,5 
 
Table of Survival Probabilities 
                               95,0% Normal CI 
      Time  Probability       Lower       Upper 
  45000,00       0,9072      0,8903      0,9216 


La prob. de que un 
neumático siga en 
condiciones tras 45.000 
km. es de 0,91 


El 40% de los neumáticos 
habrán fallado tras 68.152 
km. 


Aquí aparecen el nº de 
observaciones censuradas a 
derecha, por intervalos, y a 
izquierda 


Valor óptimo (EMV) de los 
parámetros que caracterizan 
la distribución elegida 
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Como se refleja en la tabla de características de la distribución, la media y la mediana de kilómetros 
recorridos hasta que los neumáticos se estropean son de 69.473 y 72.417 km., respectivamente. 


La Tabla de percentiles muestra los Km. a los cuales se habrá estropeado una determinada 
proporción de neumáticos. Así, por ejemplo, se espera que el 5% de los neumáticos falle (deje de 
estar en condiciones) tras 36.038 Km.; y que el 50% falle a los 72.417 Km. 


Por su parte, la tabla de probabilidades de supervivencia informa de que el 90,72% de los neumáticos 
lograrán llegar en buen estado a  los 45.000 Km. 


Finalmente, los gráficos solicitados (con sus respectivos intervalos de confianza) son: 
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Estas observaciones se sitúan fuera
de los IC, lo cual dice muy poco en
favor de la bondad del ajuste 







  Análisis paramétrico de los tiempos de fallo 


Proyecto e-Math          15 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


ANÁLISIS PARAMÉTRICO CON STATISTICA 


STATISTICA permite ajustar la distribución de los tiempos de fallo observados mediante una 
distribución Weibull, exponencial, o Gompertz. Este programa utiliza un algoritmo de mínimos 
cuadrados (con tres diferentes pesos) para estimar los parámetros (de cada una de las distribuciones 
anteriores) que logran un mejor ajuste a las observaciones. Además de estos parámetros “óptimos”, 
el programa también proporciona un test χ2 de bondad de ajuste.  


EJEMPLO IDENTIFICACIÓN DE LA DISTRIB. DE AJUSTE___________________ 


Supongamos que se conocen las fechas en que se arreglaron una serie de 65 ordenadores portátiles, 
las fechas en que éstos dejaron de funcionar correctamente o bien se dejó de tener información sobre 
ellos, la clasificación de cada observación como completa o censurada, la edad del portátil en el 
momento de su reparación, si ya había sido arreglado con anterioridad (0 = NO, 1 = SI), y el taller en 
el que fue arreglado (A, B, o C). Estos datos se almacenan en el archivo fiabilidad.sta: 


Entrada de datos (input): dentro del módulo Survival Analysis, se optará por la opción Life Tables & 
Distributions. 
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Ahora se accederá a la opción Variables y se escogerán las primeras 6 variables en la lista de la 
izquierda. Después se escogerá, en la lista de la derecha, la variable Censur? como el indicador de 
censura: 


 


 


 


En este caso, se optará por la distribución 
exponencial, lo cual se deberá indicar en el 
menú desplegable  Results for model : 


 


 


Salida de datos (output):  pulsando sobre el botón Parameter estimates se obtendrán los 
estimadores para los tres diferentes pesos: 


Si el test Chi-cuadrado resulta ser estadísticamente significativo (p-valor ≤ 0,05), entonces se 
rechazará la hipótesis nula de que la distribución correspondiente se ajusta a los datos. En la imagen 
superior se aprecia que las observaciones no corresponden a una exponencial, pues el test es 
significativo para los tres valores del parámetro Lambda. Si se repitiese la estimación paramétrica con 
cada una de las tres posibles distribuciones, se observaría que el único test no significativo es el 
correspondiente a la Weibull (en especial para el tercero de los pesos). Por tanto, la distribución que 
mejor se ajusta a las observaciones es una Weibull de parámetros Lambda = 0,0511 y Gamma = 
0,4277: 
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GRÁFICOS DE LAS FUNCIONES  R(t) ,  h(t) ,y f(t)__________________________ 


Siguiendo con el ejemplo anterior de los portátiles, es posible comprobar visualmente la bondad del 
ajuste mediante un gráfico que compare la función de supervivencia observada con cada una de las 
tres funciones de supervivencia que se obtienen al variar el parámetro lambda estimado: 


Dicho gráfico se obtiene pulsando sobre el botón  Graph of survival function  : 


A partir del gráfico de las funciones de supervivencia, también se aprecia que el tercer par de 
parámetros (Weight 3) es el que proporciona el mejor ajuste posible a las observaciones. 


Resulta además conveniente representar la función tasa de fallo, la cual representa la probabilidad 
condicional de que el ordenador deje de funcionar correctamente en un determinado intervalo 
infinitesimal, sabiendo que no ha fallado hasta la fecha (desde que fue reparado). Como se comentó 
en el Capítulo 1, la tasa de fallo es una función creciente para valores grandes de la variable tiempo, 
lo cual se debe al “efecto envejecimiento”. 


Para obtenerla, se deberá pulsar sobre el botón Graph of hazard function  : 
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Finalmente, también es posible visualizar la gráfica de la f.d.p., la cual suele ser decreciente debido al 
efecto “mortalidad infantil” (tras una reestructuración importante del sistema, es muy probable que los 
nuevos componentes no se adapten correctamente a lo que quede de la estructura anterior y, por 
tanto, se produzca un alto índice de fallos en las primeras etapas de la nueva situación). 


Esta gráfica se obtiene mediante la opción Graph of probability density function : 
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FIABILIDAD (IV): ANÁLISIS NO PARAMÉTRICO 
DE LOS TIEMPOS DE FALLO 


Autores:  Ángel A. Juan Pérez (ajuanp@uoc.edu), Rafael García Martín (rgarciamart@uoc.edu). 


RELACIÓN CON OTROS MATH-BLOCS________________________________ 


Este math-block forma parte de una serie de 8 documentos relacionados todos ellos con la 
Fiabilidad de componentes desde un punto de vista estadístico: 


• Conceptos Básicos (I). 
• Identificación y descripción gráfica de los datos (II). 
• Análisis paramétrico de los tiempos de fallo (III). 
• Análisis no paramétrico de los tiempos de fallo (IV). 
• Comparación no paramétrica de muestras (V). 
• Tests de vida acelerada (VI). 
• Modelos de regresión para observaciones censuradas (VII). 
• Análisis Probit (Éxito / fracaso) (VIII). 
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INTRODUCCIÓN____________________________________________________ 


En ocasiones puede resultar ventajoso, o incluso necesario, comenzar el análisis de las 
observaciones con métodos analíticos y gráficos que no requieran de grandes supuestos previos 
sobre el modelo. Tales métodos no paramétricos permiten interpretar los datos obtenidos sin la 
distorsión que podría causar la elección de un modelo subyacente no demasiado acertado. En 
algunos casos, estos métodos no paramétricos serán suficientes para realizar el análisis de los 
datos. En otras ocasiones, sin embargo, supondrán un paso intermedio hacia un modelo más 
estructurado (paramétrico) que permita profundizar más en el análisis de las observaciones. 


En la primera parte de este math-block se proporcionan un conjunto de fórmulas a partir de las 
cuales se podrán calcular estimadores no paramétricos e intervalos de confianza para la función de 
distribución F(t), tanto en el caso de observaciones con censura arbitraria simple como en el caso 
de observaciones con censura arbitraria múltiple. Se usará la hoja de cálculo Excel para ilustrar el 
uso de dichas fórmulas. 


Como referencia bibliográfica, se recomienda consultar Lawless (1982) [13] y Nelson (1982) [18]. 


De forma análoga a como se enfocó el análisis paramétrico (en el math-block Fiabilidad III), las 
partes segunda y tercera del presente math-block contienen ejemplos prácticos de análisis no 
paramétrico desarrollados con ayuda de los programas MINITAB y STATISTICA. 


 


OBSERVACIONES CON CENSURA ARBITRARIA SIMPLE_________________ 


Notación:  La mayoría de las investigaciones sobre tiempos de fallo comienzan en el instante t = 0 
con una muestra inicial de n dispositivos. Al final de cada intervalo temporal, se suele disponer de 
información sobre el estado de dichos dispositivos. En lo que sigue, se denotará por di  al número 
de dispositivos que han fallado en el intervalo (ti-1, ti].  


Parece lógico pensar que un buen estimador no paramétrico de F(ti) será: 


( ]
n


d


n
n


tF


i


j
j


i


∑
=== 1º


)(ˆ it0, en fallos de 
 


Se puede demostrar que este  )(ˆ itF es el EMV de F(ti ). Observar, además, que este estimador  
está definido para todos los valores de ti (extremos superiores de los intervalos): 


Si di = 0, entonces: [ ]ii ttFtF ,)(̂)(ˆ 1 1-itt    ∈∀= −  
Si di > 0, ( ]iiii tttFtFtF ,)(̂)(̂)(ˆ 11 −− ∈∀≤≤ t    , siendo creciente )(ˆ tF y )(ˆ)(̂ 1 ii tFtF <−  
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Un intervalo de confianza para F(ti) a nivel 1-α vendrá dado por: 









)(


~~
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~
ii tFtF , siendo: 


 


 


donde )(ˆˆ itFF ≡   y  ( )2,1; vvpΦ   es aquel valor que, en una distribución F con (v1,v2) grados de 
libertad, deja a su derecha un área p. 


Ejemplo (censura arbitraria simple):  Supongamos que se parte de una muestra de 100 
dispositivos que comienzan a funcionar en el instante t = 0. Se sabe que, transcurrido un año, ha 
fallado 1 dispositivo. Otros dos dispositivos fallan entre el primer y segundo año, y 2 más dejan de 
funcionar entre el segundo y tercer año.  


Usando las ecuaciones anteriores, y con ayuda de EXCEL, se calcularán y representarán 
gráficamente los estimadores de F(ti) así como sus intervalos de confianza asociados (archivo 
Censura_simple.xls): 


A la hora de construir la hoja de cálculo, se han usado las siguientes fórmulas: 


F5 = E5/$B$11 
G5 = (1+(($B$11-$B$11*F5+1)*DISTR.F.INV($B$13/2;2*$B$11-2*$B$11*F5+2;2*$B$11*F5))/($B$11*F5))^(-1) 
H5 = (1+($B$11-$B$11*F5)/(($B$11*F5+1)*DISTR.F.INV($B$13/2;2*$B$11*F5+2;2*$B$11-2*$B$11*F5)))^(-1) 
..... 
Etc. 


Observar que, una vez construída esta hoja de cálculo, es inmediata la obtención obtener de 
intervalos de confianza a nivel 1-α (para ello sólo es necesario cambiar la casilla B13). 
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OBSERVACIONES CON CENSURA ARBITRARIA MÚLTIPLE_______________ 


Notación:  Supóngase que se dispone de una muestra inicial de n dispositivos, los cuales han 
comenzado a funcionar en el instante t = 0. Si una unidad no ha fallado en del intervalo i-ésimo (ti-1, 
ti], o bien se habrá perdido su pista en dicho intervalo (con lo que sería una observación censurada 
por intervalo), o bien se sabrá que ha continuado funcionando en el intervalo siguiente. En caso de 
ser una observación censurada, supondremos que el instante de censura coincide con el extremo 
superior del intervalo (ti). 


Se denotará por: 


di = número de unidades que han fallado en el intervalo (ti-1, ti],  
ri = número de unidades censuradas en el intervalo (ti-1, ti], 
ni = número de unidades entrantes en el intervalo (ti-1, ti], i.e., aquellas que funcionen 
correctamente al inicio del mismo: 
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i
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donde m es el número de intervalos, y se sobreentiende que d0 = 0, y r0 = 0. 


Según se vio al presentar la tabla de supervivencia (en el math-block Fiabilidad I), un buen 
estimador no paramétrico para la función de supervivencia sería: 
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ˆ1)(ˆ   ,      i = 1,...,m 


Por tanto, un estimador no paramétrico para la función de distribución F(ti) será: 


)(ˆ1)(ˆ ii tStF −= ,      i = 1,...,m 


Se puede comprobar que )(ˆ itF  es el EMV de F(ti). Observar, además, que este último estimador 
está definido para todos los valores de ti (extremos superiores de los intervalos): 


Si di = 0, entonces: [ ]ii ttFtF ,)(̂)(̂ 1 1-itt    ∈∀= −  
Si di > 0, ( ]iiii tttFtFtF ,)(̂)(̂)(̂ 11 −− ∈∀≤≤ t      siendo creciente )(ˆ tF  y )(ˆ)(̂ 1 ii tFtF <−  


 


El siguiente resultado, conocido como Fórmula de Greenwood, proporciona un buen estimador 
para la varianza de )(ˆ itF : 
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La raíz cuadrada de la fórmula anterior es un estimador de Fsˆ , el error estándar de )(ˆ itF . 
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Un intervalo de confianza para F(ti) a nivel 1-α vendrá dado por: 
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Ejemplo Censura Arb. Múltiple:  Supongamos que se parte de una muestra de 300 dispositivos 
que comienzan a funcionar en el instante t = 0. Transcurrido un año han fallado 4 dispositivos, y 
hay 99 observaciones censuradas (no se sabe qué ha ocurrido con dichas unidades). Durante el 
segundo año han fallado 5 dispositivos, y el número de observaciones censuradas es de 95. 
Finalmente, durante el tercer año, han fallado otros dos dispositivos, siendo 95 el número de 
observaciones censuradas. 


Usando las ecuaciones anteriores, y con ayuda de EXCEL, se calcularán y representarán 
gráficamente los estimadores de F(ti) así como sus intervalos de confianza asociados (archivo 
Censura_multiple.xls): 


 


 


F6 = D11-D5-E5 
H6 = 1-G6 
I6 = H5*H6 
K6 = I6^2*(G5/(F5*H5)+G6/(F6*H6)) 
L6 = J6/(J6+(1-J6)*(EXP(DISTR.NORM.INV(1-$D$13/2;0;1)*RAIZ(K6)/(J6*(1-J6))))) 
M6 = J6/(J6+(1-J6)/(EXP(DISTR.NORM.INV(1-$D$13/2;0;1)*RAIZ(K6)/(J6*(1-J6))))) 
Etc. 
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ESTIMADOR DE KAPLAN-MEIER______________________________________ 


Hasta ahora, se ha supuesto que los tiempos de fallo exactos no eran conocidos, ya que para ello 
hubiera sido necesario realizar un proceso de inspección continuo. En cualquier caso, es obvio que 
conforme se vaya aumentando el número de inspecciones realizadas, irá disminuyendo la longitud 
de los intervalos, con lo que la mayoría de éstos no contendrán fallo alguno, pues todos los fallos 
se hallarán concentrados en sólo unos pocos intervalos. 


Notar que la función F(t) será constante en todos aquellos intervalos sin fallos, incrementándose 
sólo en los intervalos en que haya uno o más fallos. Si el tamaño de los intervalos es 
suficientemente pequeño, cada intervalo registrará a lo sumo un único fallo, con lo que se obtendrá 
una función F(t) escalonada: será constante en todos los intervalos sin fallos, y dará un “salto” en 
aquellos intervalos que contengan un fallo. En el límite, conforme la longitud de los intervalos 
tienda a 0, el estimador )(ˆ tF  que se obtiene se conoce como estimador de Kaplan-Meier o 
estimador Producto-límite. 


“BANDAS” DE CONFIANZA  PARA MUESTRAS GRANDES________________ 


En las páginas anteriores, se han proporcionado fórmulas con las cuales es posible hallar 
intervalos de confianza para el valor de la función F(t) en un instante concreto ti. Sin embargo, en 
ocasiones puede resultar conveniente disponer de intervalos de confianza para F(t) en todo un 
rango continuo de posibles valores de t.  


Cuando el tamaño de la muestra sea suficientemente grande, la mayoría de paquetes estadísticos 
actuales permiten obtener estas “bandas de confianza”, las cuales serán especialmente útiles a la 
hora de determinar si las observaciones se alejan significativamente de un determinado modelo 
paramétrico.  


Lógicamente, para cualquier valor de t, la “amplitud” de estas bandas será mayor que la del 
correspondiente intervalo de confianza (puesto que las bandas deberán contener a los intervalos 
de confianza puntuales, siendo su precisión menor que la de estos últimos). 


TIEMPOS DE CENSURA NO CONOCIDOS______________________________ 


Al desarrollar los métodos anteriores, se ha supuesto que todas las censuras ocurren en el extremo 
superior de cada intervalo. En tal sentido, se puede equiparar el conjunto de observaciones que 
entra en cada intervalo con el conjunto de observaciones en riesgo. Al hacer esta hipótesis no se 
está restando generalidad al modelo siempre que los tiempos de censura sean conocidos, ya que 
en tal caso, bastará con tomar los extremos de los intervalos de forma que coincidan con tales 
tiempos.  


Sin embargo, si en vez de conocer de forma exacta los tiempos de censura, lo único que se 
supiese es que dichos tiempos están contenidos en una serie de intervalos temporales, ya no sería 
posible identificar el conjunto de observaciones entrantes con el conjunto de observaciones en 
riesgo, ya que este último va disminuyendo a lo largo del intervalo (debido a que se producen en él 
censuras). En tal caso, se optaría por tomar el número de observaciones en riesgo como el número 
de observaciones entrantes en un intervalo menos la mitad de las censuradas en dicho intervalo 
(tal y como se hizo en el math-block Fiabilidad I cuando se presentó la tabla de supervivencia). 
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ANÁLISIS NO PARAMÉTRICO CON MINITAB 


Cuando no resulte posible ajustar los tiempos de fallo observados por ninguna distribución 
conocida, no se podrá recurrir a los métodos paramétricos, vistos el math-block "Fiabilidad III", para 
describir la distribución de los datos, por lo que deberemos utilizar otros métodos que no se basen 
en ninguna distribución teórica (métodos no paramétricos). La opción Non-Parametric Dist. 
Analysis de MINITAB ofrece el estimador de Kaplan-Meier, la tabla de supervivencia (que ya se 
explicó en el math-block "Fiabilidad I"), y la tabla de Turnbull. 


Se mostrarán a continuación sendos ejemplos de análisis no paramétrico según los datos 
contengan observaciones censuradas a derecha o por intervalos. 


EJEMPLO ANÁLISIS NO PARAMÉTRICO CON CENSURA A DERECHA______. 


Se pretende realizar un análisis no paramétrico de los datos pertenecientes al caso de las cubiertas 
para motores visto en el math-block Fiabilidad II (observaciones censuradas sólo a derecha). 


Entrada de datos (input):  Se deberán indicar las variables de interés así como las columnas de 
censura: 


Se opta por el estimador de Kaplan-Meier para este ejemplo (otra opción sería la tabla de 
supervivencia) y se requiere el gráfico de la función de supervivencia: 
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Salida de datos (output):  a continuación se muestran los resultados: 


Distribution Analysis: Tiemp80 
 
Variable:  Tiemp80     
Censoring Information                Count 
Uncensored value                        37 
Right censored value                    13 
Censoring value:  Comp80 = 0 
Nonparametric Estimates 
 
Characteristics of Variable 
              Standard        95,0% Normal CI 
Mean(MTTF)       Error       Lower       Upper 
   55,7000      2,2069     51,3746     60,0254 
Median =    55,0000 
IQR =             *  Q1 =    48,0000  Q3 =          * 
 
Kaplan-Meier Estimates 
             Number    Number    Survival    Standard     95,0% Normal CI 
      Time   at Risk    Failed  Probability       Error     Lower     
Upper 
23,0000        50         1       0,9800      0,0198    0,9412    1,0000 
24,0000        49         1       0,9600      0,0277    0,9057    1,0000 
27,0000        48         2       0,9200      0,0384    0,8448    0,9952 
31,0000        46         1       0,9000      0,0424    0,8168    0,9832 
     ...    ...       ...   ...        ...       ...       ... 
59,0000        22         1       0,4200      0,0698    0,2832    0,5568 
60,0000        21         1       0,4000      0,0693    0,2642    0,5358 
61,0000        20         1       0,3800      0,0686    0,2455    0,5145 
62,0000        19         1       0,3600      0,0679    0,2270    0,4930 
64,0000        18         1       0,3400      0,0670    0,2087    0,4713 
66,0000        17         1       0,3200      0,0660    0,1907    0,4493 
67,0000        16         2       0,2800      0,0635    0,1555    0,4045 
74,0000        13         1       0,2585      0,0622    0,1366    0,3803 
 
Distribution Analysis: Tiemp100 
 
Variable:  Tiemp100     
Censoring Information                Count 
Uncensored value                        34 
Right censored value                     6 
Censoring value:  Comp100 = 0 
Nonparametric Estimates 
 
Characteristics of Variable 
              Standard        95,0% Normal CI 
Mean(MTTF)       Error       Lower       Upper 
   41,6563      3,4695     34,8561     48,4564 
Median =    38,0000 
IQR =       30,0000  Q1 =    24,0000  Q3 =    54,0000 
 
Kaplan-Meier Estimates 
              Number    Number     Survival    Standard     95,0% Normal 
CI 
      Time   at Risk    Failed  Probability       Error     Lower     
Upper 
    6,0000        40         1       0,9750      0,0247    0,9266    
1,0000 
10,0000        39         1       0,9500      0,0345    0,8825    1,0000 
11,0000        38         1       0,9250      0,0416    0,8434    1,0000 
14,0000        37         1       0,9000      0,0474    0,8070    0,9930 
...         ...        ...       ...          ...       ...       ...    
54,0000        11         1       0,2500      0,0685    0,1158    0,3842 
68,0000         8         1       0,2187      0,0667    0,0881    0,3494 
69,0000         7         1       0,1875      0,0640    0,0620    0,3130 
72,0000         6         1       0,1563      0,0605    0,0376    0,2749 
76,0000         5         1       0,1250      0,0559    0,0154    0,2346 
 
Distribution Analysis: Tiemp80; Tiemp100 
 
Comparison of Survival Curves 
Test Statistics 
Method    Chi-Square    DF    P-Value 
Log-Rank      7,7152     1     0,0055 
Wilcoxon     13,1326     1     0,0003 


La tabla de Kaplan-Meier nos ofrece
información (para cada intervalo) sobre:
nº de unidades en riesgo, nº de
observaciones que han fallado,
probabilidad de sobrevivir hasta ese
instante, etc. 


Además, MINITAB realiza dos 
test para contrastar la 
hipótesis nula de que todos 
los grupos muestrales son 
iguales 
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De los resultados se concluye que el tiempo de fallo mediano para una temperatura de 80º C es de 
55 meses, y de 38 meses en el caso de una temperatura de 100º C. Así que el incremento de 
temperatura conlleva a una disminución del tiempo mediano de fallo de aproximadamente 17 
meses. 


Las estimaciones sobre supervivencia están registradas en la tabla de Kaplan-Meier. Por ejemplo, 
a 80º C, un 90% de las cubiertas seguirán funcionando correctamente tras 31 meses, mientras que 
a 100º C dicho porcentaje de cubiertas sólo sobrevivirían unos 14 meses. 


La última parte del “output” anterior contiene los resultados de dos test distintos que contrastan la 
hipótesis nula de que todos los grupos de muestras son similares en cuanto a sus tiempos de fallo. 
En el ejemplo de las cubiertas para motores, se obtiene un p-valor significativo tanto para el test 
Log-Rank como para el test de Wilcoxon (considerando α = 0,05), por lo que se confirma la 
existencia de diferencias sensibles entre los tiempos de fallo a 80º C y a 100º C. 


Además de los informes anteriores, el programa proporciona también el siguiente gráfico no 
paramétrico de la función de supervivencia de cada grupo, en el cual se aprecian las mencionadas 
variaciones entre ambos por  cuanto al tiempo de fallo se refiere: 
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EJEMPLO ANÁLISIS NO PARAMÉTRICO CON CENSURA ARBITRARIA______ 
 


Para mostrar cómo llevar a cabo un análisis no paramétrico cuando las observaciones están 
censuradas a derecha, izquierda y/o por intervalos (censura arbitraria), se recurrirá nuevamente el 
ejemplo de los neumáticos introducido en el math-block Fiabilidad III:  


Entrada de datos (input): como siempre, en primer lugar se deben indicar las variables que 
contienen los tiempos de fallo y las columnas de censura: 


 


Salida de datos (output):  a continuación se muestran e interpretan los resultados: 


Distribution Analysis, Start = Inicio and End = Fin 
 
Variable 
Start:  Inicio    End:  Fin     
Frequency:  Frec 
 
Censoring Information                Count 
Right censored value                    71 
Interval censored value                694 
Left censored value                      8 
 
Turnbull Estimates 
 
         Interval        Probability    Standard 
     Lower       Upper    of Failure       Error 
         *    10000,00        0,0103      0,0036 
  10000,00    20000,00        0,0129      0,0041 
  20000,00    30000,00        0,0181      0,0048 
  30000,00    40000,00        0,0323      0,0064 
  40000,00    50000,00        0,0479      0,0077 
  50000,00    60000,00        0,1125      0,0114 


Aquí aparecen el nº de 
obs. censuradas a 
derecha, el nº de obs. 
censuradas por intervalos, 
y el nº de obs. censuradas 


Probabilidad condicional de 
que la unidad falle en cada 
intervalo bajo el supuesto 
de que ha llegado hasta él 
en buen estado 
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  60000,00    70000,00        0,1876      0,0140 
  70000,00    80000,00        0,2988      0,0165 
  80000,00    90000,00        0,1876      0,0140 
  90000,00           *        0,0918           * 
 
 
 
               Survival    Standard     95,0% Normal CI 
      Time  Probability       Error     Lower     Upper 
  10000,00       0,9897      0,0036    0,9825    0,9968 
  20000,00       0,9767      0,0054    0,9661    0,9873 
  30000,00       0,9586      0,0072    0,9446    0,9726 
  40000,00       0,9263      0,0094    0,9078    0,9447 
  50000,00       0,8784      0,0118    0,8554    0,9014 
  60000,00       0,7658      0,0152    0,7360    0,7957 
  70000,00       0,5783      0,0178    0,5435    0,6131 
  80000,00       0,2794      0,0161    0,2478    0,3111 
  90000,00       0,0918      0,0104    0,0715    0,1122 


 


La tabla de Turnbull muestra en primer lugar las probabilidades de fallo para cada intervalo. Así, 
por ejemplo, la probabilidad de que un neumático que haya llegado en buen estado hasta los 
60.000 km. falle en los próximos 10.000 km. es de 0,1876. 


Además, esta tabla también proporciona la función de supervivencia: se aprecia, en la columna 
correspondiente, que un 92,63% de los neumáticos pasaron en buen estado los 40.000 km. 


 


Función de 
Supervivencia 
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ANÁLISIS NO PARAMÉTRICO CON STATISTICA 


Volviendo al ejemplo de los portátiles, introducido en el math-block Fiabilidad III (archivo 
fiabilidad.sta), y sobre el cual ya se llevó a cabo un análisis paramétrico, se construirá ahora una 
tabla de supervivencia (Life Table): 


Entrada de datos (input):   Dentro del módulo Survival Analysis, seleccionar la opción Life Tables & 
Distributions : 


Pulsar ahora sobre el botón Variables y seleccionar las primeras seis variables en la lista de la 
izquierda. Después, seleccionar la variable Censur? como el indicador de censura en la lista de la 
derecha: 


Salida de datos (output):  se obtendrá la siguiente pantalla: 
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Ya sólo falta pulsar sobre el botón Life Table para obtener una completa tabla de supervivencia: 


 


EJEMPLO ESTIMADOR DE KAPLAN- MEIER____________________________ 
 


Como alternativa a clasificar los tiempos de fallo observados en una tabla de supervivencia, se 
podría estimar la función de supervivencia directamente de los datos. Intuitivamente, se trata de 
crear una tabla de supervivencia de forma que cada intervalo temporal contenga una única 
observación. Así, sería posible estimar la función de supervivencia en cada intervalo sin más que 
multiplicar las probabilidades de supervivencia de los intervalos (observaciones) anteriores. Este 
estimador de la función de supervivencia se llama estimador producto-límite o estimador de 
Kaplan-Meier.  


La ventaja del método Kaplan-Meier respecto a la tabla de supervivencia es que las estimaciones 
resultantes no dependen de cómo se agrupan los datos en los intervalos. De hecho, Kaplan-Meier 
se podría considerar como un caso particular de la tabla de supervivencia.  


Entrada de datos (input):  Para aplicar Kaplan-Meier al ejemplo de los ordenadores portátiles, se 
debe elegir la opción Kaplan & Meier product-limit method : 


 


Nuevamente, se pulsará sobre el botón Variables y se seleccionarán las primeras seis variables en 
la lista de la izquierda, así como la variable Censur? como el indicador de censura en la lista de la 
derecha. 
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Salida de datos (output):  se obtendrá la siguiente pantalla: 


Para obtener el estimador Kaplan-Meier, pulsar sobre el botón Product-limit survival analysis : 


Es posible obtener una representación gráfica de la función de supervivencia pulsando sobre 
Graph of survival times vs. cum. proportion surviving : 
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Con este gráfico se aprecian mejor las características de la función de supervivencia: dicha función 
decrece rápidamente durante, aproximadamente, los 100 días posteriores a la reparación. 
Después, la función va decreciendo de forma mucho menos acentuada.  


Así, parece lógico concluir que los primeros 100 días después de la reparación configuran un 
período crítico en la supervivencia de los portátiles. 


Por último, también es posible obtener los percentiles de la función de supervivencia sin más que 
pulsar sobre  Percentiles of survival function : 


 


A partir de este último “output”, se puede afirmar que el 25% de todos los portátiles fallarán antes 
de los primeros 64 días tras la reparación. El 50% de todos los portátiles sobrevivirán más de 679 
días (casi dos años). El percentil 75 no pudo calcularse debido a que tan sólo las observaciones 
censuradas mostraban períodos de duración largos según se aprecia en la tabla de supervivencia 
anterior (están representadas con el signo +). 
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ENLACES_________________________________________________________ 


[W1] Desde la página de la empresa Relia Soft podemos consultar la revista Reliability Edge 
o bien subcribirnos gratuitamente a ella. Se trata de una publicación cuatrimestral 
relacionada con la Ingenieria de la Fiabilidad, que contiene artículos desde un nivel de 
introducción hasta el nivel más alto posible. 


 


 


 


 


 
 
 


[W2] También desde esa página podemos consultar, o bien subcribirnos, la revista Reliability 
Hot Wire, una revista eléctronica con artículos sumamente interesantes. 
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RELACIÓN CON OTROS MATH-BLOCS__________________________________ 


Este math-block forma parte de una serie de 8 documentos relacionados todos ellos con la Fiabilidad 
de componentes desde un punto de vista estadístico: 


• Conceptos Básicos (I). 
• Identificación y descripción gráfica de los datos (II). 
• Análisis paramétrico de los tiempos de fallo (III). 
• Análisis no paramétrico de los tiempos de fallo (IV). 
• Comparación no paramétrica de muestras (V). 
• Tests de vida acelerada (VI). 
• Modelos de regresión para observaciones censuradas (VII). 
• Análisis Probit (Éxito / fracaso) (VIII). 


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS___________________________________________ 
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INTRODUCCIÓN_____________________________________________________ 


A menudo, puede resultar conveniente usar métodos no paramétricos para comparar los tiempos de 
fallo procedentes de diferentes muestras. Así, por ejemplo, en el caso de los portátiles (visto en el 
capítulo anterior), podríamos estar interesados en comparar los tiempos de supervivencia de los tres 
grupos determinados según el taller de reparación al que corresponde cada observación.  


A priori, cuando los tiempos de fallo no se distribuyan según una normal, podría pensarse en utilizar 
los métodos no paramétricos clásicos, tales como los métodos Wilcoxon o Mann-Whitney para 
comparar dos muestras, o el Kruskal-Wallis para varias muestras. Sin embargo, estos métodos 
tradicionales no son válidos cuando las muestras contienen observaciones censuradas, debiendo 
recurrir en tales casos a alguno de los métodos no paramétricos específicos que se enuncian en el 
siguiente cuadro:  


 


 


 


 


 


 


 


 


La mayoría de estos métodos proporcionarán valores de una v.a. Z que sigue una distribución normal 
tipificada (i.e., una N(0,1)); dichos valores se usarán para hacer un contraste de hipótesis sobre la 
similitud o no de los grupos. A fin de que los resultados sean estadísticamente fiables, será necesario 
disponer de muestras suficientemente numerosas. Es importante observar además que, cuando se 
quieran comparar dos o más grupos resulta fundamental examinar primero la proporción de 
observaciones censuradas en cada uno de ellos, dado que si dicha proporción difiere de forma 
notable según el grupo, los resultados podrían resultar bastante sesgados. 


Si bien no hay un criterio general sobre qué método es mejor, a la hora de comparar dos grupos, si 
las muestras provienen de una población con distribución Exponencial o Weibull, los métodos Cox-
Mantel y log-rank parecen ofrecer resultados más fiables. El test Wilcoxon-Gehan para múltiples 
grupos es una generalización de los métodos Wilcoxon-Gehan. De hecho, cuando se utiliza este test 
con sólo dos grupos de muestras, los resultados que se obtienen son los mismos que con el 
Wilcoxon-Gehan. 


MÉTODOS PARA COMPARAR GRUPOS CON OBSERVACIONES CENSURADAS 


Wilcoxon-Gehan 
Cox-Mantel 


F-Cox 
Log-rank 


Wilcoxon-Peto 


Comparación de 2 grupos 


Comparación de múltiples grupos Wilcoxon-Gehan 
generalizado 


Cox-Mantel generalizado
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COMPARACIÓN DE 2 GRUPOS___________________________________ 


Supongamos que se dispone de n1 y n2 observaciones pertenecientes a los grupos 1 y 2: 
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Sea d = “número total de fallos en ambas muestras”, 


(i) Se unen las observaciones procedentes de ambos grupos, y se consideran m instantes 
(ordenados) en los cuales se haya producido al menos 1 fallo: 


221 ... nttt m +≤≤<<< 1ndm   con    


(ii) En cada uno de los instantes anteriores, ti , 1 ≤ i ≤ m , se podrán resumir los datos en una 
tabla 2x2: 


 


 


 


 


 ESTADO  
MUESTRA Fallo (d) En Riesgo (d + n) Supervivientes (n) 


1 d1i n’1i n1i 
2 d2i n’2i n2i 


Total di n’i ni 


 


 


 


Tendremos así que la hipótesis nula  


H0: probabilidad de supervivencia es la misma en ambas muestras 


implica la independencia de las categorías “muestra” y “estado” de la tabla 2x2 anterior. 


Por tanto, bajo la hipótesis nula, el valor esperado de d1i (nº de fallos del grupo 1 en el instante ti) 
será: 


E[d1i/H0] ≡ E0[d1i] = n’1i * di / n’i 


Usando las propiedades de la distribución Hipergeométrica, también se tiene que: 


Var[d1i/H0] ≡ Var0[d1i] = [n’1i * n’2i * ni * di] / [n’i2 * (n’i – 1)] 


Nº de observ. del grupo 1 que han 
fallado justo en el instante ti 


Nº de observ. del grupo 1 
que estaban en riesgo justo 


antes del instante ti: 
 n’ = n + d 


Nº de observ. del grupo 1 
supervivientes tras el instante ti 
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Por su parte, es posible representar la evidencia en contra de la hipótesis nula con el siguiente 
estadístico de contraste, el cual es una suma ponderada de las diferencias entre el número de fallos 
observados y el número de fallos esperados en el grupo 1: 


[ ][ ]∑
=


−=θ
m


i
iii dEdw


1
101  


donde wi es el “peso” asociado al instante ti.  


Se puede demostrar que el estadístico anterior sigue una distribución normal. Calculemos su media y 
varianza: 


Bajo H0, se cumplirá: 


E[θ/H0] ≡ E0[θ] = 0 


Var[θ/H0] ≡ Var0[θ] = Σ wi
2 Var0[d1i] = Σ [wi


2 * n’1i * n’2i * ni * di] / [n’i2 * (n’i – 1)] 


Estandarizando θ se obtendrá un estadístico de contraste que se distribuye según una normal 
tipificada, i.e.: 
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o, equivalentemente, se tiene que Z2 sigue una Chi-cuadrado con 1 grado de libertad: 
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1) Tomando wi = n’i  estaremos en el método Wilcoxon-Gehan, el cual se reduce al test 
clásico de Wilcoxon cuando no hay observaciones censuradas. 


2) Tomando wi = 1  estaremos en el método Log-rank o Cox-Mantel. 
3) Tomando wi = √n’i  estaremos en el método Tarone-Ware. 
4) Tomando wi = estimación de S(t) en t = ti  estaremos en el método Wilcoxon-Peto. 


Observaciones: 


• El test Wilcoxon-Gehan pone más peso en las observaciones iniciales, por tanto es 
más “sensible” a la hora de detectar la existencia de diferencias a corto plazo entre 
grupos. 


• El test Log-rank pone el mismo peso en todas las observaciones, por lo tanto resulta 
más “sensible” a la hora de detectar la existencia de diferencias a largo plazo entre 
grupos. 


• Debido a la forma en que los tests se formulan (los términos del sumatorio en la 
expresión de θ no están elevados al cuadrado), éstos sólo serán “potentes” cuando la 
tasa de riesgo de un grupo siempre sea menor que la del otro (i.e., al representar sus 
respectivas funciones tasa de riesgo, éstas no se crucen). En caso contrario, podría 
ocurrir que algunos términos del sumatorio anterior positivos y otros negativos, 
cancelándose mutuamente. 
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COMPARACIÓN DE VARIOS GRUPOS___________________________________ 


Los métodos anteriores para comparar 2 grupos se pueden generalizar al caso de k grupos: 


Se ordenan los tiempos de fallo: 


k1m21 n...ndm   con   t...tt ++≤≤<<<  


y para cada ti se construye la siguiente tabla 2xk: 


 


 


 


 


 


Por tanto, bajo la hipótesis nula, el valor esperado de dji (nº de fallos del grupo j-ésimo en el instante 
ti) será: 


E[dji/H0] ≡ E0[dji] = n’ji * di / n’i 


y los componentes de la matriz de covarianza serán: 
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La evidencia contra H0 vendrá representada por el estadístico de contraste: 
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donde wi es el peso asociado a las observaciones en el instante ti , y  
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A efectos prácticos, se usará el estadístico de contraste χ2 construido a partir de θ: 


θ⋅⋅θ′=χ −12
wV  


el cual sigue una distribución χ2 con (k-1) grados de libertad.  


En la expresión anterior, Vw = w2 V , siendo w el vector de pesos wi . 


Tomando wi = ni se obtiene el método de Wilcoxon-Gehan generalizado mientras que tomando wi = 
1 tendremos el test de Log-rank o Cox-Mantel generalizado. 


 ESTADO  
Muestra Fallo (d) En Riesgo (d + n) Supervivientes (n) 


1 d1i n’1i n1i 
. 
. 
. 


. 


. 


. 


. 


. 


. 


. 


. 


. 
k dki n’ki nki 


Total di n’i ni 
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EJEMPLO COMPARACIÓN DE GRUPOS_________________________________ 


Usando el programa STATISTICA y, nuevamente, el ejemplo de los portátiles (considerando tres 
grupos, uno por cada taller de reparación) se mostrará cómo es posible aplicar en la práctica los 
métodos anteriores de comparación: 


Entrada de datos (input): Seleccionamos la opción  Comparing multiple samples   en el menú inicial 
del módulo. 


 


Pulsar sobre el botón Variables  para seleccionar los tiempos de fallo, el indicador de censura, y la 
variable que determina los grupos (Taller ). 


 


Comprobar que la opción Code for censored responses  muestra los códigos correctos de las 
variables censuradas.  


Dentro de la opción Codes (for groups) , pulsar sobre el botón All : 
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Salida de datos (output):  El programa mostrará los siguientes resultados: 


Notar que el test Chi-Cuadrado es casi significativo en este caso (p-valor = 0,05672), por lo que 
estaríamos tentados de rechazar la hipótesis nula (no hay diferencias importantes entre los tres 
grupos) en favor de la hipótesis alternativa (la duración de los portátiles depende del taller donde 
fueron arreglados). 


A fin de poder apreciar mejor estas más que posibles diferencias, se podrían representar en un 
mismo gráfico las funciones de supervivencia de cada grupo. Para ello se debe pulsar sobre la opción 
Cumul. prop. surviving by group (Kaplan-Meier) : 


 


Claramente, la función de supervivencia correspondiente al taller C muestra una disminución inicial 
menos acusada que la del resto de talleres. Por tanto, deberíamos concluir que los portátiles 
reparados en el taller C tienen una mayor probabilidad de “sobrevivir”, en especial durante los 
primeros 100 días críticos posteriores a la reparación. 
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Pulsando sobre el botón  Percent surviving by group se obtendrán las tablas de supervivencia para 
cada grupo: 


 


 


 


Entrada de datos (input): Ahora que ya se ha comprobado que no todos los grupos son similares, 
sería conveniente comparar dos de ellos, el A y el C, para comprobar nuestra observación anterior de 
que el taller C parece tener unos resultados diferentes a los del resto, en particular a los del taller A. 
Para ello, se deberá seleccionar la opción  Comparing two samples  en el menú inicial del módulo. 


Pulsando sobre el botón Variables indicaremos las variables que contienen los tiempos de fallo, el 
indicador de censura, y los grupos (Taller ). 


Comprobar que la opción Code for censored responses  muestra los códigos correctos de las 
variables censuradas, y seleccionar los códigos de los grupos:  
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Salida de datos (output): a continuación se muestran los resultados: 


 


Seleccionando cada uno de los métodos se irán obteniendo, entre otras, las siguientes ventanas: 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


Observar que, en este ejemplo, algunos de los tests dan p-valores cercanos al 0,05 (como el 
Wilcoxon-Gehan), mientras que otros no son estadísticamente significativos (como el F-Cox). Por 
tanto, se podría concluir, aunque sin excesiva seguridad, que los resultados obtenidos en ambos 
talleres son diferentes, proporcionando el taller C mayor fiabilidad en las reparaciones de portátiles. 
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ENLACES___________________________________________________________ 
 
[W1] http://www.statsoft.com/textbook/stathome.html 


Libro electrónico de Statsoft.Inc (creadores del programa Statistica) 
 
 
 
 
 
 
[W2] http://software.biostat.washington.edu/~rossini/courses/intro-nonpar/text/ 


Libro electrónico editado por el profesor Rossini. 
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FIABILIDAD (VI): TESTS DE VIDA ACELERADA 
Autores:  Ángel A. Juan Pérez (ajuanp@uoc.edu), Rafael García Martín (rgarciamart@uoc.edu). 


 


RELACIÓN CON OTROS MATH-BLOCS__________________________________ 


Este math-block forma parte de una serie de 8 documentos relacionados todos ellos con la Fiabilidad 
de componentes desde un punto de vista estadístico: 


• Conceptos Básicos (I). 
• Identificación y descripción gráfica de los datos (II). 
• Análisis paramétrico de los tiempos de fallo (III). 
• Análisis no paramétrico de los tiempos de fallo (IV). 
• Comparación no paramétrica de muestras (V). 
• Tests de vida acelerada (VI). 
• Modelos de regresión para observaciones censuradas (VII). 
• Análisis Probit (Éxito / fracaso) (VIII). 


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS___________________________________________ 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


Fiabilidad (VI): Tests de 
vida acelerada 


Modelos de vida 
acelerada 


Ejemplo test de vida 
acelerada (Minitab) 
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INTRODUCCIÓN_____________________________________________________ 


En ocasiones, realizar un experimento para determinar los tiempos de fallo de un determinado 
dispositivo puede resultar excesivamente largo y costoso. En tales casos, es recomendable recurrir a 
un test de vida acelerada, i.e.: un experimento en el que los dispositivos sean sometidos a 
condiciones más extremas de lo normal, con lo que se conseguirá acelerar el proceso de desgaste y, 
en consecuencia, se reducirá el tiempo de duración del estudio. Los resultados así obtenidos sobre 
tiempos de fallos se podrán extrapolar al caso en que los dispositivos se encuentren funcionando en 
condiciones normales. 


Normalmente, lo que se hace es incrementar alguna de las llamadas variables aceleradoras 
(temperatura a la cual trabaja el dispositivo, voltaje, presión, vibración, número de horas al día de uso, 
etc.), para ver cómo afecta este incremento a los tiempos de fallo de una determinada proporción de 
dispositivos.  


Supóngase, p.e., que se desea conocer qué influencia tiene el valor de la variable aceleradora Z 
sobre el instante en que habrán fallado el 20% de los dispositivos, i.e., sobre el percentil de orden 20 
de T ó T20 . El objetivo será pues encontrar una relación matemática entre las variables  Z y T20 , i.e.: 
se buscará un modelo de regresión simple que permita explicar los valores de T20 a partir de los 
valores de Z. 


Para llevar a cabo de forma efectiva estos tests de vida acelerada, será conveniente recurrir a 
software especializado. En este capítulo se hará uso del programa MINITAB a fin de ejemplificar con 
casos prácticos los conceptos involucrados en este tipo de estudios. 


 


MODELOS DE VIDA ACELERADA_______________________________________ 


Por defecto, MINITAB usará un modelo de regresión lineal simple a la hora de explicar la relación 
existente entre la variable independiente Z y la variable dependiente Tp (percentil de orden p de T). 
Sin embargo, es posible construir modelos no lineales sin más que transformar la variable 
aceleradora. Así, por ejemplo, cuando Z representa la temperatura en grados centígrados a la cual 
trabajan los dispositivos, es frecuente considerar transformaciones de Z como las siguientes: 


ZLogXZLnX
Z


ZInvX
Z


ZArrX 10;;
16,273


1
)(;


16,273
83,11604


)( ==
+


==
+


==   


Además, según la distribución que sigan los tiempos de fallo T (exponencial, Weibull, etc.), puede 
resultar conveniente (ver tabla) realizar alguna de las siguientes transformaciones del percentil Tp: 


              Yp = Tp    Yp = Ln Tp    Yp = Log10 Tp 


 


De forma general, el percentil de orden p de la variable dependiente Y será:  


pp XbaY ε⋅σ+⋅+=  


donde: 


• a   y  b son el término independiente y el coeficiente de regresión  
• σ  =   parámetro de escala (escala = 1 / forma) 
• εp =  percentil de orden p de la distribución de los residuos (ε), la cual vendrá  


determinada por la distribución de T (ver tabla). 
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En la tabla siguiente se relaciona la distribución de los tiempos de fallo T con:  


1) Las transformaciones idóneas para Tp , y  
2) Las distribuciones que siguen los residuos ε 
 


Yp Distrib. de tiempos de fallo (T) Distrib. de  ε 
Weibull 


exponencial valores extremos (0,1) 


log-normal base e normal (0,1) Ln Tp 


log-logística logística (0,1) 
Log10 Tp log-normal base 10 


normal normal (0,1) 


valores extremos valores extremos (0,1) Tp 
logística logística (0,1) 


 


EJEMPLO DE TEST  VIDA ACELERADA__________________________________ 


Supóngase que se desea investigar el proceso de deterioro que sufre la capa aislante de los motores 
eléctricos. Dichos motores soportan habitualmente temperaturas de entre 80 y 100º C. Con el fin de 
minimizar los costes del estudio (tanto de tiempo como de dinero), se llevará a cabo un test de vida 
acelerada.  


En primer lugar, para acelerar el proceso de desgaste, se registrarán los tiempos de deterioro de la 
capa a temperaturas extremas de 110, 130, 150, y 170º C. Con estos datos, guardados en el archivo 
Aislante.mtw , será posible estimar los tiempos de fallo para las temperaturas habituales de 80 a 100º 
C:  


 


 


 


 


 


 


 


Temp min y max habituales 


F = fallo ; C = censura 
Instante de 


fallo


Variable aceleradora  
Temp = 110, 130, 150,


 


 


Entrada de datos (input): En este caso, se usará una transformación de Arrhenius para la variable 
aceleradora, i.e., se tomará X = Arr(Z), siendo Z la variable aceleradora que representa la 
temperatura (Temp en este ejemplo). En base a un estudio anterior, se sabe también que los tiempos 
de fallo son ajustables mediante una distribución Weibull: 
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Será necesario especificar la columna que contiene el indicador de censura (F = fallo, C = censura). 
Es posible solicitar también, además de los gráficos por defecto, un gráfico de probabilidad para los 
residuos. Con dicho gráfico se podrá comprobar visualmente si la distribución elegida para los 
tiempos de fallo (la Weibull en este caso) es correcta: 


 


 


Finalmente, también se pedirá a MINITAB que, a partir del modelo obtenido, realice las predicciones 
sobre los tiempos de fallo del percentil 50 a las temperaturas de 80 y 100º C (incluidas en la columna 
Diseño). Es decir, se obtendrán estimaciones del tiempo que tardarían en deteriorarse el 50% de las 
capas aislantes para una temperatura de 80º C y para una temperatura de 100º C: 
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Salida de datos (output):  Los resultados se muestran a continuación:  
 
Regression with Life Data: T versus Temp 
 
Response Variable:  T     
 
Censoring Information                Count 
Uncensored value                        66 
Right censored value                    14 
Censoring value:  Censura = C 
 
 
Estimation Method:  Maximum Likelihood 
Distribution:  Weibull 
Transformation on accelerating variable:  Arrhenius 
 
 
Regression Table 
                       Standard                       95,0% Normal CI 
Predictor       Coef      Error        Z     P       Lower       Upper 
Intercept   -15,1874     0,9862   -15,40 0,000    -17,1203    -13,2546 
Temp         0,83072    0,03504    23,71 0,000     0,76204     0,89940 
Shape         2,8246     0,2570                     2,3633      3,3760 
 
Log-Likelihood = -564,693 
 
 
ProbPlot for T 
 


Valores estimados de a, b, y 1/σ
(shape=1/scale), así como los p-
valores asociados al test con H0:
“el coeficiente es 0” (i.e., no tiene
razón de existir en el modelo) 


¡Atención!: dependiendo de la 
distribución elegida, el “output” nos dará 
uno de los dos parámetros (Scale o 
Shape) 


Información sobre la
distribución elegida para T, y
sobre la transformación de la
variable aceleradora 


Anderson-Darling (adjusted) Goodness-of-Fit 
 
At each accelerating level 
Level      Fitted Model 
110               22,30 
130              0,6750 
150               4,996 
170               2,435 
 
Standardized Residuals = 0,7553 
 
 
Table of Percentiles 
                                    Standard        95,0% Normal CI 
 Percent        Temp  Percentile       Error       Lower       Upper 
      50     80,0000    159584,5    27446,85    113918,2    223557,0 
      50    100,0000    36948,57    4216,511    29543,36    46209,94 


Predicciones (basadas en el 
modelo creado) para los 
tiempos de fallo del 50% de 
dispositivos bajo las 
temperaturas indicadas. 
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La tabla de regresión proporciona los coeficientes del modelo. Para una distribución de Weibull 
(como la que se ha elegido), nuestro modelo sería: 


( ) pp TempArrTLn ε⋅+⋅+−=
8246,2
1


83072,01874,15  


donde  ε   sigue una distribución de valores extremos (0,1). 


La tabla de percentiles muestra los percentiles de orden 50 para las temperaturas solicitadas de 80 
y 100º C. El percentil 50 es un buen estimador para el tiempo de duración esperada de una capa de 
aislamiento sometida a una determinada temperatura. A 80º C, la protección funcionaría alrededor de 
159.584,5 horas (o 18,20 años); a 100º C, la misma protección no superaría las 36.948,57 horas (4,21 
años). 
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Censoring Column in Censura


A partir del gráfico siguiente es posible obtener información sobre la distribución de tiempos de fallo 
para cada  temperatura. En este caso, es posible estimar los percentiles de orden 10, 50, y 90. 
Finalmente, con en el gráfico de probabilidad de los residuos es posible comprobar si la distribución 
elegida se ajusta de forma correcta a las observaciones. En general, cuanto más cerca estén los 
puntos de la recta 
central, tanto mejor 
será la aproximación: 
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ENLACES___________________________________________________________ 
 
[W1] En la dirección de weibull.com puede encontrarse un enlace a un libro electrónico dedicado 


por completo a los test de vida acelerada 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


El contenido de este libro es el siguiente 
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FIABILIDAD (VII): MODELOS DE REGRESIÓN  
PARA OBSERVACIONES CENSURADAS 


Autores:  Ángel A. Juan Pérez (ajuanp@uoc.edu), Rafael García Martín (rgarciamart@uoc.edu). 


RELACIÓN CON OTROS MATH-BLOCS__________________________________ 


Este math-block forma parte de una serie de 8 documentos relacionados todos ellos con la Fiabilidad 
de componentes desde un punto de vista estadístico: 


• Conceptos Básicos (I). 
• Identificación y descripción gráfica de los datos (II). 
• Análisis paramétrico de los tiempos de fallo (III). 
• Análisis no paramétrico de los tiempos de fallo (IV). 
• Comparación no paramétrica de muestras (V). 
• Tests de vida acelerada (VI). 
• Modelos de regresión para observaciones censuradas (VII). 
• Análisis Probit (Éxito / fracaso) (VIII). 


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS___________________________________________ 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


Fiabilidad (VII): Modelos 
de regresión para obs. 


censuradas 


Ejemplo reg. múltiple con 
obs. cens. (Minitab) 


Regresión múltiple 
con obs. censuradas 
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INTRODUCCIÓN_____________________________________________________ 


En cualquier investigación sobre análisis de fiabilidad puede resultar de sumo interés identificar 
aquellas variables que estén correlacionadas con los tiempos de fallo. Básicamente, hay dos razones 
por las cuales este proceso de identificación no se puede realizar utilizando las técnicas comunes de 
regresión múltiple: 


1) La variable dependiente (tiempos de fallo) no suele distribuirse de forma normal 
(condición necesaria para aplicar regresión por mínimos cuadrados). 


2) La existencia de observaciones censuradas 


 


El objetivo de la regresión con observaciones censuradas será encontrar una expresión matemática 
que nos describa el tiempo de fallo de una determinada proporción de unidades (percentil de T ó Tp) 
en función de una o varias v.a. independientes (temperatura, horas de trabajo al día, grupo a que 
pertenecen los datos, etc.). 


Para llevar a cabo de forma efectiva estos tests de vida acelerada, será conveniente recurrir a 
software especializado. En este capítulo se hará uso del programa MINITAB a fin de ejemplificar con 
casos prácticos los conceptos involucrados en este tipo de estudios. 


 


REGRESIÓN MÚLTIPLE CON OBS. CENSURADAS_________________________ 


Por defecto, MINITAB usará un modelo de regresión lineal a la hora de explicar la relación existente 
entre las variables independientes X1, X2, ..., Xn y la variable dependiente Tp (percentil de orden p de 
T). Sin embargo, es posible construir modelos no lineales sin más que transformar las variables 
explicativas del modelo.  


Además, según la distribución que sigan los tiempos de fallo T (exponencial, Weibull, etc.), puede 
resultar conveniente (ver tabla) realizar alguna de las siguientes transformaciones del percentil Tp: 


( ) ( )pppppp TLogYTLnYTY 10;; ===  


El modelo de regresión lineal múltiple tendrá pues la forma:  


pnnp XbXbbY ε⋅σ+⋅++⋅+= ...110  


donde: 
• b0, b1, ..., bn   son el término independiente y los coeficientes de regresión  
• σ  =   parámetro de escala (escala = 1 / forma) 
• εp =  percentil de orden p de la distribución de los residuos (ε), la cual vendrá  


determinada por la distribución de T (ver tabla). 


En la tabla siguiente se relaciona la distribución de los tiempos de fallo T con:  


1) Las transformaciones idóneas para Tp , y  
2) Las distribuciones que siguen los residuos ε 
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Yp Distrib. de tiempos de fallo (T) Distrib. de  ε 


Weibull 
exponencial 


valores extremos (0,1) 


log-normal base e normal (0,1) Ln Tp 


log-logística logística (0,1) 
Log10 Tp log-normal base 10 


normal 
normal (0,1) 


valores extremos valores extremos (0,1) Tp 
logística logística (0,1) 


 


EJEMPLO REGRESIÓN MÚLTIPLE CON OBS. CENSURADAS________________ 


Continuando con el ejemplo de las capas aislantes para motores (ver el math-block Fiabilidad VI), 
supóngase ahora que se desean estimar los tiempos en que una determinada proporción de 
protecciones aislantes fallan, en función no sólo de las temperaturas, sino también de la planta donde 
fueron construidas (planta 1 o planta 2), i.e., se buscará una expresión de la forma: 


pp cXbXaY ε⋅σ+++= 21  


 


Entrada de datos (input):  se debe indicar la variable donde se han registrado los tiempos de fallo T, 
la distribución que siguen dichas observaciones, y las variables independientes del modelo (en este 
caso ArrTemp X1 y Planta X2). Indicaremos también la columna de censura y aquellas columnas 
donde se guardan los valores de las variables independientes para los cuales se desean hacer 
predicciones (ArrNuevaT y NuevaPlant).  


 


Finalmente, se pedirá un gráfico de probabilidad para los residuos, a fin de estimar si la distribución 
escogida es o no adecuada: 
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Salida de datos (output):  


Regression with Life Data: T versus ArrTemp; Planta 
 
 
Response Variable:  T     
Censoring Information                Count 
Uncensored value                        66 
Right censored value                    14 
Censoring value:  Censura = C 
 
Estimation Method:  Maximum Likelihood 
Distribution:  Weibull 
 
 
Regression Table 
 
                       Standard                       95,0% Normal CI 
Predictor       Coef      Error        Z     P       Lower       Upper 
Intercept   -15,1603     0,9468   -16,01 0,000    -17,0160    -13,3047 
ArrTemp      0,83925    0,03397    24,71 0,000     0,77267     0,90584 
Planta      -0,18077    0,08457    -2,14 0,033    -0,34652    -0,01501 
Shape         2,9431     0,2707                     2,4577      3,5244 
 
Log-Likelihood = -562,525 
 
Anderson-Darling (adjusted) Goodness-of-Fit 
Standardized Residuals = 0,5078 
 
 
Table of Percentiles 
 
                   Predictor                Standard        95,0% Normal CI 
 Percent  Row Number  Percentile       Error       Lower       Upper 
      50           1    182093,6    32466,16    128389,8    258260,9 
      50           2    151980,8    25286,65    109689,6    210577,6 
      50           3    41530,38    5163,756    32548,44    52990,94 
      50           4    34662,51    3913,866    27781,00    43248,61 


Información sobre la 
distribución elegida 


Valores estimados de a, b1, b2, y 
1/σ (shape=1/scale), así como los 
p-valores asociados al test con H0: 
“el coeficiente es 0” (i.e., no tiene 
razón de existir en el modelo) 


Predicciones (basadas en el modelo 
creado) para los tiempos de fallo del 
50% de dispositivos bajo los valores de 
temperatura y planta indicados: (80º,1), 
(80º,2),(100º,1),y (100º,2) 
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La tabla de regresión proporciona los coeficientes del modelo. En este caso, dado que se ha usado 
una Weibull, la ecuación del modelo sería: 


pp PlantaArrTempTLn ε+⋅−⋅+−=
9431,2
1


18077,083925,01603,15    


donde la variable Planta puede tomar los valores 1 ó 2, y ε sigue una distrib. de valores extremos 
(0,1).  


A partir de los p-valores asociados a cada coeficiente (0,000 para ArrTemp, y 0,033 para Planta), los 
cuales son significativos para α = 0,05, se puede afirmar que: (1) la temperatura influye de forma 
decisiva sobre los tiempos de fallo (más altas temperaturas significan menor tiempo hasta el fallo),  y 
(2) la calidad de la capa aislante dependerá de la planta de producción en la que fue construida (las 
capas aislantes fabricadas en la planta 1 duran más). 


La tabla de percentiles muestra el percentil de orden 50 asociado a cada combinación de 
temperatura y planta de producción. Dado que este percentil es una buena aproximación a la 
esperanza de vida de una unidad, es posible pronosticar lo siguiente: a 80º C, las protecciones 
fabricadas en la planta 1 durarán unas 182.093,6 horas (o 20,77 años), mientras que la duración 
esperada de las de la planta 2 será de tan sólo 151.980,8 horas (17,34 años). Análogas conclusiones 
se pueden extraer para una temperatura de 100º C. 


Aunque MINITAB hace todos los cálculos de forma automática, resulta interesante entender cómo el 
programa obtiene sus predicciones a partir del modelo. Por ejemplo, para una protección fabricada en 
la planta 1 (Planta = 1), y sometida una temperatura de 80º C (ArrTemp = 32,85998), el modelo 
anterior sería: 


ppTLn ε⋅+⋅−⋅+−= 33978,0118077,085998,3283925,01603,15  


Se sabe que los residuos siguen en este caso una distribución de valores extremos (0,1), cuya f.d. 
viene dada por:  


{ }xexXPxF −−=≤= exp1)()(  


Por tanto, el percentil de orden 50 de esta distribución será: 


0,50 = P(X <= ε50) = 1-exp{-exp{ε50}}  ε50 = -0,36651 


Finalmente, sustituyendo en la expresión del modelo y tomando exponenciales, se obtiene el valor 
para T50 de 182.093,6 horas que aparece en la tabla de percentiles. 
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Por lo que respecta a la bondad del ajuste, en el gráfico siguiente se aprecia que las observaciones 
están “suficientemente” cerca de la recta de probabilidad, por lo que se puede dar por bueno el ajuste 
mediante la Weibull: 


BIBLIOGRAFÍA______________________________________________________  
[1]. Hager, H. W., and L. J. Bain. 1970. Inferential procedures for thegeneralized gamma distribution J. 


Am. Stat. Assoc. 65: 1601-1609. 
[2]. Harter, H. L. 1967. Maximum-likelihood estimation of the parametersof a four-parameter generalized 


gamma population for complete and censored samples. Technometrics 9: 159-165. 
[3]. Kaplan, E. L., and P. Meier. 1958. Nonparametric estimation from incomplete observations. J. Am. 


Stat. Assoc. 53: 457-481. 
[4]. Nelson, W. 1990. Accelerated Testing: Statistical Models, Test Plansand Data Analyses. John Wiley. 


pp: 75-85. 
[5]. Nelson, W. B., and G. J. Hahn. 1972. Linear estimation of regression relationships from censored 


data, Part I-Simple methods and their application (with discussion). Technometrics 14: 247-276. 
[6]. Stacy, E.W., and G. A. Mihram. 1965. Parameter estimation for a Generalized Gamma distribution. 


Technometrics 7: 349-358. 
[7]. Stacy, E. W. 1962. A generalization of the Gamma distribution. Ann.Math. Stat. 33: 1187-1192. 
[8]. Parr, V. H., and J. T. Webster. 1965. A method for discriminating between failure density functions 


used in reliability predictions.Technometrics 7: 1-10. 
[9]. Prentice, R. L. 1974. A Log Gamma Model and its maximum likelihood estimation. Biometrika 61: 


539-544. 
[10]. Farewell, V. T., and R. L. Prentice 1977. A study of distributional shape in life testing. Technometrics 


19: 69-75. 
[11]. Galambos, J. 1978. The Asymtotic Theory of Extreme Order Statistics.Wiley-Interscience. New York. 


pp: 189-191. 
[12]. Lawless, J. F. 1982. Statistical Models and Methods for Lifetime Data.John Wiley. pp: 298-321. 
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ENLACES___________________________________________________________ 
 
Los siguientes artículos son un excelente material para quien desee profundizar más sobre este tema: 


 
[W1] http://www.colpos.mx/agrocien/Bimestral/2000/jul-ago/art-9.pdf 
 
[W2] http://bear.fhcrc.org/~clk/papers/weipan.pdf 
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FIABILIDAD (VIII): ANÁLISIS PROBIT 
(ÉXITO / FRACASO)  


Autores:  Ángel A. Juan Pérez (ajuanp@uoc.edu), Rafael García Martín (rgarciamart@uoc.edu). 


RELACIÓN CON OTROS MATH-BLOCS__________________________________ 


Este math-block forma parte de una serie de 8 documentos relacionados todos ellos con la Fiabilidad 
de componentes desde un punto de vista estadístico: 


• Conceptos Básicos (I). 
• Identificación y descripción gráfica de los datos (II). 
• Análisis paramétrico de los tiempos de fallo (III). 
• Análisis no paramétrico de los tiempos de fallo (IV). 
• Comparación no paramétrica de muestras (V). 
• Tests de vida acelerada (VI). 
• Modelos de regresión para observaciones censuradas (VII). 
• Análisis Probit (Éxito / fracaso) (VIII). 


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS___________________________________________ 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


Fiabilidad (VII): Análisis 
Probit (éxito/fracaso) 


El modelo probit y la 
función de distribución 


Ejemplo análisis probit 
(Minitab) 
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INTRODUCCIÓN______________________________________________ 


Dado un conjunto de dispositivos, realizar con ellos un análisis probit consiste en:  


1) someterlos a condiciones extremas (condiciones de estrés), y  
2) estudiar la proporción de dispositivos que fallan en tales condiciones.  


 


Observar que, a diferencia de un test de vida acelerada (donde lo que se busca es el tiempo de fallo 
de una determinada proporción de dispositivos), aquí lo que se pretende es determinar si cada uno de 
los dispositivos sometidos al análisis ha fallado o no, i.e., se trabajará con variables binarias (éxito o 
fracaso) en lugar de con tiempos de fallo. 


Las aplicaciones de este tipo de análisis son múltiples e interdisciplinares. Dos ejemplos: 


1) Supongamos que se pretende analizar el comportamiento del casco de un submarino 
sometido a distintos niveles de presión. Para realizar dicho análisis, podrían someterse 
varias planchas metálicas del casco a niveles de presión de distinta magnitud, anotando 
en cada caso el número de piezas que “sobreviven” (no se resquebrajan) a cada nivel. 


2) Un estudio similar se podría aplicar para determinar qué niveles de una variable de estrés 
causarían la muerte a una determinada proporción de organismos vivos. Así, por ejemplo, 
podría resultar interesante el averiguar qué nivel de contaminación ambiental causaría la 
muerte al 30% de los peces de un río. 


A la hora de registrar los datos (es decir, de contabilizar el número de éxitos y fracasos), suele usarse 
alguno de los dos formatos equivalentes que se muestran a continuación: 


Formato Éxitos/Pruebas. En este formato se usan tres columnas, la primera de las cuales 
contendrá los distintos valores de la variable de estrés. La segunda y tercera columnas 
contendrán, respectivamente, el número de éxitos (fallos) contabilizados y el número de pruebas 
asociados a cada valor de la variable de estrés: 


Temp. Éxitos Pruebas 
80 2 10 
120 4 10 
140 7 10 
160 9 10 


Formato Respuesta/Frecuencia. En este formato también se usan tres columnas: la primera de 
ellas contendrá los distintos valores de la variable de estrés, la segunda contendrá valores 1 
(éxito) y 0 (fracaso), mientras que la tercera contendrá la frecuencia con que aparece cada 1 ó 
cada 0 para el valor de estrés asociado: 


Temp. respuesta frec. 
80 1 2 
80 0 8 
120 1 4 
120 0 6 
140 1 7 
140 0 3 
160 1 9 
160 0 1 


 


En ocasiones puede resultar conveniente usar una variable factor que permita agrupar los 
dispositivos analizados en diferentes clases o niveles. Así, en el ejemplo anterior de la contaminación, 
se podrían clasificar los peces en tres niveles según sean jóvenes, adultos, o viejos. De esta forma, el 
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investigador sabrá si el índice de contaminación afecta de forma especial a alguno de estos niveles o 
si afecta a todos por igual. 


 


EL MODELO PROBIT Y LA FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN____________________ 


 


El modelo probit presupone que se conoce la distribución de la v.a. X que determina el nivel de estrés 
(temperatura, voltaje, presión, etc.). Más concretamente, lo que el modelo presupone es que el 
analista será capaz de ajustar, mediante una distribución teórica, la distribución que sigue la v.a. Y, la 
cual es una transformación lineal de X. Habitualmente, dicha variable Y seguirá una distribución 
normal, logística, o de valores extremos. En ocasiones, sin embargo, será mejor ajustar la distribución 
de Z = log(Y) mediante una log-normal, una log-logística, o una Weibull. La distribución que se elija 
dependerá, obviamente, de los valores observados para la variable de estrés X, siendo necesario 
realizar un test de bondad de ajuste para comprobar que el modelo es válido. 


El objetivo del análisis será estudiar el efecto causado por los cambios en la variable de estrés X 
sobre la probabilidad de éxito π (es decir, sobre la probabilidad de que el dispositivo falle). 


La expresión genérica de estos modelos, suponiendo que no hay variables factores, sería la 
siguiente: 


)()1( 0 β⋅+β⋅+=π XFcc -  
donde:  π= probabilidad de éxito (i.e., probabilidad de que el dispositivo falle), 
  F(Y) = función de distribución de la v.a. Y = β0 + β⋅X, 
  β  = término constante, 0
  X = variable de estrés, 
  β = coeficiente (desconocido) asociado a la variable de estrés, 
  c = tasa de fallo natural (proporción de dispositivos que fallan por causas naturales). 
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EJEMPLO DE ANÁLISIS PROBIT CON  MINITAB___________________________ 


 


Ejemplo (análisis probit):  Supongamos el caso de una empresa dedicada a la producción de dos 
clases de tubos fluorescentes, A y B. El objetivo será determinar qué proporción de cada clase de 
tubos logra superar las 800 horas de funcionamiento si se encuentran sometidos a un voltaje que 
varía entre 105 y 129 voltios. Para resolver este problema, se ha llevado a cabo el experimento 
siguiente: para cada  combinación voltaje - tipo de tubo posible, se han realizado 50 pruebas, 
contabilizándose el número de veces que el tubo ha fallado antes de 800 horas (variable “Éxitos”). 
Los voltajes usados han sido los siguientes:  108, 114, 120, 126, y 132 voltios. Los datos se 
encuentran en el archivo Tubos.mtw : 


 


Factor 


Variable de estrés 


Fallos antes de 
las 800 horas 


 


 


 


 


 


 


 


Entrada de datos (input): se configura la ventana inicial según se indica en la imagen. Se ha 
supuesto que los datos (en este caso Z = log(Y)) siguen una distribución Weibull. Además, también se 
ha solicitado un gráfico de probabilidad: 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


Le pediremos también al programa que estime la probabilidad de supervivencia (o proporción de 
dispositivos supervivientes) bajo unas condiciones de 117 voltios: 
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Salida de datos (output): El programa proporciona la siguiente información: 


 


Probit Analysis: Exitos; Pruebas versus Voltaje; TipoTubo 
 
 
 
Distribution:  Weibull 
 
Response  Information 
 
Variable  Value          Count 
Exitos    Success          192 
          Failure          308 
Pruebas   Total            500 
 
Factor Information 
 
Factor   Levels Values  
 
TipoTubo      2 A B 
 
Estimation Method:  Maximum Likelihood 
 
 
 
Regression Table 
 
                       Standard 
Variable        Coef      Error        Z     P 
Constant     -97,019      7,673   -12,64 0,000 
Voltaje       20,019      1,587    12,61 0,000 
TipoTubo   
 B            0,1794     0,1598     1,12 0,262 
Natural 
Response       0,000 
 
Test for equal slopes:  Chi-Square = 0,2585;  DF = 1;  P-Value = 0,611 
 
Log-Likelihood = -214,213 
 
 
 
Goodness-of-Fit Tests 
 
Method                Chi-Square    DF      P 
Pearson                    2,516     7  0,926 
Deviance                   2,492     7  0,928 


La tasa de fallo natural es la 
probabilidad de que una unidad 
falle por causa natural (no por 
culpa de la variable 
independiente). Si su valor fuese 
mayor que 0, deberíamos pensar 
que no todos los dispositivos 
fallan por culpa de la variable 
independiente. 


Estos son los p-valores resultantes de
los test cuya hipótesis nula es: “el
coeficiente asociado a la variable es
cero” (i.e., H0 propone que la variable
NO influye sobre la probabilidad de que
el dispositivo falle). 


P-valores asociados a dos tests
para contrastar la bondad del
ajuste de la distribución escogida
(Weibull en este caso). La
hipótesis nula es: “el ajuste es
correcto”. 


P-valor del test con H0: “las 
pendientes asociadas a cada 
nivel del factor NO son 
significativamente diferentes”  
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TipoTubo = A 
 
Tolerance Distribution 
Parameter Estimates 
                        Standard        95,0% Normal CI 
Parameter   Estimate       Error       Lower       Upper 
Shape         20,019       1,587      17,138      23,384 
Scale        127,269       0,737     125,832     128,722 
 
Table of Percentiles 
                        Standard       95,0% Fiducial CI 
 Percent  Percentile       Error       Lower       Upper 
       1    101,1409      1,8424     96,9868    104,3407 
       2    104,7307      1,6355    101,0429    107,5731 
      ...      ...          ...        ...         ... 
      10    113,7373      1,1177    111,2458    115,7062 
      20    118,0817      0,8986    116,1208    119,7003 
      30    120,8808      0,7901    119,2012    122,3424 
      40    123,0693      0,7358    121,5505    124,4720 
      50    124,9600      0,7179    123,5231    126,3718 
      60    126,7143      0,7285    125,2994    128,1912 
      70    128,4545      0,7650    127,0098    130,0499 
      80    130,3305      0,8304    128,8022    132,1080 
      90    132,6831      0,9434    130,9889    134,7539 
      ...      ...          ...        ...         ... 
      98    136,2429      1,1616    134,2068    138,8567 
      99    137,3576      1,2383    135,1984    140,1594 
 
Table of Survival Probabilities 
                              95,0% Fiducial CI 
    Stress  Probability       Lower       Upper 
  117,0000       0,8306      0,7807      0,8785 
 
 
TipoTubo = B 
 
Tolerance Distribution 
Parameter Estimates 
                        Standard        95,0% Normal CI 
Parameter   Estimate       Error       Lower       Upper 
Shape         20,019       1,587      17,138      23,384 
Scale        126,134       0,704     124,761     127,522 
 
Table of Percentiles 
                        Standard       95,0% Fiducial CI 
 Percent  Percentile       Error       Lower       Upper 
       1    100,2388      1,8617     96,0399    103,4706 
       2    103,7965      1,6562    100,0595    106,6728 
      ...      ...          ...        ...         ... 
      10    112,7228      1,1371    110,1805    114,7197 
      20    117,0285      0,9108    115,0289    118,6590 
      30    119,8026      0,7929    118,1018    121,2561 
      40    121,9716      0,7280    120,4520    123,3436 
      50    123,8454      0,6989    122,4294    125,2031 
      60    125,5841      0,6988    124,2111    126,9841 
      70    127,3087      0,7252    125,9254    128,8060 
      80    129,1680      0,7814    127,7187    130,8279 
      90    131,4996      0,8857    129,9012    133,4336 
      91    131,7938      0,9010    130,1723    133,7670 
      ...      ...          ...        ...         ... 
      98    135,0277      1,0945    133,1042    137,4840 
      99    136,1324      1,1690    134,0898    138,7716 
 
Table of Survival Probabilities 
                              95,0% Fiducial CI 
    Stress  Probability       Lower       Upper 
  117,0000       0,8009      0,7460      0,8546 
 
 
Table of Relative Potency 
 
Factor:  TipoTubo 
              Relative        95,0% Fiducial CI 
Comparison     Potency       Lower         Upper 
A VS B          0,9911      0,9754        1,0068 


Nos dice que un tubo de tipo A que 
soporte 117 voltios fallará en el 
mismo instante que otro de tipo B 
que soporte 115,96 voltios (117 x 
0,9911) 


A 117 voltios, la 
probabilidad de que un 
tubo de tipo B pase de 
800 horas es de 0,8009 


A 122 voltios, el 40% de 
los tubos tipo B se 
estropean antes de las 
800 horas 


Parámetros estimados de la 
distribución elegida que mejor 
ajustan a las observaciones del 
factor (tipo de tubo) B. 


A 117 voltios, la 
probabilidad de que un 
tubo de tipo A pase de 
800 horas es de 0,8306 


A 118 voltios, el 20% 
de los tubos tipo A se 
estropearán antes de 
las 800 horas 


Parámetros estimados de la 
distribución elegida que mejor 
ajustan a las observaciones del 
factor (tipo de tubo) A. 
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Analizando los resultados, se comprueba que tanto los dos tests de bondad de ajuste (con p-valores 
0,926 y 0,928) como el gráfico de probabilidad sugieren que la distribución de Weibull se ajusta de 
forma correcta a los datos. 


Además, dado que el test sobre igual pendiente de ambos factores no es significativo (p-valor = 
0,611), la comparación entre ambos tipos de tubos no dependerá del voltaje al que estén sometidos. 
En este caso, los tubos de tipo A no son significativamente diferentes de los del tipo B ya que el 
coeficiente asociado a este segundo tipo no es significativamente distinto de 0 (p-valor = 0.262). 


La Tabla de Probabilidades de Supervivencia muestra que, a 117 voltios, el 83% de los tubos de 
tipo A y el 80% de los del tipo B durarán más de 800 horas. 


Finalmente, la Tabla de Percentiles informa de que, a 124,96 voltios, el 50% de los tubos tipo A no 
sobrepasarán las 800 horas; para los tubos de tipo B, este 50% de tubos que no logran superar la 
cifra anterior se alcanzará ya a 123,85 voltios. 
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ENLACES___________________________________________________________ 
 
[W1] http://www.nyu.edu/classes/nagler/quant2/notes/probit1.pdf 


El siguiente artículo, de Jonathan Nagler, ofrece una rigurosa introducción al análisis PROBIT 
haciendo un enfasis especial en la interpretación de los resultados. 


 


 


 


 


[W2] http://www.gseis.ucla.edu/courses/ed231c/notes3/probit1.html 
En la página de la UCLA Graduate School of Education puede consultarse el material de un 
curso sobre análisis PROBIT. 


 


 


 


 


 


 


 


[W3] http://www.economia.ucn.cl/paroca2/Clase04/MPProbit_files/frame.htm 
En castellano, podemos consultar la página de la Universidad Católica del Norte (Chile) con 
material relacionado también con este tipo de análisis.. 
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INTRODUCCIÓN A LA INVESTIGACIÓN OPERATIVA 
 


Autores:   Javier Faulín (ffaulin@uoc.edu), Ángel A. Juan (ajuanp@uoc.edu). 


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
Cuando una persona se enfrenta por vez primera con el término Investigación de Operaciones, no 
suele ser conocedora de las características específicas de esta ciencia ni de su objeto de estudio. 
Además, la Investigación Operativa puede tener componentes muy diversos dependiendo de su 
área de aplicación concreta: Administración de Empresas, Ingeniería u otras. El objeto de estudio 
de la Investigación Operativa es la toma científica de decisiones mediante el empleo de 
técnicas cuantitativas. Es importante tener esta definición clara y, de esta forma, nos daremos 
cuenta de la amplitud de campo de la Investigación Operativa (IO). 
 
Con demasiada frecuencia se ha hecho demasiado hincapié en los modelos de Programación 
Lineal dentro de la Investigación Operativa, lo cual ha dificultado la distinción entre ambos 
términos. Lo cierto es que la Programación Lineal es sólo una parte de la Investigación Operativa 
aunque, sin duda, una de las más importantes. Otras áreas o secciones habituales en el estudio 
de la IO son las siguientes (esta relación no es exhaustiva, sino que sólo pretende dar una idea 
de la extensión de la IO):  
 
a) Programación entera 
b) Problemas de transporte 
c) Análisis de grafos y de redes. PERT y CPM. 
d) Programación dinámica 


Prog. Lineal 


Investigación 
Operativa 


Definición Áreas o Secciones 


Historia 


Referencia remota 
Ciencia de la Gestión 


La IO en el siglo XX 


Programación Lineal 


Resolución gráfica Características  PL 


Uso de LINDO 
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e) Teoría de juegos. 
f) Programación no lineal. 
g) Teoría de colas. 
h) Teoría de inventarios 
i) Procesos markovianos de decisión. Análisis de decisión. 
j) Simulación 
k) Fiabilidad 


 
Existen, de este modo, otras áreas –además de la PL- en las que la Investigación Operativa 
ejerce también su estudio. Es claro pues que la Investigación Operativa es una ciencia 
multidisciplinar que aparece en muchos campos del ámbito industrial, empresarial y de la 
administración pública. De hecho, con la aparición de la Programación Lineal en los años 40, 
aparece el sentimiento de dar una cohesión o visión de conjunto a todas las técnicas 
anteriormente enunciadas. Esa visión cohesionada, junto con el concepto de sistema, permite la 
aparición de la Investigación de Operaciones como ciencia. 
 
Las subdivisiones en las que se establece la IO tienen los siguientes elementos en común:   
 
1) Son necesarios amplios conocimientos de matemáticas, es decir, del manejo de muchas 


técnicas matemáticas, aunque con inmediata aplicación a la realidad.  
2) Es necesario que, al final de cada problema definido, haya una decisión que tomar.  
3) Es preciso definir un modelo que dé cauce a la toma de decisiones. 
 
En el estudio de la Investigación Operativa se puede hacer más énfasis en los aspectos teóricos 
de los modelos matemáticos o bien en los aspectos prácticos. Estudiar de forma exclusiva 
modelos matemáticos, aun siendo importante para la IO, no constituye el principal ejercicio de la 
IO: es necesario verificar la aplicabilidad de los resultados que se deriven de los modelos 
matemáticos. 
 
Por ello, en muchos casos, se hace énfasis en los aspectos prácticos de la IO estableciendo 
puentes con los diversos ámbitos de la gestión empresarial. En este sentido, y con objeto de 
tener una visión precisa para una introducción de las técnicas operativas, se recomienda la 
consulta de los capítulos introductorios de alguno de los manuales cuyos autores son: 
 


• Anderson, D.R., Sweeney, D. J. y Williams, T.A. (2001) (Capítulos 1 y 7) 
• Hillier, F.S. y Liebermann, G.J. (2001) (Capítulos 1,2 y 3) 
• Hillier, F.S., Hillier, M.S. y Liebermann, G.J. (2000) (Capítulos 1 y 2) 


 
También a nivel introductorio se pueden visitar algunas de las siguientes páginas web:  
 


• http://www.informs.org/  Sociedad Americana de Investigación Operativa. 
• http://www.ifors.org/ Federación Internacional de Sociedades de Investigación de 


Operaciones. 
• http://www.orie.cornell.edu/ Departamento de Investigación Operativa de la Universidad 


de Cornell en Nueva York. 
• http://www.worms.ms.unimelb.edu.au/ Información genérica sobre Investigación 


Operativa. 
 


En este sentido, hay que destacar que las técnicas de Investigación Operativa tienen un auge 
inusitado en los Estados Unidos. Algunos de los motivos de este auge son: a) razones históricas, 
b) la cultura empresarial americana, y c) la dimensión del mercado americano. En Europa, cada 
vez se aplican más estas técnicas pero, con frecuencia, con un acento mucho más teórico. Entre 
los países europeos que más aplican las técnicas de la IO se pueden destacar los siguientes: 
Gran Bretaña, Holanda, Francia y Alemania. Con el fenómeno de la globalización económica, 
cada vez son más las empresas multinacionales que emplean técnicas de Investigación 
Operativa para la toma científica de decisiones. 
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OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Entender el concepto de Investigación Operativa. 
• Conocer las áreas de estudio de la Investigación Operativa. 
• Comprender el desarrollo histórico de la IO como ciencia.  
• Entender qué es la Programación Lineal y su importancia dentro de la IO. 


 
 


 
CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 


 
Es recomendable tener unos conocimientos básicos de Matemáticas (nivel de Bachillerato o 
equivalente). 
 


 
 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES_______________________________________ 


 
 


 
REFERENCIA HISTÓRICA DE LA IO___________________________________________ 


 
Suele ser difícil hacer una referencia histórica de la Investigación Operativa. Principalmente, 
porque no es sencillo establecer sus orígenes. Como se ha comentado anteriormente, muchas 
son las áreas que componen la IO, y hasta que apareció un elemento aglutinador en los años 40 
del siglo XX, cada área tuvo su propia referencia histórica, haciendo muy difícil establecer la 
fecha exacta del nacimiento de la IO. No obstante, procuraremos dar unas pinceladas al 
respecto. 
 
La necesidad de tomar decisiones es tan antigua como el hombre mismo, por ello, hemos de 
preguntarnos por qué la IO nace en un momento histórico preciso. Esto fue así, porque la 
realidad humana se fue complicando poco a poco y las decisiones que en un principio eran 
triviales, se convirtieron en decisiones difíciles. Con la llegada de la Revolución Industrial, la 
sociedad se hizo mucho más compleja y las decisiones habían de tomarse con más cuidado 
porque involucraban a más personas en sus consecuencias. Veamos a continuación lo que esto 
supuso históricamente. 


 
Introducción 


 
Las diferentes ciencias han de ser comprendidas con profundidad antes de poder ser 
analizadas desde un punto de vista histórico. Quizás no sea fácil establecer los orígenes de 
la Investigación Operativa, porque no se tuvo conciencia de la misma hasta mucho más 
tarde de que algunas de sus ramas nacieran y se desarrollaran. No obstante, es necesario 
relacionar el alumbramiento de la Investigación de Operaciones, por lo menos 
nominalmente, con el transcurso de la II Guerra Mundial. Por esta razón, hemos de pensar 
en los orígenes de la ciencia operacional como en los de una técnica de naturaleza militar. 
Dichos orígenes han supuesto una impronta decisiva en el tratamiento de las técnicas 
operacionales. En este sentido, cuando se pretende trazar una historiografía de una ciencia 
es muy importante delimitar la frontera de la misma en los terrenos conceptual e histórico.  


 
Prolegómenos y rudimentos de la IO: la ciencia de la gestión 


 
Después del proceso introductorio llegamos al momento delicado de establecer diferencias 
entre la Investigación de Operaciones y la Ciencia de la Gestión (o de la Administración). 
Entendemos por Ciencia de la Gestión (traducción del término inglés Management Science) 
la aplicación de los métodos y técnicas de la ciencia actual a los problemas de toma de 
decisiones en la administración. Realmente, esta misma definición podría valer también para 
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Investigación Operativa, aunque ésta necesite de un manejo más explícito de técnicas 
matemáticas. Por tanto, estas dos ciencias pueden darse en el momento presente como 
equivalentes o sinónimas. No obstante, se puede comprender que la gestión y la 
organización han sido necesarias para la humanidad desde sus albores. 
 
La necesidad de planificación y organización aparece ya en el antiguo Egipto hacia el año 
4000 a. C. y se va desarrollando a través de toda la Antigüedad hasta el advenimiento del 
Imperio Romano. En Israel y China también aparecen tímidos escarceos de organización y 
dirección hacia el año 1000 a. C. Nabucodonosor establece algunas ideas sobre control de 
la producción hacia el año 600 a. C. En Grecia, se desarrollan en el 350 a. C. los primeros 
métodos de organización del trabajo y del tiempo. Alrededor del año 30 a. C., Julio César 
establece diversas ideas de planificación, control y unidad de mando, que luego pone en 
práctica en todo  el Imperio Romano.  


 
Todos los estudios y planteamientos organizacionales de la Antigüedad tienen su 
proyección, que no su continuación, a lo largo de toda la Edad Media, en donde se 
aprovechan sin posteriores desarrollos. Durante el siglo XV, en la Italia renacentista se 
vuelven a plantear de nuevo las cuestiones organizativas y aparecen diversos estudios sobre 
costes y sobre control de existencias. No es fácil establecer otros hitos acerca de la 
organización hasta el siglo XVIII, cuando Pierre de Montmort inicia sus primeras ideas 
directivas que luego dan lugar a la teoría de juegos. 
 
Con los inicios de la I Revolución Industrial, el sentido y la forma de estudio de la Ciencia 
de la Gestión adquieren su ser más pleno. Por otra parte, el desarrollo de las matemáticas 
durante los siglos XVIII y XIX permite disponer de las herramientas necesarias para la futura 
construcción de la Investigación de Operaciones. De esta forma, en 1767, Gaspard Monge 
descubre la manera geométrica de resolver un programa lineal. Posteriormente, Adam 
Smith establece el principio de especialización en los trabajos, y Robert Owen, ya en el siglo 
XIX, realiza un estudio sobre tareas en un proceso productivo, y advierte de la necesidad de 
adiestramiento en las mismas por parte de los operarios. Una aportación fundamental la 
realiza Babbage, en 1832, construyendo lo que se podría llamar el primer computador 
digital, que vendría a ser el antecesor de los modernos ordenadores. A finales del siglo XIX, 
Joseph Wharton hace de la dirección estratégica e industrial un saber universitario. No 
obstante, el auge de las revoluciones industriales del XIX permiten establecer un caldo de 
cultivo adecuado para el estudio de la ciencia operacional. Así, Frederick W. Taylor y Henry 
L. Gantt, ante la necesidad de planificación de la producción, establecen el método científico 
de dirección y las gráficas de programación productiva (de Gantt), respectivamente. A partir 
de este momento aparece la aportación nuclear del siglo XX a la Investigación de 
Operaciones, sabiendo que es en esta centuria cuando se produce su nacimiento real. 


 
Génesis de la IO en el siglo XX 


 
Diversos hechos habían ocurrido en los albores de ese siglo, que luego ayudaron a la 
génesis de la ciencia operativa. Entre otros citaremos: a) los rudimentos de la teoría de 
colas, con A.K. Erlang, y b) la construcción del modelo económico del tamaño del lote, 
con F.W. Harris. Sin embargo, estos hitos que luego constituyeron elementos clave de la 
Investigación Operativa, no permitieron establecer la misma como un saber independiente. 
 
Tiene sentido iniciar nuestra exposición en el momento en el que se tuvo una conciencia 
clara de que algo nuevo y diferenciador estaba naciendo en el ámbito de la teoría de la 
organización a gran escala. Este momento es el preludio de la II Guerra Mundial. 
Podríamos decir que es hacia 1935 cuando Inglaterra se da cuenta de que necesita dar una 
respuesta adecuada al creciente poderío militar alemán. Por esta razón, el gobierno inglés 
urge a un grupo de científicos a que realicen experimentos que conduzcan a un mejor control 
del espacio aéreo. Fruto de esta experimentación aparece el radar, que constituye el inicio 
de la lucha por la supremacía aérea. Este grupo de investigadores tomó su base en 
Bawdsey, y por esta razón se llamó grupo de Bawdsey.  
 
De forma paralela, otro grupo se estuvo estableciendo durante 1936 para desarrollar el 
experimento Biggin Hill, que permitía la simulación de aviones enemigos y su detección. La 
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conjunción de estos dos grupos, permitió ofrecer a la RAF (Royal Air Force) una estructura 
operacional, para sus equipos materiales y humanos, que le posibilitó librar la batalla de 
Inglaterra en 1940-41. El grupo de Bawdsey fue dirigido en 1938 por A.P. Rowe, el cual 
acuñó la expresión 'Operations Research', que posteriormente se extendió dentro del 
ámbito científico al resto de países occidentales. 
 
La batalla de Inglaterra se recrudece en el otoño de 1940. Por esta razón, se solicita la 
ayuda de P.M.S. Blackett, un físico que después conseguirá el Premio Nobel por sus 
trabajos en rayos cósmicos, con objeto de establecer una sección de Investigación Operativa 
dentro de los comandos de acción de la RAF. Del mismo modo, Blackett fue consultado en 
diciembre de 1941, sobre la posibilidad de constituir una sección similar dentro de la 
Armada. Dicha sección fue constituida en enero de 1942.  
 
Cuando los Estados Unidos entran en la guerra, son conscientes de la necesidad de tales 
grupos operativos y de la constitución de secciones operacionales para el éxito de los 
mismos. De esta manera, constituyen en 1942 un grupo operacional de lucha antisubmarina 
(ASWORG - Anti-Submarine Warfare Operations Research Group) que recoge toda la 
experiencia inglesa desarrollada por Blackett. De forma similar, la Fuerza Aérea Americana 
estructura diversos grupos operacionales para llevar a cabo sus labores logísticas. Al final de 
la guerra, la Armada americana disponía de un departamento de Investigación Operativa 
compuesto por más de setenta científicos, y la Fuerza Aérea disponía de más de dos 
docenas de secciones operacionales. 
 
No puede decirse que las potencias del Eje hicieran uso de las técnicas operacionales 
durante la II Guerra Mundial, mientras que el número de científicos e investigadores 
involucrados en Investigación Operativa en la contienda por parte de ingleses, americanos y 
canadienses superó los setecientos. Las aportaciones que hicieron todos estos 
investigadores supusieron un giro copernicano en la manera de concebir la Ciencia de la 
Gestión en los años siguientes. De alguna manera, todos estos estudiosos que trabajaban 
de manera aislada en los años treinta se aglutinaron holísticamente con ocasión de la 
guerra, y produjeron un conjunto de técnicas y teorías que ocasionaron el alumbramiento de 
la Investigación de Operaciones como ciencia. 


 
El crecimiento de la IO, de 1945 a la actualidad 


 
Es muy difícil condensar en unas líneas todo lo que han supuesto las décadas anteriormente 
mencionadas para la ciencia operacional, habida cuenta de su importancia y de la riqueza de 
trabajos producidos. Realmente, se ha construido más ciencia operacional durante estos 
años que en todo el resto de la historia de la humanidad. Puede decirse, por tanto, que la 
verdadera historia de la Investigación Operativa se ha desarrollado durante este período: se 
han establecido líneas de investigación, han aparecido sociedades profesionales, se han 
creado revistas de investigación, se han publicado libros y se ha incluido la materia dentro 
del currículum educativo. 
 
Una vez finalizó la contienda mundial y habida cuenta del éxito cosechado por las técnicas 
operativas, éstas continuaron desarrollándose dentro del ámbito militar, puesto que era el 
ejército quien poseía la mayor parte de los investigadores y quien estaba interesado en 
proseguir dicha línea de trabajo. A mediados de los años cincuenta se desplazó el centro de 
gravedad de interés de la Investigación Operativa, y alcanzó el terreno industrial y el 
académico. Aparece el interés por la Ciencia de la Gestión (Management Science). En la 
década de los setenta, ha continuado el desarrollo expansivo de la Investigación Operativa, 
llegando al ámbito de la administración pública, tratando los siguientes tipos de problemas: 
transporte urbano, administración de justicia, construcción de edificios públicos, 
educación, hospitales y servicios sociales. De esta manera, el peso investigador de la IO 
se desplaza desde el Reino Unido a los Estados Unidos, en donde se constituyen diversos 
institutos y organizaciones de estudio, como The Urban Institute (1968) y The New York City-
Rand Institute (1969). También, son muchas las empresas que, a partir de los años 
cincuenta, se ayudan de técnicas operativas para diseñar sus políticas de producción y de 
distribución. Por ejemplo, a partir de una encuesta que realiza Turban en 1972 en Estados 
Unidos sobre las 500 empresas más importantes del país (de acuerdo con la revista 
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Fortune), se deduce que la mitad de las empresas que contestaron la encuesta poseían un 
departamento especial dedicado a tareas de Investigación de Operaciones o Ciencia de la 
Administración. No obstante, la IO forma cada día más, una parte de las actividades 
normales de la empresa moderna y, por tanto, ya no se trata de una función especializada 
que deba llevarse a cabo en un departamento separado. De acuerdo con este estudio las 
técnicas operacionales más empleadas eran el análisis estadístico, la simulación, la 
programación lineal, la teoría de inventarios y la programación dinámica. Otras técnicas 
empleadas, aunque de menor uso, eran la programación no lineal, las líneas de espera, la 
teoría de juegos, el análisis de decisión de Bayes y la programación entera. 
 
Posteriormente, se realizaron otras encuestas de resultados similares: a) en 1977, Ledbetter 
y Cox (1977); b) en 1979, Thomas y DaCosta (1979); c) en 1983, Forgionne (1983). En todas 
ellas se comprueba cómo cada vez son mayores en número las técnicas operativas 
empleadas, y cómo dichas técnicas aparecen con más frecuencia en otras áreas o 
departamentos de la empresa. Estudios de otro tipo fueron los de Fabozzi y Valente (1976) 
que encuestaron, en 1976, mil compañías americanas en relación con el uso de la 
programación matemática (programación lineal, no lineal y dinámica). Estos autores 
descubrieron que era la dirección de Producción (mezclas de productos, asignación de 
recursos, diseño de planta y maquinaria,...) el área en donde más se aplicaba la 
Investigación de Operaciones dentro del ámbito de la empresa. En número de aplicaciones 
le seguía el área de Inversión y Financiación. 


 
Especificaciones y concreciones históricas de la IO: la programación 
matemática 


 
La Programación Matemática ha formado parte de la IO desde la constitución de la misma 
como ciencia hasta la actualidad. Sin embargo, muchos de los problemas tratados por la 
Programación Matemática eran conocidos desde mucho antes. Grandes matemáticos de los 
siglos XVIII y XIX, como Euler, Gauss y Lagrange trabajaron en problemas de optimización 
con restricciones y establecieron las primeras condiciones de optimalidad. Lo cual quiere 
decir que los problemas que la Programación Matemática planteaba en los años cuarenta 
de nuestro siglo no eran nuevos en su formulación, pero sí en su enfoque. Los métodos 
matemáticos clásicos no estaban pensados para una resolución en dimensiones altas, como 
iban a requerir las nuevas necesidades industriales. Esta fue la aportación de la ciencia 
operacional, máxime cuando se desarrollaron las técnicas computacionales que permitieron 
hacer realidad el cálculo rápido y a gran escala. La IO supuso un giro copernicano en la 
manera de tratar los programas matemáticos. Se implementaron algoritmos que 
computacionalmente eran más eficientes que los clásicos y, de esta manera, problemas que 
tradicionalmente habían sido complejos, ahora resultaron asequibles.  
 
El cambio de mentalidad era notable y, por tanto, un 
nuevo modelo científico se estaba abriendo paso. 
Para el desarrollo de las distintas técnicas 
algorítmicas, era básico el estudio de los sistemas 
de desigualdad como habían hecho los matemáticos 
Julius Farkas, Jean Baptiste Fourier y T.S. Motzkin. 
El análisis de los problemas económicos se debe a 
John Von Neumann y a Abraham Wald. No obstante, 
cuando se trata de presentar una descripción 
histórica de la Programación Matemática, hay que 
tener en cuenta la gran aportación de Dantzig (foto 
de la derecha) con su método simplex para 
programación lineal. Este hito ha supuesto la 
demarcación de la época fundacional de la 
Programación Matemática. Dicho evento se ha 
considerado como el inicio de la IO, puesto que lo ha 
sido de la programación lineal, y ha traído consigo la 
resolución de muchos problemas operacionales. 
Realmente, el nuevo estilo marcado por el método 
simplex ha construido el auténtico espíritu de la optimización matemática. No hay que olvidar 
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la intención de Samuel Eilon al inventar el término satisfizar (fusión de satisfacer y optimizar) 
intentando describir la labor del investigador de operaciones: encontrar una solución 
satisfactoriamente (aceptablemente) óptima (o buena). De ahí procede la sentencia: 
"optimizar es la ciencia de lo esencial; satisfizar es el arte de lo factible" (Eilon (1972)).  
 
Realmente, en cuanto se intenta resolver un problema práctico surgido de la empresa o de 
la realidad económica se puede palpar la potencia del método simplex. A principios de la 
década de los sesenta, Abraham Charnes y William Cooper (1961) publicaron un libro de 
gran influencia para los años posteriores: Management Models and Industrial Applications of 
Linear Programming. Esta obra supuso un gran impacto en el desarrollo de la práctica y de 
las aplicaciones industriales de la programación lineal (principalmente en las compañías 
petrolíferas y químicas). Pudo comprobarse la potencia de esta nueva herramienta, a la hora 
de resolver los problemas decisionales de las grandes empresas. De igual modo, se aplicó 
la programación lineal a la teoría económica como muestran las aportaciones de Robert 
Dorfman, Paul Samuelson y Robert Solow (1958), o las de David Gale (1960), o bien las de 
Gérard Debreu (1963).  


 
Nuevos desarrollos de la programación lineal 


 
La Programación Lineal fue una de las primeras herramientas cuantitativas con la que contó 
la IO. Rápidamente se descubrió su eficiencia. Por esta razón, era muy interesante 
conseguir nuevos métodos de resolución que hicieran la competencia al algoritmo simplex. 
Como una innovación destacable en los años ochenta aparece un nuevo y poderoso 
algoritmo para la resolución de programas lineales: en 1984, Narendra Karmarkar (1984) de 
AT&T Laboratories publicó un artículo presentando esquemáticamente un método para 
resolver programas lineales de gran tamaño. Este método llamado algoritmo de Karmarkar 
se presenta como un buscador de óptimos a partir de puntos interiores, siendo ésta la gran 
novedad en relación con el método simplex. 
 
Dicho artículo de Karmarkar no describe totalmente el método resolutorio y, además, afirma 
que es mucho más rápido que el simplex para problemas de gran dimensión. El intento de 
descubrimiento de un remedo de dicho método puso a toda la comunidad científica en pie 
de búsqueda. Pasaron cuatro años hasta que se logró un conocimiento general del método 
y su distribución comercial. Esta extensión del algoritmo de Karmarkar fue debida a AT&T 
Laboratories, que llamó a esta versión 'AT&T KORBX Linear Programming System'. La 
instalación completa de esta versión tuvo un costo inicial de $8.900.000. 
 
Desde un principio se realizaron multitud de comparaciones entre el método simplex y el de 
Karmarkar, con objeto de determinar cuál de los dos era el más eficiente. Sin embargo, esto 
no es fácil de determinar puesto que hay que especificar qué es exactamente lo que 
significa eficiencia. Es necesario efectuar la comparación en multitud de situaciones 
diversas y a partir de ellas establecer la correspondiente tesis. Se han realizado estudios 
que cotejan el método de Karmarkar con un paquete informático estándar del método 
simplex llamado MINOS. Para problemas de tamaño grande (a partir de varios miles de 
restricciones) las mejoras en tiempo de cálculo del método de Karmarkar sobre el simplex 
son notables (factores entre 10 y 50 son comunes). No obstante, esta situación no supone la 
supremacía del método de Karmarkar en todo tipo de problemas. No hay que olvidar que 
para problemas de dimensión pequeña, el método simplex es más intuitivo y fácil de aplicar. 
 
También es posible realizar algunos comentarios acerca de la complejidad computacional 
de cada uno de los métodos. El método de Karmarkar es un algoritmo de tiempo polinomial, 
mientras que el simplex no goza de esta propiedad, sino que es de tiempo exponencial. De 
esta forma, tenemos explicada la razón por la cual el método de Karmarkar obtiene mejores 
resultados para problemas de gran dimensión. 
 
Es llamativo que los problemas que hasta hace unos años necesitaban de computadoras de 
tamaño medio, ahora sean resolubles mediante ordenadores personales. En la actualidad, 
prácticamente cualquier usuario de la Investigación Operativa puede resolver problemas 
lineales mediante LINDO (u otro paquete informático semejante) en un ordenador portátil. 
De esta manera, mediante LINDO se pueden manejar problemas con hasta 50.000 
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restricciones y 200.000 variables. De igual modo, se desarrolló el paquete MINOS 
(empleando para programación lineal el método simplex) en el Systems Optimization 
Laboratory del Departamento de Investigación Operativa de la Universidad de Stanford, que 
ha sido usado más frecuentemente como herramienta optimizadora en programación no 
lineal. Otros lenguajes de modelización se han desarrollado para ordenadores personales. 
Así, ha aparecido GAMS/MINOS que es una combinación de los dos programas bien 
conocidos con objeto de construir un lenguaje de modelización algebraica implementado por 
IBM. De la misma forma, ha aparecido el paquete XPRESS-LP; y el lenguaje MPL 
(Mathematical Programming Language) desarrollado por Maximal Software en Islandia. Esta 
misma casa produjo la utilidad Turbo-Simplex. 
 
En los años noventa fueron apareciendo otras utilidades informáticas, como son las hojas de 
cálculo y sus complementos asociados, capaces de resolver programas lineales. Entre 
algunos de estos complementos se pueden citar los siguientes: Solver, VINO, What's 
Best? y XA. Casi todas estas utilidades fueron construidas por IBM para sus propias 
computadoras, sin embargo, poco a poco, se van obteniendo versiones para Macintosh. 
Aunque estas son las más recientes aplicaciones informáticas de los últimos cinco años, en 
los próximos años se mejorarán, a la vez que se extenderán los lenguajes y paquetes 
informáticos que permitirán resolver con relativa facilidad problemas de programación lineal 
complejos. 


 
 
 
INTRODUCCIÓN A LA PROGRAMACIÓN LINEAL________________________________ 
 


En cualquier empresa, muchas de las decisiones que se toman tienen por objeto hacer el mejor 
uso posible (optimización) de los recursos de la misma. Por recursos de una empresa 
entendemos la maquinaria que ésta posea, sus trabajadores,  capital financiero, instalaciones, y 
las materias primas de que disponga. Tales recursos pueden ser usados para fabricar productos 
(electrodomésticos, muebles, comida, ropa, etc.) o servicios (horarios de producción, planes de 
marketing y publicidad, decisiones financieras, etc.). La Programación Lineal (PL) es una 
técnica matemática diseñada para ayudar a los directivos en la planificación y toma de 
decisiones referentes a la asignación de los recursos. 


 
Como ejemplos de problemas donde la PL desarrolla un papel fundamental, podríamos citar: 


 
1. A partir de los recursos disponibles, determinar las unidades a producir de cada bien de 


forma que se maximice el beneficio de la empresa. 
 
2. Elegir materias primas en procesos de alimentación, para obtener mezclas con unas 


determinadas propiedades al mínimo coste. 
 
3. Determinar el sistema de distribución que minimice el coste total de transporte, desde 


diversos almacenes a varios puntos de distribución. 
 
4. Desarrollar un plan de producción que, satisfaciendo las demandas futuras de los productos 


de una empresa, minimice al mismo tiempo los costes totales de producción e inventario. 
 
 


Características de un problema de PL 
 


Las  técnicas de PL han sido ampliamente utilizadas en ámbitos tan diferentes como el 
militar, industrial, financiero,  de marketing, e incluso agrícola. A pesar de tal diversidad de 
aplicaciones, todos los problemas de PL tienen cuatro propiedades comunes: 


  
1. Pretenden optimizar (maximizar o minimizar) alguna cantidad (función objetivo). Así, 


por ejemplo, el principal objetivo de un banquero sería maximizar beneficios, mientras 
que el principal objetivo de una empresa transportista podría ser minimizar los costes de 
los envíos. 
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2. Habrá que tener en cuenta las restricciones que limitan el grado en el cual es posible 


modificar las variables que afectan a nuestra función objetivo. Así, a la hora de decidir 
cuántas unidades de cada bien se han de producir, deberemos considerar, entre otras, 
las limitaciones de personal y maquinaria de que disponemos. 


  
3. El problema debe presentar distintas alternativas posibles: si una compañía produce 


cuatro bienes diferentes, la dirección puede usar PL para determinar las cantidades de 
recursos que asigna a la producción de cada uno de ellos (podría optar por hacer una 
asignación ponderada, dedicar todos los recursos a la producción de un único bien 
abandonando la producción del resto, etc.). 


  
4. En PL, la función objetivo debe ser una función lineal, y las restricciones deben ser 


expresables como ecuaciones o inecuaciones lineales. 
 
 


Planteamiento de un problema de PL 
 


Ejemplo: Una empresa fabrica dos modelos de mesas para ordenador, M1 y M2. Para su 
producción se necesita un trabajo manual de 20 minutos para el modelo M1 y de 30 minutos 
para el M2; y un trabajo de máquina de 20 minutos para M1 y de 10 minutos para M2. Se 
dispone de 100 horas al mes de trabajo manual y de 80 horas al mes de máquina. Sabiendo 
que el beneficio por unidad es de 1,5 y 1 € para M1 y M2, respectivamente, planificar la 
producción para obtener el máximo beneficio. 


  
Nos limitaremos ahora a plantear formalmente el problema (ya lo resolveremos más 
adelante): 


  
Llamando:    X = “nº unidades producidas al mes de M1”,  e  Y =  “nº unidades producidas al 
mes de M2 ”, 


  
nuestra función objetivo sería:  Maximizar:   Z(X,Y) =  1,5X  +  Y 


  
y las restricciones vendrán dadas por: 


Sujeto a: 20X + 30Y  <= 100*60 
20X + 10Y  <=  80*60 
      X  >=  0 


       Y  >=  0 
 
Las dos últimas restricciones, si bien no constan de forma explícita en el enunciado, sí figuran 
de forma implícita, pues el número de mesas a producir no puede ser inferior a 0. 


 
 


Supuestos básicos de la PL 
 


Desde un punto de vista técnico, hay cinco supuestos que debe cumplir todo problema de 
programación lineal: 


  
1. Los coeficientes, tanto de la función objetivo como de las restricciones, son conocidos 


con exactitud y además no varían durante el período de tiempo en que se realiza el 
estudio (supuesto de certidumbre). 


  
2. Tanto en la función objetivo como en las restricciones hay proporcionalidad: si para la 


producción de un bien empleamos 5 horas de un determinado recurso (mano de obra, 
maquinaria, etc.), para producir diez unidades de dicho bien serán necesarias 50 horas 
del mismo recurso. 


  
3. Aditividad de actividades: tanto en la función objetivo como en las restricciones, la 


contribución de cada variable es independiente de los valores del resto de las variables, 
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siendo el total de todas las actividades igual a la suma de cada actividad individual. Así, 
por ejemplo, si producimos dos tipos de bienes, uno que nos reporte un beneficio de 20 
€/unidad, y otro que nos reporte un beneficio de 10 €/unidad, la producción de un bien de 
cada tipo supondrá un beneficio total de 30 €. 


  
4. Las soluciones del problema serán, en general, números reales no necesariamente 


enteros (supuesto de divisibilidad). Para aquellos problemas en los cuales sólo tenga 
sentido obtener soluciones enteras (cuando las soluciones se refieran a objetos 
indivisibles), se usarán técnicas de Programación Lineal Entera (PLE). 


  
5. Las variables de nuestro modelo tomarán siempre valores positivos (supuesto de no 


negatividad), dado que no tiene sentido hablar de cantidades negativas de objetos 
físicos. 


 
 


Resolución gráfica de un problema de PL 
 


El método gráfico de resolución tan sólo es aplicable a problemas con dos variables (X e Y). 
Para aquellos casos en que el número de variables del problema sea superior a dos, no será 
posible encontrar la solución a partir de un gráfico bidimensional y, por tanto, tendremos que 
usar métodos de resolución más complejos. Aún así, el método gráfico es de un gran valor 
pedagógico dado que nos permite vislumbrar de una forma intuitiva las ideas básicas de la 
PL. 
 
Volviendo al ejemplo de las mesas de ordenador, dado que en él tenemos sólo dos 
variables, podremos representar cada una de las restricciones en el plano real. Estas 
restricciones son semiespacios (por ser lineales), la intersección de los cuales se denomina 
región factible (área de color verde en la figura): 


 


 
 


La teoría matemática establece que, dado un problema de PL que tenga solución, ésta 
vendrá dada por uno de los vértices (o puntos extremos) del polígono que configura la 
región factible. Por tanto, será suficiente hallar las coordenadas de dichos vértices 
(intersecciones de rectas) y determinar (sustituyendo en la función objetivo) cuál de ellos es la 
solución óptima. En nuestro ejemplo, tendríamos sólo cuatro puntos candidatos a ser 
solución del problema (los cuatro vértices del polígono), sustituyendo sus coordenadas en la 
función objetivo obtenemos: 


 
Z(0,0) = 0;  Z(0,200) = 200;  Z(210,60) = 375;  y  Z(240,0) = 360 
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Como en este caso buscábamos maximizar Z(X,Y), concluiremos que el punto óptimo es el 
(210,60), dado que con él obtenemos el valor máximo de la función objetivo. Así pues, la 
solución a nuestro dilema será fabricar 210 mesas de tipo M1 y sólo 60 de tipo M2, con ello 
conseguiremos unos beneficios de 375 €. 


 
 


Casos especiales 
 
A la hora de resolver un problema de PL, nos podríamos encontrar con cualquiera de estas 
cuatro situaciones especiales que conviene conocer: 


 
• No Factibilidad:  Podría ocurrir que el problema propuesto no tuviese solución. Éste 


sería el caso en que las restricciones fuesen incompatibles, i.e., que ningún punto del 
plano (o, en general, del espacio real n-dimensional) puede cumplir simultáneamente 
todas las limitaciones a las que estamos sometidos, es decir, la región factible es un 
conjunto vacío. 


 
• No Acotación:  En ocasiones, podemos encontrarnos con problemas que no tengan una 


solución finita; así por ejemplo, en un problema de maximización podríamos tener alguna 
variable que pudiese incrementarse indefinidamente sin violar ninguna de las 
restricciones, permitiendo a la función objetivo tomar valores tan grandes como se 
desee. Gráficamente, tendríamos una región factible no acotada. 


 
• Redundancia:  Algunas restricciones pueden “estar de más” por no aportar nada nuevo 


a la “forma” de la región factible, ya que hay otras que resultan ser más restrictivas (esto 
suele ocurrir en problemas extensos, donde resulta difícil reconocer restricciones 
redundantes). 


 
• Soluciones Múltiples:  Un problema de PL puede tener más de una solución óptima (e 


incluso infinitas). En el caso gráfico de dos variables, si dos vértices consecutivos de la 
región factible son solución óptima del problema, entonces todos los puntos del 
segmento comprendido entre ellos también serán óptimos. 
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Ejemplos de resolución gráfica 
 
 


Ejemplo 1: La tabla adjunta muestra las unidades de nitrógeno (N) y de fósforo (P) que 
contiene cada kilo de los abonos A y B. Se desea obtener un abono que, como mínimo, 
contenga 9 unidades de N y 9 unidades de P. El precio de A es de 10 €/kg. y el de B es de 
20 €/kg. Calcular las cantidades que deben comprarse de A y de B para satisfacer las 
necesidades minimizando el coste. Resolver el mismo ejercicio suponiendo que el precio de 
B es de 30 €/kg. 


 
 


Llamando X = “nº kilos de A”, e Y = “nº kilos de B”,  
 


Minimizar:     Z(X,Y) = 10X + 20Y 
 


Sujeto a:  3X  +   Y  >=  9 
X  +  3Y  >=  9 
   X , Y  >=  0 


 
 


Evaluando Z(X,Y) en cada uno de los vértices: 
 


Z(0,9) = 180;  Z(9/4,9/4) = 67,5; Z(9,0) = 90 
 
 


 
 
 


Por tanto, la solución óptima es utilizar 9/4 kilos de A y 9/4 kilos de B, lo que supone un 
coste (mínimo) de 67,5 € . Si ahora consideramos la nueva función objetivo Z(X,Y) = 10X 
+ 30Y, al evaluar en los vértices (las restricciones no han cambiado), obtenemos: 


 
Z(0,9) = 270;  Z(9/4,9/4) = 90; Z(9,0) = 90    tendremos infinitas 
soluciones ya que cualquier punto del segmento que une los dos últimos vértices (éstos 
incluidos) será un óptimo, obteniéndose en ellos un coste (mínimo) de 90 €. 
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Ejemplo 2: Unos grandes almacenes desean liquidar 200 camisas y 100 pantalones de la 
temporada anterior. Para ello lanzan dos ofertas, A y B: la oferta A consiste en un lote de 
una camisa y un pantalón, que se vende a 30 €; y la oferta B consiste en un lote de tres 
camisas y un pantalón, que se vende a 50 €. No se desea ofrecer menos de 20 lotes de la 
oferta A ni menos de 10 de la B. ¿Cuántos lotes ha de vender de cada tipo para maximizar la 
ganancia?. 


 
Sean:    X = “nº lotes tipo A”     


     Y = “nº lotes tipo B”   
 
   Maximizar:  Z(X,Y) = 30X + 50Y 


 
Sujeto a: 


3X + Y  <=  200 
X + Y  <= 100 


X  >=  20 
Y  >=  10 


 
Evaluando en los vértices: 


 
Z(20,80) = 4.600;  Z(50,50) = 4.000;   y   Z(190/3,10) = 2.400 


 


 
 
 


Observar que, en este caso, se hace innecesario calcular Z(20,10), pues es claro que su 
valor será inferior al de Z(20,80) y al de Z(190/3,10). En definitiva, pues, tendremos que la 
empresa debe vender 20 lotes de tipo A y 80 de tipo B, con lo que tendrá una ganancia 
(máxima) de 4.600 €. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 


Como ya hemos dicho, el método gráfico sólo permite resolver problemas con no más de dos 
variables. En caso de tener más de dos variables, necesitaremos utilizar métodos más 
complejos, como son el Algoritmo Simplex  o el Algoritmo de Karmarkar. Estos algoritmos 
permiten, mediante una serie de pasos reiterativos (tablas), abordar problemas de PL por muy 
complicados que éstos sean. En la práctica, sin embargo, resulta necesario utilizar algún 
programa de ordenador (como el LINDO o la macro Solver de Excel) el cual agilice los 
numerosos y repetitivos cálculos que exigen ambos algoritmos. 


 
LINDO (Linear, Interactive, and Discrete Optimizer) es un programa sencillo de usar y muy 
potente que permite resolver extensos problemas de programación lineal, entera, e incluso 
cuadrática. Sus creadores (LINDO Systems, Inc.) permiten descargar de su página web 
(www.lindo.com) una versión de demostración gratuita que tolera hasta 150 restricciones y 300 
variables (la versión profesional es capaz de trabajar con 50.000 restricciones y 200.000 
variables). 


 
Al iniciar LINDO (versión 6.1 para Windows), aparecen varias ventanas: la exterior (con la 
etiqueta “LINDO”) es la ventana principal, todas las demás ventanas que vayan apareciendo 
estarán contenidas dentro de ella. La ventana principal contiene también todos los menús de 
comandos y la barra de herramientas. Utilizaremos la ventana secundaria  “<untitled>”  para 
formular nuestro problema. 


 
A continuación, se muestra cómo planteamos en LINDO el ejemplo anterior de las mesas de 
ordenador: 


 


En este punto, es conveniente hacer notar las siguientes observaciones: 


 
1. Podemos añadir comentarios personales sin más que anteponerles el signo de admiración !. 
2. Siempre hemos de finalizar la formulación del problema añadiendo el comando END. 
3. Por defecto, LINDO ya considera la no negatividad de las variables. 
4. LINDO sólo acepta cinco operadores: + , - , <= , >= , e = . Así pues, en la formulación del 


problema no podrá usarse ningún otro operador ( * ,  / ,  ^ , etc.) ni tampoco paréntesis 
asociativos. 


5. En la parte derecha de una desigualdad sólo se permiten valores numéricos, mientras que 
en la parte izquierda sólo se permiten expresiones lineales de variables y sus 
coeficientes. 
 


El siguiente paso es pedirle a LINDO que resuelva el problema. Para ello es suficiente con hacer 
clic sobre el botón Solve (el que tiene forma de diana), o bien seleccionar esta opción en la barra 
de menús. LINDO intentará primero compilar el modelo formulado (para determinar si está bien 
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planteado o no) y, en el caso de que la formulación sea incorrecta (ya sea desde un punto de 
vista matemático o de sintaxis), nos devolverá el siguiente mensaje: 


 
An error ocurred during compilation on line: n 


 
Si tras resolver un problema hacemos alguna modificación en la formulación del mismo, es 
necesario volver a compilar el modelo (Solve>Compile) antes de volver a usar Solve. 
 
Si el modelo ha podido ser compilado, LINDO comenzará la resolución efectiva del problema, 
mostrando la ventana “Status”, donde se da información sobre el estado del proceso resolutivo: 
 


 
 


A continuación se describen algunos de los campos que aparecen en la ventana anterior: 
 


• Status:  ofrece el estado de la solución actual (óptima, factible, no factible, o no acotada). 
 
• Iterations:  número de iteraciones (tablas del algoritmo) que se han realizado. 


 
• Infeasibility:  cantidad por la cual las restricciones han sido excedidas o violadas. 


 
• Objective:  valor actual de la función objetivo. 


 
• Elapsed time:  tiempo transcurrido desde el inicio de la resolución. 


 
• Update Interval:  la frecuencia (en segundos) en que esta ventana es renovada. 
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Cuando la resolución haya finalizado, el programa nos preguntará si queremos realizar un 
análisis de sensibilidad. De momento elegiremos la opción NO. Aparecerá una nueva ventana 
en la pantalla, la “Reports Window”, a la cual LINDO enviará todo el output en forma de texto: 
 


 
 
La información básica que nos proporciona esta ventana para nuestro ejemplo de las mesas es 
que se han necesitado dos iteraciones para llegar a dar con la solución óptima de fabricar 210 
mesas del tipo M1 y 60 del tipo M2, con lo cual obtendremos un beneficio de 375 €  (el máximo 
de los posibles bajo las restricciones que tenemos). Además, con este plan de producción 
estaremos agotando todos nuestros recursos, tanto el tiempo de mano de obra como el tiempo 
de máquina disponible (dado que la columna SLACK OR SURPLUS toma el valor 0 en ambas 
restricciones). 
 
Como puede observarse el uso de LINDO es muy cómodo para el usuario de Programación 
Lineal. No necesita de conocimientos especializados, sino que tan sólo requiere del uso del 
sentido común. Está es la principal ventaja de esta herramienta en optimización lineal. 
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Maximizar: 5 X  +  4.5 Y 
Sujeto a: 


    0.06 X  +  0.05 Y  <=  60 
    100 X  +  200  Y  <=  150000 


      X  <=  800 
      X , Y  >=  0 







Insertar > 
Nombre > Definir











MAX  1200 X + 1800 Y 
 


ST 
20X + 25Y  = 800 
        X >= 10 
        Y >= 15 


 
END 


 
 
 
 


 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP      2 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
        1)      55200.00 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
         X        10.000000          0.000000 
         Y        24.000000          0.000000 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000         72.000000 
        3)         0.000000       -240.000000 
        4)         9.000000          0.000000 
 NO. ITERATIONS=       2 


MIN  X + Y 
 


ST 
corto) 0.36X + 0.24Y >=  720 
medio) 1.67X + 1.50Y >= 5000 
divid) 0.04X + 0.08Y >=  200 


 
END 


 
 
 
 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP      1 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
        1)      3179.348 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
         X      1358.695625          0.000000 
         Y      1820.652187          0.000000 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
    CORTO)       206.086953          0.000000 
    MEDIO)         0.000000         -0.543478 
    DIVID)         0.000000         -2.309783 
 NO. ITERATIONS=       1 







MIN  2X + 4Y + 2.5Z 
 


ST 
ingrA) 3X + 2Y + 4Z >= 4 
ingrB) 2X + 3Y +  Z >= 5 
ingrC)  X +      2Z >= 1 
ingrD) 6X + 8Y + 4Z >= 8 
limitz)     Z <= 5 
 
END  


 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP      3 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
        1)     5.000000 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
         X         2.500000          0.000000 
         Y         0.000000          1.000000 
         Z         0.000000          1.500000 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
    INGRA)         3.500000          0.000000 
    INGRB)         0.000000         -1.000000 
    INGRC)         1.500000          0.000000 
    INGRD)         7.000000          0.000000 
   LIMITZ)         5.000000          0.000000 
 NO. ITERATIONS=       3 











 
MAX   57X + 55Y 
 
ST 
 
    X +    Y <= 390 
 2.5X + 2.4Y <= 960 
 
END 


 
 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP      2 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
 
        1)      21930.00 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
         X       240.000000          0.000000 
         Y       150.000000          0.000000 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000          7.000000 
        3)         0.000000         20.000000 
 
 NO. ITERATIONS=       2 







MIN  1.2A1 + 1.3A2 + 1.5A3 + 0.9I1 + 0.7I2 + 1.0C1 + 1.2C2 + 0.9C3  
ST 


 A1 + A2 + A3 + I1 + I2 + C1 + C2 + C3 = 1000 
 0.70A1 + 0.55A2 + 0.12A3 +0.01I1 + 0.05I2 >= 21 
 0.70A1 + 0.55A2 + 0.12A3 +0.01I1 + 0.05I2 <= 45 
 0.15A1 + 0.30A2 + 0.26A3 +0.10I1 + 0.025I2 + 0.24C1 + 0.25C2 + 0.23C3 >= 43 
 0.15A1 + 0.30A2 + 0.26A3 +0.10I1 + 0.025I2 + 0.24C1 + 0.25C2 + 0.23C3 <= 46 
 0.03A1 + 0.01A2 + 0.03I1 + 0.18C1 + 0.20C2 + 0.25C3 >= 25.5 
 0.03A1 + 0.01A2 + 0.03I1 + 0.18C1 + 0.20C2 + 0.25C3 <= 53.5 
 
 A2 <= 300 
 C1 <= 50 
 C2 <= 200 
 C3 <= 200 


END 
 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP      6 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
        1)      720.4000 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
        A1         0.000000          0.476000 
        A2         0.000000          0.592000 
        A3         0.000000          0.800000 
        I1         0.000000          0.176000 
        I2       898.000000          0.000000 
        C1         0.000000          0.156000 
        C2         0.000000          0.340000 
        C3       102.000000          0.000000 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000         -0.700000 
        3)        23.900000          0.000000 
        4)         0.100000          0.000000 
        5)         2.910000          0.000000 
        6)         0.090000          0.000000 
        7)         0.000000         -0.800000 
        8)        28.000000          0.000000 
        9)       300.000000          0.000000 
       10)        50.000000          0.000000 
       11)       200.000000          0.000000 
       12)        98.000000          0.000000 
 NO. ITERATIONS=       6


• 







• 







MAX   11 X + 10 Y 
ST  


2X +  Y < 12 
 X – 3Y > 1 


END 
GIN X 
GIN Y 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP      2 
OBJECTIVE VALUE =   72.4285736 


 
NEW INTEGER SOLUTION OF    66.0000000   AT BRANCH 0   PIVOT 7 
BOUND ON OPTIMUM:  66.00000 
ENUMERATION COMPLETE. BRANCHES=     0 PIVOTS=       7 


 
LAST INTEGER SOLUTION IS THE BEST FOUND 
RE-INSTALLING BEST SOLUTION... 


 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


 
        1)      66.00000 


 
   VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
         X         6.000000        -11.000000 
         Y         0.000000        -10.000000 


 
 


       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000          0.000000 
        3)         5.000000          0.000000 


 
NO. ITERATIONS=       7 
BRANCHES=    0 DETERM.=  1.000E    0 


MAX   11 X + 10 Y 
ST  


 2X +  Y < 12 
  X – 3Y > 1 


END 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP      2 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
        1)      72.42857 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
         X         5.285714          0.000000 
         Y         1.428571          0.000000 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000          6.142857 
        3)         0.000000         -1.285714 
 
 NO. ITERATIONS=       2 







MAX -100X + 20A + 12B 
ST  


 A - 10X    < 0 
 A +      B < 11 
          B < 7 


END 
INT X 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP      1 
 OBJECTIVE VALUE =   124.000000 
 
 SET  X TO >=  1 AT  1, BND= 112.0   TWIN=  84.00     7 
 
 NEW INTEGER SOLUTION OF  112.000000   AT BRANCH  1 PIVOT  7 
 BOUND ON OPTIMUM:  112.0000 
 DELETE        X AT LEVEL     1 
 ENUMERATION COMPLETE. BRANCHES=     1 PIVOTS=       7 
 
 LAST INTEGER SOLUTION IS THE BEST FOUND 
 RE-INSTALLING BEST SOLUTION... 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
 
        1)      112.0000 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
         X         1.000000         20.000000 
         A        10.000000          0.000000 
         B         1.000000          0.000000 
 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000          8.000000 
        3)         0.000000         12.000000 
        4)         6.000000          0.000000 
 
 NO. ITERATIONS=       9 


 BRANCHES=    1 DETERM.=  1.000E    0 
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ESQUEMA DE CONTENIDOS   ______________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
INTRODUCCIÓN       ___________________ 


 
 
En el math-block Introducción a la PL vimos cómo usar el programa LINDO para resolver 
problemas de programación lineal. En este maht-block presentaremos el concepto de la 
dualidad, el cual cobra gran importancia dentro de la teoría general de la PL. Asimismo, 
usaremos nuevamente LINDO para obtener los precios sombra o duales de un problema, y 
veremos cual es la interpretación económica de los mismos. 
 
En muchas ocasiones, puede resultar más eficiente (y, a efectos de solución, equivalente) 
resolver el llamado problema dual que el problema original al que nos enfrentamos. Por su parte, 
el análisis de los precios sombra o precios duales nos puede ayudar a valorar adecuadamente 
las limitaciones impuestas por cada una de las restricciones. 


 
 
OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Aprender a distinguir las partes que constituyen un problema de PL. 
 
• Comprender el concepto de precios duales (o precios sombra), y saber aplicarlo para tomar 


decisiones sobre los recursos disponibles. 
 


• Saber hallar el problema dual de un problema dado. 
 


• Familiarizarse con el uso de LINDO para hallar e interpretar los precios duales. 


Casos prácticos con Lindo 
Problema Primal y 


Problema Dual 


Dualidad 


Partes de un
problema de PL Precios duales o 


precios sombra 



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2
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CONOCIMIENTOS PREVIOS  _________________________________ 
 


Aparte de estar iniciado en el uso de LINDO ( www.lindo.com ), conviene haber leído 
previamente los siguientes math-blocks: 
 
• Introducción a la Investigación Operativa. 
 
• Introducción a la Programación Lineal. 


 
 
 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES_______________________________________ 
 
 


Partes de un problema de PL 
 


Dado un problema de PL, podemos distinguir en él las siguientes partes de interés:  
 
1. Los coeficientes de la función objetivo o coeficientes objetivo. 
 
2. Los coeficientes tecnológicos: aquellos coeficientes que afectan a las variables de las 


restricciones, situados a la izquierda de la desigualdad. Se llaman así porque 
habitualmente describen capacidades tecnológicas en problemas de optimización lineal 
de costes de producción 


 
3. Los recursos disponibles o Right-Hand-Side: los términos independientes de cada 


restricción,  situados a la derecha de la desigualdad. 
 


 
       Coeficientes Objetivo 
 
 
 


MAX  10 X + 20 Y    
             Recursos 


ST        (RHS) 
   3 X + 1 Y  <= 9 
   1 X  - 3 Y  <= 5 


 
 


   Coeficientes Tecnológicos 
 
 
 


Precios sombra o duales 
 


Cuando usemos Lindo –o cualquier software de similares característica- para resolver un 
problema de PL, no sólo obtendremos la solución del mismo –caso de que exista-, sino 
también los llamados precios sombra o precios duales.  
 
Cada precio sombra estará asociado a una restricción del problema, y nos indicará en cuánto 
“mejoraría” la función objetivo –evaluada en el punto solución- si dicha restricción se 
“relajase” en una unidad. En el contexto anterior, “mejorar” significa: “aumentar” en el caso de 
un problema de maximización, y “disminuir” en el caso de un problema de minimización. Por 
su parte, “relajar” una restricción en una unidad significa: “incrementar” el RHS en una unidad 
en caso de que la restricción sea con <=, y “disminuir” el RHS en una unidad en caso de que 
la restricción sea con >=.  
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Ejemplo: Resolveremos con LINDO el problema anterior (recordar que, por defecto, LINDO 
ya presupone que todas las variables de la función objetivo han de ser no negativas, i.e.:  
X >= 0, Y >= 0):  
 


 
 
LINDO nos ofrece la siguiente ventana de resultados: 
 


 
 
A partir de la salida anterior, sabemos que la función objetivo alcanza un valor máximo de 180 
para X = 0 e Y = 9 –en otras palabras, el punto (0,9) es solución del problema.  
 
La columna SLACK OR SURPLUS nos dice que para X = 0 e Y = 9 la primera de las 
restricciones se verifica en igualdad (en efecto, 3⋅0 + 9 = 9). Ello significa que, en el punto 
solución, estamos agotando todos los recursos asociados a dicha restricción (SURPLUS = 0), 
por lo que cabe pensar que si relajásemos dicha restricción en una unidad, podríamos hallar 
una nueva solución que mejorase aún más la función objetivo. La columna DUAL PRICES 
nos aclara que, en efecto, si en lugar de tener un valor de 9 en el RHS de la primera 
restricción tuviésemos un valor de 10 (incrementamos en una unidad, ya que es un <=), la 
función objetivo en el óptimo llegaría a 200 (mejoraría en 20 unidades). Por lo que a la 
segunda restricción se refiere, observamos que en el óptimo “sobran” recursos (en efecto, 0 - 
3⋅9 = - 27 < 5). Puesto que no estamos agotando los recursos asociados a esta restricción, 
cabe pensar que no lograremos mejorar la función objetivo al relajar en una unidad la 
restricción. En efecto, el ventana de resultados muestra un precio dual asociado de 0. 
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Problemas Primales y Problemas Duales  
 
Dado un problema de PL, al cual llamaremos problema primal (P), existirá siempre otro 
problema de PL unívocamente asociado al primal, y al cual llamaremos problema dual (D). 
La dualidad es importante por el hecho de que es equivalente resolver un problema a resolver 
su dual. Ello es debido a que los precios sombra (o precios duales) de D son las soluciones 
(salvo signo) de P y viceversa. Así, en ocasiones, puede resultar conveniente obtener las 
soluciones de P a partir de los precios sombra de D en vez de resolver P directamente.  
 
Supongamos que tenemos un problema lineal P, el cual tiene n variables (X1, X2, ..., Xn) y m 
restricciones. Observar que siempre será posible expresar dicho problema en la forma 
siguiente: 
 
   MAX  c1 X1  +  c2 X2  + .... +  cn Xn 
     


ST 
    a11 X1  + a12 X2  + .... +  a1n Xn  <=  b1  


a21 X1  + a22 X2  + .... +  a2n Xn  <=  b2  
       .      .  .     


    .       .  .     
    .      .  .    
    .      .  . 
am1 X1  + am2 X2  + .... +  amn Xn  <=  bm  


       
       Xi  >=  0 


 
En efecto:  
 
• Si el problema P fuese un problema de minimizar, se podría cambiar por otro de 


maximizar sin más que tener en cuenta que Minimizar f(X) equivale a - Maximizar –f(X). 
• Una restricción de la forma >= se puede cambiar por otra equivalente de la forma <= 


multiplicando por –1 a ambos lados de la desigualdad. 
• Si alguna de las restricciones es una igualdad estricta, ésta se puede sustituir por dos 


desigualdades de sentido contrario; por ejemplo, la restricción 2X + 3Y = 5 es 
equivalente a las dos restricciones (ambas a la vez) 2X + 3Y >= 5  y  2X + 3Y <= 5. 


 
Pues bien, para calcular el dual de P, expresado en la forma anterior, tendremos que dar los 
siguientes pasos: 
 
(1) Si el objetivo en P es Maximizar f(X), el objetivo en D será Minimizar f(X). 
(2) El Right-Hand-Side  de P (b1, b2, ..., bm), serán los coeficientes objetivos de D. 
(3) Los coeficientes objetivos de P (c1, c2, ..., cn), serán el Right-Hand-Side de D. 
(4) La transposición de los coeficientes tecnológicos de P serán los coeficientes 


tecnológicos de D. 
(5) Las restricciones cambian de sentido. 
 
Por consiguiente, el dual de P tendría la forma siguiente: 
 
   MIN  b1 Y1  +  b2 Y2  + .... +  bm Ym 
     


ST 
            a11 Y1  + a21 Y2  + .... +  am1 Ym  >=  c1  
            a12 Y1  + a22 Y2  + .... +  am2 Ym  >=  c2  


    .       .  . 
    .       .  . 
    .       .  . 


            a1n Y1  + a2n Y2  + .... +  amn Ym  >=  cn  
       


   Yi  >=  0 


P


D 







  Dualidad en Programación Lineal con LINDO 


Proyecto e-Math         5 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


Ejemplo 1:  Supongamos que el problema primal tiene 100 variables y 20.000 restricciones. 
¿Cuántas variables y restricciones tendrá el problema dual?. 
 
En este caso, el problema dual estará constituido por 20.000 variables y 100 restricciones. 
 
Ejemplo 2:  Hallar el dual del siguiente problema de PL: 
 
Minimizar 4 X1 + 13 X2 
Sujeto a:    
   18 X1 + 12 X2 <=  3 
     6 X1 +   2 X2   = 17 
     X1 >= 0, X2 >= 0 
 
El problema anterior se puede rescribir como: 
 
Maximizar - 4 X1 - 13 X2 
Sujeto a:    
   18 X1 + 12 X2 <=  3 
     6 X1 +   2 X2 <= 17 
   - 6 X1 -   2 X2  <= - 17 
 
     X1 >= 0, X2 >= 0 
 
Ahora, podemos hallar el dual: 
 
Minimizar 3 Y1 + 17 Y2 – 17 Y3 
Sujeto a: 
   18 Y1 + 6 Y2 – 6 Y3 <= - 4 
   12 Y1 + 2 Y2 – 2 Y3 <= - 13 
 
   Y1 >= 0, Y2 >= 0, Y3 >= 0 
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LP OPTIMUM FOUND AT STEP      4 
 
  OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
  1)      1250.000 
 
VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
     Y1         0.000000        100.000000 
     Y2         0.000000        400.000000 
     Y3         0.000000        500.000000 
     Y4         2.500000          0.000000 
     Y5         0.000000        250.000000 
 
   ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
    2)         0.000000       -250.000000 
    3)         2.000000          0.000000 
    4)         0.000000          0.000000 


 
NO. ITERATIONS=       4 


Otra propiedad interesante, consecuencia de la propia definición de problema dual, es que si 
consideramos D como un problema de PL y calculamos su dual, obtendremos nuevamente el 
primal original P, i.e.: “el dual del dual es el primal”. Por eso se dice que la dualidad es 
involutiva. Veremos a continuación un ejemplo que nos clarificará estas ideas: 
 
Consideremos el problema primal P situado en la esquina superior izquierda. Según lo dicho 
anteriormente, su dual asociado (D) será el problema planteado a su derecha, el cual 
podemos rescribir (usando los procedimientos ya explicados) de la forma que se muestra en 
la parte inferior derecha. Calculando el dual de esta última formulación de D obtenemos DD 
(el dual del dual), el cual resulta ser equivalente al problema primal original P: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Estudiemos ahora la ventana de resultados (generada por LINDO) del primal P y su dual D: 
 
 
 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP      1 
 
    OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
     1)      1250.000 
 
VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
     X1       250.000000          0.000000 
     X2         0.000000          2.000000 
     X3         0.000000          0.000000 
 
    ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
     2)       100.000000          0.000000 
     3)       400.000000          0.000000 
     4)       500.000000          0.000000 
     5)         0.000000          2.500000 
     6)       250.000000          0.000000 
 
NO. ITERATIONS=       1 


 


MAX 5 X1 + 8 X2 + 10 X3 
 


ST  
 2 X2 +    X3 <=  100 
10 X2 +  4 X3 <=  400 


2 X1 +  2 X2 + 10 X3 <= 1000 
2 X1 +  4 X2 +  4 X3 <=  500 
- X1 +  2 X2 +  2 X3 <=    0 


 
END 


MIN 100 Y1 + 400 Y2 + 1000 Y3 + 500 Y4 
 


ST  
 
      
         2 Y3 + 2 Y4 –   Y5 >=  5 


2 Y1 + 10 Y2 +  2 Y3 + 4 Y4 + 2 Y5 >=  8 
  Y1 +  4 Y2 + 10 Y3 + 4 Y4 + 2 Y5 >= 10 


 
END 


 
MAX  - 100Y1 - 400Y2 - 1000Y3 - 500Y4 
ST  


 
       - 2 Y3 – 2 Y4 + Y5 <= -5     


-2 Y1 - 10 Y2 -  2 Y3 - 4 Y4 - 2 Y5 <= - 8 
-  Y1 -  4 Y2 - 10 Y3 - 4 Y4 - 2 Y5 <= -10 


 
END 


 


 
MIN   - 5 X1 - 8 X2 - 10 X3 


 
ST  


-  2 X2 -    X3 >=  -100 
- 10 X2 -  4 X3 >=  -400 


-2 X1 -  2 X2 - 10 X3 >= -1000 
-2 X1 -  4 X2 -  4 X3 >=  -500 
   X1 -  2 X2 -  2 X3 >=     0 


 
END 


P D


DDD 


P D
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Examinando estos resultados, queda claro lo que comentábamos al inicio del apartado: los 
precios sombra del problema dual coinciden con las soluciones del primal, y viceversa. 
Observar además que el valor de la función objetivo en ambos casos es el mismo (1.250), 
cosa que siempre ocurrirá. 
 
Una última observación: en ocasiones puede ocurrir que, examinando dos ventanas de 
resultados como las anteriores, no coincidan la columna de precios sombra del dual y las 
soluciones del primal. Ello se debe a que el problema en cuestión tiene múltiples soluciones 
óptimas, y a que LINDO nos ha dado dos distintas. 
 
�


����������	�
�����������


 
 
 El concepto de precio sombra tiene un origen económico latente en Microeconomía. Se 
define como el precio o valor imputados a una mercancía o servicio en donde tal precio o 
valor no puede ser determinado precisamente, debido  bien a la ausencia de un mercado 
ordinario determinante de precios, bien a la existencia de grandes distorsiones en los 
mercados en los que la mercancía o servicio estén presentes. (Tomado de Pass, C., Lowes, 
B. y Davies, L. (1993): Dictionary of Economics. Harper Collins Publishers) 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE__________________________________ 
 
 
Ejemplo 3: Dado el problema de PL siguiente, determinar su dual asociado y resolver ambos 
problemas: 
 
Minimizar 5 X1 + 2 X2 + X3 
Sujeto a: 
   2 X1 + 3 X2 +    X3 >= 20 
   6 X1 + 8 X2 + 5 X3 >= 30 
  7 X1 +    X2 + 3 X3 >= 40 
        X1 + 2 X2 + 4 X3 >= 50 


  X1, X2, X3 >= 0 
 


 
 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP      2 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
 
        1)      17.50000 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
        X1         0.000000          2.875000 
        X2         2.500000          0.000000 
        X3        12.500000          0.000000 
 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000         -0.625000 
        3)        52.500000          0.000000 
        4)         0.000000         -0.125000 
        5)         5.000000          0.000000 
 
 NO. ITERATIONS=       2 


 
El problema dual es: 
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LP OPTIMUM FOUND AT STEP      3 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
 
        1)      17.50000 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
        Y1         0.625000          0.000000 
        Y2         0.000000         52.500000 
        Y3         0.125000          0.000000 
        Y4         0.000000          5.000000 
 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         2.875000          0.000000 
        3)         0.000000          2.500000 
        4)         0.000000         12.500000 
 
 NO. ITERATIONS=       3 


 
 
Ejemplo 4: Para alimentar a un grupo de vacas disponemos de tres tipos de alimentos: 
 


Tabla de costes 
Alimento Materia seca Proteínas Grasa Coste (euros) 


Alfalfa 1 0 2 1 
Avena 0 3 1 2 


Ensilaje 1 2 0 1,5 
 
La ración diaria para mantener a estos animales debe contener como mínimo 4 unidades de 
materia seca y 5 de proteínas, y la grasa no debe superar las 15 unidades.  
 
(a) ¿Cuál sería la ración más barata que se puede preparar con estos alimentos?  
 
(b) Plantear el problema dual y resolverlo, comparando las soluciones con la ventana de 


resultados obtenida en el apartado anterior. 
 
(a) El problema anterior se puede formular de la siguiente forma: 
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A partir de la ventana de resultados, comprobamos que minimizaremos los costes usando 
1,5 unidades de alfalfa y 2,5 unidades de ensilaje para preparar la ración. El coste 
asociado es de 5,25 euros por ración. 
 
En la ventana de resultados se observa, además, que en el punto óptimo las dos 
primeras restricciones se cumplirán en igualdad (SLACK OR SURPLUS = 0), mientras 
que en el caso de la tercera queda aún un margen amplio de 12 unidades para 
“saturarla”. Por tanto, es lógico pensar que el precio dual asociado a la última restricción 
será cero (como así se aprecia en la ventana de resultados), mientras que en el caso de 
las dos primeras restricciones, los precios duales son distintos de cero. Concretamente, 
se aprecia que: si redujésemos en una unidad la primera restricción (i.e., si tuviésemos 
>= 3 en lugar de >= 4), el coste óptimo disminuiría en 1 euro. Análogamente, si 
relajásemos la segunda de las restricciones en una unidad, el coste óptimo disminuiría en 
0,25 euros. 
 


(b) El problema anterior puede formularse como: 
 
- MAX   - ALF - 2 AVE - 1.5 ENS 


  ST 


   - ALF               -    ENS <= - 4 


             - 3 AVE - 2 ENS <= -5 


   2 ALF +   AVE               <= 15 
    
   ALF >= 0, AVE >= 0, ENS >= 0 
 
 


Por tanto, el problema dual asociado será: 
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Cuya solución es: 
 


 
 


Observar que el valor obtenido para la función objetivo en el óptimo coincide (al cambiar 
el signo) con el valor obtenido para el problema primal. 
 
Así mismo, los valores que determinan la solución del dual coinciden (salvo signo) con los 
precios sombra que habíamos obtenido para el primal. Finalmente, los precios sombra del 
dual son (salvo signo) los valores que definían la solución del primal. 


 
 
Ejemplo 5: Queremos resolver el siguiente problema de PL: 
 
Maximizar   4 X1 + X2 + 2 X3 
Sujeto a: 
   2 X1 + 3 X2  + 5 X3 <= 100   
      X1 + 5 X2   -    X3 >= 20 
      X1 – 2 X2  + 4 X3 <= 200  
     X1, X2, X3 >= 0 
 
(a) ¿Cuál es la solución óptima?  
 
(b) ¿Cuánto valen los precios sombra? 
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(a) Podemos resolver este problema con LINDO, obteniendo la siguiente ventana de 
resultados: 


 


 
 
A fin de poder contestar a preguntas posteriores, optaremos por la opción “SI” cuando el 
programa nos pregunte si deseamos realizar un análisis del rango o de sensibilidad: 
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(b) El precio sombra o precio dual de la primera restricción toma un valor de 2, lo cual 
significa que por cada unidad en que relajásemos la restricción asociada, lograríamos 
mejorar la función objetivo en 2 unidades (y viceversa). Este “por cada unidad” tiene, 
obviamente, un límite: el RIGHTAND SIDE RANGES nos proporciona los rangos en que 
estos precios sombra tienen sentido: en este caso, el precio sombra asociado a la 
primera restricción tendría sentido siempre que no aumentásemos el RHS asociado en 
más de 300 unidades ni lo disminuyamos en más de 60 unidades. 


 
Los precios duales asociados al resto de restricciones son cero, lo cual es lógico si 
tenemos en cuenta que, en el punto óptimo, dichas restricciones no se llegan a cumplir en 
igualdad (i.e.: no se “saturan”), por lo que relajarlas no proporciona ninguna mejora sobre 
el valor de la función objetivo en el óptimo. 


 
 
Ejemplo 6: Queremos resolver el siguiente problema de PL referido a una compañía que 
produce dos tipos de lanchas acuáticas: 
 
Maximizar beneficios = 30 X1 + 80 X2 
Sujeto a: 
   2 X1 + 4 X2 <= 1.000   (horas de mano de obra disponibles) 
   6 X1 + 2 X2 <= 1.200   (kg. de materia prima disponibles) 
      X2 <= 200      (motores de lancha tipo 2 disponibles) 
     X1, X2 >= 0 
 
(a) ¿Cuál es la mejor combinación productiva? ¿Cuál es el beneficio máximo? 
 
(b) ¿Cuánto valen los precios sombra? Una vez alcanzada la solución óptima, ¿qué recurso 


tiene un valor marginal más elevado? 
 


(c) Para cada recurso, ¿cuál es el rango de tolerancia en el que son válidos los precios 
sombra? 


 
(d) Plantear y resolver el problema dual. 
 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP      2 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
 
        1)      19000.00 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
        X1       100.000000          0.000000 
        X2       200.000000          0.000000 
 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000         15.000000 
        3)       200.000000          0.000000 
        4)         0.000000         20.000000 
 
 NO. ITERATIONS=       2 
 
 RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 
 
                           OBJ COEFFICIENT RANGES 
 VARIABLE         CURRENT        ALLOWABLE        ALLOWABLE 
                   COEF          INCREASE         DECREASE 
       X1       30.000000        10.000000        30.000000 
       X2       80.000000         INFINITY        20.000000 
 
                           RIGHTHAND SIDE RANGES 
      ROW         CURRENT        ALLOWABLE        ALLOWABLE 
                    RHS          INCREASE         DECREASE 
        2     1000.000000        66.666664       200.000000 
        3     1200.000000         INFINITY       200.000000 
        4      200.000000        50.000000        20.000000 
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(a) Se observa en la ventana de resultados que lo óptimo será producir 100 lanchas de tipo 1 


y 200 de tipo 2, lo cual nos proporcionará unos beneficios de 19.000 €. 
 
(b) El precio dual de la primera restricción es de 15, lo cual significa que estaríamos 


dispuestos a pagar hasta 15 € por disponer de una hora más de mano de obra. El precio 
dual de la segunda restricción es 0, lo cual resulta lógico dado que no agotamos toda la 
materia prima disponible (en el óptimo aún nos sobran 200 kg.). Finalmente, estaríamos 
dispuestos a pagar hasta 20 € por disponer de un motor adicional de tipo 2, lo que 
convierte este recurso en el de mayor valor marginal. 


 
(c) Los precios sombra anteriores son válidos en los rangos establecidos por la ventana de 


resultados. Así, por ejemplo, nuestros beneficios aumentarían en aproximadamente 15 € 
por cada hora extra de que dispusiésemos hasta un máximo de 1.066,67 horas, cifra a 
partir de la cual deberíamos replantear el problema para poder hacer un análisis correcto. 
Por otro lado, perderemos aproximadamente 15 € por cada hora que se deduzca de las 
disponibles inicialmente (1.000) hasta un máximo de 200 horas deducidas (a partir de 
aquí cabría reprogramar haciendo un análisis de sensibilidad). 


 
(d) El problema dual sería: 
 


Min  1000 U1 + 1200 U2 + 200 U3 
Sujeto a: 
   2 U1 + 6 U2          >= 30 
   4 U1 + 2 U2 + U3 >= 80 
             U1, U2, U3 >= 0 
 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP      1 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
 
        1)      19000.00 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
        U1        15.000000          0.000000 
        U2         0.000000        200.000000 
        U3        20.000000          0.000000 
 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000       -100.000000 
        3)         0.000000       -200.000000 
 
 NO. ITERATIONS=       1 


 
Como se esperaba, la solución del dual son los precios sombra del primal. Análogamente, los 
precios sombra del dual coinciden (en valor absoluto) con la solución del primal. 
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INTRODUCIÓN_____________________________________________________ 


Con el fin de satisfacer la demanda a tiempo, las empresas suelen mantener cierto nivel de 
inventario o stocks en sus almacenes. Esta previsión resulta especialmente importante cuando un 
producto tiene una demanda fuertemente estacional o cuando la demanda ha de servirse en un 
período temporal relativamente corto. El propósito de este math-block es presentar una serie de 
modelos, todos ellos variantes del Modelo EOQ (Economic Order Quantity) que nos pueden ser 
útiles a la hora de tomar decisiones sobre inventarios cuando la demanda es conocida.  


Básicamente, estos modelos intentarán dar una respuesta a las preguntas que normalmente se 
plantea el departamento de gestión de inventarios: (1) ¿Cuándo lanzar una orden de producción 
o de compra?, y (2) ¿Cuál debe ser el tamaño óptimo de dicho pedido?. 


 


 


 


 


 


 
EOQ con rupturas EOQ continuo EOQ con descuentos EOQ básico 


Modelos EOQ 


 


TIPOS DE STOCKS_________________________________________________ 


Distinguiremos cuatro tipos de stocks posibles según la función que éstos desempeñen: 


• Stocks de ciclo:  Muchas veces no tiene sentido producir o comprar materiales al mismo ritmo 
en que son solicitados, ya que resulta más económico lanzar una orden de compra o de 
producción de volumen superior a las necesidades del momento, lo que dará lugar a este tipo 
de stocks. 


• Stocks estacionales:  Algunos productos presentan una demanda muy variable a lo largo del 
año, aumentando mucho en determinados meses y disminuyendo en otros (juguetes, helados, 
refrescos, etc.). Así, es lógico que la producción sea mayor que la demanda en determinados 
períodos, por lo que se generará un stock de carácter estacional. 


• Stocks de seguridad:  Suponen una garantía frente a posibles aumentos repentinos de la 
demanda. 


• Stocks de tránsito:  Su función es actuar cómo reserva a fin de mantener el flujo continuo de 
materiales entre las distintas fases del proceso productivo. 
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CONCEPTOS BÁSICOS _____________________________________________ 


Incluso en aquellos casos en que deseemos mantener 
un nivel de inventarios constante, dicho nivel variará 
cuando la demanda solicitada (salidas) difiera de las 
previsiones o cuando la entrada de material (entradas) 
no coincida con lo esperado.  


De todas formas, no siempre será 
deseable mantener un nivel de stocks 
constante. Así, por ejemplo, el sistema de 
producción podría abastecerse de forma 
intermitente con una cantidad fija Q, la 
cual se incorporaría a intervalos regulares 
de T unidades temporales, mientras que 
la salida se podría producir según una 
tasa constante D. 


Características de la Demanda 
A continuación resumimos en la tabla siguiente las principales características de la demanda: 


Continua o 
Discreta 


La unidad de medida de la demanda puede variar según el entorno y la 
presentación del artículo concreto (unidades, centenas, litros, kilogramos, etc.) 


Determinista o 
probabilística 


Hay casos en que la demanda futura se supone perfectamente conocida; otras 
veces se supone que los valores de la demanda son aleatorios 


Dependiente o 
independiente. 


La demanda de componentes dependerá de la demanda de productos finales, 
mientras que la de estos últimos se considerará independiente 


Homogénea o 
heterogénea La demanda es homogénea si su valor es constante en el tiempo 


Diferida o  
Perdida 


Si no se satisface la demanda (ruptura de stocks), a veces será posible diferir la 
entrega 


Tipos de Costes 
En la tabla siguiente presentamos los principales costes asociados a los inventarios: 


Coste de  
Adquisición 


Se compone de una parte fija (coste de lanzamiento o de emisión del pedido), y de otra 
variable (coste variable de adquisición). El coste de lanzamiento se refiere a la compra de 
material a un proveedor externo (correo, teléfono, tarea administrativa, carga, transporte, etc.) y 
a la preparación de los pedidos de artículos manufacturados en la  misma empresa (puesta a 
punto de  máquinas, limpieza, etc.). El coste variable de adquisición resulta de multiplicar el 
valor unitario del artículo por el nombre de artículos del pedido (siempre que no haya 
descuentos en función de las cantidades adquiridas)  


Coste de  
Posesión 


Debido a la creación y mantenimiento de la capacidad del almacén (alquiler, electricidad, 
maquinaria, vigilancia, etc.), a la manipulación de material y trabajos administrativos, a los 
gastos derivados de los seguros internos y externos, a variaciones del valor de los bienes 
motivados por el desgaste, y al coste de oportunidad del capital (dinero que se deja de ganar 
por mantener inmovilizado en stock el capital en vez de invertirlo) 


Coste por 
demanda 


Insatisfecha 
Aparece cuando no es posible atender la demanda por falta de existencias (ruptura de stocks) 
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Períodos de Entrega y de Reaprovisionamiento 
• Período de entrega (L):  es el tiempo 


que transcurre entre la detección de 
la necesidad de efectuar un pedido y 
el instante en que el material 
correspondiente está a punto para su 
consumo o uso.  A veces el período 
de entrega es conocido, mientras que 
la demanda no; otras veces ambos 
tienen un carácter probabilista. Este 
desconocimiento puede dar lugar a 
situaciones no deseables como las 
mostradas en la figura: en el instante 
A se detecta la necesidad de material y se lanza una orden de pedido. El material estará 
disponible para el consumo en el instante C; si la necesidad real de material se produce en el 
instante B, se producirá una ruptura de stocks y la demanda quedará insatisfecha; si, por 
contra, la necesidad surge en el instante D, entonces se habrá producido un 
reaprovisionamiento precipitado que repercutirá sobre los costes de posesión de stocks. 


• Período de reaprovisionamiento (R):  es el tiempo durante el cual la única protección de que 
dispone el sistema productivo para  afrontar una posible ruptura de stocks es el nivel de los 
inventarios. Cuando se dispone de un sistema de control continuo y, por tanto, se conoce el 
nivel de stock en todo momento, el período de reaprovisionamiento coincide con el período de 
entrega (R=L). Cuando el sistema de información es de revisión periódica, el período de 
reaprovisionamiento es igual al período de revisión (T) más el de entrega (R=L+T).  


Políticas de Gestión de Inventarios y Métodos de Reaprovisionamiento 
Una política de gestión de stocks sirve para definir: (1) ¿Cuándo se ha de solicitar material?, y 
(2) ¿Cuánto material se ha de pedir?.  


Para la primera cuestión se puede recurrir a fijar un nivel de referencia para el stock (punto de 
pedido, s), y lanzar una orden cada vez que la posición del stock sea inferior a este valor; otra 
alternativa consiste en fijar un período de revisión, T, y efectuar un pedido en instantes concretos. 
Por lo que respecta a la segunda pregunta, es posible solicitar siempre una cantidad fija 
predeterminada Q (medida del lote), o la diferencia entre un valor fijo S (cobertura) y la posición 
del stock. 


Para  describir una política de gestión de stocks bastará pues con indicar, mediante un par 
ordenado, cuándo y cuánto se pide. Así, una política (s,Q) significará que se lanza una orden de 
tamaño fijo Q cada vez que la posición del stock sea inferior a s unidades.  


Otras políticas posibles son: (T,S) con la cual se lleva a cabo un pedido cada T unidades de 
tiempo, de tamaño igual a la diferencia entre la cobertura S y el nivel de stock detectado; la política 
(s,S), la cual implica la solicitud de un pedido de un tamaño suficiente para  abastecer la cobertura 
S cada vez que la posición del stock sea inferior al punto de pedido s; y la política (T,Q), en la que 
se solicitaría un pedido fijo Q cada T unidades de tiempo. 


Método de reaprovisionamiento 
Un método de reaprovisionamiento consiste en aplicar sistemáticamente una política de gestión 
de stocks con el apoyo de un sistema de información o de revisión. Los métodos más usados son: 


• Método del punto de pedido con revisión continua (s,Q):  Se tendrá conocimiento  del nivel 
del stock en todo momento. Cuando debido al consumo se llegue a un nivel mínimo (punto de 
pedido, s), se emitirá un pedido de medida fija Q (lote económico). El punto de pedido intenta 
equilibrar los costes opuestos de ruptura y posesión de stocks, mientras que el tamaño del lote 
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económico se calcula para conseguir el equilibrio entre los costes de lanzamiento y los de 
posesión. Este es el método que siguen los modelos EOQ.  


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 


• Método de reaprovisionamiento periódico con cobertura (T,S):  se realiza una revisión en 
instantes concretos, tras intervalos temporales de igual longitud (período de revisión, T). 
Después de la revisión se lanza una orden de pedido, la cantidad de la cual es determinada a 
partir de la diferencia entre la cobertura S y el nivel de stock observado. 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


EL MODELO EOQ BÁSICO O MODELO DE HARRIS-WILSON_______________ 


Los supuestos en que se fundamenta este modelo son las siguientes: 


1) El horizonte temporal que afecta a la gestión de stocks es ilimitado (i.e.: el proceso 
continua indefinidamente). 


2) La demanda es continua, conocida y homogénea en el tiempo (i.e.: si la tasa de consumo 
es D unidades/año, la demanda mensual es D/12 unidades/mes, etc.). 


3) El período de entrega, L, es constante y conocido. 
4) No se aceptan rupturas de stock (i.e., debe haber siempre stock suficiente para satisfacer 


la demanda). 
5) El coste de adquisición, CA u.m./unidad, es constante y no depende del tamaño del lote 


(no hay descuentos por grandes volúmenes de compra). 
6) La entrada del lote al sistema es instantánea una vez transcurrido el período de entrega. 
7) Se considera un coste de lanzamiento de CL u.m./pedido y un coste de posesión de 


stock igual a CP u.m./unidad y año. 
 


Bajo estas hipótesis, lo que resulta más económico es organizar los pedidos de manera que se 
produzca la entrada de un lote al sistema en el momento en que el nivel de stock sea nulo; por 
tanto las órdenes de emisión de los pedidos se han de realizar en instantes en que el nivel de stock 
sea el mínimo imprescindible para satisfacer la demanda durante el período de entrega. 


El punto de pedido S ha de ser:  


S= D*L. 
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Además, todos los lotes han de tener el mismo tamaño, dado que los parámetros del modelo se 
mantienen constantes a lo largo del tiempo, y que el horizonte es ilimitado. 


Si cada pedido es de un volumen igual a Q, para satisfacer la demanda anual D habrá que ordenar 
D/Q pedidos/año (frecuencia de reaprovisionamiento N); la inversa de este valor representará el 
tiempo que transcurre entre dos entradas consecutivas al sistema (tiempo de ciclo de 
aprovisionamiento TC).  


Como el coste de lanzar un pedido es CL u.m., tendremos que el coste anual de lanzamiento KL  
será:   


Q
D


CNCK LLL ⋅=⋅=  


Este coste está relacionado con el tamaño de lote Q, de 
manera que si dicho tamaño crece, el número de 
lanzamientos se reduce y, por consiguiente, el coste 
anual de lanzamiento disminuirá. 


El coste anual de adquisición KA  depende de las 
unidades solicitadas; como la demanda anual D es 
conocida y se supone que todas las unidades tienen el 
mismo valor unitario, CA , independientemente del 
momento en que se solicita y de las cantidades que se 
requieren (no hay descuentos), la adquisición de D 
unidades supondrá un coste 


KA = CA * D 


El coste anual de posesión de stock KP  está 
relacionado con el nivel medio del stock mantenido a lo largo del año. Bajo los supuestos 
considerados, el nivel de stock oscila entre 0 y Q. Dado que la demanda es homogénea y no se 
permiten rupturas de stock, el nivel medio del inventario será igual a Q/2; como mantener una 
unidad de producto en stock durante un año tiene un coste de posesión de CP  u.m., el coste anual 
de posesión será: 


KP = CP * Q/2 


Observar que conforme aumenta el tamaño del lote Q, también aumenta el coste anual de 
posesión KP . 


El coste total anual de stock será la suma  los tres costes anteriores. En todo caso, los costes 
relevantes en la gestión de stocks (aquellos sobre los cuales nuestras decisiones pueden influir) 
son el coste anual de lanzamiento, KL , y el coste anual de posesión, KP, dado que el coste anual 
de adquisición no depende ni del tamaño  del  lote ni de las fechas en que se ordenen los pedidos.   


Por tanto, el coste relevante anual K  será: K = KL + KP   u.m. Si consideramos K = K(Q), resulta 
inmediato comprobar que esta función toma un valor mínimo K* asociado a un tamaño de lote 
óptimo (Q*):  


P


L
C
DC


Q
2* =  
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Esta cantidad Q* recibe el nombre de lote económico (Economic Order Quantity). Además, en 
este modelo, el lote economico es justamente el valor que iguala los costes anuales de 
lanzamiento y posesión1.  


En la fórmula anterior, el coste unitario de posesión, CP, se expresa a menudo como el producto de 
una tasa de coste de mantenimiento i , por el valor unitario del artículo, CA. La tasa i  representa 
pues el coste (en €) de mantener en stock material por valor de 1 €, y puede englobar  conceptos 
tales como el tipo de interés que la empresa podría obtener en una inversión alternativa de riesgo 
similar, el porcentaje de pérdidas anuales resultantes del almacenamiento y  manipulación de 
productos, las pérdidas por robo, el coste del seguro que cubre los stocks, etc.  


A continuación resolveremos un ejemplo de gestión de stocks basado en este modelo con la ayuda 
del fichero EOQ.xls , creado con la hoja de cálculo EXCEL: 


Una estación de servicio vende 1740 litros de gasolina al mes. Cada vez que la estación pide 
una cuba para rellenar sus tanques ha de desembolsar 50 € en concepto de transporte más 
0,70 € por cada litro que solicite. El coste anual de mantener un litro de gasolina es de 0,30 
€. 


Queremos determinar el tamaño del lote óptimo y el nº de órdenes anuales que se deberán 
realizar a fin de minimizar los costes totales. ¿Cuál sería el punto de pedido si el período de 
reparto fuese de dos semanas?. ¿Y si fuese de diez semanas?. 
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Aunque la hoja es suficientemente explicativa por sí misma, resulta oportuno observar lo siguiente: 


• Para determinar el Cp (casilla B23) sólo es necesario completar la casilla B21 o la B22, ya 
que la celda B23 =MAX(B21;B22*B18) . 


• A  la  hora  de   determinar  el  punto  de  pedido  (casilla  E15)  se  usa  la  siguiente  
fórmula: E15 =SI(B15*B16/365<=E23;B15*B16/365;RESIDUO(B15*B16/365;E23)) . En 
otras palabras, el punto de pedido será L*D siempre que L*D ≤ Q*. En otro caso no tendría 
sentido tomar s =L*D ya que el nivel de stock siempre sería inferior al punto de pedido, por 
lo éste no nos serviría como indicador. En tales situaciones haremos la división L*D entre 
Q* y tomaremos s como el resto de la misma. 


El “output” nos dice que lo ideal será pedir 4.000 litros de gasolina cada mes, lo que nos supondrá 
un coste anual relevante de 1.200 € (observar que en el óptimo, CL = CP ). Además, deberemos 
hacer los pedidos cuando el nivel de gasolina en los tanques llegue a los 1.841 litros. Si el período 
de entrega subiese a 70 días, el punto de pedido sería de 1.205 litros, obteniéndose dicha cifra 
cómo resto de la división L*D entre Q*. 


Dado que es difícil estimar con exactitud los valores reales de las variables D y CP (o 
alternativamente i ), resulta muy interesante saber que los costes totales son “robustos” frente a 
pequeñas variaciones en el valor de Q* , i.e., si el valor obtenido de Q* no difiere mucho de su valor 
real (el que se obtendría con los valores exactos de D y de CP), entonces el coste total real no 
diferirá mucho del previsto. 


GESTIÓN DE STOCKS Y ECONOMIAS DE ESCALA_______________________ 


Acabamos de ver que  K* = K*L + K*P  = (CL * D/Q*) + (CP * Q*/2)  es la expresión del coste 
relevante anual mínimo. Sustituyendo Q* = (2*CL*D/CP)1/2   en la ecuación anterior tenemos: K* = 
(2*CL*CP*D)1/2  u.m. Utilizaremos esta formulación del coste relevante anual mínimo para explicar 
en parte las ventajas competitivas de las grandes compañías cuando éstas son capaces de 
generar suficiente demanda. 


Supongamos que dos comerciantes, A y B, tienen la misma demanda, D, e idénticos costes CL y 
CP. Si  ambos optimizan los costes de gestión del inventario, cada uno de ellos tendrá un coste 
igual a K*. ¿Qué ocurriría si decidiesen gestionar conjuntamente sus respectivos stocks?, 
¿lograrían reducir costes o, por el contrario, aumentaría el coste total? 


La situación inicial en que cada comerciante actúa separadamente supone un coste total: K*A+B = 
K*A+K*B = 2K*  u.m./año. Si los comerciantes deciden constituir un stock conjunto, la demanda 
anual de la nueva compañía será de 2D y, por tanto, el coste total será:  K*AB = (2*CL*CP*2D)1/2 = 
21/2K* u.m./año, lo que significa que la fusión empresarial habrá logrado reducir los costes de 
gestión. 


Además de la reducción de costes se conseguiría también una disminución en el nivel medio de 
stock: en la situación inicial, el nivel medio de stock sería de  Q*/2 + Q*/2 = Q*, mientras que una 
vez completada la fusión  sería de  Q*AB/2 = [(2*CL*2D/CP)1/2]/2 = 21/2Q*/2. 


 Gestión separada A y B Gestión conjunta AB 


Demanda D + D 2D 


Lote económico Q*A = Q*B = Q* Q*AB  = 21/2Q* 


Stock medio Q*/2 + Q*/2 = Q* 21/2Q*/2 


Coste global K*A+B = 2K* K*AB = 21/2K* 


 


Proyecto e-Math          7 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 







  Gestión de Stocks – Modelos Deterministas 


Estos resultados se pueden extender al caso en que la demanda de un artículo se duplique 
siempre que la empresa sea capaz de asumirla. Entramos pues en una situación de economías de 
escala: incrementos idénticos y progresivos de la demanda suponen incrementos decrecientes en 
los costes de gestión de stocks.  


En general, si a una demanda D corresponde un coste K, una demanda nD estará asociada a un 
coste n1/2K  (siempre que el resto de parámetros se mantengan constantes). 


 


EL MODELO EOQ CON DESCUENTOS POR VOLUMEN DE COMPRAS_______ 


A menudo los suministradores ofrecen descuentos en los precios del producto servido si les 
compramos en grandes cantidades. Tales descuentos  se habrán de tener en consideración a la 
hora de decidir qué cantidad nos conviene adquirir y cuándo deberemos efectuar los pedidos. 
Estaremos pues ante un modelo distinto al de Harris-Wilson:  CA  ya no será constante, sino que 
dependerá del volumen del lote comprado, lo que afectará tanto al coste de posesión unitario CP  = 
i * CA , cómo al coste total anual   KT = KA + KL + KP . 


Descuentos Uniformes 
Los descuentos uniformes implican el mismo descuento en todas las unidades compradas, 
descuento que será de mayor o menor magnitud según el intervalo o tramo en que se encuentre la 
cantidad solicitada. Un ejemplo de descuento uniforme sería: 


 Cantidad a comprar  
(unidades) por lote 


Precio unitario  
(€/unidad) 


Tramo 1 De 0 hasta 99 50,00 


Tramo 2 de 100 hasta 299 49,00 


Tramo 3 Más de 300 48,50 


Dado que en cada uno de los n tramos el coste de adquisición CA  sí es constante, en realidad este 
caso se reduce a aplicar el modelo EOQ básico a cada uno de los intervalos, con lo cual 
obtendremos un coste anual mínimo para cada tramo considerado KT(i) = KA(i) + KL(i) + KP(i). 
Obviamente, elegiremos el Q* asociado al menor de estos n costes totales mínimos.  
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Cabe hacer, sin embargo, una observación importante: ahora Q* será el tamaño del pedido que 
minimice los costes relevantes K(Q) = KL + KP  dentro del intervalo considerado (optimización con 
restricciones). Por tanto, si al hacer los cálculos resulta que el Q* obtenido según la fórmula del 
modelo anterior no pertenece al intervalo en el que estamos, deberemos tomar como Q* el extremo 
del intervalo que más se aproxime al valor obtenido, ya que este será el valor óptimo restringido a 
dicho tramo (pues la función K(Q) es convexa respecto del origen). 


Usaremos nuevamente EXCEL para ejemplificar los conceptos anteriores mediante la resolución 
del siguiente caso: 


Una gestoría realiza pedidos de discos CD regrabables  a un gran almacén. Los discos van 
en cajas de 10 unidades, y su precio depende del número de cajas solicitadas según se 
muestra en la tabla anterior (la usada como ejemplo de descuentos uniformes). La gestoría 
estima que necesitará unos 10.000 discos al año. El coste de lanzamiento de cada pedido es 
de 100 €, mientras que la tasa anual de mantenimiento se estima en  i  = 0,20 . Se trata de 
determinar el tamaño del lote óptimo,  los gastos asociados al mismo, y el nº de órdenes 
anuales que conviene realizar. 


En la nueva hoja de cálculo que usaremos (llamada Descuentos Uniformes), deberemos 
especificar los extremos del tramo que vamos a estudiar en cada momento, así como los costes de 
adquisición asociados a dicho intervalo. A continuación, se muestran los resultados referentes a 
cada uno de los tres tramos. De los tres Q* que obtenemos, nos quedaremos con aquel cuyo coste 
total (KT) asociado sea menor (en este caso Q* = 300, el cual lleva aparejado un coste total 
estimado de 50,288.33 €). 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


INPUTS OUTPUTS


Demanda Anual D (unidades) 1.000 Punto de pedido s (unidades) 0
Período de entrega L (días) 0 Frecuencia anual de reaprovisionamiento N 7,0
Extremo inferior del Tramo Qmin (unidades) 100 Tiempo del ciclo de reaprovisionamiento Tc (meses) 1,71
Extremo superior del Tramo Qmax (unidades) 299
Coste unitario de adquisición Ca (€) 49,00 Coste anual de adquisición Ka (€) 49.000,00
Coste unitario de lanzamiento Cl (€) 100,00 Coste anual de lanzamiento Kl (€) 700,00


Coste anual de posesión Kp (€) 700,00
Coste unitario de posesión Cp (€)


Tasa de coste de mantenimento  i 0,20 50.400,00
Coste unitario de posesión Cp (€) 9,80 Tamaño del lote óptimo Q* (unidades) 143


INPUTS OUTPUTS


Demanda Anual D (unidades) 1.000 Punto de pedido s (unidades) 0
Período de entrega L (días) 0 Frecuencia anual de reaprovisionamiento N 3,3
Extremo inferior del Tramo Qmin (unidades) 300 Tiempo del ciclo de reaprovisionamiento Tc (meses) 3,60
Extremo superior del Tramo Qmax (unidades) 1.000
Coste unitario de adquisición Ca (€) 48,50 Coste anual de adquisición Ka (€) 48.500,00
Coste unitario de lanzamiento Cl (€) 100,00 Coste anual de lanzamiento Kl (€) 333,33


Coste anual de posesión Kp (€) 1.455,00
Coste unitario de posesión Cp (€)


Tasa de coste de mantenimento  i 0,20 50.288,33
Coste unitario de posesión Cp (€) 9,70 Tamaño del lote óptimo Q* (unidades) 300


Coste anual total mínimo Kt*=Ka+Kl+Kp  (€)


Coste anual total mínimo Kt*=Ka+Kl+Kp  (€)


Como se puede observar, la estructura de esta nueva hoja es muy similar a la que utilizábamos 
para resolver el modelo EOQ básico. La única diferencia significativa radica en la determinación de 
Q*, que ahora vendrá dado por  


E23 = SI(RAIZ(2*B19*B14/B23)<=B16;B16;MIN(RAIZ(2*B19*B14/B23);B17)),  


expresión que nos viene a decir lo siguiente: “Si el Q* que obtienes está dentro del intervalo 
considerado, entonces es válido. En caso contrario, toma como Q* el extremo del intervalo que 
más se aproxime al valor obtenido”. 
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Descuentos Graduales 
Los descuentos graduales o descuentos incrementales se caracterizan porque la reducción de 
precios no se aplica por igual a todas las unidades adquiridas, sino que las unidades de diferentes 
tramos de cantidades tienen precios diferentes. Consideremos el siguiente ejemplo: 


 Cantidad a comprar  
(unidades) por lote 


Precio unitario  
(€/unidad) 


Tramo 1 de 1 hasta 50 100 


Tramo 2 de 51 hasta 100 50 unidades a 100 
y el resto a 90 


Tramo 3 de 101 en adelante 
50 unidades a 100 
50 unidades a 90 


y el resto a 80 


Supongamos que queremos comprar 120 unidades (tramo 3 de la tabla anterior). En tal caso, 
tendremos que hacer frente a un coste de adquisición “acumulado”  de  9.500 € (50*100 + 50*90) 
más un coste “extra” de 20*80 = 160 €.  


Observar pues que, si decidimos adquirir un lote de tamaño Q  perteneciente a un tramo cuyo 
extremo inferior es Qmin , podemos descomponer el coste de adquisición del pedido como suma de 
dos costes: Coste Acumulado + Coste Extra = A + CA*(Q – Qmin + 1) , donde CA representa el coste 
de adquisición por cada unidad del tramo considerado.  


En base a lo dicho, para un pedido de Q unidades, podemos definir el coste medio de adquisición 
por unidad como CAM = [A + CA*(Q – Qmin + 1)] /Q . Como al cabo del año realizaremos D/Q 
pedidos, el coste anual de adquisición  será KA = D/Q * [A + CA*(Q – Qmin + 1)] . 


Por su parte, el coste medio de posesión por unidad vendrá dado por CPM = i * CAM , por lo que el 
coste anual de posesión será:  KP = i * CAM * Q/2  .   


Finalmente, el coste anual de lanzamiento será:  KL = CL * D/Q . 


Nuestro objetivo será minimizar el coste anual total   KT(Q) = KA + KP + KL = D/Q * [A + CA*(Q – Qmin 
+ 1)] + i /2 * [A + CA*(Q – Qmin + 1)] + CL * D/Q , función convexa respecto del origen. Derivando 
esta función e igualando a cero, obtenemos el tamaño del lote que minimiza los costes totales: 


Q* = [ D* (A - CA*Qmin + CA + CL) / ( i /2 * CA) ]1/2 


Al igual que hacíamos con los descuentos uniformes, la idea será calcular el Q* asociado a cada 
tramo, y luego elegir aquel cuyos costes asociados sean los más bajos. A la hora de calcular cada 
Q*, deberemos distinguir entre el caso en que el resultado obtenido al aplicar la fórmula pertenezca 
al intervalo considerado (entonces éste número será Q*), o el caso en que no (si así ocurre 
tomaremos el extremo más próximo, por ser la función de costes totales convexa). 


Supongamos que tenemos una demanda anual de 500 artículos y nuestro proveedor nos 
ofrece los precios que se muestran en la tabla anterior. Si  la tasa de mantenimiento es del 
20%, y el coste de lanzamiento es de 50 €, ¿cuál sería el tamaño del lote óptimo?, ¿qué 
costes lleva asociados este tamaño?. 


Nuevamente haremos uso de EXCEL para diseñar una hoja que nos permita hacer los cálculos de 
forma rápida (en este caso la llamaremos Descuentos Graduales). A continuación se muestran los 
resultados asociados a cada uno de los tramos: 
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INPUTS OUTPUTS


Demanda Anual D (unidades) 500 Punto de pedido s (unidades) 0
Período de entrega L (días) 0 Frecuencia anual de reaprovisionamiento N 5,0
Extremo inferior del Tramo Qmin (unidades) 51 Tiempo del ciclo de reaprovisionamiento Tc (meses) 2,40
Extremo superior del Tramo Qmax (unidades) 100
Coste de adquisición acumulado (en tramo) A (€) 5.000,00 Coste anual de adquisición Ka (€) 47.500,00
Coste unitario de adquisición (en tramo) Ca (€) 90,00 Coste anual de lanzamiento Kl (€) 250,00
Coste unitario de lanzamiento Cl (€) 50,00 Coste anual de posesión Kp (€) 950,00
Coste medio de adquisición por unidad Cam (€) 95,00
Tasa de coste de mantenimento  i 0,20 48.700,00
Coste medio de posesión por unidad Cpm (€) 19,00 Tamaño del lote óptimo Q* (unidades) 100


 


Coste anual total mínimo Kt*=Ka+Kl+Kp  (€)


Coste anual total mínimo Kt*=Ka+Kl+Kp  (€)


INPUTS OUTPUTS


Demanda Anual D (unidades) 500 Punto de pedido s (unidades) 0
Período de entrega L (días) 0 Frecuencia anual de reaprovisionamiento N 1,6
Extremo inferior del Tramo Qmin (unidades) 101 Tiempo del ciclo de reaprovisionamiento Tc (meses) 7,47
Extremo superior del Tramo Qmax (unidades) 500
Coste de adquisición acumulado (en tramo) A (€) 9.500,00 Coste anual de adquisición Ka (€) 42.409,66
Coste unitario de adquisición (en tramo) Ca (€) 80,00 Coste anual de lanzamiento Kl (€) 80,32
Coste unitario de lanzamiento Cl (€) 50,00 Coste anual de posesión Kp (€) 2.639,98
Coste medio de adquisición por unidad Cam (€) 84,82
Tasa de coste de mantenimento  i 0,20 45.129,96
Coste medio de posesión por unidad Cpm (€) 16,96 Tamaño del lote óptimo Q* (unidades) 311


 


En esta hoja, la fórmula más significativa es la que nos calcula el Q* en base a la ecuación 
deducida anteriormente. Así, la casilla correspondiente será:  
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E23 = SI(RAIZ(B14*(B18-B19*B16+B19+B20)/(B22/2*B19))<=B16; 
         B16; 
         MIN(RAIZ(B14*(B18-B19*B16+B19+B20)/(B22/2*B19));B17)) 


Podemos interpretar esta fórmula de forma similar a como lo hicimos con la de descuentos 
uniformes. 


EL MODELO EOQ DE ENTRADA CONTINUA____________________________ 
En muchas ocasiones, parte de los artículos que se almacenan son producidos por la propia 
empresa en vez de ser adquiridos a otra compañía ajena. En tales situaciones, el supuesto 6 de 
que la entrada del lote al sistema es instantánea carece de sentido, ya que no es posible producir 
todos los artículos de golpe, en especial si consideramos series de producción largas. Más bien 
sucederá que el proceso productivo va aportando artículos al almacén de forma gradual. 


Así, los artículos producidos irán pasando a formar parte del inventario en lotes de transferencia, 
los cuales serán de tamaño inferior al volumen de la serie producida. En nuestro caso, 
supondremos que el lote de transferencia es igual a la unidad. Obviamente, partiremos de la 
hipótesis de que la capacidad productiva anual P será mayor que la demanda anual D, pues en 
caso contrario no será posible satisfacer dicha demanda de forma indefinida.  


Consideraremos que tanto la demanda como la producción son homogéneas en el tiempo, con 
tasas iguales a D y P unidades al año respectivamente. Al representar este proceso, observaremos 
que durante el ciclo productivo el nivel de stock aumenta progresivamente a un ritmo constante e 
igual a la diferencia entre ambas tasas P–D;  terminado dicho ciclo, se alcanzará el nivel máximo 
de stock, Imax; a partir de este  instante el nivel del inventario se reducirá de forma progresiva según 
una tasa D hasta llegar a nivel 0; punto en el cual comenzará otro nuevo ciclo.  


 
En cada ciclo productivo se fabricarán Q unidades en un período temporal de Q/P años, dado que 
se necesitarán 1/P años para producir cada unidad. Durante este período, el nivel de stock (que 
parte de 0) aumenta a un ritmo constante P–D unidades/año. Así las cosas, el nivel máximo al que 
se llegará vendrá dado por la ecuación:  Imax = (P–D)*Q/P . A partir de este punto, transcurrirá un 
tiempo de  Imax/D  años hasta volver al nivel inicia (stocks 0). 


En este modelo,  el coste anual de lanzamiento seguirá siendo:  KL = CL * N = CL * D/Q  u.m.  


Si suponemos que el coste de adquisición (o de producción) unitario CA  es constante (no hay 
descuentos por grandes volúmenes de producción),  el coste anual de adquisición será, KA = CA * 
D  u.m., que no depende de Q y por tanto no es relevante a la hora de minimizar costes.  


Finalmente, el coste anual de posesión  vendrá dado por la expresión:  KP = CP * Imax/2  u.m., ya 
que ahora el nivel medio del stock será  Imax/2 .  


En conclusión, el coste anual relevante será  K = KL + KP   u.m., el cual se minimizará para un 
volumen de producción  
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Q* = [2CL*D/((1-D/P)*CP)]1/2 . 


En la página siguiente se muestra la hoja de cálculo correspondiente a este modelo (EOQ 
continuo), en la cual aparece la solución al siguiente caso: 


Una factoría necesita producir 10.000 chasis para coches al año, cada uno de los cuales 
tiene un coste de producción de 2.000 €. La capacidad productiva anual de la planta es de 
25.000 chasis, siendo de 200 € el coste de lanzamiento por orden de producción. Sabiendo 
que la tasa de mantenimiento es del 25%, determinar el tamaño del lote óptimo a producir. 
¿Cuántas órdenes de producción deben ser lanzadas a lo largo de un año?. 


 


 


EL MODELO EOQ CON RUPTURA DE STOCKS__________________________ 
En muchas situaciones de la vida real la demanda no es satisfecha a tiempo debido a la falta de 
existencias (rupturas de stock). Cuando esto ocurre podemos estar ante una demanda diferida, o 
bien ante una demanda perdida. Ambas opciones suponen un coste para la empresa, el cual es 
mucho mayor en el segundo de los casos (pérdida de la venta, posible pérdida de clientes, mala 
imagen, etc.). Sin embargo, si el cliente consiente en diferir la entrega de su pedido, cobra sentido 
considerar posibles rupturas de stock de un tamaño determinado buscando que el coste de diferir 
las entregas compense los costes de posesión de inventarios.  En lo que sigue supondremos que 
podemos estimar el coste de retardar la entrega de una unidad durante un año en  CD  u.m. 


Proyecto e-Math          13 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 







  Gestión de Stocks – Modelos Deterministas 


 
La imagen de la derecha representa la evolución de los stocks cuando se considera la posibilidad 
de diferir la demanda. Suponiendo que el lote entra de forma instantánea al sistema, el nivel del 
inventario variará entre un valor mínimo negativo, -M (máxima demanda insatisfecha) y un valor 
máximo igual a Q-M. Partiendo de este valor máximo, el nivel de stock se reduce de forma 
progresiva al ritmo que marca la tasa de consumo anual D; después de un tiempo igual a (Q-M)/D 
años se llega al nivel 0, momento en que se produce la ruptura de stocks; durante un període igual 
a M/D años se dejan de servir unidades, y la posición del stock desciende hasta el valor mínimo –
M; en este instante llega un nuevo lote de tamaño Q al sistema, se entrega la demanda diferida y el 
nivel del inventario vuelve a su valor máximo. 


En este modelo, tanto el coste anual de lanzamiento como el coste anual de adquisición son 
idénticos a los del modelo EOQ básico.  El coste anual de posesión, sin embargo, sí resulta 
distinto. Ello es debido a la variación en el nivel medio de posesión. Además, a la hora de calcular 
la  función de coste total deberemos considerar el coste anual de diferir la demanda KD. El tiempo 
de cada ciclo (tiempo entre dos entradas consecutivas de un lote) es igual a Q/D años.  


Se pueden distinguir dos períodos por ciclo: el período sin ruptura tiene una duración igual a (Q-
M)/D años, y presenta un stock medio de (Q-M)/2 unidades; por su parte, el período de ruptura es 
igual a M/D años y durante el mismo su stock medio es 0, oscilando el nivel de ruptura entre 0  y  
M.  Así pues, tendremos que   el stock medio en cada ciclo será de (Q-M)2 / (2D) unidades, 
mientras que el nivel de ruptura medio por ciclo será de  M2 / (2D) unidades. Como al año 
tendremos D/Q ciclos, el nivel anual medio de stocks será (Q-M)2 / (2Q)  , y el nivel anual medio de 
ruptura  M2 / (2Q)  .  


El coste anual relevante tendrá pues la expresión:  K(Q, M) = KL + KP + KD = CL * D/Q + CP * (Q-M)2 


/ (2Q) + CD * M2 / (2Q).  Se puede demostrar que esta función multivariable es convexa, por lo que 
alcanzará su valor mínimo cuando:  ∂K / ∂Q = ∂K / ∂M = 0. Resolviendo este sistema de ecuaciones 
obtenemos los tamaños óptimos del lote y del nivel de ruptura: 


Q* = [ 2CL D (CP+CD) / (CP  CD) ]1/2         M* = [ 2CL D CP / ( CD (CP+CD) ) ]1/2 


Si hacemos tender el coste CD  a infinito, M*  tenderá a cero y Q*  tenderá al valor que se obtendría 
con el modelo EOQ básico. Ello es lógico, dado que en tal caso el coste de diferir la entrega se 
haría prohibitivo y, por tanto, no sería factible considerar rupturas de stock. 


Supongamos que una clínica óptica estima sus ventas anuales de monturas para gafas en 
10.000 unidades. La clínica hace sus pedidos a un suministrador que le cobra 15 € por cada 
armazón más 50 € por cada envío. El gerente de la óptica considera que el coste mensual 
de diferir la entrega de las monturas solicitadas es de 1.25 € (debido a la pérdida de futuras 
ventas).  


Sabiendo que la tasa de mantenimiento anual es del 30%, determinar el tamaño del lote 
óptimo a adquirir, así como el nivel máximo de ruptura del inventario. 
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HEURÍSTICA SILVER-MEAL PARA DEMANDAS VARIABLES_______________ 
En todos los modelos EOQ hemos supuesto que la demanda era homogénea a lo largo del año. 
Sin embargo, esta hipótesis no siempre será cierta: en la vida real hay muchos casos en los que la 
demanda, aunque de carácter determinista, es variable debido a diversos factores, el principal de 
ellos, la estacionalidad.  


Nº de períodos (de 2 a 12) 6
Coste de lanzamiento Cl (€) 750,00
Tasa de mantenimiento i 0,02
Coste de adquisición Ca (€) 10,00


Períodos t Dt (unidades)
1 500 500 750,00 750,00
2 3.100 3.600 685,00 1.370,00
3 600 4.200 1.610,00
4 6.500 10.700 1.377,50 5.510,00
5 7.700 18.400 2.334,00 11.670,00
6 6.500 24.900 3.028,33 18.170,00
7
8
9


10
11
12


536,67


Q (unidades) Coste Relevante Total (€)


Acto seguido presentamos un método que nos ayudará a determinar si el supuesto de 
homogeneidad es o no razonable. En caso afirmativo, podremos usar los modelos EOQ anteriores. 


Coste Medio por período Kt (€)


536,67


VC= 0,49   >  0.20  -->  Usar Silver-Meal


   GESTIÓN DE ESTOCS:  DEMANDA VARIABLE / heurística SILVER-MEAL
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Pero de no ser así, deberemos recurrir a otros procedimientos (como Silver-Meal) para estimar el 
tamaño del lote que mejor se ajuste a nuestras necesidades.Supongamos que las demandas 
observadas en n períodos de tiempo son: D1, D2, ..., Dn. Definimos el Coeficiente de Variabilidad de 
la variable aleatoria demanda D como: CV = Var[D] / E[D]2  , donde Var[D] y E[D] representan 
respectivamente la varianza y la esperanza de la v.a. D. Pues bien, la práctica nos dice que si CV ≤ 
0,20 nos será lícito considerar que la varianza es homogénea, pero si CV > 0,20, entonces 
recurriremos a la técnica de Silver-Meal que se explica a continuación con la ayuda de la hoja 
Silver Meal  de nuestro fichero  EOQ.xls: 


En este ejemplo, como VC > 0.20 usaremos Silver-Meal: supongamos que solicitamos la cantidad 
justa para satisfacer la demanda del primer período (Q1), es decir, que pedimos 500 unidades. El 
coste relevante asociado al primer período, K1, sería de 750 €.  Observar que dicho coste se 
deberá exclusivamente al coste de lanzamiento, ya que el pedido se serviría inmediatamente a los 
clientes (no hay coste de posesión).  


Imaginemos ahora que pedimos un lote capaz de cubrir la demanda de los dos primeros períodos. 
La cantidad solicitada sería de 3.600 unidades. De estas, 500 se servirían inmediatamente y el 
resto se entregarían al inicio del segundo período; por tanto, tendríamos un stock de 3.100 
unidades durante un período (supondrán un gasto de posesión según indica la tasa de 
mantenimiento). Así, se obtendrá un coste medio por período de K2 = 685 €. Observamos ya que 
es más económico solicitar este último lote que no el que sólo cubría el primer período. 


Si pedimos una cantidad para satisfacer los tres primeros períodos, el tamaño del lote sería de 
4.200 unidades. De éstas, 500 se servirían inmediatamente y 3.700 se almacenarían durante el 
primer período. Gran parte de estas 3.700 unidades, concretamente 3.100, se entregarían al 
principio del segundo período, quedando 600 en stock hasta el principio del tercero. El coste medio 
por período sería K3 = 536,67 €. Como se puede apreciar en el “output” anterior, ésta resultará la 
mejor opción. Por tanto, ordenaremos un pedido de 4.200 unidades con el que cubriremos las 
demandas de los tres primeros períodos. El coste relevante total de esta operación será de 1.610 
€.  


Una vez tomada la primera decisión, esperaríamos al principio del cuarto período para tener más 
información acerca de la demanda futura. 
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TÉCNICAS DE PLANIFICACIÓN AGREGADA 


Autores:  Ángel A. Juan (ajuanp@uoc.edu), Rafael García Martín (rgarciamart@uoc.edu). 


INTRODUCCIÓN_________________________________________________ 
La planificación es un proceso continuo que tiene por objeto anticipar decisiones con la 
finalidad de optimizar el uso de los recursos productivos. Supone, en definitiva, un intento de 
resolver el problema de ajustar las capacidades del sistema productivo a la demanda real o 
prevista. En este sentido, los inventarios jugarán un papel fundamental, ya que en algunos 
períodos fabricaremos cantidades superiores a la demanda, y en otros, cantidades inferiores, 
generándose así un ciclo de estocs. 


Resulta habitual considerar diferentes niveles de planificación: 


Planificación Horizonte temporal Objetivo Tipo de decisiones 


Agregada Largo Fijar las grandes líneas de actuación y detectar 
grandes problemas con antelación Poco concretas 


Detallada Medio Gestión de materiales y cálculo de necesidades Bastante detalladas 


Programación Corto Analizar detalladamente lo que pasará y decidir las 
acciones más apropiadas Muy concretas 


 
La planificación es un proceso continuo: coexisten simultaneamente diversos planes/niveles 
vigentes, coordinados y jerarquizados, de manera que cada uno estudia el problema desde un 
punto de vista diferente. Estos planes tendrán en consideración horizotes diferentes y serán 
reelaborados periódicamente antes de que se llegue al final de su horizonte. 


 
Para definir un plan, deberemos fijar seis características: 


1) Finalidad:  objetivos del plan  
2) Nivel de detalle:  tipo de información que contiene 
3) Horizonte:  período de tiempo durante el cual se considerará 
4) Unidad temporal:  intervalos temporales en que se divide el horizonte (meses,  


semanas, etc.) 
5) Frecuencia:  tiempo que transcurrirá entre dos versiones sucesivas del plan 
6) Rigidez:  período durante el cual las decisiones planificadas ya son definitivas 


 
 


DISEÑO DE UN SISTEMA DE PLANIFICACIÓN CONTINUADA 
 


Nombre Finalidad Horizonte Unidad  
temporal Frecuencia Período de 


rigidez Detalle 


Plan  
estratégico  


de productos 


Definir nuevos 
productos o nuevo 


mercado 
10 años 1 a 2 años Anual/ 


bianual 3 a 4 años Grandes familias 
de productos 


Plan 
estrategico de 


procesos 


Modificaciones de la 
tecnología o la 


capacidad 
5 a 7 años 1 a 2 años Anual 1 a 4 años Grandes opciones 


Plan táctico de 
inversiones 


Coordinar proyectos de 
inversión 3 a 5 años 1 trimestre 


a 1 año Anual 1 año Proyectos/ 
actividades 


Plan maestro 
de producción 


Coordinar el uso de los 
recursos escasos 


12 a 18 
meses 


1 mes a 
1 trimestre Mensual 2 a 4  


meses 


Unidades de base 
(familias) + 
opciones 


Plan detallado 
de producción 


Coordinar producción y 
ventas. 


Aprovisionamiento 


3 a 8  
meses 


1 semana 
a 1 mes 


Semanal/ 
Mensual 


1 a 3  
meses 


Unidades de base 
(familias) 


Programa de 
producción 


Asignar operaciones a 
períodos y lugares 


1 a 6  
semanas 


 
Día 


Diaria/ 
Semanal 


 
2 a 3 días 


Unidades, 
subconjuntos, 


piezas, elementos 


Secuencia 
(lanzamiento) 


Establecer la 
secuencia de 
operaciones 
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PLANIFICACIÓN INTUITIVA________________________________________ 
La planificación intuitiva nos da un procedimiento con el cual resulta sencillo elaborar y evaluar 
diferentes planes maestros, pero no ofrece garantias de que estos planes sean los óptimos. 
Partimos de un gráfico en que el eje de abcisas representa el tiempo, desde el inicio del plan 
hasta el horizonte de planificación (T). En el eje de ordenadas hemos de indicar las unidades 
adecuadas para medir la producción, la 
demanda y los estocs.  


El gráfico representa la demanda 
acumulada a lo largo del período a 
planificar, así como los diferentes planes 
alternativos, cada uno de los cuales 
representa la producción acumulada en 
cada momento (incluído el estoc inicial). El 
estoc en un instante cualquiera, t, será la 
diferencia de ordenada entre la linea de 
producción y la de demanda, y si la 
primera se situa por debajo de la segunda 
en algún punto, en dicho instante se 
producirá una ruptura de estocs.  


La pendiente de la linea de producción 
indica la tasa de producción que el plan prevé en cada punto, lo que significa que hay un 
ángulo máximo admisible, correspondiente a la producción máxima (así podremos comprobar 
si un plan es factible o no). En este gráfico se han representado, para una misma linea de 
demanda y estocs inicial y final, tres planes diferentes.  


Unidades 
 
 
    
 Demanda 
                  
acumulada 
  III 
 
      I 
 
 
 
  II 
Estoc   
Inicial 
 
 


El plan I mantiene siempre una tasa de producción constante, pero genera una ruptura de 
estocs entre t2 y t3, por tanto, no resultará aceptable. El plan II no genera ruptura, y mantiene 
siempre un nivel bajo de estocs, pero durante el tramo de los instantes t1 a t2 hay una tasa de 
producción muy alta, que podría resultar no factible (o factible pero a un gran coste). Además, 
tanto al principio como al final, la tasa de producción es muy baja. Finalmente, el plan III 
mantiene siempre unas tasas de producción razonables, aunque a costa de crear un estoc 
considerable durante más de la mitad del tiempo. 


Es muy habitual que la empresa opte por mantener un estoc mínimo o de seguridad en el 
almacen (en especial cuando la demanda estimada pueda sufrir variaciones importantes, o los 
costes de diferir la entrega sean muy elevados).  Así, la linea de producción no solamente no 
ha de situarse por debajo de la de demanda, sino que deberá mantenerse a cierta distancia, es 
decir, por encima de la linea de la demanda corregida. En el caso de que el estoc mínimo a 
mantener sea constante, esta demanda corregida será simplemente la demanda + el estoc de 
seguridad. Si el estoc mínimo es variable, en cada período de planificación habrá cierta 
cantidad de unidades que se deberán de añadir o extraer de la demanda a causa de la 
variación de estoc. Así, p.e., si la demanda en un período es de 500 unidades y el estoc 
mínimo baja de 200 a 150 unidades, no será necesario producir 50 de las unidades de la 
demanda ya que las podremos obtener de la disminución en el estoc. En general, tendremos 
pues que, para el período t-ésimo (Pt): 
 
Demanda corregida en Pt = demanda en Pt + estoc seguridad en Pt – estoc seguridad en P(t-1) 
 
Por convenio, para el primer período, tomaremos la demanda corregida como la suma de la 
demanda y el estoc de seguridad asociado. El estoc inicial siempre lo incluiremos en la 
producción disponible. A la hora de planificar la producción, cabrán pues tres estrategias 
posibles en base a las propiedades de la demanda:  


1. En aquellos casos en que la demanda estimada tenga nula (o casi nula) variabilidad, y 
en los que además el coste de diferir la entrega sea relativamente razonable, será 
posible plantearse la posibilidad de diferir voluntariamente la demanda (rupturas 
previstas de estoc) y estudiar si los costes derivados de ello compensan la 
consecuente disminución en los costes de posesión. Observar que la única restricción 
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que estamos imponiendo a nuestro plan es que al final del horizonte de planificación 
hayamos satisfecho toda la demanda estimada. 


2. Cuando los costes de diferir la entrega sean muy elevados pero sigamos teniendo una 
demanda estimada sin variabilidad (i.e., la demanda prevista coincidirá con la demanda 
real), planificaremos directamente sobre la demanda estimada, aunque no 
consentiremos rupturas de estoc en nuestro plan (debido a los elevados costes que 
esto causaría). En este caso, la restricción que le estamos imponiendo al plan será la 
de satisfacer la demanda prevista a final de cada mes (o período). 


3. Finalmente, si estimamos que la demanda prevista podrá sufrir variaciones 
importantes, resultará conveniente considerar un estoc de seguridad que nos sirva de 
“colchon” ante posibles aumentos de la misma. En tal caso, a la hora de elaborar 
nuestro plan, utilizaremos la demanda corregida como punto de partida. Al introducir 
estos estocs mínimos en nuestro plan, estaremos exigiendo que, a final de cada mes, 
se satisfaga la demanda corregida del período. 


 


Ejemplo 1:  La empresa JOVÉ & FARRÉ, S.L. quiere planificar su producción para los 
próximos seis meses en base a los datos de la tabla inferior. Se dispone de una máquina 1 que 
es capaz de producir 50 unidades por día a un coste de 3,50 € por unidad, y de  una máquina 2 
con una capacidad de 40 unidades diarias a un coste unitario de 4,00 €. El coste de posesión 
por unidad y mes es de 0,30 €, mientras que el coste de diferir la demanda de cada unidad es 
de 1,25 € por mes. El estoc inicial es de 75 unidades. y se pretende establecer un estoc de 
seguridad variable que sea el 15% de la demanda de cada mes. 


 Jul Ago Sep Oct Nov Dic 
Dias Laborales 18 7 21 23 21 20 
Demanda 820 520 1320 1540 1320 1900 


a) Determinar un plan con tasa de producción diaria constante e igual a la media. 


Máquina 1 Máquina 2 % estoc segur. Estoc Inicial
Capacidades (unidades/día): 50 40 75


PERÍODO Demanda Días Labor. Máquina 1 Máquina 2 C-Total Estoc.Segurid. Dem.Corr. Máquina 1 Máquina 2 P-Total Estoc Final
Julio 820 18 900 720 1.620 820 900 306 1.206 461


Agosto 520 7 350 280 630 520 350 119 469 410
Septiembre 1.320 21 1.050 840 1.890 1.320 1.050 357 1.407 497


Octubre 1.540 23 1.150 920 2.070 1.540 1.150 391 1.541 498
Noviembre 1.320 21 1.050 840 1.890 1.320 1.050 357 1.407 585
Diciembre 1.900 20 1.000 800 1.800 1.900 1.000 340 1.340 25


Subtotales: 110 5.500 4.400 5.500 1.870
Disponible:


Posesión Diferir Màquina 1 Màquina 2
0,30 1,25 3,50 4,00


COSTES (€)
PERÍODO Estoc Segur. Máquina 1 Máquina 2 Possessió Diferir Máquina 1 Máquina 2


Julio o.k. o.k. o.k. 138,30 3.150,00 1.224,00 4.512,30
Agosto o.k. o.k. o.k. 123,00 1.225,00 476,00 1.824,00


Septiembre o.k. o.k. o.k. 149,10 3.675,00 1.428,00 5.252,10
Octubre o.k. o.k. o.k. 149,40 4.025,00 1.564,00 5.738,40


Noviembre o.k. o.k. o.k. 175,50 3.675,00 1.428,00 5.278,50
Diciembre o.k. o.k. o.k. 7,50 3.500,00 1.360,00 4.867,50


Subtotales: 742,80 19.250,00 7.480,00 27.472,80


PERÍODO Demanda Dem.Corr. Disponible
Julio 820 820 1.281


Agosto 1.340 1.340 1.750
Septiembre 2.660 2.660 3.157


Octubre 4.200 4.200 4.698
Noviembre 5.520 5.520 6.105
Diciembre 7.420 7.420 7.445


Observación 1: Las celdas en amarillo son los "inputs" del problema


Observación 2: La demanda corregida NO incluye el estoc inicial,
     ya que éste se incluye en produc. disponible.


ACUMULADOS


PRODUCCIÓN


Costes unitarios mensuales (€)


FACTIBILIDAT


CAPACIDADES MENSUALES


Plan de Producción


0


1.000


2.000


3.000


4.000


5.000


6.000


7.000


8.000


Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre
Mes


U
ni


da
de


s


Demanda Ac.
Dem.Corr. Ac.
Disponible Ac.


7.420 9.900 7.420 7.370
7.445


COSTE
TOTAL (€)


Elaboración Intuitiva de un Plan Maestro de Producción
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A fin de agilizar la planificación de la producción, usaremos el fichero Planif_Intuit.xls. A partir 
del enunciado anterior podemos calcular la demanda neta total, que será de 7.345 (7.420 – 75) 
unidades. Cómo en total disponemos de 110 días laborables, la tasa media de producción 
diaria es de aprox. 67 unidades. Multiplicando esta tasa por el número de días laborables de 
cada mes obtenemos la producción mensual, la cual distribuiremos entre las máquinas 1 y 2 
según se muestra en la hoja (“apurando” las capacidades de la máquina 1, cuyo uso es más 
económico, antes de utilizar la máquina 2):  


Vemos pues que: el plan propuesto es totalmente factible (no se ha disparado ninguna de las 
“alarmas” que avisarían de una eventual ruptura de estocs o de una propuesta de producción 
excesiva para las capacidades reales), supondrá la producción total de 7.370 unidades (67 por 
día x 110 días), con un estoc final de 25 unidades y con un coste total de 27.472,80 €. En el 
gráfico incluído en la hoja se puede observar la evolución de las tres líneas (demanda 
acumulada, demanda corregida acumulada y producción acumulada).  


Es evidente que este plan, a pesar de ser factible, no es óptimo: al producir a una tasa diaria 
constante (independientemente de que la demanda de ese mes sea mayor o menor), 
obtenemos un nivel de estocs que se situa, en muchos períodos, bastante por encima del nivel 
ideal (estoc de seguirdad). Ello acarrea como consecuencia unos costes de posesión elevados. 


b) Hallar un segundo plan que, siendo factible, mejore el anterior (tenga un coste menor). 


A fin de obtener un plan de producción mejor, propondremos ajustar más la producción a la 
demanda mensual, de forma que se evite, en lo posible, producir mucho en meses en los que 
la demanda es más baja. En cualquier caso, no debemos olvidar las limitaciones de capacidad 
que tenemos, ni tampoco la táctica anterior de “apurar” la capacidad productiva de la máquina 
1 antes de pasar a usar la 2.  


Máquina 1 Máquina 2 % estoc segur. Estoc Inicial
Capacidades (unidades/día): 50 40 75


PERÍODO Demanda Días Labor. Máquina 1 Máquina 2 C-Total Estoc.Segurid. Dem.Corr. Máquina 1 Máquina 2 P-Total Estoc Final
Julio 820 18 900 720 1.620 820 900 900 155


Agosto 520 7 350 280 630 520 350 15 365
Septiembre 1.320 21 1.050 840 1.890 1.320 1.050 270 1.320


Octubre 1.540 23 1.150 920 2.070 1.540 1.150 391 1.541 1
Noviembre 1.320 21 1.050 840 1.890 1.320 1.050 369 1.419 100
Diciembre 1.900 20 1.000 800 1.800 1.900 1.000 800 1.800


Subtotales: 110 5.500 4.400 5.500 1.845
Disponible:


Posesión Diferir Màquina 1 Màquina 2
0,30 1,25 3,50 4,00


COSTES (€)
PERÍODO Estoc Segur. Máquina 1 Máquina 2 Possessió Diferir Máquina 1 Máquina 2


Julio o.k. o.k. o.k. 46,50 3.150,00 3.196,50
Agosto o.k. o.k. o.k. 1.225,00 60,00 1.285,00


Septiembre o.k. o.k. o.k. 3.675,00 1.080,00 4.755,00
Octubre o.k. o.k. o.k. 0,30 4.025,00 1.564,00 5.589,30


Noviembre o.k. o.k. o.k. 30,00 3.675,00 1.476,00 5.181,00
Diciembre o.k. o.k. o.k. 3.500,00 3.200,00 6.700,00


Subtotales: 76,80 19.250,00 7.380,00 26.706,80


PERÍODO Demanda Dem.Corr. Disponible
Julio 820 820 975


Agosto 1.340 1.340 1.340
Septiembre 2.660 2.660 2.660


Octubre 4.200 4.200 4.201
Noviembre 5.520 5.520 5.620
Diciembre 7.420 7.420 7.420


Observación 1: Las celdas en amarillo son los "inputs" del problema


Observación 2: La demanda corregida NO incluye el estoc inicial,
     ya que éste se incluye en produc. disponible.


ACUMULADOS


PRODUCCIÓN


Costes unitarios mensuales (€)


FACTIBILIDAT


CAPACIDADES MENSUALES


Plan de Producción


0


1.000


2.000


3.000


4.000


5.000


6.000


7.000


8.000


Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre
Mes
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COSTE
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Elaboración Intuitiva de un Plan Maestro de Producción


 


En base a estos criterios, podemos ir “jugando” con las celdas que definen la producción 
mensual de cada máquina, con lo que obtendremos una serie de planes. El siguiente es uno de 
ellos, resulta factible, produce un total de 7.345 unidades (justo las que realmente 
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necesitamos), y tiene un coste total de 26.706,80 € (notar la sensible disminución en concepto 
de costes de posesión respecto al plan anterior): 


c) Supongamos ahora que la empresa decide trabajar con un estoc de seguridad variable 
consistente en el 15% de la demanda prevista para cada mes. Determinar un plan que, 
siendo factible, mantenga el nivel de estoc final previsto por encima del estoc de seguridad. 
Dado que queremos mantener un estoc mínimo, deberemos satisfacer la demanda 
corregida a final de cada mes. Esta demanda corregida totaliza 7.705 unidades, de las 
cuales 75 ya han sido fabricadas (estoc inicial), por lo que deberemos producir un total de 
7.630 nuevas unidades. A continuación se muestra un plan factible que “respeta” en todo 
momento los estocs mínimos exigidos: 


 


Máquina 1 Máquina 2 % estoc segur. Estoc Inicial
Capacidades (unidades/día): 50 40 15 75


PERÍODO Demanda Días Labor. Máquina 1 Máquina 2 C-Total Estoc.Segurid. Dem.Corr. Máquina 1 Máquina 2 P-Total Estoc Final
Julio 820 18 900 720 1.620 123 943 900 900 155


Agosto 520 7 350 280 630 78 475 350 93 443 78
Septiembre 1.320 21 1.050 840 1.890 198 1.440 1.050 390 1.440 198


Octubre 1.540 23 1.150 920 2.070 231 1.573 1.150 423 1.573 231
Noviembre 1.320 21 1.050 840 1.890 198 1.287 1.050 424 1.474 385
Diciembre 1.900 20 1.000 800 1.800 285 1.987 1.000 800 1.800 285


Subtotales: 110 5.500 4.400 5.500 2.130
Disponible:


Posesión Diferir Màquina 1 Màquina 2
0,30 1,25 3,50 4,00


COSTES (€)
PERÍODO Estoc Segur. Máquina 1 Máquina 2 Possessió Diferir Máquina 1 Máquina 2


Julio o.k. o.k. o.k. 46,50 3.150,00 3.196,50
Agosto o.k. o.k. o.k. 23,40 1.225,00 372,00 1.620,40


Septiembre o.k. o.k. o.k. 59,40 3.675,00 1.560,00 5.294,40
Octubre o.k. o.k. o.k. 69,30 4.025,00 1.692,00 5.786,30


Noviembre o.k. o.k. o.k. 115,50 3.675,00 1.696,00 5.486,50
Diciembre o.k. o.k. o.k. 85,50 3.500,00 3.200,00 6.785,50


Subtotales: 399,60 19.250,00 8.520,00 28.169,60


PERÍODO Demanda Dem.Corr. Disponible
Julio 820 943 975


Agosto 1.340 1.418 1.418
Septiembre 2.660 2.858 2.858


Octubre 4.200 4.431 4.431
Noviembre 5.520 5.718 5.905
Diciembre 7.420 7.705 7.705


Observación 1: Las celdas en amarillo son los "inputs" del problema


Observación 2: La demanda corregida NO incluye el estoc inicial,
     ya que éste se incluye en produc. disponible.


ACUMULADOS


PRODUCCIÓN


Costes unitarios mensuales (€)


FACTIBILIDAT


CAPACIDADES MENSUALES
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Elaboración Intuitiva de un Plan Maestro de Producción


 
Ejemplo 2:   Se trata de planificar la producción anual de una empresa de Sabadell, tomando 
como unidad temporal el mes a partir de la demanda prevista y los días laborables de cada 
mes: 
 Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Sep Oct Nov Dic 
Dem. 800 650 900 700 1050 1400 1600 1550 1350 1250 700 900 
Labor. 18 14 19 17 17 12 14 0 17 18 19 18 


En cada día de producción se pueden fabricar hasta 50 unidades, producción que puede 
incrementarse en un 16% vía horas extras, con un sobrecoste adicional de 0,4 €/unidad. Caso 
de no ser suficiente, podemos subcontratar producción en un taller externo, con un sobrecoste 
de 0,6 €/unidad, si bien de forma limitada: durante los primeros cuatro meses se pueden 
subcontratar un tope de 800 unidades/mes; en mayo y junio, un máximo de 400 unidades/mes; 
entre julio y octubre, ninguna, mientras que en noviembre y diciembre, un tope de 200 
unidades/mes.  
El estoc inicial es de 400 unidades, y el estoc remanente a final de mes supone un coste de 
posesión de 0,3 €/unidad.  
a) Diseñar un plan suponiendo que la demanda estimada vaya a coincidir con la real, y 


sabiendo que el coste de diferir la entrega es de 3 € por unidad y mes. 
 


Proyecto e-Math  5   
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 







                                                               Técnicas de Planificación Agregada 
 
 
Utilizaremos nuevamente el fichero Planif_Intuit.xls, si bien ahora iremos a la hoja 
correspondiente al ejemplo 2. A continuación presentamos un plan en el cual se difiere la 
entrega de 90 unidades durante el mes de octubre. El coste total del mismo es de 6.559 €, y se 
puede observar cómo el programa nos avisa de la ruptura de estocs que se produce en el 
citado mes. Por lo demás, el plan es factible, se producen un total de 12.610 unidades (que 
junto con el estoc inicial superan la cantidad demandada), y al final del mismo quedará un 
estoc de 160 unidades. Es interesante notar la evolución de las tres líneas representadas: 


 


Unid./día % C. Ext.1 % estoc mín. Estoc inicial
50 16 20 400


CAPACIDADES PRODUCCIÓN
PERIODO Demanda Días Lab. Normal Extra 1 Extra 2 Estoc mín.Dem. Corr. Normal Extra 1 Extra 2 P-Total Estoc final


Enero 800 18 900 144 800 130 930 900 900 500
Febrero 650 14 700 112 800 180 700 700 112 266 1.078 928


Marzo 900 19 950 152 800 140 860 950 152 800 1.902 1.930
Abril 700 17 850 136 800 210 770 850 136 800 1.786 3.016
Mayo 1.050 17 850 136 400 280 1.120 850 136 400 1.386 3.352
Junio 1.400 12 600 96 400 320 1.440 600 96 400 1.096 3.048
Julio 1.600 14 700 112 310 1.590 700 112 812 2.260


Agosto 1.550 270 1.510 710
Septiembre 1.350 17 850 136 250 1.330 850 136 986 346


Octubre 1.250 18 900 144 140 1.140 900 144 1.044 140
Noviembre 700 19 950 152 200 180 740 740 740 180
Diciembre 900 18 900 144 200 160 880 880 880 160


Subtotales: 9.150 1.464 4.400 8.920 1.024 2.666
Total Disponible:


Observación: las celdas en amarillo representan los "inputs" del problema
Posesión Diferir Cap. Extra 1Cap. Extra 2


0,30 3,00 0,40 0,60


Demanda Dem.Corr. Disponible Estoc mín. Cap. Normal Cap.Extra1Cap.Extra2 Posesión Diferir Cap.Extra1 Cap.Extra2
Enero 800 930 1.300 o.k. o.k. o.k. o.k. 150,00 150,00
Febrero 1.450 1.630 2.378 o.k. o.k. o.k. o.k. 278,40 44,80 159,60 482,80
Marzo 2.350 2.490 4.280 o.k. o.k. o.k. o.k. 579,00 60,80 480,00 1.119,80
Abril 3.050 3.260 6.066 o.k. o.k. o.k. o.k. 904,80 54,40 480,00 1.439,20
Mayo 4.100 4.380 7.452 o.k. o.k. o.k. o.k. 1.005,60 54,40 240,00 1.300,00
Junio 5.500 5.820 8.548 o.k. o.k. o.k. o.k. 914,40 38,40 240,00 1.192,80
Julio 7.100 7.410 9.360 o.k. o.k. o.k. o.k. 678,00 44,80 722,80
Agosto 8.650 8.920 9.360 o.k. o.k. o.k. o.k. 213,00 213,00
Septiembre 10.000 10.250 10.346 o.k. o.k. o.k. o.k. 103,80 54,40 158,20
Octubre 11.250 11.390 11.390 o.k. o.k. o.k. o.k. 42,00 57,60 99,60
Noviembre 11.950 12.130 12.130 o.k. o.k. o.k. o.k. 54,00 54,00
Diciembre 12.850 13.010 13.010 o.k. o.k. o.k. o.k. 48,00 48,00


4.971,00 409,60 1.599,60 6.980,20


Total Capacidad:


SUBTOTALES (Eur):


ACUMULADOS FACTIBILIDAD DEL PLAN COSTES TOTALES (Euros)


COSTES UNITARIOS (Euros):


 


12.850 183 13.010 12.610
15.014 13.010


COSTE
TOTAL (Eur)


Ejemplo 2 de elaboración intuitiva de un plan maestro de producción


 
b) Diseñar un plan suponiendo que al final de cada mes queremos mantener un estoc de 


seguridad equivalente al 20% de la demanda del mes siguiente (tomar 160 unidades para 
diciembre). 
 


En este apartado, deberemos satisfacer la demanda corregida al final de cada mes. En la 
imagen inferior aparece un plan que resultará ser el óptimo cuando exigimos un estoc de 
seguridad del 20%: 
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Unid./día % C. Ext.1 % estoc mín. Estoc inicial


50 16 20 400


CAPACIDADES PRODUCCIÓN


PERIODO Demanda Días Lab. Normal Extra 1 Extra 2 Estoc mín. Dem. Corr. Normal Extra 1 Extra 2 P-Total Estoc final


Enero 800 18 900 144 800 130 930 900 900 500


Febrero 650 14 700 112 800 180 700 700 112 266 1.078 928


Marzo 900 19 950 152 800 140 860 950 152 800 1.902 1.930


Abril 700 17 850 136 800 210 770 850 136 800 1.786 3.016


Mayo 1.050 17 850 136 400 280 1.120 850 136 400 1.386 3.352


Junio 1.400 12 600 96 400 320 1.440 600 96 400 1.096 3.048


Julio 1.600 14 700 112 310 1.590 700 112 812 2.260


Agosto 1.550 270 1.510 710


Septiembre 1.350 17 850 136 250 1.330 850 136 986 346


Octubre 1.250 18 900 144 140 1.140 900 144 1.044 140


Noviembre 700 19 950 152 200 180 740 740 740 180


Diciembre 900 18 900 144 200 160 880 880 880 160


Subtotales: 9.150 1.464 4.400 8.920 1.024 2.666


Total Disponible:


Observación: las celdas en amarillo representan los "inputs" del problema


Posesión Diferir Cap. Extra 1 Cap. Extra 2


0,30 3,00 0,40 0,60


Demanda Dem.Corr. Disponible Estoc mín. Cap. Normal Cap.Extra1 Cap.Extra2 Posesión Diferir Cap.Extra1 Cap.Extra2


Enero 800 930 1.300 o.k. o.k. o.k. o.k. 150,00 150,00


Febrero 1.450 1.630 2.378 o.k. o.k. o.k. o.k. 278,40 44,80 159,60 482,80


Marzo 2.350 2.490 4.280 o.k. o.k. o.k. o.k. 579,00 60,80 480,00 1.119,80


Abril 3.050 3.260 6.066 o.k. o.k. o.k. o.k. 904,80 54,40 480,00 1.439,20


Mayo 4.100 4.380 7.452 o.k. o.k. o.k. o.k. 1.005,60 54,40 240,00 1.300,00


Junio 5.500 5.820 8.548 o.k. o.k. o.k. o.k. 914,40 38,40 240,00 1.192,80


Julio 7.100 7.410 9.360 o.k. o.k. o.k. o.k. 678,00 44,80 722,80


Agosto 8.650 8.920 9.360 o.k. o.k. o.k. o.k. 213,00 213,00


Septiembre 10.000 10.250 10.346 o.k. o.k. o.k. o.k. 103,80 54,40 158,20


Octubre 11.250 11.390 11.390 o.k. o.k. o.k. o.k. 42,00 57,60 99,60


Noviembre 11.950 12.130 12.130 o.k. o.k. o.k. o.k. 54,00 54,00


Diciembre 12.850 13.010 13.010 o.k. o.k. o.k. o.k. 48,00 48,00


4.971,00 409,60 1.599,60 6.980,20


Total Capacidad:


SUBTOTALES (Eur):


ACUMULADOS FACTIBILIDAD DEL PLAN COSTES TOTALES (Euros)


COSTES UNITARIOS (Euros):


Gráfico del plan


0


2.000


4.000


6.000


8.000


10.000


12.000


14.000


Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre


Mes


U
ni


da
de


s


Demanda Dem.Corr. Prod.Disp.


12.850 183 13.010 12.610


15.014 13.010


COSTE


TOTAL (Eur)


Ejemplo 2 de elaboración intuitiva de un plan maestro de producción


 
 
El coste de este plan asciende a 6.980,20 €, en él se producen un total de 12.610 unidades (es 
decir, volverán a sobrar 160), aunque, a diferencia del anterior, este plan siempre mantiene 
unos niveles de estoc por encima del nivel que marca el estoc mínimo exigido (lo cual explica el 
mayor coste, debido a los costes de posesión de este inventario “extra”). 


 
Proyecto e-Math  7   
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 







                                                               Técnicas de Planificación Agregada 
 
 
PLANIFICACIÓN ÒPTIMA (PROBLEMA DEL TRANSPORTE)_____________ 
 


Con la planificación intuitiva, y usando una hoja de cálculo como la anterior, es fácil generar y 
evaluar nuevos planes maestros de producción (PMP), pero la calidad de éstos dependerá 
completamente de la habilidad, la experiencia y la inspiración del planificador. 


Otra posibilidad más fiable para encontrar un buen plan de producción se basa en la aplicación 
a la planificación del llamado problema del transporte, uno de los modelos más conocidos de la 
programación lineal. En síntesis, la cuestión a resolver consiste en transportar, con un coste 
mínimo, capacidad de producción des de un período determinado a otro en en que haya una 
demanda por cubrir. Es necesario, pues, identificar tres conjuntos: 


1. Un conjunto de fábricas u orígenes desde donde transportar la producción: son los 
pares compuestos por los diversos períodos de tiempo y el tipo de recurso usado 
en la producción. 


2. Un conjunto de destinos a los cuales hay que trasportar la producción:  són las 
cantidades de la dem. corregida o de la demanda (según haya o no estocs 
mínimos) para cada período. 


3. Unos costes unitarios de transporte, uno por cada par origen-destino: son los 
costes variables derivados del uso de los diferentes recursos de producción más 
los costes derivados de la posesión de estocs y, si se considera,  los de diferir la 
entrega. 


Los costes de producción se han de definir teniendo en cuenta que sólo aparecerán costes 
estrictamente directos; es decir, que si no se usa el recurso no habrá coste, y si se utiliza, el 
coste será proporcional a la cantidad de recurso utilizada. De esta forma, el salario fijo de los 
trabajadores no se habrá de contar como coste de producción, ya que lo tendremos que pagar 
de igual forma. En cambio, las horas extra, las primas y similares si se deberán considerar.  


Por lo que respecta al  transporte, éste tiene dos sentidos: el transporte hacia el futuro (usar 
capacidad de enero para cubrir la demanda de mayo, por ejemplo) tiene un sentido claro ya 
que se trata de acumular material en el almacen; por tanto, su coste será el de posesión del 
estoc. El transporte hacia el pasado representa la situación inversa, es decir, usar capacidad 
de mayo para cubrir la demanda de enero, lo cual equivale a decir que no serviremos la 
demanda de enero hasta mayo (retraso en la entrega del pedido). Por tanto, el coste de este 
tipo de transporte será el coste de diferir (si no se permite esta opción, siempre podemos 
asignar un valor infinito a este tipo de coste, con lo que eliminamos esta opción). 


Así, en el ejemplo 2 del apartado anterior, tendríamos: 
 


1.  Orígenes: 
31 orígenes diferentes, uno por cada tipo de producción diferente y mes, incluyendo el 
estoc inicial como producción 0, y contando con que en agosto no hay capacidad de 
ningún tipo, y que entre julio y octubre no hay producción del tipo Extra 2. 


2.  Destinos: Los 12 meses del horizonte de planificación 


3.  Costes de producción En el caso de la producción Extra 1 y Extra 2, son de 0,40 y 0,60 Eur/unidad 
respectivamente.  


4.  Costes de transporte: Hacia el futuro    costes de estoc, 0,30 Eur/unidad-mes 
Hacia el pasado    costes de diferir, 3 Eur/unitdad-mes 


 
Veamos a continuación cómo podemos aplicar este método a los ejemplos anteriores, a fin de 
calcular los planes maestros de producción que resultan ser óptimos en cada caso: 
 
Ejemplo 1:    Volviendo al caso de JOVÉ & FARRÉ, se pretende ahora hallar el plan óptimo de 
producción cuando: 


 
a) La demanda estimada se supone exacta y, por tanto, se permite difereir la entrega si ello 


es rentable. 
 


 
Proyecto e-Math  8   
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 







                                                               Técnicas de Planificación Agregada 
 
Usaremos el fichero Planif_Exac.xls, el cual hace uso de la macro Solver. A continuación se 
muestra el plan óptimo obtenido para este ejemplo, el cual tiene un coste total de 26.706,50 €. 
Observar que la única restricción que hacemos respecto a la entrega es que a final de año 
debemos haber satisfecho la totalidad de la demanda prevista: 


"Inputs" (celdas con fondo amarillo):
Días Laborab. Demanda Estoc Segur. Dem.Corr.


75 Julio 18 820 820
0,30 Agosto 7 520
3,50 Septiembre 21 1.320 1.320
4,00 Octubre 23 1.540 1.540


Noviembre 21 1.320 1.320
50 Diciembre 20 1.900 1.900
40


1,25


Coste de "transporte" unitario:


ORÍGENES Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre
Estoc Inicial 0,30 0,60 0,90 1,20 1,50


Jul-Máquina 1 3,50 3,80 4,10 4,40 4,70 5,00
Jul-Máquina 2 4,00 4,30 4,60 4,90 5,20 5,50


Ago-Máquina 1 4,75 3,50 3,80 4,10 4,40 4,70
Ago-Máquina 2 5,25 4,00 4,30 4,60 4,90 5,20
Sep-Máquina 1 6,00 4,75 3,50 3,80 4,10 4,40
Sep-Máquina 2 6,50 5,25 4,00 4,30 4,60 4,90
Oct-Máquina 1 7,25 6,00 4,75 3,50 3,80 4,10
Oct-Máquina 2 7,75 6,50 5,25 4,00 4,30 4,60
Nov-Máquina 1 8,50 7,25 6,00 4,75 3,50 3,80
Nov-Máquina 2 9,00 7,75 6,50 5,25 4,00 4,30
Dic-Máquina 1 9,75 8,50 7,25 6,00 4,75 3,50
Dic-Máquina 2 10,25 9,00 7,75 6,50 5,25 4,00


Plan de Producción Óptimo ("output"):


ORÍGENES Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre Enviado Capacidad
Estoc Inicial 75 <= 75


Jul-Máquina 1 900 <= 900
Jul-Máquina 2 <= 720


Ago-Máquina 1 350 <= 350
Ago-Máquina 2 15 <= 280
Sep-Máquina 1 1.050 <= 1.050
Sep-Máquina 2 270 <= 840
Oct-Máquina 1 1.150 <= 1.150
Oct-Máquina 2 390 <= 920
Nov-Máquina 1 1.050 <= 1.050
Nov-Máquina 2 370 <= 840
Dic-Máquina 1 1.000 <= 1.000
Dic-Máquina 2 800 <= 800


Total Recibido 820 520 1.320 1.540 1.320 1.900
>= >= >= >= >= >=


Total Demanda 820 520 1.320 1.540 1.320 1.900


Juliol Agost Setembre Octubre Novembre Desembre TOTAL (€)
Costes 1 (€) 2.607,50 1.874,00 4.755,00 5.585,00 4.805,00 7.080,00 26.706,50
Costes 2 (€)


Total (€) 2.607,50 1.874,00 4.755,00 5.585,00 4.805,00 7.080,00 26.706,50


Observación:  Los Costes 2 reflejan los costes de posesión de los estocs de seguridad


Capac.Máq.2(unid/día)
Coste diferir unit.-mes (€)


DESTINOS


DESTINOS


Estoc Inicial (unidades)
Coste Posesión Unit. (€)


Coste prod. unit. Máq. 1 (€)
Coste prod. unit. Máq. 2 (€)


% Estoc Seguretat
Capac.Máq.1(unid/día)


520


110 7.420 7.420


75
745 155


350
15


1.050
270


1.150
390


950 100
370


1.000
800


7.420


Plan  de  Producción  Óptimo     -    Método  del  Transporte


Observación: si se cambian los "inputs" es necesario volver a ejecutar la macro Solver


 
b) Se utilizan los estocs de seguridad (i.e., se exige un nivel de estoc mínimo a final de cada 


mes). 
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En esta ocasión deberemos exigir que se satisfaga la demanda corregida a final de cada mes. 
Ello lo haremos en dos partes: por un lado, exigiremos que a final de año se haya satisfecho la 
demanda corregida de cada período, y por otro, impediremos que se pueda diferir la entrega 
asignando un valor muy elevado al coste de diferir. El resultado es el siguiente: 


"Inputs" (celdas con fondo amarillo):
Días Laborab. Demanda Estoc Segur. Dem.Corr.


75 Julio 18 820 123 943
0,30 Agosto 7 520 78 475
3,50 Septiembre 21 1.320 198 1.440
4,00 Octubre 23 1.540 231 1.573


15 Noviembre 21 1.320 198 1.287
50 Diciembre 20 1.900 285 1.987
40


99.999,00


Coste de "transporte" unitario:


ORÍGENES Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre
Estoc Inicial 0,30 0,60 0,90 1,20 1,50


Jul-Máquina 1 3,50 3,80 4,10 4,40 4,70 5,00
Jul-Máquina 2 4,00 4,30 4,60 4,90 5,20 5,50


Ago-Máquina 1 100.002,50 3,50 3,80 4,10 4,40 4,70
Ago-Máquina 2 100.003,00 4,00 4,30 4,60 4,90 5,20
Sep-Máquina 1 200.001,50 100.002,50 3,50 3,80 4,10 4,40
Sep-Máquina 2 200.002,00 100.003,00 4,00 4,30 4,60 4,90
Oct-Máquina 1 300.000,50 200.001,50 100.002,50 3,50 3,80 4,10
Oct-Máquina 2 300.001,00 200.002,00 100.003,00 4,00 4,30 4,60
Nov-Máquina 1 399.999,50 300.000,50 200.001,50 100.002,50 3,50 3,80
Nov-Máquina 2 400.000,00 300.001,00 200.002,00 100.003,00 4,00 4,30
Dic-Máquina 1 499.998,50 399.999,50 300.000,50 200.001,50 100.002,50 3,50
Dic-Máquina 2 499.999,00 400.000,00 300.001,00 200.002,00 100.003,00 4,00


Plan de Producción Óptimo ("output"):


ORÍGENES Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre Enviado Capacidad
Estoc Inicial 75 <= 75


Jul-Máquina 1 900 <= 900
Jul-Máquina 2 <= 720


Ago-Máquina 1 350 <= 350
Ago-Máquina 2 93 <= 280
Sep-Máquina 1 1.050 <= 1.050
Sep-Máquina 2 390 <= 840
Oct-Máquina 1 1.150 <= 1.150
Oct-Máquina 2 423 <= 920
Nov-Máquina 1 1.050 <= 1.050
Nov-Máquina 2 424 <= 840
Dic-Máquina 1 1.000 <= 1.000
Dic-Máquina 2 800 <= 800


Total Recibido 943 475 1.440 1.573 1.287 1.987
>= >= >= >= >= >=


Total Demanda 943 475 1.440 1.573 1.287 1.987


Juliol Agost Setembre Octubre Novembre Desembre TOTAL (€)
Costes 1 (€) 3.150,00 1.606,60 5.235,00 5.717,00 4.716,50 7.410,60 27.835,70
Costes 2 (€) 36,90 23,40 59,40 69,30 59,40 85,50 333,90


Total (€) 3.186,90 1.630,00 5.294,40 5.786,30 4.775,90 7.496,10 28.169,60


Observación:  Los Costes 2 reflejan los costes de posesión de los estocs de seguridad


Capac.Máq.2(unid/día)
Coste diferir unit.-mes (€)


DESTINOS


DESTINOS


Estoc Inicial (unidades)
Coste Posesión Unit. (€)


Coste prod. unit. Máq. 1 (€)
Coste prod. unit. Máq. 2 (€)


% Estoc Seguretat
Capac.Máq.1(unid/día)


110 7.420 7.705


43 32
900


350
93


1.050
390


1.150
423


863 187
424


1.000
800


7.705


Plan  de  Producción  Óptimo     -    Método  del  Transporte


Observación: si se cambian los "inputs" es necesario volver a ejecutar la macro Solver


 
También hubiéramos podido usar el programa LINDO para obtener el plan óptimo. A 
continuación se muestra un posible planteamiento y parte del “output” que se obtiene con dicho 
programa: 
 


 
Proyecto e-Math  10   
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 







                                                               Técnicas de Planificación Agregada 
 
TITLE DETERMINACIÓN PLAN MAESTRO DE PRODUCCIÓN DE JOVÉ&FARRÉ 
! Hipótesis:  Mantendremos un estoc de seguridad del 15% 
 
! Variables principales: producción de cada mes: 
! JUL1, JUL2, AGO1, AGO2, SEP1, SEP2, OCT1, OCT2, NOV1, NOV2, DIC1, DIC2 
 
! Variables auxiliares: estoc a final de cada mes 
! STOCKJUL, STOCKAGO, STOCKSEP, STOCKOCT, STOCKNOV, STOCKDIC 
 
! Función objetivo: min. costes totales = costes Jul + costes Ago + ... 
MIN  3.5 JUL1 + 4 JUL2 + 0.3 STOCKJUL + 
 3.5 AGO1 + 4 AGO2 + 0.3 STOCKAGO + 
 3.5 SEP1 + 4 SEP2 + 0.3 STOCKSEP + 
 3.5 OCT1 + 4 OCT2 + 0.3 STOCKOCT + 
 3.5 NOV1 + 4 NOV2 + 0.3 STOCKNOV +  
 3.5 DIC1 + 4 DIC2 + 0.3 STOCKDIC 
 
SUBJECT TO 
 
! Definición de cada uno de los estocs: 
 STOCKJUL            - JUL1 - JUL2 = -  745 ! (745 = 820 - 75) 
 STOCKAGO - STOCKJUL - AGO1 - AGO2 = -  520 
 STOCKSEP - STOCKAGO - SEP1 - SEP2 = - 1320 
 STOCKOCT - STOCKSEP - OCT1 - OCT2 = - 1540 
 STOCKNOV - STOCKOCT - NOV1 - NOV2 = - 1320 
 STOCKDIC - STOCKNOV - DIC1 - DIC2 = - 1900 
 
! A final de cada mes,  
! produc. + estoc inic. del mes, proveniente del mes anterior >= demanda 
 JUL1 + JUL2            >=  745 
 AGO1 + AGO2 + STOCKJUL >=  520 
 SEP1 + SEP2 + STOCKAGO >= 1320 
 OCT1 + OCT2 + STOCKSEP >= 1540 
 NOV1 + NOV2 + STOCKOCT >= 1320 
 DIC1 + DIC2 + STOCKNOV >= 1900  
 
! Producción mensual limitada por nuestra capacidad: 
 JUL1 <=  900 JUL2 <= 720 
 AGO1 <=  350 AGO2 <= 280 
 SEP1 <= 1050 SEP2 <= 840 
 OCT1 <= 1150 OCT2 <= 920 
 NOV1 <= 1050 NOV2 <= 840 
 DIC1 <= 1000 DIC2 <= 800 
 
! Mensualmente, hemos de mantener unos estocs mínimos: 
 STOCKJUL >= 123  STOCKAGO >=  78 
 STOCKSEP >= 198  STOCKOCT >= 231 
 STOCKNOV >= 198  STOCKDIC >= 285 
 
END 
 
 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP     27 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
        1)      28169.60 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
      JUL1       900.000000          0.000000 
      JUL2         0.000000          0.300000 
  STOCKJUL       155.000000          0.000000 
      AGO1       350.000000          0.000000 
      AGO2        93.000000          0.000000 
  STOCKAGO        78.000000          0.000000 
      SEP1      1050.000000          0.000000 
      SEP2       390.000000          0.000000 
  STOCKSEP       198.000000          0.000000 
      OCT1      1150.000000          0.000000 
      OCT2       423.000000          0.000000 
  STOCKOCT       231.000000          0.000000 
      NOV1      1050.000000          0.000000 
      NOV2       424.000000          0.000000 
  STOCKNOV       385.000000          0.000000 
      DIC1      1000.000000          0.000000 
      DIC2       800.000000          0.000000 
  STOCKDIC       285.000000          0.000000 
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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 


Después de estudiar detalladamente los conceptos básicos de Programación Lineal ubicados en 
un contexto de aplicaciones de la Investigación Operativa en el mundo empresarial e industrial, 
se hace preciso describir cómo es posible aplicar los conceptos anteriores en diferentes 
situaciones prácticas. Este desarrollo de situaciones del mundo real constituye el auténtico 
desarrollo de la programación lineal. No se tratan de meras aplicaciones, sino del campo 
específico natural de desarrollo de la programación lineal. Sin casos prácticos como los que aquí 
se van a desarrollar no se hubiera dado el auge real de esta técnica operacional. Por otra parte, 
el conocimiento de aplicación de los principales conceptos de programación lineal permite 
plantear la resolución de nuevos casos prácticos que surgen día a día en la Empresa, la Industria 
y la Ingeniería. 
De esta forma, el objetivo de este capítulo es mostrar el vasto número de problemas de la vida 
real que pueden ser abordados mediante las técnicas de programación lineal. Presentaremos 
aplicaciones a áreas tan diversas como dirección de la producción, investigación de mercados, 
marketing, logística, finanzas, etc. En todos esos ámbitos, la programación lineal se revela como 
herramienta insustituible en la toma de decisiones. 
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OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Conocimiento detallado de la Programación Lineal en el mundo real. 
• Conocimiento detallado de los principales problemas que resuelve la Programación Lineal. 
• Adquisición de habilidades para el planteamiento y resolución de nuevos casos reales. 
• Manejo del paquete LINDO en la resolución de casos reales. 


 


 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 


Se recomienda haber leído los mathblocks de Introducción a la Investigación Operativa y de 
Programación Lineal y Programación Lineal Entera con Excel y LINDO. 
 


 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


 Programación lineal y método simplex: 
 
Una vez se tiene un concepto general de lo que es la programación lineal, es importante 
conocer la forma de actuación particular de los algoritmos que resuelven programas lineales. 
De entre todos los algoritmos destaca por su importancia histórica y práctica el método 
simplex. Dicho método fue desarrollado por Dantzig en 1947, alcanzando un éxito inusitado 
en las décadas posteriores con el desarrollo de los computadores. El conocimiento básico de 
dicho método ayuda a la comprensión de las diferentes formas de resolución de programas 
lineales. Dicho método puede ser estudiado en alguno de los manuales que se presentan a 
continuación: Hillier y Liebermann (2001) (Capítulos 4 y 5) o bien Winston (1994) (Capítulos 3 
y 4). Por otra parte, el estudio de aplicaciones de la Programación Lineal es exhaustivo en los 
textos de Hillier, Hillier y Liebermann (2000); Eppen et al.(1998); o bien de Anderson, 
Sweeney y Williams (2001). 


 
 Clasificación de las aplicaciones de PL: 


 
La Programación Lineal presenta un gran número de aplicaciones en multitud de ámbitos 
empresariales, industriales, de gestión y en general, de toma de decisiones. En este 
mathblock tan sólo se hace una exposición sucinta de las aplicaciones más clásicas. Sin 
embargo, se aconseja al lector la consulta de los documentos de Internet siguientes: 
 
http://www.fred.ifas.ufl.edu/courses/AEB5516/Lectures/blending.doc   
http://dsc.gsu.edu/dscthw/Optimize/LP.PDF  
 
En el primero se describen los problemas clásicos de mezclas y de la dieta, mientras en el 
segundo se desarrolla un elenco de aplicaciones que sirven muy bien para completar los 
casos aquí descritos. En otro orden de cosas, en el presente mathblock se van a desarrollar 
campos de aplicación de la programación lineal en los ámbitos siguientes: Marketing, 
Producción, Asignación de Tareas, Finanzas, Logística y Mezclas. Esta clasificación no es 
exhaustiva: existen otros muchos campos de aplicación de la Programación Lineal que aquí 
no aparecen citados, todos ellos relacionados con tomas de decisiones operativas y tácticas 
en la gestión empresarial. En algún caso, también aparecen aplicaciones en tomas de 
decisiones estratégicas. 
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APLICACIONES DE LA PROGRAMACIÓN LINEAL EN MARKETING_______   __ 
  


SELECCIÓN DE MEDIOS PUBLICITARIOS 
 


La Programación Lineal se utiliza en el campo del marketing y la publicidad como una 
herramienta que nos permite determinar cuál es la combinación más efectiva de medios para 
anunciar nuestros productos. En muchas ocasiones partiremos de un presupuesto para 
publicidad fijo y nuestro objetivo será distribuirlo entre las distintas opciones que se nos ofrecen 
(televisión, radio, periódicos, revistas, etc.) de forma que nuestros productos tengan la mayor 
difusión posible. En otros casos, las restricciones no serán presupuestarias sino que vendrán 
dadas por la disponibilidad de cada medio y por las  políticas publicitarias de nuestra propia 
empresa. 


 
Supongamos, por ejemplo, que trabajamos para una cadena nacional de bingos, el director de la 
cual nos otorga un presupuesto de 8.000 €  por semana para publicidad. Este dinero debe 
dedicarse a publicar anuncios en cuatro tipos de medios de difusión:  TV, periódicos, y dos 
emisoras de radio. Nuestro objetivo final no será otro que el de conseguir la mayor audiencia 
posible. En el cuadro que se muestra a continuación se recoge información referente a la 
audiencia esperada por anuncio, el coste del mismo, y el nº máximo de anuncios que es posible 
insertar en cada medio por semana: 


 
MEDIO AUDIENCIA POR ANUNCIO COSTE POR ANUNCIO (€) Nº MÁXIMO POR SEMANA 


TV 5.000 800 12 
Periódico 8.500 925 5 
Radio 1 2.400 290 25 
Radio 2 2.800 380 20 


 
Además, los acuerdos contractuales de nuestra empresa requieren la contratación al menos 5 
anuncios de radio por semana, aunque la dirección insiste en no dedicar a este medio más de 
1.800 € por semana. Usaremos LINDO  para plantear y resolver este problema: 


 
! SELECCIÓN DE MEDIOS 
 
! X1 = "anuncios en TV por semana" 
! X2 = "anuncios en periódico por semana" 
! X3 = "anuncios en radio 1 por semana" 
! X4 = "anuncios en radio 2 por semana" 
 
MAX 5000 X1 + 8500 X2 + 2400 X3 + 2800 X4 
 
ST 
 X1 <= 12 
 X2 <=  5 
 X3 <= 25 
 X4 <= 20 
 
 800 X1 + 925 X2 + 290 X3 + 380 X4 <= 8000  
 
     X3 +     X4 >=    5 
 290 X3 + 380 X4 <= 1800 
 
END 
 
GIN 4 


 
 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP      3 
 OBJECTIVE VALUE =   67240.3047 
 
 SET       X1 TO <=     2 AT    1, BND=  0.6699E+05 TWIN= 0.6514E+05     27 
 SET       X4 TO <=     0 AT    2, BND=  0.6690E+05 TWIN= 0.6690E+05     31 
 
 NEW INTEGER SOLUTION OF    66900.0000     AT BRANCH      2 PIVOT      31 
 BOUND ON OPTIMUM:  66900.00 
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 DELETE       X4 AT LEVEL     2 
 DELETE       X1 AT LEVEL     1 
 ENUMERATION COMPLETE. BRANCHES=     2 PIVOTS=      31 
 
 LAST INTEGER SOLUTION IS THE BEST FOUND 
 RE-INSTALLING BEST SOLUTION... 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
 
        1)      66900.00 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
        X1         2.000000      -5000.000000 
        X2         5.000000      -8500.000000 
        X3         6.000000      -2400.000000 
        X4         0.000000      -2800.000000 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)        10.000000          0.000000 
        3)         0.000000          0.000000 
        4)        19.000000          0.000000 
        5)        20.000000          0.000000 
        6)        35.000000          0.000000 
        7)         1.000000          0.000000 
        8)        60.000000          0.000000 
 
 NO. ITERATIONS=      31 
 BRANCHES=    2 DETERM.=  1.000E    0 


 
 


Por tanto, la forma más efectiva de distribuir nuestro capital en base a las condiciones 
preestablecidas, será emitiendo dos anuncios semanales en televisión, 5 en el periódico, y 6 en 
la radio 1. Ello hará que unos 66.900 potenciales compradores conozcan nuestros productos. 


 
ESTUDIOS DE MERCADO 


 
La programación lineal es aplicable también a la investigación de mercados. En el siguiente 
ejemplo se muestra cómo los estadísticos pueden hacer uso de la Programación Lineal a la hora 
de diseñar encuestas: 
 
Supongamos que pretendemos realizar una encuesta para determinar la opinión de los 
españoles acerca del problema de la inmigración. A fin de que la misma sea significativa desde 
un punto de vista estadístico, exigiremos que ésta deba  cumplir los siguientes requisitos: 


 
1. Entrevistar al menos un total de 2.300 familias españolas. 
2. De las familias entrevistadas, al menos 1.000 deben cumplir que su cabeza de familia no 


supere los 30 años de edad. 
3. Al menos 600 de las familias entrevistadas tendrán un cabeza de familia con edad 


comprendida entre los 31 y los 50 años. 
4. El porcentaje de entrevistados que pertenecen a zonas con elevada tasa de inmigración no 


debe ser inferior a  un 15%  del total. 
5. Finalmente, no más de un 20% de los entrevistados mayores de 50 años pertenecerán a 


zonas con alta tasa de inmigración.  
 


Además, todas las encuestas deberán realizarse en persona. A continuación indicamos el coste 
estimado de cada encuesta según la edad del encuestado y si procede o no de una zona con 
una alta tasa de inmigración: 


 
ZONA EDAD <  31 AÑOS EDAD 31-50 EDAD  > 50 


Tasa de inmig. elevada 7.50 € 6.80 € 5.50 € 
Tasa de inmig. baja 6.90 € 7.25 € 6.10 € 


 
Obviamente, nuestro objetivo será cumplir todos los requisitos anteriores minimizando el coste: 
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! ESTUDIO DE MERCADO - ENCUESTA 
 
 
! I3 = "nº encuestados de edad <= 30 y que viven en zonas de mucha inmigración" 
! I4 = "nº encuestados de edad entre 31-50 que viven en zonas de mucha inmigración" 
! I5 = "nº encuestados de edad > 50 que viven en zonas de mucha inmigración" 
 
! N3 = "nº encuestados de edad <= 30 y que NO viven en zonas de mucha inmigración" 
! N4 = "nº encuestados de edad entre 31-50 que NO viven en zonas de mucha inmigración" 
! N5 = "nº encuestados de edad > 50 que NO viven en zonas de mucha inmigración" 
 
 
MIN 7.50 I3 + 6.80 I4 + 5.50 I5 + 6.90 N3 + 7.25 N4 +6.10 N5 
 
 
ST 
 I3 + I4 + I5 + N3 + N4 + N5 >= 2300 
 I3 +           N3           >= 1000 
      I4 +           N4      >=  600 
 
 I3 + I4 + I5 - .15 I3 - .15 I4 - .15 I5 - .15 N3 -.15 N4 - .15 N5 >= 0 
 
 I5 - .2 I5 - .2 N5 <= 0 
 
 
END  
 
GIN 6 


 
 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP      4 
 OBJECTIVE VALUE =   15166.0000 
 
 FIX ALL VARS.(    2)  WITH RC >  0.000000E+00 
 
 NEW INTEGER SOLUTION OF    15166.0000     AT BRANCH      0 PIVOT       4 
 BOUND ON OPTIMUM:  15166.00 
 ENUMERATION COMPLETE. BRANCHES=     0 PIVOTS=       4 
 
 LAST INTEGER SOLUTION IS THE BEST FOUND 
 RE-INSTALLING BEST SOLUTION... 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
 
        1)      15166.00 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
        I3         0.000000          7.500000 
        I4       600.000000          6.800000 
        I5       140.000000          5.500000 
        N3      1000.000000          6.900000 
        N4         0.000000          7.250000 
        N5       560.000000          6.100000 
 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000          0.000000 
        3)         0.000000          0.000000 
        4)         0.000000          0.000000 
        5)       395.000000          0.000000 
        6)         0.000000          0.000000 
 
 NO. ITERATIONS=       4 
 BRANCHES=    0 DETERM.=  1.000E    0 


 
Así pues, deberíamos realizar la encuesta exclusivamente  a 600 individuos del tipo I4, a 140 del 
tipo I5, a 1.000 del tipo N3 y a 560 del tipo N5. Ello supondría unos costes estimados de 15.166 
€. 
 
 


Proyecto e-Math          5 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 







  Aplicaciones de la Programación Lineal 


APLICACIONES DE LA PROGRAMACIÓN LINEAL EN PRODUCCIÓN______   __ 
 


COMBINACIÓN ÓPTIMA DE BIENES 
 


A menudo las técnicas de PL permiten decidir sobre la cantidad más adecuada que una empresa 
debe producir de cada uno de sus productos a fin maximizar los beneficios sin dejar de cumplir 
con unos determinados requisitos (financieros, de demanda, contractuales, de disponibilidad de 
materias primas, etc.). 


 
Una empresa dedicada a la elaboración y venta de ropa para hombre produce cuatro tipos de 
corbatas, una de seda, otra de poliester, y dos de poliester/algodón. La tabla siguiente muestra 
el coste de cada uno de estos materiales y su disponibilidad: 


 
MATERIAL COSTE POR METRO (€) METROS DISPONIBLES / MES 


Seda 21 800 
Poliester 6 3.000 
Algodón 9 1.600 


 
La empresa tiene contratos de larga duración para suministrar corbatas a cinco cadenas de 
tiendas de ropa. En dichos contratos se especifica que la empresa deberá suministrar unas 
cantidades mínimas mensuales de cada tipo de corbata y, que en caso de recibir una demanda 
superior al mínimo, será la propia empresa la que decida si puede o no servir la cantidad extra 
solicitada. A continuación aparecen los datos relevantes: 


 
TIPO DE 


CORBATA 
PRECIO DE 
VENTA (€) 


MÍNIMO A 
SERVIR 


DEMANDA 
MENSUAL 


METROS 
NECESARIOS 


COMPOSICIÓN 


Seda 6.70 6.000 7.000 0.125 100% seda 
Poliester 3.55 10.000 14.000 0.08 100% poliester 


Algodón # 1 4.31 13.000 16.000 0.10 50% poliester 
50% algodón 


Algodón # 2 4.81 6.000 8.500 0.10 30% poliester 
70% algodón 


 
El objetivo de la empresa es elegir el plan de producción que maximice sus beneficios 
mensuales. 


 
 Lo primero en este problema será determinar qué beneficios nos reporta cada una de las 
corbatas vendidas y fabricadas. Así por ejemplo, cada corbata de seda requiere de 0.125 metros 
de este material, a un coste de 21 € por metro, lo que nos da un coste por corbata de 2.62 €. 
Como la vendemos por 6.70 €, el beneficio que obtenemos será de 4.08 € por cada unidad 
producida y vendida. El mismo razonamiento se aplicará a los restantes tres tipos de corbata, 
con lo que obtendremos el siguiente planteamiento: 
 


! COMBINACIÓN DE BIENES A PRODUCIR 
 
! S = "Nº corbatas de seda a producir" 
! P = "Nº corbatas de poliester a producir" 
! A1 = "Nº corbatas de algodón #1 a producir" 
! A2 = "Nº corbatas de algodón #2 a producir" 
 
MAX    4.08 S + 3.07 P + 3.56 A1 + 4.00 A2 
 
ST 
            .125 S                           <=  800 
                     .08 P + .05 A1 + .03 A2 <= 3000 
                             .05 A1 + .07 A2 <= 1600 
 
  S >=  6000 
  S <=  7000 
  P >= 10000 
  P <= 14000 
 A1 >= 13000 
 A1 <= 16000 
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 A2 >=  6000 
 A2 <=  8500 
 
END  
 
GIN 4 


 
Observar que la solución a nuestro caso será producir cada mes 6.400 corbatas de seda, 14.000 
de poliéster, 16.000 de algodón #1, y 8.500 de algodón #2. Ello nos dará unos beneficios de 
160.052 € por mes. 


 
   
  LP OPTIMUM FOUND AT STEP      2 
 OBJECTIVE VALUE =   160052.000 
 
 
 NEW INTEGER SOLUTION OF    160052.000     AT BRANCH      0 PIVOT       2 
 BOUND ON OPTIMUM:  160052.0 
 ENUMERATION COMPLETE. BRANCHES=     0 PIVOTS=       2 
 
 LAST INTEGER SOLUTION IS THE BEST FOUND 
 RE-INSTALLING BEST SOLUTION... 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
 
        1)      160052.0 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
         S      6400.000000         -4.080000 
         P     14000.000000         -3.070000 
        A1     16000.000000         -3.560000 
        A2      8500.000000         -4.000000 
 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000          0.000000 
        3)       825.000000          0.000000 
        4)       204.999985          0.000000 
        5)       400.000000          0.000000 
        6)       600.000000          0.000000 
        7)      4000.000000          0.000000 
        8)         0.000000          0.000000 
        9)      3000.000000          0.000000 
       10)         0.000000          0.000000 
       11)      2500.000000          0.000000 
       12)         0.000000          0.000000 
 
 NO. ITERATIONS=       2 
 BRANCHES=    0 DETERM.=  1.000E    0 


 
 


PLANIFICACIÓN DE LA PRODUCCIÓN 
 


El  establecer un plan de producción para un período de semanas o meses resulta ser una tarea 
difícil e importante en la mayoría de las plantas de producción. El director de operaciones debe 
considerar muchos factores: mano de obra, costes de inventario y almacenamiento, limitaciones 
de espacio, demanda, etc. Por lo general la mayoría de las plantas producen más de un bien, 
con lo que la tarea anterior se complica aún más. Como veremos en el siguiente ejemplo, el 
problema de la planificación se asemeja bastante al de la combinación óptima de bienes, 
pudiendo ser el objetivo maximizar beneficios o bien minimizar los costes de producción más 
almacenamiento. 
 
La empresa Motores de Almazora, S.A.  fabrica dos tipos de motores eléctricos los cuales vende 
a la compañía Electrodomésticos Villareal, S.A. Tres veces al año, el director de compras de esta 
última empresa envía a la primera un pedido que abarca los siguientes cuatro meses. A 
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continuación se muestra una tabla con el pedido para el período enero-abril para cada modelo de 
motor: 


 
MODELO ENERO FEBRERO MARZO ABRIL 


ME3A 800 700 1.000 1.100 
ME3B 1.000 1.200 1.400 1.400 


 
La planificación de la producción en Motores de Almazora, S.A. debe considerar cuatro factores: 


 
1. El deseo de producir el mismo nº de motores cada mes. Esto simplificaría la planificación y los 


horarios de trabajadores y máquinas. 
2. La necesidad de mantener lo más bajo posible los costes de estucos. Esto sugiere que en 


cada mes se ha de ajustar la producción a lo estrictamente requerido en el mismo. 
3. Limitaciones de almacenes, las cuales son de 3.300 unidades máximo de cada tipo. 
4. La política de no despidos de la compañía, la cual garantiza que un mínimo de la capacidad 


productiva estará en activo cada mes. Concretamente se asegura un nivel no inferior a las 
2.240 horas mensuales de mano de obra, pudiéndose ampliar tal recurso hasta las 2.560 
horas mensuales si fuese necesario. 
 


Deberemos tener en cuenta que los costes de producción son de 10 € por unidad de ME3A y de 
6 € por unidad de ME3B, si bien debido a un acuerdo con los sindicatos, éstos costes se 
incrementarán en un 10% a partir del 1 de marzo. Además, cada motor de tipo ME3A que 
permanezca en estoc supone un coste de 0.18 € por mes, mientras que almacenar uno de tipo 
ME3B genera un coste de 0.13 € mensuales.  


 
Por otro lado, se desea tener un inventario de seguridad de 450 ME3A y 300 ME3B a finales de 
abril. Indicar finalmente que cada ME3A requerirá de 1.3 horas de mano de obra, mientras que 
cada ME3B necesita de 0.9 horas. 


 
TITLE PLAN DE PRODUCCIÓN 
 
 
! XAi = "nº de ME3A producidos durante el mes i"   i=1,2,3,4 
! XBi = "nº de ME3B producidos durante el mes i" 
 
 
! IAi = "nº de ME3A en inventario al final del mes i" 
! IBi = "nº de ME3B en inventario al final del mes i" 
 
 
MIN 10XA1 + 10XA2 + 11XA3 + 11XA4 + 6XB1 + 6XB2 + 6.6XB3 + 6.6XB4 + 
 
  .18IA1 + .18IA2 + .18IA3 + .18IA4 + .13IB1 + .13IB2 + .13IB3 + .13IB4 
 
               ! costes de producción y costes de inventario 
 
 
ST 
           XA1 - IA1 =  800 ! demanda de enero 
           XB1 - IB1 = 1000 
 
           XA2 + IA1 - IA2 =  700! demanda de febrero 
           XB2 + IB1 - IB2 = 1200 
 
           XA3 + IA2 - IA3 = 1000! demanda de marzo 
           XB3 + IB2 - IB3 = 1400 
 
           XA4 + IA3 - IA4 = 1100! demanda de abril 
           XB4 + IB3 - IB4 = 1400 
 
           IA4 = 450 
           IB4 = 300 
 
           IA1 + IB1 <= 3300 
           IA2 + IB2 <= 3300 
           IA3 + IB3 <= 3300 
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           IA4 + IB4 <= 3300  
           1.3XA1 + .9XB1 >= 2240! mínimo uso de mano de obra en enero 


           1.3XA1 + .9XB1 <= 2560  


 
 mí imo uso de mano de obra en febrero            1.3XA2 + .9XB2 >= 2240! n


          1.3XA2 + .9XB2 <= 2560   
 


 mí imo uso de mano de obra en marzo            1.3XA3 + .9XB3 >= 2240! n
          1.3XA3 + .9XB3 <= 2560   


 
 mí imo uso de mano de obra en abril            1.3XA4 + .9XB4 >= 2240! n


          1.3XA4 + .9XB4 <= 2560   
 
ND E


 
GIN 16 


 
 


El ejemplo anterior nos muestra la elaboración de un plan de producción relativamente sencillo 
ya que sólo se consideran dos productos. Sin embargo, el mismo procedimiento usado aquí es 
aplicable a planes de producción con decenas de productos y centenares de restricciones. 
 
 


 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP     13 
OBJECTIVE VALUE =   76301.6172  


 
 SET      XA2 TO <=  1138 AT    1, BND= -0.7630E+05 TWIN=-0.7630E+05     48 
 SET      IB2 TO <=     0 AT    2, BND= -0.7630E+05 TWIN=-0.7630E+05     51 
 SET      IA1 TO <=   476 AT    3, BND= -0.7630E+05 TWIN=-0.1000E+31     55 
 SET      IB3 TO >=     2 AT    4, BND= -0.7630E+05 TWIN=-0.7630E+05     58 
SET      IA3 TO >=   757 AT    5, BND= -0.7630E+05 TWIN=-0.7630E+05     65  


 
6302.7188     AT BRANCH      5 PIVOT      65  NEW INTEGER SOLUTION OF    7


 BOUND ON OPTIMUM:  76301.62 
 FLIP      IA3 TO <=       756 AT    5 WITH BND=   -76302.602 
 SET      XA2 TO >=  1138 AT    6, BND= -0.7630E+05 TWIN=-0.1000E+31     65 
 SET      IA1 TO >=   476 AT    7, BND= -0.7630E+05 TWIN=-0.1000E+31     65 
 SET      IB1 TO <=     0 AT    8, BND= -0.7630E+05 TWIN=-0.1000E+31     65 
 SET      IB3 TO >=     3 AT    9, BND= -0.7630E+05 TWIN=-0.1000E+31     66 
SET      IA3 TO >=   756 AT   10, BND= -0.7630E+05 TWIN=-0.7630E+05     68  


 
 ... ...                        ... 
...                         ...                        ...  


 
 
BJECTIVE FUNCTION VALUE O


 
       1)      76301.87  


 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
       XA1      1270.000000         10.000000 
       XA2      1144.000000         10.000000 
       XA3       843.000000         11.000000 
       XA4       793.000000         11.000000 
       XB1      1010.000000          6.000000 
       XB2      1192.000000          6.000000 
       XB3      1399.000000          6.600000 
       XB4      1699.000000          6.600000 
       IA1       470.000000          0.180000 
       IA2       914.000000          0.180000 
       IA3       757.000000          0.180000 
       IA4       450.000000          0.180000 
       IB1        10.000000          0.130000 
       IB2         2.000000          0.130000 
       IB3         1.000000          0.130000 
      IB4       300.000000          0.130000  


 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000          0.000000 
        3)         0.000000          0.000000 
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        4)         0.000000          0.000000         5)         0.000000          0.000000 
        6)         0.000000          0.000000 
        7)         0.000000          0.000000 


        8)         0.000000          0.000000 


        9)         0.000000          0.000000 
       10)         0.000000          0.000000 
       11)         0.000000          0.000000 
       12)      2820.000000          0.000000 
       13)      2384.000000          0.000000 
       14)      2542.000000          0.000000 
       15)      2550.000000          0.000000 
       16)       319.999908          0.000000 
       17)         0.000085          0.000000 
       18)       319.999908          0.000000 
       19)         0.000083          0.000000 
       20)       114.999924          0.000000 
       21)       205.000076          0.000000 
       22)       319.999908          0.000000 
      23)         0.000078          0.000000  


 
 NO. ITERATIONS=     245 
 BRANCHES=   62 DETERM.=  1.000E    0 


 
 
 


APLICACIONES DE LA PROGRAMACIÓN LINEAL A LA DISTRIBUCIÓN DE 
AREAS______   ________   ________   ________   ________   ________   _____ T


 
 


ASIGNACIÓN DE TRABAJOS 
 


El objetivo aquí será asignar de la forma más eficiente posible un trabajo a cada empleado o 
máquina. Ejemplos de este tipo de asignación serían la distribución de coches patrulla por las 
calles de una ciudad o la destino de cada jefe de ventas a una determinada zona geográfica. El 
objetivo puede ser bien minimizar los tiempos o costes de desplazamiento, o bien maximizar la 


fectividad de las asignaciones.  e
 
Aparte de poder utilizar los algoritmos tradicionales (Simplex y Karmarkar), este tipo de 
problemas también puede resolverse usando técnicas especialmente diseñadas para sus 
características como el método húngaro, el cual necesita de menos iteraciones para dar con la 
olución.  s


 
Una propiedad particular de los problemas de asignación es que tanto los coeficientes 
tecnológicos cómo los términos independientes (right-hand-side) siempre toman el valor 1. 
Además, todas las variables serán binarias, tomando el valor 1 si la asignación propuesta se 
eva a cabo y 0 en caso contrario. ll


 
Veamos un ejemplo:  


 
Un gabinete de abogados tiene en su nómina cuatro hábiles licenciados en derecho a los cuales 
quiere utilizar de forma óptima asignando a cada uno el caso que más se ajuste a sus 
características. El 1 de marzo llegan a la compañía cuatro clientes en busca de asesoramiento, y 
el director del gabinete decide asignar cada caso a cada uno de sus cuatro empleados según 
sus especialidades y preferencias.  


 
A continuación se muestra una tabla donde se estima la efectividad (valorada en una escala del 
1 al 9) de cada trabajador para cada uno de los casos que presentan los clientes: 


 
ABOGADO DIVORCIO FUSIÓN 


EMPRESAS 
ABSORCIÓN 
EMPRESAS 


EXHIBICIONISMO 


A1 6 2 8 5 
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A2 9 3 5 8 
A3 4 8 3 4 
A4 6 7 6 4 


 
Para resolver esta situación, consideraremos las variables Xij, donde i = 1, 2, 3, 4 según 
abogado, y j = 1, 2, 3, 4 según caso. Así, la variable Xij tomará el valor 1 si el abogado i es 
asignado al caso j, y 0 en caso contrario. 


 
 
TITLE    DESPACHO DE ABOGADOS 
 
MAX     6X11 + 2X12 + 8X13 + 5X14 + 9X21 + 3X22 + 5X23 + 8X24 + 
        4X31 + 8X32 + 3X33 + 4X34 + 6X41 + 7X42 + 6X43 + 4X44 
 
        ! Maximizamos la efectividad total 
 
ST 
                X11 + X21 + X31 + X41 = 1          ! Caso divorcio 
                X12 + X22 + X32 + X42 = 1          ! Caso fusión 
                X13 + X23 + X33 + X43 = 1          ! Caso absorción 
                X14 + X24 + X34 + X44 = 1          ! Caso exhibicionismo 
 
                X11 + X12 + X13 + X14 = 1          ! Abogado 1 
                X21 + X22 + X23 + X24 = 1          ! Abogado 2 
                X31 + X32 + X33 + X34 = 1          ! Abogado 3 
                X41 + X42 + X43 + X44 = 1          ! Abogado 4 
 
END 
 
INT 16 ! Todas las variables son binarias 


 
 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP     14 
 OBJECTIVE VALUE =   30.0000000 
 
 FIX ALL VARS.(    9)  WITH RC >   1.00000 
 
 NEW INTEGER SOLUTION OF    30.0000000     AT BRANCH      0 PIVOT      14 
 BOUND ON OPTIMUM:  30.00000 
 ENUMERATION COMPLETE. BRANCHES=     0 PIVOTS=      14 
 
 LAST INTEGER SOLUTION IS THE BEST FOUND 
 RE-INSTALLING BEST SOLUTION... 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
 
        1)      30.00000 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
       X11         0.000000         -6.000000 
       X12         0.000000         -2.000000 
       X13         1.000000         -8.000000 
       X14         0.000000         -5.000000 
       X21         0.000000         -9.000000 
       X22         0.000000         -3.000000 
       X23         0.000000         -5.000000 
       X24         1.000000         -8.000000 
       X31         0.000000         -4.000000 
       X32         1.000000         -8.000000 
       X33         0.000000         -3.000000 
       X34         0.000000         -4.000000 
       X41         1.000000         -6.000000 
       X42         0.000000         -7.000000 
       X43         0.000000         -6.000000 
       X44         0.000000         -4.000000 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000          0.000000 


Proyecto e-Math          11 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 







  Aplicaciones de la Programación Lineal 


        3)         0.000000          0.000000 
        4)         0.000000          0.000000 
        5)         0.000000          0.000000 
        6)         0.000000          0.000000 


        7)         0.000000          0.000000 


        8)         0.000000          0.000000 
       9)         0.000000          0.000000  


 
 NO. ITERATIONS=      14 
 BRANCHES=    0 DETERM.=  1.000E    0 


 
Queda claro pues que el abogado 1 se ocupará del caso de absorción empresarial, el abogado 2 
del caso de exhibicionismo, el abogado 3 del caso de la fusión, y el abogado 4 del divorcio. 
 


 
PLANIFICACIÓN DE HORARIOS 
 
 La planificación de horarios intenta dar una respuesta efectiva a las necesidades de personal 
durante un período concreto de tiempo. La aplicación de la PL a este tipo de problemas resulta 
especialmente útil cuando los directivos disponen de cierta flexibilidad a la hora de asignar tareas 
a empleados polifuncionales.  Un sector típico donde se hace uso de la PL para tomar decisiones 
sobre planificación de horarios son las entidades  bancarias. 


 
Supongamos que una oficina bancaria  necesita diariamente entre 10 y 18 cajeros en función de 
la hora según se especifica en la tabla siguiente: 


 
FRANJA 


HORARIA 
Nº DE CAJEROS 


NECESARIOS 
9 a.m. – 10 a.m. 10 


10 a.m. – 11 a.m. 12 
11 a.m. – 12 a.m. 14 
12 a.m. – 1 p.m. 16 
1 p.m. – 2 p.m. 18 
2 p.m. – 3 p.m. 17 
3 p.m. – 4 p.m. 15 
4 p.m. – 5 p.m. 10 


 
En la actualidad la oficina tiene 12 trabajadores a jornada completa  (“full-time”), y dispone de 
una larga lista de gente dispuesta a trabajar a media jornada (“part-time”). Un cajero que 
trabaje a media jornada ha de estar operativo 4 horas al día, y estar disponible para comenzar 
su trabajo a cualquier hora entre las 9 a.m. y la 1 p.m. Por su parte, los trabajadores a jornada 
completa están operativos de 9 a.m. a 5 p.m., teniendo libre una hora para comer (la mitad de 
ellos lo harán de 11 a.m. a 12 a.m. y la otra mitad de 12 a.m. a 1 p.m.). Observar que cada uno 
de estos cajeros tiene una jornada semanal de 35 horas. 
 
Las normas de la entidad limitan el número de horas realizadas por los “part-time” a, como 
máximo, el 50%  de las horas diarias requeridas. Los “part-time” ganan una media de 4 € la hora 
(es decir, 16 € al día), por 50 € diarios que ganan los “full-time”. El banco pretende establecer un 
horario que minimice sus costes salariales, estando dispuesto a desprenderse de algún 
trabajador “full-time” si ello resulta conveniente. 
 
 


 
TITLE  HORARIOS BANCO 
 
!  F = "nº trabajadores full-time" 
!  P1 = "nº trabajadores part-time operativos de  9 a.m. a 1 p.m." 
!  P2 = "nº trabajadores part-time operativos de 10 a.m. a 2 p.m." 
!  P3 = "nº trabajadores part-time operativos de 11 a.m. a 3 p.m." 
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!  P4 = "nº trabajadores part-time operativos de 12 a.m. a 4 p.m." !  P5 = "nº trabajadores part-time operativos de  1 p.m. a 5 p.m." 
 
MIN  50 F + 16 P1 + 16 P2 + 16 P3 + 16 P4 + 16 P5 


 


     ! Queremos minimizar los costes salariales 
 
ST 


    ! Necesidades de 9 a.m. a 10 a.m.        F + P1                     >= 10 
       F + P1 + P2                >= 12 
     .5F + P1 + P2 + P3           >= 14 
     .5F + P1 + P2 + P3 + P4      >= 16 
       F      + P2 + P3 + P4 + P5 >= 18 
       F           + P3 + P4 + P5 >= 17 
       F                + P4 + P5 >= 15 


     F                     + P5 >= 10   
  
      F <= 12  


 
P1 + 4P2 + 4P3 + 4P4 + 4P5 <= 56           4


        
      ! Los part-time harán a lo sumo el 50% de las horas  


 
ND E


 
GIN 6 


 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP      8 
OBJECTIVE VALUE =   724.000000  


 
N VALUE         OBJECTIVE FUNCTIO


       1)      724.0000  
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
         F        10.000000         50.000000 
        P1         0.000000         16.000000 
        P2         2.000000         16.000000 
        P3         7.000000         16.000000 
        P4         5.000000         16.000000 
       P5         0.000000         16.000000  


 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000          0.000000 
        3)         0.000000          0.000000 
        4)         0.000000          0.000000 
        5)         3.000000          0.000000 
        6)         6.000000          0.000000 
        7)         5.000000          0.000000 
        8)         0.000000          0.000000 
        9)         0.000000          0.000000 
       10)         2.000000          0.000000 
      11)         0.000000          0.000000  


 
 NO. ITERATIONS=       8 
 BRANCHES=    0 DETERM.=  1.000E    0 
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APLICACIONES DE LA PROGRAMACIÓN LINEAL A LAS FINANZAS______  ___ 
 


SELECCIÓN DE UNA CARTERA DE VALORES 
 


Un problema al que se tienen que enfrentar de forma habitual los directivos de bancos, fondos 
de inversión, y compañías de seguros es la selección de una serie de inversiones concretas de 
entre la gran variedad de alternativas existentes en el mercado. Por norma general, el objetivo de 
estos directivos es maximizar los beneficios esperados de estas inversiones, las cuales se ven 
sometidas a un conjunto de restricciones, algunas legales y otras provenientes de la propia 
empresa (como puede ser el nivel de riesgo que se desea asumir o la cantidad máxima que se 
permite invertir). 


 
Supongamos que nuestro banco se dedica a invertir en créditos al consumo, bonos corporativos, 
depósitos de oro, y préstamos a la construcción. Con el fin de diversificar la cartera de valores, la 
Junta Directiva del banco ha puesto límite a las cantidades que se permiten invertir en cada una 
de las opciones anteriores. En la actualidad disponemos de 5 millones de € para invertir, y 
pretendemos: (1) Maximizar el interés esperado para los próximos seis meses, y (2) cumplir con 
la diversificación propugnada por la Junta Directiva según se especifica en la tabla siguiente: 


 
TIPO DE INVERSIÓN INTERÉS 


ESPERADO 
LÍMITE DE 
INVERSIÓN 


( MILLONES DE € ) 
Crédito al consumo 7% 1.0 
Bonos corporativos 11% 2.5 


Depósitos de oro 19% 1.5 
Préstamos a la 
construcción 


15% 1.8 


 
 


Además, la Directiva requiere que al menos un 5% de los fondos se dediquen a depósitos de oro 
y préstamos a la construcción, mientras que el porcentaje dedicado a créditos al consumo no 
debe superar el 15%. 


 
 
TITLE  SELECCIÓN DE UNA CARTERA 
 
! X1 = "Cantidad invertida en créditos al consumo" 
! X2 = "Cantidad invertida en bonos corporativos" 
! X3 = "Cantidad invertida en depósitos de oro" 
! X4 = "Cantidad invertida en préstamos a la construcción" 
 
MAX   .07 X1 + .11 X2 + .19 X3 + .15 X4 
ST 
      X1 <= 1000000 
      X2 <= 2500000 
      X3 <= 1500000 
      X4 <= 1800000 
      X3 + X4 - .55X1 - .55X2 - .55X3 - .55X4 >= 0 
      X1 - .15X1 - .15X2 - .15X3 - .15X4 >= 0 
      X1 + X2 + X3 + X4 <= 5000000 
 
END 
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LP OPTIMUM FOUND AT STEP      4 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
        1)      712000.0 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
        X1    750000.000000          0.000000 
        X2    950000.000000          0.000000 
        X3   1500000.000000          0.000000 
        X4   1800000.000000          0.000000 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)    250000.000000          0.000000 
        3)   1550000.000000          0.000000 
        4)         0.000000          0.080000 
        5)         0.000000          0.040000 
        6)    550000.000000          0.000000 
        7)         0.000000         -0.040000 
        8)         0.000000          0.104000 
 
 NO. ITERATIONS=       4 


 


 


APLICACIONES DE LA PROGRAMACIÓN LINEAL A LA LOGÍSTICA____   _____ 
 


El PROBLEMA DEL TRANSPORTE 
 


El llamado problema del transporte se refiere al proceso de determinar el número de bienes o 
mercancías que se han de transportar desde cada uno de los orígenes a cada uno de los 
destinos posibles. El objetivo suele ser minimizar costes de transporte, y las restricciones vienen 
dadas por las capacidades productivas de cada origen y las necesidades de cada destino. Este 
tipo de problema es un caso específico de PL, por lo que existen métodos y algoritmos 
especiales que facilitan su resolución (Regla de la Esquina NorOeste, Método de Vogel, Método 
de Paso Secuencial, y Método de distribución modificada o MODI). 


 
Una compañía de ámbito nacional produce y distribuye una línea de bicicletas de alta 
competición. La empresa tiene líneas de montaje en dos ciudades, Castellón y Sabadell, 
mientras que sus tres principales cadenas de distribución están localizadas en Madrid, 
Barcelona, y Vitoria. 


 
La oficina de Madrid presenta una demanda anual de 10.000 bicicletas, mientras que la de 
Barcelona solicita 8.000 y la de Vitoria 15.000. La planta de Castellón puede producir hasta 
20.000 bicicletas anuales, por 15.000 la de Sabadell. Los costes de transporte por unidad son los 
siguientes: 


 
DESTINO  


ORIGEN Madrid Barcelona Vitoria 
Castellón 2 € 3 € 5 € 
Sabadell 3 € 1 € 4 € 


 
La compañía pretende establecer un plan de distribución que minimice sus costes anuales de 
transporte. 


 
TITLE   EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE 
 
! CM = "nº bicicletas a transportar desde Castellón hasta Madrid" 
! CB = "nº     "            "         "      "        "   Barcelona" 
! CV = "nº     "            "         "      "        "   Vitoria" 
! SM = "nº     "            "         "   Sabadell    "   Madrid" 
! SB = "nº     "            "         "      "        "   Barcelona" 
! SV = "nº     "            "         "      "        "   Vitoria" 
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MIN  2 CM + 3 CB + 5 CV + 3 SM + 1 SB + 4 SV 
ST 
     CM + SM = 10000 
     CB + SB =  8000 
     CV + SV = 15000 
 
     CM + CB + CV <= 20000 
     SM + SB + SV <= 15000 
END 
GIN 6 
 
 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP      2 
 OBJECTIVE VALUE =   96000.0000 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
        1)      96000.00 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
        CM     10000.000000          2.000000 
        CB         0.000000          3.000000 
        CV      8000.000000          5.000000 
        SM         0.000000          3.000000 
        SB      8000.000000          1.000000 
        SV      7000.000000          4.000000 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000          0.000000 
        3)         0.000000          0.000000 
        4)         0.000000          0.000000 
        5)      2000.000000          0.000000 
        6)         0.000000          0.000000 
 
 NO. ITERATIONS=       2 
 BRANCHES=    0 DETERM.=  1.000E    0 


 


 


APLICACIONES DE LA PROGRAMACIÓN LINEAL A MEZCLAS_  ______   _____ 
 
 


El PROBLEMA DE LA DIETA 
 


Este problema representa una de las primeras aplicaciones de la PL, y comenzó a utilizarse en 
los hospitales para determinar la dieta más económica con la que alimentar a los pacientes a 
partir de unas especificaciones nutritivas mínimas. En la actualidad también se aplica con éxito 
en el ámbito agrícola con la misma idea de encontrar la combinación óptima de alimentos que, 
logrando un aporte nutritivo mínimo, suponga el menor coste posible. 


 
Un centro de nutrición utiliza tres tipos de granos para elaborar un cereal natural que vende por 
kilos. El eslogan del centro es que cada 125 gramos de su cereal, tomados con medio vaso de 
leche entera, cubre las necesidades alimenticias de un adulto en cuanto a proteínas, hidratos de 
carbono, fósforo y magnesio. El coste de cada tipo de grano y sus contenidos por kg. se reflejan 
en la siguiente tabla:  


 
GRANO COSTE POR 


KG. 
PROTEINAS 
(unidades/kg) 


HIDRATOS C 
(unidades/kg.) 


FÓSFORO 
(unidades/kg) 


MAGNESIO 
(unidades/kg) 


A 0.33 € 22 16 8 5 
B 0.47 € 28 14 7 0 
C 0.38 € 21 25 9 6 
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Los requisitos nutricionales mínimos por día para un adulto son 3 unidades de proteínas, 2 de 
hidratos de carbono, 1 de fósforo, y 0.425 de magnesio. Se tratará pues de establecer la mezcla 
adecuada de granos que logra cubrir estas necesidades con el mínimo coste para el centro. 


 
TITLE PROBLEMA DE LA DIETA 
 
!  XA = "kgs. grano tipo A que usaremos en 125 gramos de cereal" 
!  XB = "kgs.   "     "  B        "         "     "      cereal" 
!  XC = "kgs.   "     "  C        "         "     "      cereal" 
 
MIN  .33 XA + .47 XB + .38 XC 
 
ST 
     22 XA + 28 XB + 21 XC >= 3 
     16 XA + 14 XB + 25 XC >= 2 
      8 XA +  7 XB +  9 XC >= 1 
      5 XA         +  6 XC >=  .425 
 
        XA +    XB +    XC =   .125 
 
END 


 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP      3 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
 
        1)     0.5075001E-01 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
        XA         0.025000          0.000000 
        XB         0.050000          0.000000 
        XC         0.050000          0.000000 
 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000         -0.390000 
        3)         0.350001          0.000000 
        4)         0.000000          0.000000 
        5)         0.000000         -0.440000 
        6)         0.000000         10.450000 
 
 NO. ITERATIONS=       3  
 
 


Queda  claro pues que la solución ideal será usar 25 gramos de grano tipo A, 50 de grano tipo B 
y otros 50 de grano tipo C. Con ello logramos cumplir con nuestro eslogan al menor coste 
posible. 


 
 
 


BIBLIOGRAFÍA  ______________________________________________ 
 
1) Anderson, D.R., Sweeney, D. J. y Williams, T.A. (2001): Quantitative Methods for Business. West 


Publishing Company. (Existe versión en español).   


2) Anderson, D.R., Sweeney, D. J. y Williams, T.A. (2000): An Introduction to Management Science. 


Quantitative Approach to Decision Making. West Publishing Company. (Existe versión en español) 


3) Anderson, D.R., Sweeney, D. J. y Williams, T.A. (1999): Contemporary Management Science with 


Spreadsheets. International Thomson Publishing Company. 


4) Camm, J. y Evans, J.R. (2000): Management Science and Decision Technology. South Western 


College Publishing.  


Proyecto e-Math          17 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 







  Aplicaciones de la Programación Lineal 


5) Eppen, G.D., Gould, F.J., Schmidt, C.P., Moore, J.H., Weatherford, L.R. (1998): Introductory 


Management Science. Decision Modeling with Spreadsheets. Upper Saddle River. (Existe versión 


en español)   


6) Hillier, F.S. y Liebermann, G.J. (2001): Introducción a la Investigación de Operaciones. Ed. 


McGraw-Hill.  


7) Hillier, F.S., Hillier, M.S. y Liebermann, G.J. (2000): Introduction to Management Science. A 


Modeling and Case Studies Approach with Spreadsheets. Irwin-McGraw-Hill.  


8) Lawrence, A.L. y Pasternack, B.A. (1998): Applied Management Science. A Computer Integrated 


Approach for Decision Making. Ed. Wiley.  


9) Moore, L.J., Lee, S.M. y Taylor, B.W. (1993): Management Science. Allyn and Bacon.  


10) Taha, H.A. (1997): Operations Research. An Introduction. McMillan Publishing Company. (Existe 


versión en español)  


11) Winston, W. (1994): Investigación de Operaciones. Aplicaciones y Algoritmos. Grupo Editorial 


Iberoamericano.  


12) Winston, W. y Albright, S. C. (1997): Practical Management Science. Spreadsheet Modeling and 


Applications. Duxbury Press.  


 


 


ENLACES     ___________________________________ 
 


  http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/Guide/CaseStudies/ 
Página web de ejemplos de aplicación de programación matemática. 


 
 http://www.statslab.cam.ac.uk/~rrw1/opt/diet_history.html 


Historia del problema de la dieta. 
 


 http://www.e-optimization.com/directory/trailblazers/dantzig/interview_dietg.cfm  
Cómo George Dantzig resolvió el problema de la dieta. 


 
 http://www.maths.abdn.ac.uk/~igc/tch/index/mx3503/notes/node14.html  


Curso básico de Programación Lineal y temas afines de la Universidad de Aberdeen. 
 


 http://www.fred.ifas.ufl.edu/courses/AEB5516/Lectures/blending.doc  
Ejemplos de mezclas y de dietas resueltos con Programación Lineal. 


 
 http://dsc.gsu.edu/dscthw/Optimize/LP.PDF  


Artículo de 65 páginas con ejemplos clásicos de aplicación de la Programación Lineal. 
 


 http://www.pitt.edu/~jrclass/or/or-intro.doc  
Artículo introductorio a la Investigación Operativa y sus aplicaciones. 


 
 http://www.kem.ae.poznan.pl/Books/Excel-Solver/T1/T1.htm  


Tutorial sobre optimización con Excel-Solver. 
 


 http://www.faqs.org/faqs/linear-programming-faq/ 
Web dedicada a preguntas más comunes acerca de Programación Lineal. 


 
 http://carbon.cudenver.edu/~hgreenbe/courseware/LPshort/intro.html 


Se trata de un curso breve de Programación Lineal. 
 


Proyecto e-Math          18 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 



http://www.e-optimization.com/directory/trailblazers/dantzig/interview_dietg.cfm

http://www.maths.abdn.ac.uk/~igc/tch/index/mx3503/notes/node14.html

http://www.fred.ifas.ufl.edu/courses/AEB5516/Lectures/blending.doc

http://dsc.gsu.edu/dscthw/Optimize/LP.PDF

http://www.pitt.edu/~jrclass/or/or-intro.doc

http://www.kem.ae.poznan.pl/Books/Excel-Solver/T1/T1.htm

http://www.faqs.org/faqs/linear-programming-faq/



		Autores:  Javier Faulin \(ffaulin@uoc.edu\), Á

		SELECCIÓN DE MEDIOS PUBLICITARIOS

		ESTUDIOS DE MERCADO

		COMBINACIÓN ÓPTIMA DE BIENES

		PLANIFICACIÓN DE LA PRODUCCIÓN

		ENERO



		ASIGNACIÓN DE TRABAJOS

		PLANIFICACIÓN DE HORARIOS

		SELECCIÓN DE UNA CARTERA DE VALORES

		El PROBLEMA DEL TRANSPORTE

		El PROBLEMA DE LA DIETA






  Análisis de Sensibilidad con Excel y LINDO 


Proyecto e-Math          1 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 


ANÁLISIS DE SENSIBILIDAD CON EXCEL Y LINDO 
 


Autores:   Ángel A. Juan (ajuanp@uoc.edu), Javier Faulín (ffaulin@uoc.edu)  


 


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS_________________________________________ 
 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 
 
INTRODUCCIÓN____________________________________________________ 
 
En el mundo real, las condiciones de trabajo no suelen permanecer estáticas, sino en continuo estado 
de cambio. Así las cosas, son usuales las variaciones en los precios (tanto de productos finales como 
de materias primas, mano de obra, etc.), y en las cantidades de recursos disponibles. Además, 
continuamente se producen cambios en los métodos productivos y mejoras tecnológicas que logran 
aumentar la productividad. El Análisis de Sensibilidad (o de Post-optimalidad) se encarga 
precisamente de estudiar cómo afectaría a la solución óptima obtenida y a la función objetivo el 
cambio (dentro de un rango predeterminado) de uno de los parámetros, manteniendo fijos los 
restantes. Por ejemplo, si nuestros contables estiman al revisar los cálculos que los beneficios por 
cada unidad de producto vendida son de 5,5 € en vez de la estimación inicial de 5 €, o si resulta que 
ahora disponemos de recursos adicionales (cómo diez horas más de mano de obra, o de una nueva 
máquina), el Análisis de Sensibilidad nos ayudará a conocer cómo afectarán estos cambios a la 
solución óptima obtenida y a los beneficios totales. Conviene hacer notar que este tipo de análisis tan 
sólo tiene sentido para modelos lineales no enteros (no se usa en modelos enteros ni cuadráticos). 


EJEMPLOS 


Análisis de 
Sensibilidad 


Cambios en los 
coeficientes de la 
función objetivo  


Cambios en los 
coeficientes 
tecnológicos 


Cambios en los 
recursos (RHS) 


EXCEL 
LINDO 



mcastillonf

by_nc_nd_petit_2
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OBJETIVOS      ____________________________ 
 


• Introducirse en los conceptos propios del análisis de sensibilidad, los cuales responden a la 
pregunta: ¿qué ocurriría con la solución óptima si variamos alguna de las condiciones iniciales…? 


 
• Aprender a interpretar los “outputs” de Excel y LINDO en relación al análisis de sensibilidad. 
 
 
CONOCIMIENTOS PREVIOS _______________________________________ 
 


Previo a este math-block, es conveniente haber trabajado los math-blocks siguientes: Introducción a 
la Investigación Operativa, PL - PLE con Excel y LINDO y Aplicaciones de la PL. 
 
 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES Y CASOS CON SOFTWARE______________ 
 
 
 Conceptos básicos en Análisis de Sensibilidad 


 
El Análisis de Sensibilidad se utiliza para examinar los efectos de cambios en tres áreas 
diferenciadas del problema:   
 


(1) Los coeficientes de la función objetivo (coeficientes objetivo). Los cambios en los 
coeficientes objetivos NO afectan la forma de la región factible, por lo que no afectarán 
a la solución óptima (aunque sí al valor de la función objetivo). 


 
(2) Los coeficientes tecnológicos (aquellos coeficientes que afectan a las variables de 


las restricciones, situados a la izquierda de la desigualdad). Los cambios en estos 
coeficientes provocarán cambios sustanciales en la forma de la región factible. 
Gráficamente (en el caso de 2 variables) lo que varía es la pendiente de las rectas que 
representan las restricciones. 


 
(3) Los recursos disponibles (los términos independientes de cada restricción,  situados 


a la derecha de la desigualdad). Intuitivamente (para 2 variables), los cambios en el 
RHS suponen desplazamientos paralelos de las rectas asociadas a las restricciones, lo 
cual hará variar la forma de la región factible y, con ello, a la solución óptima. 


 
 
         Coeficientes Objetivo 
 
 


MAX 10 X + 20 Y        Recursos 
ST       (RHS) 
  3 X + 1 Y  >= 9 
  1 X - 3 Y  >= 5 


 
 
     Coeficientes Tecnológicos 
 
 
Se observa rápidamente que el Análisis de Sensibilidad está íntimamente relacionado con lo que 
en el mundo de las hojas de cálculo (Excel, Lotus 123, etc.) se conoce como Análisis de 
Escenarios o “what-if analysis”: ¿Qué ocurriría si el beneficio producido por la línea de artículos 
B aumentase en un 10%?, ¿Qué sucedería si los trabajadores hiciesen una hora extra retribuida 
un 50% más que una normal?, etc. Así, vemos cómo el Análisis de Sensibilidad no sólo tiene que 
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ver con el estudio de la robustez de la solución frente a posibles errores en el cálculo de los 
coeficientes y recursos disponibles, sino que también puede ser de gran ayuda a la hora de 
valorar futuras estrategias de desarrollo y  mejora de una empresa. 


 


Hay dos maneras de estudiar la “sensibilidad” de una solución respecto a cambios en alguna de 
las áreas antes mencionadas. La primera de ellas sería volver a resolver todo el problema cada 
vez que alguno de los datos originales se haya modificado. Obviamente, utilizando este método, 
podría llevar bastante tiempo determinar todas las variantes cuando nos encontremos ante un 
conjunto amplio de posibles cambios. La otra forma (Análisis de Sensibilidad) consistiría en, una 
vez resuelto un problema, analizar cómo afectaría a la solución obtenida y al valor de la función 
objetivo la variación dentro de un rango “tolerable”, de uno de los parámetros, manteniendo fijos 
los restantes. Por supuesto, en caso de que queramos estudiar los efectos de la variación de 
más de un parámetro (o de un parámetro más allá del “rango de tolerancia”) deberemos 
reprogramar el problema. 


 
 
 Análisis de Sensibilidad con LINDO 


 
Ejemplo: Supongamos que una empresa produce dos líneas de productos distintos y utiliza 
LINDO para resolver el siguiente problema de PL: 


 
MAX  50X + 120Y 
ST 
  2X + 4Y <= 80 
  3X +  Y <= 60 
END 
 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP      1    
         Cantidad en que tendría que “mejorar” (aumentar en un MAX, 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE     disminuir en un MIN)  el coeficiente objetivo asociado  


                                                      para que resultase “rentable” asignar un valor no nulo 
                       a la variable. 


        1)      2400.000 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST Nos dice cuan cerca estamos (en unidades) de  


         X         0.000000         10.000000 “agotar” la restricción asociada (cumplirla  
       en igualdad). Si es del tipo <= será un “Slack” y si 


         Y        20.000000          0.000000 es del tipo >=, un “Surplus”. 


 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES Cantidad en que “mejoraría” la función objetivo 


        2)         0.000000         30.000000 (aumentando en un MAX, disminuyendo en un MIN) 


        3)        40.000000          0.000000 si “relajásemos” la restricción asociada en una unidad. 


 
 NO. ITERATIONS=       1 


 
Aparte de observar el valor de la solución óptima (X = 0, Y = 20), y el consiguiente valor de la 
función objetivo (2.400), nos interesa ahora destacar el resto de la información que se nos 
proporciona y que se explica en los cuadros anteriores. Así, utilizando la columna de coste 
reducido, sabemos que, en la solución final, la variable X no tomará un valor estrictamente 
positivo a menos que su coeficiente objetivo aumente en más de 10 unidades (es decir, pase de 
ser 50 a ser mayor de 60); a partir de la columna de carencia o excedente (Slack or Surplus), 
deducimos que la primera de las restricciones se cumple en igualdad (agotamos las 80 unidades 
disponibles), mientras que en la segunda estamos utilizando 40 unidades menos de las 
permitidas (hay una carencia de 40 unidades). Finalmente, el precio dual (o precio sombra) 
toma un valor de 30 en la primera de las restricciones, lo que significa que nos saldría rentable 
pagar hasta 30 unidades más por “relajar” esta restricción en una unidad (disponer de 81 
unidades en vez de 80) siempre que los demás parámetros sigan fijos. Como es lógico, el precio 
dual de la segunda restricción es 0, puesto que no nos saldría a cuenta pagar por otra unidad de 
un recurso que no hemos agotado. 
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Veamos ahora cuál sería el “output” extra del programa al escoger la opción SENSIBILITY 
(RANGE) ANALYSIS (opción también seleccionable desde la barra de menú como 
Reports>Range): 


 
RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 
         Cantidad máxima en que podemos 
                           OBJ COEFFICIENT RANGES   aumentar/disminuir los  


 VARIABLE         CURRENT        ALLOWABLE        ALLOWABLE  coeficientes  objetivo sin      
         variar la solución óptima 


                   COEF          INCREASE         DECREASE 
        X       50.000000        10.000000         INFINITY 
        Y      120.000000         INFINITY        20.000000 
 
                           RIGHTHAND SIDE RANGES 
      ROW         CURRENT        ALLOWABLE        ALLOWABLE 
                    RHS          INCREASE         DECREASE 
        2       80.000000       160.000000        80.000000 
        3       60.000000         INFINITY        40.000000 
 


 
(1) Cambios en los Coeficientes Objetivo: Distinguiremos entre variables básicas, que son 
las que toman valores no nulos en la solución óptima (Y en nuestro ejemplo), y variables no 
básicas, las cuales toman el valor 0 (X en este caso). Por lo que respecta al coeficiente objetivo 
asociado a la variable no básica (50), la solución actual (X = 0, Y = 20) seguirá siendo válida 
siempre que éste no exceda de 60 (su incremento permitido es de 10 unidades); si este 
coeficiente excediese de 60, la variable pasaría a ser básica, cambiando así la sol. óptima. Por lo 
que respecta al coeficiente objetivo asociado a la variable básica (120), la solución actual será 
válida siempre que éste no disminuya en más de 20 unidades.  
 
Observar que, dentro de los rangos especificados, los cambios en uno de los coeficientes 
objetivo no alterarán la solución óptima, pero sí harán variar el valor final de la función objetivo. 
 
(2) Cambios en los Coeficientes Tecnológicos: Estos cambios se deben a menudo a 
innovaciones tecnológicas o a mejoras en la productividad. Este tipo de cambios no producirá 
variación alguna en la función objetivo, pero sí alterará sustancialmente la “forma” de la región 
factible, por lo que la solución óptima también variará. Su análisis puede llegar a ser muy 
complejo, motivo por el cual lo omitiremos. 


 
 


(3) Cambios en los recursos: Los valores que quedan a la derecha de las desigualdades 
(Right-Hand-Side) representan la disponibilidad de recursos de la empresa (horas de mano de 
obra, materias primas, etc.). Los cambios que se puedan producir en estos valores afectarán 
también a la “forma” de la región factible y, por extensión, al valor de la solución óptima. A pesar 
de ello, si el parámetro que varía lo hace dentro de un rango predeterminado, seremos capaces 
de predecir (vía precios sombra) cómo este cambio afectará a la función objetivo, pues la base 
(conjunto de variables básicas de la solución) no variará. 
 
Como ya hemos comentado, el precio dual asociado a una restricción nos informa de cuánto 
mejoraría el valor de la función objetivo si relajásemos la restricción en una unidad. Ello nos da 
una idea de la cantidad que estaríamos dispuestos a pagar por cada unidad adicional del recurso 
asociado. Por supuesto, no es posible seguir aumentando indefinidamente los recursos 
disponibles sin que ello afecte a la clasificación actual de variables básicas y no básicas. La 
información que el “output” nos proporciona es, precisamente, el rango en el cual este precio 
sombra es válido. Así, en la primera de las restricciones anteriores, podríamos aumentar los 
recursos disponibles hasta un total de 240 unidades (80+160), incrementando con ello el valor de 
la función objetivo en unas 4.800 unidades (160*30). 


Cantidad máxima en que podemos 
aumentar/disminuir los recursos 
disponibles sin variar la
solución 
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Ejemplo: Queremos resolver el siguiente problema de PL referido a una compañía que produce 
dos tipos de lanchas acuáticas: 


 
Maximizar beneficios = 30 X1 + 80 X2 
Sujeto a: 
   2 X1 + 4 X2 <= 1.000   (horas de mano de obra disponibles) 
   6 X1 + 2 X2 <= 1.200   (kg. de materia prima disponibles) 
    X2 <= 200   (motores de lancha tipo 2 disponibles) 
     X1, X2 >= 0 


 
(a) ¿Cuál es la mejor combinación productiva? ¿Cuál es el beneficio máximo?. 
(b) ¿Cuánto valen los precios sombra? Una vez alcanzada la solución óptima, ¿qué recurso 


tiene un valor marginal más elevado?. 
(c) Para cada recurso, ¿cuál es el rango de tolerancia en el que son válidos los precios sombra?. 
(d) ¿Cuáles son los rangos de tolerancia en que pueden variar los coeficientes objetivo?. 
(e) Plantear y resolver el problema dual. 


 
Al plantear este problema en el programa LINDO, éste nos ofrece el siguiente “output”: 


 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP      2 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
 
        1)      19000.00 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
        X1       100.000000          0.000000 
        X2       200.000000          0.000000 
 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000         15.000000 
        3)       200.000000          0.000000 
        4)         0.000000         20.000000 
 
 NO. ITERATIONS=       2 
 
 
 RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 
 
                           OBJ COEFFICIENT RANGES 
 VARIABLE         CURRENT        ALLOWABLE        ALLOWABLE 
                   COEF          INCREASE         DECREASE 
       X1       30.000000        10.000000        30.000000 
       X2       80.000000         INFINITY        20.000000 
 
                           RIGHTHAND SIDE RANGES 
      ROW         CURRENT        ALLOWABLE        ALLOWABLE 
                    RHS          INCREASE         DECREASE 
        2     1000.000000        66.666664       200.000000 
        3     1200.000000         INFINITY       200.000000 
        4      200.000000        50.000000        20.000000 


 
(a) Se observa en el “output” que lo óptimo será producir 100 lanchas de tipo 1 y 200 de tipo 2, 


lo cual nos proporcionará unos beneficios de 19.000 €. 
 
(b) El precio dual de la primera restricción es de 15, lo cual significa que estaríamos dispuestos 


a pagar hasta 15 € por disponer de una hora más de mano de obra. El precio dual de la 
segunda restricción es 0, lo cual resulta lógico dado que no agotamos toda la materia prima 
disponible (en el óptimo aún nos sobran 200 kg.). Finalmente, estaríamos dispuestos a pagar 
hasta 20 € por disponer de un motor adicional de tipo 2, lo que convierte este recurso en el 
de mayor valor marginal. 


 
(c) Los precios sombra anteriores son válidos en los rangos establecidos por el “output”. Así, por 


ejemplo, nuestros beneficios aumentarían en 15 € por cada hora extra de que dispusiésemos 
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hasta un máximo de 1.066,67 horas, cifra a partir de la cual deberíamos replantear el 
problema para poder hacer un análisis correcto. Por otro lado, perderemos 15 € por cada 
hora que se deduzca de las disponibles inicialmente (1.000) hasta un máximo de 200 horas 
deducidas (a partir de aquí cabría reprogramar). 


 
(d) El coeficiente de X1 puede variar entre 0 y 40 euros sin que por ello cambie la solución 


óptima (aunque sí los beneficios obtenidos, claro). Por su parte, el coeficiente de X2 podría 
variar entre 60 e infinito. 


 
(e) El problema dual sería: 


 
Min 1000 U1 + 1200 U2 + 200 U3 
Sujeto a: 
   2 U1 + 6 U2          >= 30 
   4 U1 + 2 U2 + U3 >= 80 
             U1, U2, U3 >= 0 


 
 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP      1 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
 
        1)      19000.00 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
        U1        15.000000          0.000000 
        U2         0.000000        200.000000 
        U3        20.000000          0.000000 
 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000       -100.000000 
        3)         0.000000       -200.000000 
 
 NO. ITERATIONS=       1 
 
 


Como se esperaba, la solución del dual son los precios sombra del primal. Análogamente, los 
precios sombra del dual (en valor absoluto) coinciden con la solución del primal. 
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 Ejemplos Análisis de Sensibilidad con Excel 
 


Ejemplo 1: Compañía de producción de televisores.  
 
Una compañía produce televisores, equipos Hi-Fi y altavoces utilizando una serie de 
componentes comunes, tal y como se indica en la tabla inferior.  
 
Estos componentes están disponibles en cantidades limitadas, por lo que se trata de plantear el 
problema de maximización restringida de beneficios sabiendo que la contribución neta de los tres 
productos es, respectivamente, de 75 €, 50 €, y 35 €. 


 
 Televisor Hi-Fi Altavoces Disponibilidad 


Chasis 1 0 450 
Tubo de imágenes 1 0 250 
Conos de altavoces 2 1 800 
Fuente de alimentación 1 0 450 
Componentes electrónicos 2 1 600 
 


El primer paso sería plantear el problema en la hoja de cálculo: 
 


 
El menú de diálogo de Solver nos quedará algo así: 
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Ahora, deberemos seleccionar dentro de Opciones la casilla Adoptar modelo lineal: 


 


 
Haciendo clic sobre el botón Resolver, obtendremos la ventana de Resultados: 


 


 
Elegimos las opciones Respuestas y Sensibilidad. Excel nos dará el siguiente “output”: 


 


 


SOLUCIÓN ÓPTIMA 


VALOR ÓPTIMO DE


LA FUNCIÓN OBJ.


CARÉNCIA O EXCEDENTE
(SLACK OR SURPLUS) 
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Una vez identificados los componentes del informe, su interpretación es casi inmediata: la 
solución óptima sería producir 200 televisores, 200 equipos Hi-Fi, y ningún altavoz. La columna 
de Coste (Gradiente) Reducido nos indica que no resultará rentable producir altavoces a menos 
que el beneficio que éstos generen aumente en 2,5 € (llegando a 37,5 €). Examinando los 
Rangos de los Coeficientes Objetivo, observamos que la solución actual no variaría si el 
beneficio generado por cada televisor se moviese en el rango 70-100 €, o si  el generado por los 
equipos Hi-Fi lo hiciese en el rango 37,5-75 €, o si el de los altavoces no se incrementase en más 
de 2,5 €. Los Precios Duales determinan, junto con los Rangos del Right-Hand-Side, que 
estaríamos dispuestos a pagar hasta 12,5 € por cada unidad adicional de conos hasta un 
máximo de 100 conos, y hasta 25 € por cada unidad adicional de componentes electrónicos 
hasta un máximo de 50 componentes. Observar que, por el contrario, perderíamos 25 € por cada 
componente electrónico que “nos quitasen” de los 600 disponibles, hasta un máximo de 200 
unidades (cifra a partir de la cual será necesario volver a programar). 
 
 
 
Ejemplo 2: Política óptima de asignación en gestión de producción 


 
El presente problema será una aplicación directa de los modelos operativos del transporte (Ver 


ejemplo del transporte en el mathblock de Aplicaciones de la Programación Lineal). La utilidad LINDO 
no está estructurada de acuerdo con el algoritmo especial del transporte y por tanto, no hará uso de 
las ventajas computacionales que esto plantea. En este ejercicio se hará una ilustración de cómo el 
uso del Análisis de Sensibilidad permite hallar soluciones alternativas de programas lineales. 


  
 
Enunciado: 
 
 ACE MANUFACTURING COMPANY tiene peticiones de tres productos con características 


similares: 
 


Producto A B C 
Nº peticiones 2000 500 1200 


 
 El proceso de producción se realiza a través de tres máquinas. Todas son capaces de 


elaborar cada uno de los tres productos. Sin embargo, los costes de producción varían dependiendo 


COSTE REDUCIDO RANGOS DE LOS 
COEFICIENTES OBJ. 


RANGOS DEL 
RIGHT-HAND-SIDE 


PRECIOS DUALES 
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de las  máquinas empleadas. Las capacidades de producción para la semana siguiente, y los costes 
unitarios, se expresan de esta forma: 


 
Máquina I II III 


Capacidad 1500 1500 1000 
 
 


 Producto A Producto B Producto C 
Máquina I 1 1.2 0.9 
Máquina II 1.3 1.4 1.2 
Máquina III 1.1 1 1.2 


 
 
 a) Usar un modelo del transporte para desarrollar un diseño de producción de costo mínimo 


para productos y máquinas. 
 b) ¿Existe una solución alternativa al diseño óptimo de producción? 
 Si el director de producción quisiera diseñar el mínimo coste de tener el número más pequeño 


posible de cambios de elaboración  de productos sobre las diferentes máquinas, ¿qué solución 
recomendaría? (solución alternativa que dé un menor número de máquinas haciendo cada producto) 


 
 
 
 Resolución: 
 
 Es necesario observar que aunque el modelo que resuelve este problema es de transporte, el 


problema en sí mismo es de producción. Sin embargo, los modelos de transporte se adaptan 
adecuadamente a este tipo de problemas. Además, hay que llamar la atención sobre el hecho de que 
las tres primeras restricciones son de desigualdad porque establecen las capacidades máximas de 
cada máquina. 


La definición de las variables de decisión es la usual, llamando Aj al número de unidades del 
producto A que se fabrican en la máquina j-ésima, Bj al número de unidades del producto B que se 
fabrican en la máquina j-ésima y Cj al número de unidades del producto C que se fabrican en la 
máquina j-ésima 


 
 
 


 
 
 
y la solución a este problema aparece escrita en la forma siguiente: 
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 Solución: 
 


 a) De acuerdo con la salida que muestra el LINDO, la manera óptima de producción es la 
siguiente: 


 Máquina I:    300 unidades del producto A y 1200 unidades del producto C. 
 Máquina II: 1200 unidades del producto A. 
 Máquina III: 500 unidades del producto A y 500 unidades del producto B  


 
con un costo óptimo de 3990 unidades monetarias. 


 
 b) Observando los costos de la solución óptima, es posible darse cuenta que la variable C2 


no es básica pero presenta un costo nulo. Esta situación señala la existencia de una solución 
alternativa. Una forma de encontrarla consiste en variar el coeficiente de C2 de manera infinitesimal. 
De acuerdo con el análisis de sensibilidad efectuado, el cambio de base se ocasionará mediante 
una disminución del coeficiente de C2: 1.19999 en lugar de 1.2. Este cambio (u otro similar) permite 
encontrar la solución alternativa: 


 
 Máquina I:   1500 unidades del producto A. 
 Máquina II: 1200 unidades del producto C 
 Máquina III: 500 unidades del producto A y 500 unidades del producto B. 
 


con un costo óptimo de 3990 unidades monetarias. De esta forma, la solución alternativa que da un 
menor número de máquinas para cada producto es esta última. El análisis que se ha descrito 
anteriormente se explicita en la forma siguiente: 


 


 
 


y la solución a este problema puede verse en la página siguiente. 
 


 Comentarios: 
 
 Los problemas de transporte que tengan todos sus coeficientes enteros, necesariamente 


tendrán todas sus soluciones óptimas enteras. Esta propiedad se debe a la especial estructura de la 
matriz de coeficientes del problema del transporte. Nos podemos servir de esta propiedad para 
resolver problemas enteros del transporte por el algoritmo clásico, cuando esto sea más sencillo. 
 
 







  Análisis de Sensibilidad con Excel y LINDO 


Proyecto e-Math          13 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 
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OTROS ASPECTOS IMPORTANTES DEL ANÁLISIS DE SENSIBILIDAD________ 
 


El análisis de sensibilidad es de suma importancia en las aplicaciones prácticas de la 


programación lineal, puesto que la realidad nunca es estática. Los cambios son continuos en los 


problemas reales: cambios de precios, de disponibilidad de recursos, de tecnología de producción, 


etc. No obstante, en el análisis de cambios existen dos perspectivas que permiten abordar los 


problemas: 


 a) análisis de sensibilidad discreto (ha cambiado el precio de un producto P de 5 € a 8 € y se 


quiere saber si con el nuevo valor la solución óptima del problema ha cambiado o no, y si lo ha hecho 


cuál es la nueva solución)  


b) análisis de sensibilidad continuo (el precio de un producto P es [ ]10,4∈w  euros, entonces se 


pide resolver el problema de programación lineal en función de w). 


El primer caso, es el que se ha analizado aquí mediante el uso de LINDO y Excel. El segundo 


caso es mucho más complejo, pero permite saber cuál es el valor mejor para un parámetro w. De 


esta forma, en lugar de decir qué pasa si cambio el precio del producto P de 5€ a 8€, me preguntó 


qué precio debo poner al producto P dentro de un rango preestablecido para cumplir otras metas que 


no se hayan especificado en las restricciones del problema. Se trata de un proceso de elección 


óptima de precios. La resolución de programas lineales con parámetros es lo que se llama 


Programación Paramétrica, que no se estudiará directamente aquí pero que es interesante conocer. 


Un ejemplo de programa paramétrico es el siguiente: 


 


 
Habría que resolver el programa lineal arrastrando los valores del parámetro �. Para cada valor de 


dicho parámetro con sentido económico habría que dar una solución al programa lineal que podría 


representar una minimización de costes. 
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ENLACES     ___________________________________ 
 


 http://www.lindo.com 
Página web del software LINDO. 


 
 http://www.math.niu.edu/~rusin/known-math/index/90-XX.html  


Web con recursos sobre programación lineal. 
 


 http://www.personal.psu.edu/faculty/t/m/tmc7/tmclinks.html  
Web con recursos sobre programación lineal. 


 
 http://www.opsmanagement.com/  


Web de OPSMANAGEMENT.COM (recursos sobre dirección de operaciones). 
 


 http://www.rpi.edu/~mitchj/sites_or.html  
Enlaces a webs sobre investigación operativa. 


 
 http://lionhrtpub.com/ORMS.html  


ORMS Journal.  
 


 http://www.pitt.edu/~jrclass/or/or-intro.doc  
Artículo introductorio a la Investigación Operativa y sus aplicaciones. 


 
 http://www.kem.ae.poznan.pl/Books/Excel-Solver/T1/T1.htm  


Tutorial sobre optimización con Excel-Solver. 
 


 http://www.faqs.org/faqs/linear-programming-faq/ 
Web dedicada a preguntas más comunes acerca de Programación Lineal. 


 
 http://carbon.cudenver.edu/~hgreenbe/courseware/LPshort/intro.html 


Se trata de un curso breve de Programación Lineal. 
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SIMULACIÓN DE MONTE CARLO CON EXCEL 
 


Autores:   Javier Faulín (ffaulin@uoc.edu), Ángel A. Juan (ajuanp@uoc.edu).  


 


ESQUEMA DE CONTENIDOS    ________________________ 
 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
La simulación de Monte Carlo es una técnica que combina conceptos estadísticos (muestreo 
aleatorio) con la capacidad que tienen los ordenadores para generar números pseudo-aleatorios y 
automatizar cálculos.  
 
Los orígenes de esta técnica están ligados al trabajo desarrollado por Stan Ulam y John Von 
Neumann a finales de los 40 en el laboratorio de Los Alamos, cuando investigaban el movimiento 
aleatorio de los neutrones [W1]. En años posteriores, la simulación de Monte Carlo se ha venido 
aplicando a una infinidad de ámbitos como alternativa a los modelos matemáticos exactos o incluso 
como único medio de estimar soluciones para problemas complejos. Así, en la actualidad es posible 
encontrar modelos que hacen uso de simulación MC en las áreas informática, empresarial, 
económica, industrial e incluso social [5, 8]. En otras palabras, la simulación de Monte Carlo está 
presente en todos aquellos ámbitos en los que el comportamiento aleatorio o probabilístico 
desempeña un papel fundamental -precisamente, el nombre de Monte Carlo proviene de la famosa 
ciudad de Mónaco, donde abundan los casinos de juego y donde el azar, la probabilidad y el 
comportamiento aleatorio conforman todo un estilo de vida.  
 
 
Son muchos los autores que han apostado por utilizar hojas de cálculo para realizar simulación MC 
[1, 6, 7]. La potencia de las hojas de cálculo reside en su universalidad, en su facilidad de uso, en su 
capacidad para recalcular valores y, sobre todo, en las posibilidades que ofrece con respecto al 
análisis de escenarios (“what-if anaylisis”). Las últimas versiones de Excel incorporan, además, un 
lenguaje de programación propio, el Visual Basic for Applications, con el cual es posible crear 
auténticas aplicaciones de simulación destinadas al usuario final. En el mercado existen de hecho 
varios complementos de Excel (Add-Ins) específicamente diseñados para realizar simulación MC, 
siendo los más conocidos: @Risk, Crystall Ball, Insight.xla, SimTools.xla, etc. [W2 – W5]. 
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OBJETIVOS       ________________________ 
 


• Introducir los conceptos e ideas clave de la simulación MC. 
• Introducirse en las capacidades que ofrece Excel en los campos de modelado y simulación. 
• Conocer algunas aplicaciones de la simulación MC.  


 
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Este math-block supone ciertos conocimientos básicos de estadística (inferencia y probabilidad), así 
como conocimientos -a nivel de usuario- de la hoja de cálculo Excel. 
 
 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 


La función ALEATORIO() de Excel 
 


Las hojas de cálculo como Excel (y cualquier lenguaje de programación estándar) son capaces 
de generar números pseudo-aleatorios provenientes de una distribución uniforme entre el 0 y el 1. 
Este tipo de números pseudo-aleatorios son los elementos básicos a partir de los cuales se 
desarrolla cualquier simulación por ordenador. 
 
En Excel, es posible obtener un número pseudo-aleatorio -proveniente de una distribución 
uniforme entre el 0 y el 1- usando la función ALEATORIO: 
 


 
 
 
Los números generados mediante la función ALEATORIO tienen dos propiedades que los hacen 
equiparables a números completamente aleatorios: 
 


1. Cada vez que se usa la función ALEATORIO, cualquier número real entre 0 y 1 tiene la 
misma probabilidad de ser generado (de ahí el nombre de distribución uniforme). 


 
2. Los diferentes números generados son estadísticamente independientes unos de otros 


(es decir, el valor del número generado en un momento dado no depende de los 
generados con anterioridad). 


 
La función ALEATORIO es una función volátil de Excel. Esto significa que cada vez que 
pulsamos la tecla F9 o cambiemos alguno de los inputs del modelo, todas las celdas donde 
aparezca la función ALEATORIO serán recalculadas de forma automática. 
 
Se pueden encontrar ejemplos del uso de ALEATORIO en el propio menú de ayuda de Excel. 
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¿Qué es la simulación de Monte Carlo? 


 
La simulación de Monte Carlo es una técnica cuantitativa que hace uso de la estadística y los 
ordenadores para imitar, mediante modelos matemáticos, el comportamiento aleatorio de 
sistemas reales no dinámicos (por lo general, cuando se trata de sistemas cuyo estado va 
cambiando con el paso del tiempo, se recurre bien a la simulación de eventos discretos o bien a 
la simulación de sistemas continuos). 
 
La clave de la simulación MC consiste en crear un modelo matemático del sistema, proceso o 
actividad que se quiere analizar, identificando aquellas variables (inputs del modelo) cuyo 
comportamiento aleatorio determina el comportamiento global del sistema. Una vez identificados 
dichos inputs o variables aleatorias, se lleva a cabo un experimento consistente en (1) generar –
con ayuda del ordenador- muestras aleatorias (valores concretos) para dichos inputs, y (2) 
analizar el comportamiento del sistema ante los valores generados. Tras repetir n veces este 
experimento, dispondremos de n observaciones sobre el comportamiento del sistema, lo cual nos 
será de utilidad para entender el funcionamiento del mismo –obviamente, nuestro análisis será 
tanto más preciso cuanto mayor sea el número n de experimentos que llevemos a cabo. 
 
Veamos un ejemplo sencillo: 
 
En la imagen inferior se muestra un análisis histórico de 200 días sobre el número de consultas 
diarias realizadas a un sistema de información empresarial (EIS) residente en un servidor central. 
La tabla incluye el número de consultas diarias (0 a 5) junto con las frecuencias absolutas 
(número de días que se producen 0, 1, ..., 5 consultas), las frecuencias relativas (10/200 = 0,05, 
...), y las frecuencias relativas acumuladas. 
 


 
 
Podemos interpretar la frecuencia relativa como la probabilidad de que ocurra el suceso asociado, 
en este caso, la probabilidad de un determinado número de consultas (así, p.e., la probabilidad de 
que se den 3 consultas en un día sería de 0,30), por lo que la tabla anterior nos proporciona la 
distribución de probabilidad asociada a una variable aleatoria discreta (la variable aleatoria es el 
número de consultas al EIS, que sólo puede tomar valores enteros entre 0 y 5). 
 
Supongamos que queremos conocer el número esperado (o medio) de consultas por día. La 
respuesta a esta pregunta es fácil si recurrimos a la teoría de la probabilidad: 
 
Denotando por X a la variable aleatoria que representa el número diario de consultas al EIS, 
sabemos que: 
 


[ ] 95,215,05...10,0105,00)xX(PxXE
5


0i
ii =⋅++⋅+⋅==⋅= ∑


=


 


 
Por otra parte, también podemos usar simulación de Monte Carlo para estimar el número 
esperado de consultas diarias (en este caso se ha podido obtener el valor exacto usando teoría 
de probabilidad, pero ello no siempre será factible). Veamos cómo: 
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Cuando se conozca la distribución de probabilidad asociada a una variable aleatoria discreta, 
será posible usar la columna de frecuencias relativas acumuladas para obtener los llamados 
intervalos de números aleatorios asociados a cada suceso. En este caso, los intervalos 
obtenidos son:  
 


• [0,00 , 0,05)  para el suceso 0 
• [0,05 , 0,15)  para el suceso 1 
• [0,15 , 0,35)  para el suceso 2 
• [0,35 , 0,65)  para el suceso 3 
• [0,65 , 0,85)  para el suceso 4 
• [0,85 , 1,00)  para el suceso 5 


 
El gráfico siguiente nos muestra cada una de las probabilidades sobre el número de consultas. En 
él, se aprecia claramente la relación existente entre probabilidad de cada suceso y el área que 
éste ocupa. 
 


nº Consultas EIS


0,20 0,30


0,05


0,10


0,20


0,15


0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00


Probabilidad


0
1
2
3
4
5


 
 
Esto significa que, al generar un número pseudo-aleatorio con el ordenador (proveniente de una 
distribución uniforme entre 0 y 1), estaremos llevando a cabo un experimento cuyo resultado, 
obtenido de forma aleatoria y según la distribución de probabilidad anterior, estará asociado a un 
suceso. Así por ejemplo, si el ordenador nos proporciona el número pseudo-aleatorio 0,2567, 
podremos suponer que ese día se han producido 2 consultas al EIS. 
 
Asignamos pues la función ALEATORIO a una casilla (la G1 en el caso de la imagen):  
 


 
Seleccionando la celda y “arrastrando” con el ratón desde el borde inferior derecho de la misma 
podemos obtener un listado completo de números pseudo-aleatorios: 
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A continuación, podemos usar la función SI de Excel para asignar un suceso a cada uno de los 
números pseudo-aleatorios generados (como veremos, otra forma de hacer esta asignación será 
usando la función BUSCARV): 
 


 
Repitiendo el proceso de seleccionar y “arrastrar” obtendremos algo similar a: 
 


 
Finalmente, usando la función PROMEDIO será posible calcular la media de los valores de la 
columna H: 
 


 
En este caso, hemos obtenido un valor estimado que corresponde exactamente con el valor real 
anteriormente calculado vía la definición teórica de la media. Sin embargo, debido a la 
componente aleatoria intrínseca al modelo, normalmente obtendremos valores “cercanos” al valor 
real, siendo dichos valores diferentes unos de otros (cada simulación proporcionará sus propios 
resultados). Se puede comprobar este hecho pulsando repetidamente sobre la función F9 (cada 
vez que se pulsa dicha tecla, Excel genera nuevos valores aleatorios y, por tanto, nuevos valores 
para la columna H y la casilla I1).  
 
Si en lugar de usar una muestra aleatoria formada por 100 observaciones hubiésemos usado una 
formada por 10, los valores que obtendríamos al pulsar repetidamente F9 no serían estimaciones 
tan buenas al valor real. Por el contrario, es de esperar que si hubiésemos usado 1.000 (o mejor 
aún 10.000) observaciones, los valores que obtendríamos en la casilla I1 estarían todos muy 
cercanos al valor real. 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 


Simulación MC con variables discretas 
 


Veamos un ejemplo algo más complejo del uso de Excel para construir modelos de simulación 
MC cuando las variables aleatorias sean discretas: 
 
Supongamos que trabajamos en un gran almacén informático, y que nos piden consejo para 
decidir sobre el número de licencias de un determinado sistema operativo que conviene adquirir –
las licencias se suministrarán con los ordenadores que se vendan durante el próximo trimestre, y 
es lógico pensar que en pocos meses habrá un nuevo sistema operativo en el mercado de 
características superiores. Cada licencia de sistema operativo le cuesta al almacén un total de 75 
Euros, mientras que el precio al que la vende es de 100 Euros. Cuando salga al mercado la 
nueva versión del sistema operativo, el almacén podrá devolver al distribuidor las licencias 
sobrantes, obteniendo a cambio un total del 25 Euros por cada una. Basándose en los datos 
históricos de los últimos meses, los responsables del almacén han sido capaces de determinar la 
siguiente distribución de probabilidades por lo que a las ventas de licencias del nuevo sistema 
operativo se refiere: 
 


 
Construimos nuestro modelo usando las fórmulas que se muestran en la figura inferior. En la 
casilla H2 usaremos la función ALEATORIO para generar el valor pseudo-aleatorio que 
determinará el suceso resultante; en la celda I2 usamos la función BUSCARV para determinar el 
suceso correspondiente asociado al valor pseudo-aleatorio obtenido –notar que usamos también 
la función MIN, ya que en ningún caso podremos vender más licencias que las disponibles. El 
resto de fórmulas son bastante claras: 
 


 
En la imagen anterior se muestra cómo construir el modelo con una observación (iteración). A fin 
de generar nuevas observaciones, deberemos seleccionar el rango H2:N2 y "arrastrar" hacia 
abajo (tantas casillas como iteraciones deseemos realizar): 
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Finalmente, es posible estimar el valor esperado de la variable aleatoria que proporciona los 
beneficios sin más que hallar la media de las 100 observaciones que acabamos de realizar. 
Asimismo, usaremos las funciones DESVEST e INTERVALO.CONFIANZA para hallar, 
respectivamente, la desviación estándar de la muestra obtenida y el intervalo de confianza (a un 
nivel del 95%) para el valor esperado: 
 


 
La apariencia final de nuestro modelo será: 
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A partir del modelo anterior es posible también realizar “what-if” análisis (análisis de escenarios o 
preguntas del tipo “¿qué pasaría si cambiamos tal o cual input?”). Para ello es suficiente con ir 
cambiando los valores de las celdas con fondo amarillo o rojo (inputs del modelo en este 
ejemplo). Asimismo, podemos ampliar fácilmente el número de iteraciones (observaciones 
muestrales) sin más que repetir los procesos de seleccionar y “arrastrar”.  
 
En el caso actual, hemos optado por tomar 1.000 iteraciones para cada una de los posibles inputs 
asociados a la cantidad de pedido (estos posibles inputs son: 100, 150, 200, 250, y 300). Si se 
realizase el experimento, se obtendrían unos resultados similares a los que se muestran a 
continuación (ya que 1.000 es un número ya bastante considerable para este ejemplo): 
 


 
 


Beneficio esperado


-3.000
-2.000
-1.000


0
1.000
2.000
3.000
4.000


100 150 200 250 300


Nº Licencias adquiridas


Eu
ro


s


 
 
A partir de los resultados, parece claro que la decisión óptima es hacer un pedido de 150 
unidades, ya que con ello se consigue el beneficio máximo. 
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Generación de números aleatorios provenientes de otras distribuciones 


 
Las últimas versiones de Excel incorporan un Add-In llamado Análisis de datos. Este 
complemento proporciona nuevas funcionalidades estadísticas a la hoja de cálculo. Entre ellas, 
nos interesa destacar la de Generación de números aleatorios: 
 


 
 


 
 
Con esta opción, es posible generar fácilmente observaciones provenientes de diversas 
distribuciones de variable discreta (Bernoulli, Binomial, Poisson, Frecuencia relativa, y Discreta)  o 
de variable continua (Uniforme y Normal). 
 
Independientemente del complemento Análisis de datos, es posible usar un resultado muy 
conocido de la teoría estadística, llamado método de la transformada inversa, para derivar las 
fórmulas que permiten obtener valores pseudo-aleatorios provenientes de distribuciones como la 
Weibull o la Lognormal. 
 
En la tabla siguiente se muestran algunas fórmulas que, implementadas en celdas de Excel, nos 
permiten obtener valores pseudo-aleatorios de algunas de las distribuciones continuas más 
usadas: 
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Distribución Parámetros Fórmula Excel 


Exponencial Media = b = -LN(ALEATORIO())*b 
Weibull Escala = b 


Forma = a 
= b*(-LN(ALEATORIO())^(1/a) 


Normal Media = μ 
Desv. Estándar = σ 


= DISTR.NORM.INV(ALEATORIO(),μ,σ) 


Lognormal Media de Ln(X) = μ 
Desv. Estándar de Ln(X) = 
σ 


= DISTR.LOG.INV(ALEATORIO(),μ,σ) 


Uniforme entre a y b Extremo inferior = a 
Extremo superior = b 


= a+(b-a)*ALEATORIO() 


 
Añadir, finalmente, que es relativamente sencillo implementar funciones VBA que, haciendo uso 
del método de la transformada inversa o de otros métodos similares, permitan la generación de 
valores provenientes de casi cualquier distribución teórica.  


 
 


Simulación MC con variables continuas 
 


Como hemos comentado, es posible usar las fórmulas anteriores para generar, a partir de la 
función ALEATORIO(), valores pseudo-aleatorios provenientes de otras distribuciones continuas. 
En las páginas siguientes, veremos dos ejemplos de modelos que hacen uso de la distribución 
normal (la distribución estadística más importante y utilizada): 
 
Ejemplo 1:  Tiempo de consultas a servidores en paralelo 
 
Supongamos que desde un ordenador cliente se realiza consultas SQL a bases de datos situadas 
en dos servidores distintos. Nuestro objetivo será estimar el tiempo esperado (tiempo medio) que 
deberemos esperar para recibir la respuesta de ambos servidores. Dada la complejidad de la 
consulta que queremos realizar, y basándonos en experiencias anteriores, se calcula que el 
tiempo necesario para que cada uno de los servidores responda a la misma sigue una 
distribución normal con los parámetros (media y desviación estándar, en minutos) que se indican 
a continuación: 
 


 
 
Pediremos a Excel que genere valores pseudo-aleatorios provenientes de dichas distribuciones. 
Asimismo, usaremos la función MAX para obtener el tiempo de respuesta (que será el máximo de 
los tiempos de respuesta de cada servidor), y la función SI para determinar qué servidor ha sido 
el más rápido en responder: 
 


 
Usaremos también las funciones CONTAR y CONTAR.SI para contar el número de iteraciones y 
el número de veces que un servidor es más rápido que el otro: 
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Finalmente, las funciones PROMEDIO, DESVEST, e INTERVALO.CONFIANZA nos servirán para 
obtener, respectivamente, el tiempo muestral medio (esperado) de respuesta, la desviación 
estándar de la muestra (observaciones que generaremos), y un intervalo de confianza, a un nivel 
del 95%, para el tiempo medio (este intervalo nos permitirá saber si nuestra estimación es buena 
o si, por el contrario, necesitaremos más iteraciones). 
 
Una vez introducidas las fórmulas anteriores, bastará con seleccionar y “arrastrar” hacia abajo el 
rango de celdas G3:J3, con lo que se generarán nuevas iteraciones. En la imagen siguiente se 
muestra el resultado obtenido al generar 2.077 iteraciones. Observar que el tiempo medio 
estimado de respuesta es de 22,9 minutos, y podemos asegurar, con un nivel de confianza del 
95%, que dicho tiempo medio estará entre 22,8 y 23,0 minutos.  
 


 
Finalmente, se observa también que el servidor 1 ha respuesto más rápido que el servidor 2 en el 
67% de las iteraciones. 
 
 
Ejemplo 2:  Inversión inicial y flujo de caja  
 
Consideremos ahora un nuevo problema: supongamos que disponemos de un capital inicial de 
250 Euros que deseamos invertir en una pequeña empresa. Supondremos también que los flujos 
de caja -tanto los de entrada como los de salida- son aleatorios, siguiendo éstos una distribución 
normal.  
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Para el primer mes, el valor esperado del flujo de entrada es de 500 Euros, mientras que el valor 
esperado para el flujo de salida es de 400 Euros. En meses posteriores, el valor esperado será el 
valor obtenido para en el mes anterior. Por su parte, las desviaciones estándar valdrán, en todos 
los casos, un 25% del valor medio (esperado) asociado. En base a lo anterior, podemos construir 
un modelo como se muestra en las siguientes imágenes: 
 


 


 


 


 
Seleccionando y “arrastrando” hacia abajo el rango G3:O3, hemos obtenido los siguientes 
resultados para 5.859 iteraciones: 
 


 
Observamos que el valor esperado para el capital final es de unos 544 Euros, y que podemos 
afirmar, con un nivel de confianza del 95%, que dicho valor estará entre 528 y 560 Euros. 
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LÍMITES Y CONTINUIDAD
 
Autores: Anna López (alopezrat@uoc.edu), Ángel A. Juan (ajuanp@uoc.edu)


 
 


INTRODUCCIÓN
Los conceptos de límite y continuidad de una función real son dos de los conceptos básicos del análisis
matemático ya que, entre otras cosas, nos permiten conocer mejor la forma y propiedades de las
funciones reales. Además, el concepto de límite es básico en la definición del concepto de derivada de
una función, el cual se puede considerar como la "piedra angular" del análisis matemático por las
muchas aplicaciones que de dicho concepto y su uso se derivan (optimización de funciones, cálculo de
parámetros marginales en economía, cálculo de velocidades y aceleraciones en física, etc.).


  
 


OBJETIVOS
Mediante el presente math-block se pretende que el estudiante adquiera las habilidades siguientes:


Introducirse en los conceptos de límite de una función y de continuidad de funciones.
Aprender a calcular límites de funciones y entender el concepto de indeterminación.
Saber estudiar la continuidad de una función real.
Conocer los tipos de discontinuidad que puede presentar una función y saber determinalos.


  
 


CONOCIMIENTOS PREVIOS
Antes de estudiar este math-block es recomendable tener bien asentados los conceptos básicos
asociados a las funciones de variable real (definición, dominio, tipos de funciones, etc.).


  
 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES
Para una visión intuitiva de los conceptos de continuidad y de límite de una función recomendamos
consultar los siguientes enlaces del Proyecto Descartes: Descartes_Límites&Continuidad_1 y
Descartes_Límites&Continuidad_2. En las secciones 2, 3 y 4 de esta última referencia se pueden
encontrar las definiciones intuitivas, mientras que en el resto de secciones (5, 6, y 7) se hallan
desarrollados ejemplos de cálculo de límites.


Dentro del mismo Descartes, podemos hallar una clasificación intuitiva de las discontinuidades en
Descartes_Discontinuidades. Finalmente, las  propiedades de los límites podemos consultarlas en
Descartes_PropiedadesLímites.


Otras referencia interesante para la continuidad de funciones es Thales_Continuidad. También dentro
de la web Thales es posible hallar una referencia (algo más teórica) sobre límites: Thales_Límites. En
este último enlace detaca especialmente la sección 3 sobre cálculo de límites. 



https://web.archive.org/web/20100801111810/http://descartes.cnice.mecd.es/Bach_CNST_2/Limites_de_funciones/index.htm

https://web.archive.org/web/20100801111810/http://descartes.cnice.mecd.es/Bach_CNST_1/Limite_en_un_punto_continuidad/Indice_limite_punto_continuidad.htm

https://web.archive.org/web/20100801111810/http://descartes.cnice.mecd.es/Bach_HCS_2/Continuidad_clasificacion_discontinuidades/index.htm

https://web.archive.org/web/20100801111810/http://descartes.cnice.mecd.es/Bach_CNST_2/Propiedades_de_los_limites/index.htm

https://web.archive.org/web/20100801111810/http://thales.cica.es./rd/Recurso/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-continuidad.html

https://web.archive.org/web/20100801111810/http://thales.cica.es./rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/58-Capitulo2.html,%20
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Apuntes más extensos y teóricos (con ejemplos desarrollados interesantes) podemos descargarlos en la
web de Matematicas.net (Matematicas pre-universitarias > Apuntes > Siguiente > Funciones. límites y
continuidad).


  
 


EJERCICIOS RESUELTOS
En la página web sectormatematica se pueden hallar problemas resueltes que abarcan desde los
asociados al cálculo de límites de una función hasta el estudio de discontinuidades.


  
 


BIBLIOGRAFÍA (Biblioteca UOC)


 Sydsaeter, K. (1999): "Matemáticas para el análisis económico". ISBN: 0132406152. Capítulo 6
(apartados 6.1 y 6.2)


 López Cachero (1994): "Curso básico de matemáticas para la economía y la dirección de empresas".
ISBN: 8436808355. Pág. 209 a 235.


  
 


ENLACES


www.pntic.mec.es/Descartes/index.html
Web "Proyecto Descartes" (MECD). Contiene unidades
didácticas clasificadas por curso (ESO, Bachillerato, etc.).


www.matematicas.net/php/main.php


Web "El paraíso de las Matemáticas". Contiene recursos
matemáticos de todo tipo (apuntes, software matemático,
tutoriales, etc.) y de todos los niveles.


 www.okmath.com
Web "OK math". Contiene problemas resueltos de
matemáticas (nivel bachillerato y universidad).


 www.thales.cica.es Web "Proyecto Thales"


 www.sectormatematica.cl
Web "Sector Matemáticas". Contiene numerosos problemas
resueltos.
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I. HERRAMIENTAS PARA LA PLANIFICACIÓN DE LA CALIDAD 
 


INTRODUCCIÓN____________________________________________________ 
 


El programa Minitab dispone de diversas herramientas gráficas que nos ayudarán en la detección de 
problemas de calidad y en los procesos de mejora de ésta: 


 
• Gráficos de rachas:  permiten detectar patrones no aleatorios en los datos. 
 
• Gráficos de Pareto:  nos ayudan a identificar los problemas más relevantes. 


 
• Diagramas de causa-efecto: permiten organizar gráficamente las posibles causas de un problema. 


 
• Gráficos de varianza:  suponen una alternativa a los métodos ANOVA. 


 
• Gráficos de simetría:  nos ayudan a determinar el grado de simetría de la distribución de datos. 
 


 


GRÁFICOS DE RACHAS (RUN CHARTS)_______________________________ 
 


Un gráfico de rachas nos permite identificar patrones no aleatorios en los datos. En él se representan las 
medias (o las medianas) vs. el número del subgrupo al que pertenecen. El gráfico contiene además una línea 
horizontal de referencia que representa la mediana de las observaciones.  


 
Por otra parte, también se realizan dos pares de tests para contrastar la hipótesis nula de que el 


comportamiento de las observaciones sigue una secuencia aleatoria. Estos tests nos ayudarán a identificar 
tendencias, oscilaciones, mezclas, y estratificaciones en los datos. La existencia de tales patrones de 
comportamiento sugeriría que la variación observada es debida a causas especiales, i.e., causas externas al 
sistema y que deben ser corregidas. Consideraremos que un proceso se encuentra bajo control cuando éste se 
vea afectado únicamente por causas comunes o naturales (inherentes al propio proceso). 


 
Los datos de un proceso que se encuentre bajo control (es decir, cuya variabilidad se deba sólo a causas 


comunes) deberían seguir un patrón aleatorio, como ocurre en el siguiente gráfico: 
 


 


302010


7,25


7,15


7,05


6,95


6,85


6,75


6,65


Observation


C
1


 0,8832
 0,1168
 3,0000
19,6667
17,0000


 0,3452
 0,6548
 3,0000
15,9333
17,0000


Approx P-Value for Oscillation:
Approx P-Value for Trends:
Longest run up or down:
Expected number of runs:
Number of runs up or down:


Approx P-Value for Mixtures:
Approx P-Value for Clustering:
Longest run about median:
Expected number of runs:
Number of runs about median:


Run Chart for C1 
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Los dos primeros tests de aleatoriedad que se muestran en el gráfico anterior se basan en el número de 
“rachas” localizadas a cada lado de la línea que representa la mediana. En este contexto, una racha es un 
conjunto de puntos consecutivos situados a un lado de la mediana. Si los puntos están unidos por una línea, 
una racha termina y otra empieza cuando dicha línea cruza la mediana. Estos contrastes son sensibles a dos 
tipos de comportamientos no aleatorios: las mezclas y las estratificaciones. Así, si el número de rachas es 
significativamente superior al esperado bajo la hipótesis nula, tendremos indicios de que las observaciones 
están mezcladas (provienen de poblaciones diferentes), mientras que si el número de rachas es 
significativamente inferior al esperado tendremos indicios de estratificación (o agrupamiento) en los datos. 
Los p-valores que nos muestra el gráfico anterior  son mayores de 0,05 para ambos tests, por lo que no hay 
motivos para pensar que los datos están mezclados o estratificados. 


 
A continuación se muestran otros dos gráficos característicos de datos con problemas de mezclas y 


estratificaciones respectivamente: 
 
 
 


302010


7,2


6,7


6,2


Observation


C
2


 0,2322
 0,7678
 3,0000
20,3333
22,0000


 0,9914
 2,0000
16,4839
23,0000


Approx P-Value for  Oscillation:
Approx P-Value for  Trends:
Longest run up or down:
Expected num ber of runs:
Num ber of runs up or down:


Approx P-Value for  M ixtures:
Approx P-Value for  C luster ing:
Longest run about m edian:
Expected num ber of runs:
Num ber of runs about m edian:


Datos Mezclados


cerca de la  línea centra l
aus encia  de puntos


Demasiadas 
“rachas”: la línea 
negra cruza 
muchas veces la 
mediana 


 
 
 
 
 
 
 


 
 
 


 0,0086


 


 0,0046
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7,28


7,18


7,08


6,98


6,88


6,78


6,68


O bservation


C
3


 0,6171
 0,3829
 4,0000
19,6667
19,0000


 0,9954


 6,0000
16,0000
 9,0000


Approx P-Value for  Oscillation:
Approx P-Value for  Trends:
Longest run up or down:
Expected num ber of runs:
Num ber of runs up or  down:


Approx P-Value for  M ixtures:
Approx P-Value for  C luster ing:
Longest run about m edian:
Expected num ber of runs:
Num ber of runs about m edian:


Datos Estratificados


grupos  de puntos  en un área


Insuficientes 
“rachas”: la línea 
negra cruza pocas 
veces la mediana 
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Los dos tests restantes se basan en el número de rachas crecientes y decrecientes. En este caso, una racha 


es un conjunto de puntos consecutivos situados en la misma dirección (formando un tramo creciente o 
decreciente). Así, una nueva racha comenzará cada vez que la línea que une los puntos pase de ser creciente a 
decreciente o viceversa. Estos contrastes son sensibles a dos tipos de comportamientos no aleatorios: las 
oscilaciones y las tendencias. Si el número de rachas observadas es significativamente mayor que las 
esperadas (bajo la hipótesis nula), entonces habrá indicios de la existencia de oscilaciones en los datos. Si el 
número de rachas observadas es significativamente menor que el esperado, habrá indicios de tendencias. 
Ninguno de los gráficos anteriores presentaban indicios de que los datos sufriesen oscilaciones ni que 
siguiesen tendencias determinadas. 


 
A continuación se muestran dos casos típicos de datos con problemas de oscilaciones y tendencias: 


 
 
 


302010


7,25


7,15


7,05


6,95


6,85


6,75


6,65


Observation


C
4


 0,9914
 3,0000
19,6667
25,0000


 0,5000
 0,5000
 4,0000
16,0000
16,0000


Approx  P-Value for  Os c illation:
Approx  P-Value for  Trends :
Longes t run up or dow n:
Ex pec ted number of runs :
N umber of runs  up or  dow n:


Approx  P-Value for Mix tures :
Approx  P-Value for C lus tering:
Longes t run about median:
Ex pec ted number of runs :
N umber of runs  about median:


Datos  con Oscilaciones


datos con fluctuaciones


Demasiadas 
“rachas”: la línea 
negra oscila arriba 
y abajo con 
mucha frecuencia 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  0,0086


 0,0862
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7,28


7,18


7,08


6,98


6,88


6,78


6,68


Observation


C
5


 0,9138


 5,0000
19,0000
16,0000


 0,9064
 0,0936
 7,0000
15,4828
12,0000


Approx P-Value for Oscillation:
Approx P-Value for Trends:
Longest run up or down:
Expected number of runs:
Number of runs up or down:


Approx P-Value for Mixtures:
Approx P-Value for Clustering:
Longest run about median:
Expected number of runs:
Number of runs about median:


Datos con Tendencia


Tendencia ascendente


Insuficientes 
“rachas”: la línea 
negra muestra 
tendencias 
crecientes o 
decrecientes 
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Ejemplo Gráfico de Rachas:  Supongamos que trabajamos para una empresa que produce un tipo de 
dispositivos capaz de medir los niveles de radiación en el ambiente. Queremos analizar los datos, 
obtenidos en un test realizado sobre 20 dispositivos (en grupos de 2), referentes a los niveles de radiación 
que cada aparato registró. Los datos están contenidos en el fichero aleatorio.mtw  . 


 
 Seleccionar  Stat > Quality Tools > Run Chart : 


 


 
 
 Rellenamos los campos como se indica a continuación: 
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El resultado es el siguiente: 
 
 


10987654321


45


35


25


Subgroup Number


R
ad


ia
ci


ón


0,86545
0,13455
3,00000
6,33333
5,00000


0,97791
0,02209
5,00000
6,00000
3,00000


Approx P-Value for Oscillation:
Approx P-Value for Trends:
Longest run up or down:
Expected number of runs:
Number of runs up or down:


Approx P-Value for Mixtures:
Approx P-Value for Clustering:
Longest run about median:
Expected number of runs:
Number of runs about median:


Run Chart for Radiación


 
 


El test para la estratificación es significativo al nivel 0,05 (el p-valor asociado es de 0,02). Por tanto, 
hemos de concluir que hay indicios de que nuestro proceso se está viendo afectado por causas especiales, 
las cuales deberíamos investigar antes de seguir. La estratificación de los datos suele ser síntoma de 
problemas en el muestreo o en los procesos de medición. 


 
 
 


GRÁFICOS DE PARETO_____________________________________________ 
 
 


Un gráfico de Pareto es un diagrama de barras en el que el eje horizontal representa categorías de interés, 
generalmente causas de fallos o  defectos (los cuales pretendemos eliminar). Las barras se ordenan de mayor a 
menor, lo que nos permite diferenciar aquellas “pocas causas importantes” de las “muchas causas 
intranscendentes”. El gráfico contiene también una línea de porcentajes acumulativos, la cual nos ayuda a 
determinar la contribución de cada categoría al número total de fallos o defectos. Este tipo de gráficos resulta 
muy útil en la identificación de aquellas causas cuya eliminación es prioritaria por suponer un elevado 
porcentaje del total de fallos o defectos. 


 
 


Ejemplo Pareto:  Supongamos que nuestra empresa fabrica estanterías con componentes metálicos y 
de madera. Realizamos un control final en el cual algunas estanterías son retiradas antes de 
comercializarse debido a arañazos, astillas, dobleces, o abolladuras. Nuestra intención es realizar un 
gráfico de Pareto que nos permita identificar cuál de los defectos anteriores es el principal causante de 
estanterías retiradas. Usaremos los datos contenidos en el archivo  controlfinal.mtw . 


 
 


 Seleccionar  Stat > Quality Tools > Pareto Chart : 
 


 Rellenamos los campos como se indica a continuación: 
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El gráfico que obtenemos es el siguiente: 
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A partir del gráfico anterior podemos concluir que un 75% de las estanterías retiradas muestran defectos 
o bien de arañazos o bien de astillas, mientras que sólo un 25% de las estanterías son retiradas a causa de 
dobleces o abolladuras. Ello nos da una pista sobre qué tipos de defectos cabe evitar de forma prioritaria: 
deberemos centrar nuestros esfuerzos en eliminar las posibles causas de arañazos y astillas. 
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DIAGRAMAS DE CAUSA-EFECTO (FISHBONE)__________________________ 
 
 


Usaremos un diagrama de causa-efecto para organizar la información proveniente de un brainstorming 
referente a las causas potenciales de un problema. Ello nos permitirá establecer relaciones entre dichas causas. 


 
Ejemplo Fishbone:  Supongamos que hemos realizado una encuesta entre los estudiantes de una 
universidad sobre la calidad del personal docente. A menudo, la metodología empleada en este tipo de 
encuestas puede resultar no adecuada por causas varias (no se dan instrucciones suficientes para rellenar 
el formulario, no hay suficientes formularios o lápices para todos los alumnos, etc.). Hemos agrupado 
dichas causas en 6 grupos (personas, máquinas, material, métodos, medidas, y ambiente). Los resultados 
se han guardado en el archivo fishbone.mtw . 


 
 


 Seleccionar  Stat > Quality Tools > Cause-and-Effect: 
 


 Rellenamos los campos como se indica a continuación: 
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GRÁFICOS DE VARIANZA (MULTI-VARI CHART)_________________________ 
 


Un gráfico de varianza representa una alternativa “visual” a los métodos ANOVA. Este tipo de gráfico 
se utiliza en el análisis de datos para tener una visión previa de los mismos. En él se muestran, para cada uno 
de los factores, las medias de cada categoría o nivel dentro del factor. 
 


Ejemplo Gráfico Varianza: Supongamos que pretendemos evaluar los efectos que sobre la resistencia 
de tres tipos de aleaciones distintas tiene el tiempo de procesado. Para cada tipo de aleación, se midió la 
resistencia de tres muestras en cada uno de los siguientes tiempos de procesado: 100 minutos, 150 
minutos, y 200 minutos. Los resultados se guardan en el fichero resistencia.mtw . Nuestro objetivo 
es determinar, antes de pasar a realizar un estudio detallado, si existen tendencias o interacciones visibles 
en los datos. 


 
 Seleccionar  Stat > Quality Tools > Multi-Vari Chart: 


 
 Rellenamos los campos como se indica a continuación: 
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A partir del gráfico anterior se observa que hay indicios de interacción entre el tipo de aleación y la 
duración temporal del proceso: en el caso de la aleación de tipo 15, la mayor resistencia se obtiene para 
procesos de 100 minutos; en el caso de la aleación de tipo 18, la obtendremos para procesos de 150 
minutos; finalmente, en el caso de aleaciones de tipo 21, los procesos de 200 minutos son los que 
posibilitan una mayor resistencia.  
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GRÁFICOS DE SIMETRÍA____________________________________________ 
 
 
Los gráficos de simetría nos servirán para determinar si las observaciones muestrales obtenidas 


provienen o no de una distribución simétrica. Varios métodos estadísticos suponen que los datos provienen de 
una distribución normal, aunque en muchos casos este supuesto no es imprescindible siempre que la 
distribución poblacional sea simétrica. También es usual el supuesto de simetría en los métodos no 
paramétricos. 


 
 
Para construir un gráfico de simetría se forman pares ordenados de observaciones: el primer par estará 


formado por las dos observaciones, una superior a la mediana y la otra inferior, más cercanas a la mediana; el 
segundo par consistirá de las dos observaciones, una superior a la mediana y la otra inferior, más cercanas a la 
mediana de entre las restantes (exceptuando las ya consideradas); etc. Para cada par de observaciones 
consideramos un punto cuya primera coordenada será la distancia entre la observación superior a la mediana y 
la mediana, y cuya segunda coordenada será la distancia entre la observación inferior a la mediana y la 
mediana. Obtendremos así una nube de puntos. Si los datos siguen una distribución simétrica, las coordenadas 
X e Y serán aproximadamente igual para todos los puntos, por lo que éstos deberían seguir una línea recta de 
45º. Así, cuanto más simétrica sea la distribución, tanto más se aproximarán los puntos a la mencionada línea. 
 
 


Notar que, incluso para observaciones que se distribuyan de forma normal, es de esperar encontrar 
puntos que se sitúen por encima y por debajo de la recta. Lo importante, pues, es comprobar si los puntos 
divergen sustancialmente o no de dicha recta. Observando estos gráficos será posible detectar distintos tipos 
de asimetrías: si los puntos divergen por encima de la línea (coordenada Y mayor que la X), la distribución 
estará sesgada a la izquierda; por otro lado, si los puntos divergen por debajo de la línea (coordenada X mayor 
que la Y), la distribución estará sesgada a la derecha. Finalmente, la existencia de puntos divergentes en el 
extremo superior derecho del gráfico (donde las distancias son grandes) denotará cierto grado de asimetría en 
las colas de la distribución.  


 
Conviene recordar que, para poder extraer conclusiones sobre la simetría o asimetría de una distribución, 


será necesario disponer de un número suficientemente grande de observaciones (al menos 25 o 30).  
 
 


Ejemplo Gráfico de Simetría:  Queremos comprobar si los datos del archivo simetría.mtw  
siguen una distribución aproximadamente simétrica: 


 
 Seleccionar  Stat > Quality Tools > Symmetry Plot: 


 
 Rellenamos los campos como se indica a continuación: 


 


 


I - 9 







Control Estadístico de la Calidad con MINITAB 


 
 
 


0 1 2


0


1


2


Lo
w


er
 D


is
ta


nc
e 


to
 M


ed
ia


n


U p p e r D is ta n ce  to  Me d ia n


-1 ,5 0 ,0 1 ,5 3 ,0


0


10


20


Symmetry P lo t for Fallos


 
 
 


El gráfico anterior nos muestra una distribución bastante simétrica. Observar la existencia de puntos por 
encima de la línea en la esquina superior derecha, lo que nos indica que la cola izquierda es ligeramente 
más larga que la derecha. Los puntos del gráfico no  divergen de la línea, por lo que el sesgo a la 
izquierda no es muy acentuado (como se observa en el histograma adjunto). 
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II.  Análisis de Sistemas de Medición 


II.   ANÁLISIS DE SISTEMAS DE MEDICIÓN 
 


INTRODUCCIÓN____________________________________________________ 
 


Siempre que registramos o medimos los resultados de un proceso nos encontramos con cierta variación 
en los datos obtenidos. Esta variación puede provenir de dos fuentes distintas: por un lado, siempre habrá 
diferencias intrínsecas entre cualquier par de elementos que se pretendan medir (variación intrínseca); por 
otro, ningún método de medición es perfecto (i.e., si midiésemos el mismo elemento en repetidas ocasiones no 
obtendríamos siempre el mismo dato numérico). El Control Estadístico de Calidad (SPC) tiene como misión 
identificar las causas de variaciones intrínsecas en los procesos a fin de poder reducir dicha variación a 
niveles “tolerables”, pero antes de aplicar las técnicas del SPC es necesario asegurarnos de que la variación 
registrada no es debida, al menos en su mayor parte, a los sistemas de medición utilizados. 


 
El objeto de este capítulo será pues presentar herramientas que nos ayuden a precisar qué parte de la 


variación existente en los datos se debe al propio sistema de medida empleado. En concreto, estaremos 
interesados en: 
 
• Estudios R&R  y  gráficos de rachas de medida: nos permitirán examinar la precisión del sistema. 
 
• Medidas lineales y estudio de la exactitud 


 
Los errores en los sistemas de medición pueden clasificarse en dos categorías: errores de exactitud y 


errores de precisión. La exactitud describe la diferencia entre el valor registrado y el real. La precisión 
describe la variación que se observa al medir el mismo elemento de forma repetida y usando el mismo método 
de medición. Podemos encontrarnos con sistemas de medición que se vean afectados sólo por alguno de estos 
tipos de errores, y otros que sufran de falta de exactitud y de precisión: 
 
 


objetivo 
 
 
 
 
                 ∗      ∗             ∗          ∗ 
                ∗ ∗     ∗ ∗       ∗         ∗    ∗         ∗  
               ∗ ∗ ∗    ∗ ∗ ∗     ∗       ∗     ∗  ∗     ∗      ∗ 
 
     exacto y preciso          preciso, pero no exacto    exacto, pero no preciso ni exacto ni preciso 
 
 


Podemos descomponer la exactitud de un sistema de medida en tres componentes: 
 


1. Linealidad:  Indica cómo varía el nivel de exactitud obtenido en la medición en función del tamaño 
del objeto medido. Da una idea de cómo el tamaño del elemento a medir afecta a la exactitud del 
sistema de medida.  


2. Exactitud:  Es la diferencia entre la medición media observada y un “valor maestro”. Da una idea 
de lo “centrado” o “ajustado” que está el sistema de medida. 


3. Estabilidad:  Es la variación total que se obtendría al medir el mismo elemento repetidas veces 
usando un mismo aparato de medición. Nos da una idea de cómo de exacto o estable es el sistema 
con el paso del tiempo. 


 
Análogamente, podemos descomponer la precisión o medida de la variación en dos partes: 
 
1. Repetibilidad: Es la variación observada cuando el mismo operario mide el mismo elemento de 


forma repetida usando el mismo aparato. Da una idea de la variación debida a dicho aparato de 
medida. 


2. Reproductibilidad:  Es la variación observada cuando distintos operarios miden el mismo elemento 
usando el mismo aparato. Nos da una idea de la variación debida al operario. 
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ESTUDIOS R&R____________________________________________________ 
 


Los estudios de Repetibilidad y Reproductibilidad de las mediciones determinan qué parte de la 
variación observada en el proceso se debe al sistema de medición usado.  


 
Minitab proporciona dos métodos para realizar este tipo de estudios: el método X-barra/R 


descompone la variación total en tres categorías: elemento a elemento, repetibilidad, y reproductibilidad. El 
método ANOVA va un paso más allá y descompone la reproductibilidad en dos subcategorías, el operario y el 
operario por elemento (por tal motivo este último método es más exacto que el anterior): 


 


 


   
    Variación en el Sistema de Medición 


 
 
 
 
 


Elemento a Elemento Variación debida al Aparato  Variación debida a Operarios 
         (Repetibilidad)                 (Reproductibilidad) 
 
 
 
 
 
           Operario       Operario por Elemento 


 
Los datos deben estar estructurados en tres columnas: una primera que contenga el nombre o código de 


cada elemento medido, una segunda (opcional) que contenga el nombre del operario que ha realizado cada 
medición, y una tercera con el resultado de la medición. 


 
 
Ejemplo R&R:  Pretendemos realizar un estudio R&R sobre dos conjuntos de datos. En el primero, la 
variación debida al sistema de medición tiene poco peso dentro de la variación total observada; por el 
contrario, en el segundo, la variación total observada es causada en gran parte por la variación debida al 
sistema de medición.  


 
En el primer caso, se eligieron 10 elementos, cada uno de los cuales fue medido dos veces por 3 operarios 
siguiendo un orden aleatorio. Los resultados están contenidos en el archivo medición1.mtw . 


 
 Seleccionar  Stat > Quality Tools > Gage R&R Study : 


 
 Rellenamos los campos como se indica a continuación: 
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Gage R&R Study - ANOVA Method 
 
Gage R&R for Medición 
 
Two-Way ANOVA Table With Interaction 
 
Source             DF  SS       MS        F        P       
                                                           
Elemento            9  2,05871  0,228745  39,7178  0,00000 
Operador            2  0,04800  0,024000   4,1672  0,03256 
Operador*Elemento  18  0,10367  0,005759   4,4588  0,00016 
Repeatability      30  0,03875  0,001292                   
Total              59  2,24912                             


Contribución de cada una de las
partes a la varianza total  


 
Gage R&R 
 
Source             VarComp   StdDev    5,15*Sigma 
                                                  
Total Gage R&R     0,004437  0,066615  0,34306    
Repeatability      0,001292  0,035940  0,18509    
Reproducibility    0,003146  0,056088  0,28885    
Operador           0,000912  0,030200  0,15553    
Operador*Elemento  0,002234  0,047263  0,24340    
Part-To-Part       0,037164  0,192781  0,99282    
Total Variation    0,041602  0,203965  1,05042    
 
Source             %Contribution  %Study Var 
                                             
Total Gage R&R      10,67          32,66     
Repeatability        3,10          17,62     
Reproducibility      7,56          27,50     
Operador             2,19          14,81     
Operador*Elemento    5,37          23,17     
Part-To-Part        89,33          94,52     
Total Variation    100,00         100,00     
 
 
 
Number of Distinct Categories = 4 
 


Número de categorías distintas que el 
sistema es capaz de detectar. En este 
caso, de los 10 elementos distintos que 
hemos medido, el sistema de medición 
utilizado sólo sería capaz de distinguir 4. 


Study Var es el cociente entre la
desviación estándar de cada
componente y la desviación
estándar total. 


Desviación Estándar
multiplicada por 5,15
(número de desviaciones
estándar necesarias para
englobar al 99% de las
mediciones). Podemos
interpretar el último número
(el asociado a Total
Variation) cómo una
estimación de la amplitud
del intervalo que contendría
el 99% de las
observaciones. 


 
 


Observamos que sólo el 10,67% de la variación total en los datos se debe al sistema de medición, 
mientras que un 89,33% de dicha variación es debida a las diferencias entre los elementos medidos. 
 
Respecto al número de categorías distintas que el sistema es capaz de distinguir, el valor obtenido de 4 
nos indica que el sistema de medición empleado es aceptable (en general, si el valor obtenido fuese 1 el 
sistema no sería útil para controlar el proceso; un valor de 4 o superior representa un sistema de 
medición capaz de distinguir un número aceptable de categorías). 


 
En el primero de los gráficos siguientes se observa que la mayoría de los puntos están situados más allá 
de los límites de control, lo cual refuerza la idea de que la variación se debe prioritariamente a 
diferencias entre elementos. Esta misma conclusión la podemos obtener a partir del diagrama de barras. 
 
En los gráficos de la derecha observamos que hay pocas diferencias en las mediciones registradas por los 
diferentes operarios (la línea es prácticamente horizontal), mientras que las diferencias en las mediciones 
para los distintos elementos sí son considerables (el gráfico muestra continuas subidas y bajadas según el 
elemento medido). 


II - 3 







Control Estadístico de la Calidad con MINITAB 


II - 4 


Misc:
Tolerance:
Reported by:
Date of study:
Gage name:


0


1,1
1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3


321


Xbar Chart by Operador


Sa
m


pl
e 


M
ea


n


X=0,8075
3,0SL=0,8796


-3,0SL=0,7354


0


0,15


0,10


0,05


0,00


321


R Chart by Operador


Sa
m


pl
e 


R
an


ge


R=0,03833


3,0SL=0,1252


-3,0SL=0,00E+00


10 9 8 7 6 5 4 3 2 1


1,1
1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4


Elemento


Operador
Operador*Elemento Interaction


Av
er


ag
e


1
2
3


321


1,1
1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4


Operador


By Operador


10 9 8 7 6 5 4 3 2 1


1,1
1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4


Elemento


By Elemento��������
%Total Var��������
%Study Var


Part-to-PartReprodRepeatGage R&R


100


50


0


Components of Variation


Pe
rc


en
t


������������������������


�������
�������
�������
�������
�������


�������
�������
�������
�������
�������������������


������
������
������
������
������
������


������
������
������
������
������
������


�������
�������
�������
�������


������
������
������
������


������
������
������
������
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En el segundo conjunto de datos se eligieron 3 elementos, y 3 operarios midieron 3 veces cada uno de 
ellos siguiendo un orden aleatorio. Los datos se registraron en el archivo medición2.mtw . 


 
 Seleccionar  Stat > Quality Tools > Gage R&R Study : 


 
 Rellenamos los campos de forma análoga a la anterior: 
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Gage R&R Study - ANOVA Method 
 
Gage R&R for Medición 
 
Two-Way ANOVA Table With Interaction 
 
Source             DF  SS      MS       F        P       
                                                         
Elemento            2   38990  19495,2  2,90650  0,16616 
Operario            2     529    264,3  0,03940  0,96173 
Operario*Elemento   4   26830   6707,4  0,90185  0,48352 
Repeatability      18  133873   7437,4                   
Total              26  200222                            


Cuando el p-val 
 
 
Two-Way ANOVA Table Without Interaction 
 
Source             DF  SS      MS       F        P      


or asociado a
Operario*Elemento es  > 0,25 el programa
reconstruye el modelo esta vez sin la
interacción Operario*Elemento,  y usa este
nuevo “modelo reducido” para determinar los
estadísticos del estudio R&R. 


                                                        
Elemento            2   38990  19495,2  2,66887  0,0917 
Operario            2     529    264,3  0,03618  0,9645 
Repeatability      22  160703   7304,7                  
Total              26  200222                           
 
Gage R&R 
 
Source             VarComp  StdDev   5,15*Sigma 
                                                
Total Gage R&R     7304,7   85,4673  440,157    
Repeatability      7304,7   85,4673  440,157    
Reproducibility       0,0    0,0000    0,000    
Operario              0,0    0,0000    0,000    
Part-To-Part       1354,5   36,8036  189,538    
Total Variation    8659,2   93,0547  479,232    
 
Source             %Contribution  %Study Var 
                                             
Total Gage R&R      84,36          91,85     
Repeatability       84,36          91,85     
Reproducibility      0,00           0,00     
Operario             0,00           0,00     
Part-To-Part        15,64          39,55     
Total Variation    100,00         100,00     
 
Number of Distinct Categories = 1 


 
 


Observamos que el 84,36% de la variación total en los datos se debe al sistema de medición, mientras 
que sólo un 15,64% de dicha variación es debida a las diferencias entre los elementos medidos. 
 
En este caso, el sistema de medición empleado no es capaz de detectar diferencias entre los elementos 
(sólo percibe una categoría). Ello significa que este sistema no es adecuado. 
 
En el primero de los gráficos siguientes se observa cómo la mayoría de puntos están contenidos dentro 
de los límites de control, lo cual nos indica que la variación observada es principalmente debida al 
sistema de medición usado. La misma conclusión se deduce del diagrama de barras. 
 
En los gráficos de la esquina inferior derecha se aprecia que no hay apenas diferencias entre operarios al 
hacer la medición (línea de nivel horizontal), y que las diferencias entre elementos no son significativas. 
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GRÁFICOS DE RACHAS PARA MEDICIONES____________________________ 
 
 


Un gráfico de rachas para mediciones es una representación de las observaciones por operario y número 
de elemento. El gráfico contiene una línea de referencia horizontal al nivel de la media (la cual puede 
obtenerse a partir de los datos o bien ser ya conocida). Esta representación nos permitirá apreciar de forma 
inmediata posibles diferencias en las mediciones entre diferentes operarios y/o elementos: un proceso estable 
generaría una nube de puntos horizontal, mientras que un “efecto operario” o un “efecto elemento” nos daría 
algún patrón no aleatorio para los datos. 
 
 


Ejemplo Gráfico de Rachas para Mediciones:  Nuevamente usaremos los dos conjuntos de datos 
anteriores (en el primero de ellos, medición1.mtw , la variación debida al sistema de medición 
suponía un porcentaje pequeño de la variación total; en el segundo, medición2.mtw , dicha variación 
era la principal causa de la variación total). 


 
Para cada uno de los dos conjuntos de datos haremos lo siguiente: 


 
 


 Seleccionar  Stat > Quality Tools > Gage Run Chart: 
 


 Rellenamos los campos como se indica a continuación: 
 


II - 6 







II.  Análisis de Sistemas de Medición 


 
 


El gráfico inferior corresponde al primer conjunto de datos. En él se observa: 
 


1. Para cada elemento, podemos comparar tanto las diferencias entre medidas realizadas por cada 
uno de los tres operarios como las diferencias entre los distintos operarios. 


 
2. También podemos comparar las medidas obtenidas con la línea de referencia horizontal (en este 


caso, la media de las observaciones). 
 
 


Gage name:
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La mayor parte de la variación es debida a diferencias entre elementos. Además, es posible apreciar 
algunos ligeros patrones: así, p.e., la segunda medición del operador 2 es repetidamente menor que la 
primera (esto ocurre en 7 de 10 ocasiones); también es visible el que las mediciones efectuadas por el 
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segundo operario son repetidamente menores que las realizadas por el primer operario (en 8 de 10 
ocasiones). 
 
 
 
A continuación se muestra el gráfico correspondiente al segundo conjunto de datos. En él observamos: 
 
 
1. Para cada elemento, podemos comparar tanto las diferencias entre medidas realizadas por cada uno 


de los operarios como las diferencias entre distintos operarios. 
 
2. También podemos comparar las medidas obtenidas con la línea de referencia horizontal (en este 


caso, la media de las observaciones). 
 


Misc:
Tolerance:
Reported by:
Date of study:
Gage name:
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500


400


300


200


321Elemento


M
ed


ic
ió


n


1


2


3


Runchart of Medición by Elemento, Operario


1 2


 
El factor dominante en este caso es la repetibilidad (en concreto, las diferencias aumentan cuando el 
mismo operario realiza mediciones sobre el mismo elemento). Las oscilaciones parecen sugerir que los 
operarios están “ajustando”, entre turno y turno, el sistema de medición. 
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LINEALIDAD EN LA MEDICIÓN Y ESTUDIO DE LA EXACTITUD_____________ 
 
 


Un estudio de la linealidad en la medición responde a la pregunta: ¿es el sistema de medición igual de 
exacto para todos los tamaños posibles de los objetos que estamos midiendo?. 


 
Un estudio de la exactitud en la medición examina las diferencias existentes entre el promedio de las 


mediciones observadas y un valor de referencia o “valor maestro”. 
 
 


Ejemplo Linealidad y Exactitud:  Elegimos cinco elementos (cuyos valores maestros son 
conocidos), los cuales representan el rango esperado de los tamaños a medir. Un operario mide 12 veces 
cada uno de los elementos siguiendo un orden aleatorio, y se realiza un estudio R&R para determinar la 
variación total en el proceso (columna 5,15*Sigma), la cual resulta ser de 14,1941. Las mediciones se 
guardan en el archivo exactitud.mtw . 


 
 Seleccionar  Stat > Quality Tools > Gage Linearity Study: 


 
 Rellenamos los campos como se indica a continuación: 


 


 
Gage name:
Date of s tudy:
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Tolerance:
Misc:
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Gage Linearity Study for Medición
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Percent of Process Variation


Observar que, en esta medición, la variación debida a la linealidad supone un 13% de la variación total 
del proceso. Por otra parte, la variación debida a la falta de exactitud es de menos del 1% de la total. 
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III.    GRÁFICOS DE CONTROL POR VARIABLES (1) 
 


INTRODUCCIÓN____________________________________________________ 
 
 


En cualquier proceso productivo resulta conveniente conocer en todo momento hasta qué punto nuestros 
productos cumplen con las especificaciones preestablecidas. Como ya comentamos en el capítulo anterior, 
podemos decir que la calidad de un producto tiene dos grandes “enemigos”: (1) las desviaciones con respecto 
al objetivo especificado (falta de exactitud), y (2) una excesiva variabilidad respecto a los valores deseables 
(falta de precisión). 
 
 


La idea consiste en extraer muestras de un proceso productivo que se encuentra activo y, a partir de las 
mismas, generar gráficos que nos permitan tanto estudiar la variabilidad del mismo como comprobar si los 
productos obtenidos cumplen o no con las especificaciones preestablecidas. En caso de apreciar en tales 
gráficos tendencias no aleatorias o bien muestras que se sitúen más allá de los límites de control 
consideraremos que el proceso está fuera de control. Si así ocurre, estaremos interesados en averiguar las 
causas especiales que afectan al proceso. 
 
 


En un gráfico de control  se representa gráficamente una característica de calidad T, medida o calculada 
a partir de muestras del producto, en función de las diferentes muestras. La gráfica tiene una línea central que 
simboliza el valor medio de la característica de calidad. Finalmente, otras dos líneas (los límites superior e 
inferior de control) flanquean a la anterior a una distancia determinada. Estos límites son escogidos de manera 
que si el proceso está bajo control, casi la totalidad de los puntos muestrales se halle entre ellos. Así, un punto 
que se encuentra fuera de los límites de control se interpreta como una evidencia de que el proceso está fuera 
de control. Además, incluso si todos los puntos se hallan comprendidos entre los límites de control, pero se 
comportan de manera sistemática o no aleatoria, también tendríamos un proceso fuera de control (veremos 
cómo estudiar la existencia de tales patrones no aleatorios mediante los llamados tests para causas especiales). 
 
 
 
 
           Límite superior (LSC) 
                    3 * σT 
 
           Línea central 
 
                                              
           Límite inferior (LIC) 


Va
ria


bl
e 


T 


 
 
    Número de muestra o tiempo 
 
 


La determinación de los límites de control se basa en conceptos y resultados estadísticos: supongamos, 
p.e., que estamos interesados en “controlar” la media µ  de una variable aleatoria X  cuya distribución tiene 
una desviación estándar σ  (µ y σ constantes durante el proceso). Sabemos (por el TCL) que, para un tamaño 
muestral n grande, la distribución de las medias muestrales será aproximadamente normal con media igual a µ  
y desviación estándar igual a σ/√n . De este hecho se deduce que aproximadamente el 99,7% de las medias 
muestrales estarán contenidas en el intervalo  µ  ±  3 * σ/√n , intervalo que viene definido por los límites de 
control. Este sencillo razonamiento es la base para la construcción de todos los gráficos de control.  


 
 
Observar que, como el intervalo anterior depende de n, si trabajamos con muestras de distintos tamaños 


los límites de control no formarán una línea recta, pues la distancia que les separa de la línea central 
aumentará conforme n disminuya (serán límites “escalonados”). 
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Si dejamos momentáneamente al margen el estudio de posibles patrones no aleatorios en el gráfico de 
control, podemos considerar que éste no es más que un contraste de hipótesis en el que podemos considerar 
como hipótesis nula Ho el hecho de que el proceso está bajo control estadístico. El que un punto se ubique 
entre los límites de control es equivalente a no poder rechazar la hipótesis nula Ho; por el contrario, el que un 
punto se ubique fuera de los límites de control equivale al rechazo de la hipótesis del control estadístico.  
 


Observar que la selección de los límites de control equivale pues a determinar la región crítica para 
probar la hipótesis nula Ho de que el proceso está bajo control estadístico: alejando dichos límites de la línea 
central se reduce α (o probabilidad de cometer un error de tipo I, i.e.: que un punto caiga fuera de los límites 
de control sin que haya una causa especial), si bien también se eleva con ello β (o riesgo de cometer un error 
tipo II, i.e.: que un punto caiga entre dichos límites cuando el proceso se encuentra en realidad fuera de 
control). 
 


En general, para un α determinado, cuanto más grande sea el tamaño muestral n, tanto más “sensible” 
será el gráfico a la hora de detectar pequeños cambios  en el proceso (i.e., para α fijo, a mayor n mayor será la 
potencia del contraste 1-β). 
 


Podemos distinguir dos grandes clases de gráficos de control: los gráficos de control por variables hacen 
uso de estadísticos obtenidos a partir de datos tales como la longitud o grosor de un elemento, mientras que 
los gráficos de control por atributos se basan en frecuencias tales como el número de unidades defectuosas. 
Así, en los gráficos de control por variables es posible medir la característica de calidad a estudiar. En estos 
casos conviene describir la característica de calidad mediante una medida de tendencia central (usualmente la 
media muestral) y una medida de su variabilidad (usualmente el rango o la desviación estándar). 
 


Los gráficos de control por variables son más “sensibles” que los gráficos de control por atributos, razón 
por la cual son capaces de “avisarnos” de posibles problemas de calidad incluso antes de que éstos sean ya 
relevantes. Por su parte, los gráficos de control por atributos tienen la ventaja de sintetizar de forma rápida 
toda la información referida a diferentes aspectos de calidad de un producto, ya que permiten clasificar éste 
como aceptable o inaceptable; además, no suelen necesitar de sistemas de medición muy complejos y son más 
fácilmente entendibles por los no especialistas. 


 
A continuación se agrupan los gráficos de control por variables según el tipo de datos de que 


dispongamos: 
 


 
TIPO DE DATOS 


 
ESTADÍSTICOS A REPRESENTAR NOMBRE DEL GRÁFICO 


Datos en subgrupos 


 
• Medias de subgrupos, X-barra 
• Rangos de subgrupos, R 
• Desviaciones estándar de subgrupos, S 
• X-barra y R  
• X-barra y S 
 


 
X-barra 


R 
S 


X-barra y R 
X-barra y S 


Observaciones individuales 


 
• Observaciones individuales 
• Rangos móviles 
• Obs. Individuales y rangos móviles 
 


 
Individual 


Rangos móviles 
I – MR 


Combinaciones de subgrupos 


 
• Medias móviles con peso exponencial 
• Medias móviles 
• Sumas acumuladas 
• Obs. Individuales o medias de 


subgrupos según su distancia a la línea 
central 


 


 
EWMA 


Medias móviles 
CUSUM 


 
Zona 


Series cortas 


 
• Obs. Individuales estandarizadas y 


rangos móviles 
 


Z - MR 
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TRANSFORMACIÓN BOX-COX PARA DATOS NO NORMALES_____________ 
 


A fin de poder interpretar correctamente los gráficos, resulta imprescindible que las observaciones 
provengan de una distribución aproximadamente normal. Si nuestros datos provienen de una distribución 
notablemente asimétrica, podemos aplicarles la transformación Box-Cox para inducir normalidad. 


 
Dada una variable aleatoria Y asociada a una distribución asimétrica, pretendemos transformarla en otra 


variable Y’, donde Y’ = Y λ  ó  Y’ = Ln Y.  El método de Box-Cox  estima aquel valor para λ el cual minimiza 
la desviación estándar de Y’ . Si λ ≠ 0, entonces Y’ = Y λ ; en caso contrario, Y’ = Ln Y . Observar que si el 
valor obtenido para λ  es próximo a la unidad el transformar la variable no nos supondrá una gran ventaja. 
  
 


Ejemplo Box-Cox:  Los datos contenidos en el archivo BoxCox.mtw  provienen de una distribución 
sensiblemente sesgada a la derecha. Consisten en 50 subgrupos de tamaño 5. Los datos se encuentran en 
la columna C1. 


 
 Seleccionar  Stat > Control Charts > Box-Cox Transformation : 


 


 
 Rellenar los campos como se indica en la siguiente imagen: 
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La “Tabla de Información” correspondiente a la última iteración contiene el mejor estimador para λ, el 
cual resulta ser de 0,000. Otros dos buenos estimadores serían –0,056 y 0,056.   
 
Las dos líneas rojas del gráfico determinan un intervalo de confianza a nivel del  95% para el verdadero 
valor de λ. Dicho intervalo contiene a todos los posibles valores de λ cuya desviación estándar es menor 
o igual a la indicada por la línea horizontal discontinua, en este caso sería el intervalo de extremos –0,3 y 
0,4.  
 
Dado que el mejor estimador para λ es el cero, la transformación que tomaríamos sería  Y’ = Ln Y . 
 


 


MODELO DE SHEWART PARA GRÁFICOS DE CONTROL_________________ 
 


Sea T un estadístico muestral que mide alguna característica de calidad, y supongamos que T se 
distribuye de forma aproximadamente normal, con media µT  y  desviación estándar  σT . Entonces, la línea 
central y los límites superior e inferior del gráfico de control vendrán dados, según el modelo de Shewart, por: 
 
 


TT


TT


LIC


LSC


σµ
µ


σµ


3
central Línea


3


T


−=
=


+=


 


 
 
Un método alternativo al de Shewart sería el modelo probabilístico: en vez de especificar los límites de 


control como un múltiplo de la desviación estándar, se hubiera podido escoger directamente la probabilidad 
de un error de tipo I  y calcular el límite (probabilístico) de control correspondiente. Por ejemplo, si se hubiera 
tomado α = 0,001, entonces el múltiplo adecuado de la desviación estándar habría sido 3,09. Observar que si 
la distribución de T es aproximadamente normal, habrá poca diferencia entre los límites de tres sigma y los 
probabilísticos de 0,001. 
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TESTS PARA CAUSAS ESPECIALES__________________________________ 
 
 


Como dijimos en la introducción, cuando alguno de los estadísticos muestrales cae fuera de los límites 
de control, hay razones para pensar que el proceso está fuera de control. Además, también es importante 
estudiar la posible existencia de patrones no aleatorios en la representación de dichos estadísticos muestrales, 
ya que tales patrones suelen ser un síntoma de que la los parámetros del proceso están cambiando. A tal efecto 
se utilizan los tests para causas especiales o asignables, término que se contrapone al de causas comunes o 
aleatorias (inherentes a todo proceso). 


 
Al igual que los límites de control, los tests para causas especiales tienen un fundamento estadístico. Así, 


por ejemplo, la probabilidad de que un estadístico muestral caiga por encima de la línea central será de 0,5 
bajo los siguientes supuestos: (1) que el proceso esté bajo control, (2) que estadísticos muestrales 
consecutivos sean independientes, y (3) que la distribución de los estadísticos muestrales sea 
aproximadamente normal. Por tanto, en tales condiciones, la probabilidad de que dos estadísticos 
consecutivos caigan por encima de la línea central será de 0,5*0,5 = 0,25 , y la probabilidad de que 9 
estadísticos consecutivos caigan en el mismo lado de la línea central será de 0,5^9 = 0,00195. Este último 
valor se aproxima mucho a la probabilidad de un estadístico muestral caiga más allá de los límites de control 
de 3 sigma (suponiendo una distribución normal y un proceso bajo control), por lo que la existencia de estos 9 
estadísticos podría interpretarse como otro indicativo de que el proceso está fuera de control. 


 
La franja comprendida entre dos y tres sigmas respecto a la línea central se denomina zona A, la 


comprendida entre 1 y 2 sigmas se llama zona B, y la franja situada a menos de 1 sigma se denomina zona C. 
 
 
El programa Minitab permite realizar varios tests para determinar la posible existencia de causas 


especiales que influyan sobre la variabilidad de las observaciones (comportamiento no aleatorio de los datos): 
 
 


 
 
 
 


Cada uno de los tests detecta un determinado comportamiento no aleatorio en los datos. Cuando alguno 
de los tests resulta positivo entonces hay indicios de que la variabilidad de las observaciones se debe a causas 
especiales, las cuales deberán investigarse. 


 
 


Es importante notar que para realizar estos tests todas las muestras han de ser del mismo tamaño. 
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GRÁFICOS X-BARRA Y R____________________________________________ 
 


En la introducción comentamos que los gráficos por variables se utilizan para “controlar” una 
característica mesurable del producto, como puede ser la longitud, el peso, la altura, etc. Un gráfico X-barra 
contiene las medias muestrales de la característica que se pretende estudiar, por lo que mediante él podremos 
detectar posibles variaciones en el valor medio de dicha característica durante el proceso (desviaciones con 
respecto al objetivo). Un gráfico R es un gráfico de control para rangos muestrales. Se utiliza para medir la 
variación del proceso y detectar la posible existencia de causas especiales. Es habitual usar los gráficos R para 
estudiar la variación en muestras de tamaño no superior a 10, recurriendo a los gráficos S para muestras 
mayores. 
 


Sea X la característica de calidad que nos interesa medir, donde X ≈ N(µ,σ). Tomaremos k muestras, 
cada una de ellas de tamaño n. Denotaremos por Xi1 , Xi2 , ..., Xin a las n observaciones que forman la 
muestra i-ésima, donde i = 1,2,...,k.  Veamos cómo construir un gráfico X-barra: 
 


• Por el Teorema de Distribución Muestra, sabemos que:  µµ =x     y    
nx


σσ =  


• Por el Teorema Central del Límite,  









 → ∞→ n


NX n


σµ,  


 
• Según el modelo de Shewart tendremos que: 
 


n
LIC


n
LSC


σµ


µ


σµ


3


central Línea


3


−=


=


+=


 


 
 
• Si µ es desconocida, la podemos estimar (observar que tal estimación se realizará a partir de las k 


muestras obtenidas, k > 25, tomadas cuando se considera que el proceso está bajo control): 
 


∑
=


==
k


i
iXk


X
1


1µ̂      donde      ∑
=


=
n


j
iji X


n
X


1


1
 


 


Observar que  es estimador insesgado de µ  ya que µ̂ [ ] [ ] µµ === ∑
=


x


k


i
iXEk


XE
11


1
. 


 
 
• Si σ es desconocida, la podemos estimar a partir de los rangos Ri  (observar que tal estimación se 


realizará a partir de las k muestras obtenidas, k > 25, tomadas cuando se considera que el proceso está 
bajo control): 


 
- ∀ i = 1,2,...,k , sea  { } { }njXMinnjXMaxR ijiji ≤≤−≤≤= 1/1/  . Se cumple que 


 ,  donde dσµ ⋅= )(2 ndRi 2(n) es un valor tabulado que depende de n . 
 
- Notar que  Ri / d2(n)  es un estimador insesgado de σ, ya que: 
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Así, es buena idea tomar como estimador de σ el promedio de los Ri / d2(n) : 
 


)()(
1ˆ


21 2 nd
R


nd
R


k


k


i


i == ∑
=


σ           (  es estimador insesgado de σ) σ̂


 
 
• En caso de que el tamaño muestral (ni ) sea diferente para cada subgrupo, a la hora de calcular los límites 


según el modelo de Shewart, podemos optar por: 
 


1. Obtener los límites usando el ni  asociado a cada muestra, con lo que las líneas de control no 
serán rectas (darán “saltos” arriba y abajo según ni  disminuya o aumente), 


 


2. Si los ni  no difieren mucho unos de otros, podríamos tomar  ∑
=


=
k


i
ink


n
1


1
. 


 
En esta situación de tamaños muestrales diferentes, los estimadores para µ  y  σ  serán: 
 


∑
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i


ii


n
Xn


µ̂      y   ∑=
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nd
R


k
σ  


  
 
 
 


Ejemplo gráfico X-barra:  Supongamos que trabajamos en una planta de montaje de coches. A la hora 
de montar los motores, partes de la cadena de montaje se mueven verticalmente arriba y abajo a cierta 
distancia del nivel horizontal de referencia. A fin de asegurar la calidad de la producción, realizamos 
cinco mediciones cada día laborable desde el 28 de septiembre hasta el 15 de octubre, y diez mediciones 
diarias desde el 18 hasta el 25 de octubre. Los datos están contenidos en el archivo Motores.mtw . 


 
 


 Seleccionar  Stat > Control Charts > Xbar  
 
 Rellenar los campos como se indica a continuación: 
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Test Results for Xbar Chart 
TEST 6. 4 out of 5 points more than 1 sigma from center line 
        (on one side of CL). 
Test Failed at points: 5  


 
Observamos que el subgrupo 5 no ha superado el Test 6 ya que es el cuarto punto situado en la zona B 
(entre 1 y 2 desviaciones estándar de la línea central), lo cual sugiere la existencia de causas especiales 
en el proceso. 
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Veamos ahora cómo construir un gráfico R. Recordemos que X era la característica de calidad que nos 
interesa medir, donde X ≈ N(µ,σ), y que denotamos por Xi1 , Xi2 , ..., Xin a las n observaciones que formaban 
la muestra i-ésima, donde i = 1,2,...,k. 
 
• ∀ i = 1,2,...,k , sea { } { }njXMinnjXMaxR ijiji ≤≤−≤≤= 1/1/


σ⋅= )(3 nd
. Se cumple que 


,  y  ,  donde dσµ ⋅= )(2 ndRi σ Ri 2(n), d3(n) son valores tabulados que dependen de n. 
 
• Se cumple que:   ( )σσ ⋅⋅ → ∞→ )(,)( 32 ndndNR ni


 
• Por tanto, según el modelo de Shewart, tendremos que: 
 


σσ
σ


σσ


⋅−⋅=
⋅=


⋅+⋅=


)(3)(
)(central Línea


)(3)(


32


2


32


ndndLIC
nd


ndndLSC


 


 
 
• Si σ es desconocida, la podemos estimar a partir de los rangos Ri  como vimos para el gráfico X-barra.  
 
• Asimismo, la observación que vimos en los diagramas X-barra para el caso en que el tamaño muestral 


(ni ) sea diferente para cada muestra es igualmente aplicable aquí. 
 
 
 
 


Ejemplo gráfico R:  A fin de estudiar la variación en el proceso, realizaremos ahora el gráfico R de los 
datos del ejemplo anterior (archivo Motores.mtw): 
 
 Seleccionar  Stat > Control Charts > R 


 
 Completamos los campos: 
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Test Results for R Chart 
TEST 6. 4 out of 5 points more than 1 sigma from center line 
        (on one side of CL). 
Test Failed at points: 5  


 
Vemos en el gráfico anterior que los puntos se encuentran aleatoriamente distribuidos en la zona 
comprendida por los límites de control, lo que significa que el proceso es estable. Resulta también 
importante comparar los puntos del gráfico R con los del gráfico X-barra para ver si siguen las 
mismas tendencias. 


 
 


En la práctica se suelen considerar los diagramas Xbarra-R, que no son otra cosa sino la presentación 
conjunta de un diagrama X-barra y otro R. La razón de usar dicho diagrama conjunto es la siguiente: 


 
 Si la distribución de la v.a. X es normal (como hemos supuesto), entonces las v.a. X-barra y R son 


independientes (Teorema de Cochran). Por tanto, si existiese una correlación entre los valores de X-barra y R 
(es decir, si los puntos en ambas gráficas presentasen gráficos paralelos), ello indicaría que la distribución 
subyacente sería sesgada (no normal), con lo que los análisis posteriores podrían estar equivocados. 
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Ejemplo gráfico Xbarra-R:  En nuestra planta de montaje de vehículos, sabemos que una de las piezas 
del motor debe tener una longitud de 600 ±  2 mm a fin de satisfacer las especificaciones técnicas. 
Durante un mes hemos efectuado un total de 100 mediciones (20 muestras de 5 piezas cada una) de 
piezas usadas en la planta, y otras 100 por cada uno de nuestros dos proveedores. Las observaciones están 
contenidas en el archivo Motores2.mtw.  Queremos analizar las piezas que nos ha suministrado el 
segundo de los proveedores: 


 
 Seleccionar  Stat > Control Charts > Xbar-R 


 
 Completamos los campos: 
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La línea central del gráfico X-barra está situada al nivel 600,2 , lo que significa que nuestro proceso está 
situado dentro de los límites establecidos, pero dos de los puntos caen fuera de los límites de control, por 
lo que el proceso es inestable. 
 
Por su parte, la línea central en el gráfico R está situada en el nivel 3,720 , valor que parece excesivo si 
tenemos en cuenta que la máxima variación permitida era de ± 2 mm, por lo que es muy probable que 
nuestro proceso sufra de una variación excesiva. 


 
 


GRÁFICOS X-BARRA Y S____________________________________________ 
 
 


Ya sabemos que siempre que se intente controlar una característica de calidad cuantitativa, es una 
práctica habitual controlar el valor medio de la característica de calidad y su variabilidad. Esta última se 
estudia mediante un gráfico R (como ya vimos), o mediante un gráfico S, el cual es un gráfico de control para 
desviaciones estándar muestrales. Por tanto, podemos usar los gráficos S para estudiar la variabilidad del 
proceso y detectar la posible existencia de causas especiales. Resulta habitual utilizar los gráficos S para 
muestras de tamaño superior a 10, utilizando los gráficos R en caso contrario. 
 


Sea X la característica de calidad que nos interesa medir, donde X ≈ N(µ,σ). Tomaremos k muestras, 
cada una de ellas de tamaño n. Denotaremos por Xi1 , Xi2 , ..., Xin a las n observaciones que forman la 
muestra i-ésima, donde i = 1,2,...,k.  Ya vimos cómo construir un gráfico X-barra: 
 


• Por el Teorema de Distribución Muestra, sabemos que:  µµ =x     y    
nx


σσ =  


• Por el Teorema Central del Límite,  









 → ∞→ n


NX n


σµ,  


 
• Según el modelo de Shewart tendremos que: 
 


n
LIC


n
LSC


σµ


µ


σµ


3


central Línea


3


−=


=


+=


 


 
 
• Si µ es desconocida, la podemos estimar (observar que tal estimación se realizará a partir de las k 


muestras obtenidas, k > 25, tomadas cuando se considera que el proceso está bajo control): 
 


∑
=


==
k


i
iXk


X
1


1µ̂      donde      ∑
=


=
n


j
iji X


n
X


1


1
 


 


Observar que  es estimador insesgado de µ  ya que µ̂ [ ] [ ] µµ === ∑
=


x


k


i
iXEk


XE
11


1
. 


 
• Si σ es desconocida, la podemos estimar a partir de las desviaciones estándar Si  (observar que tal 


estimación se realizará a partir de las k muestras obtenidas, k > 25, tomadas cuando se considera que el 
proceso está bajo control): 
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- ∀ i = 1,2,...,k , sea  ( )∑
=


−
−


=
n


j
iiji XX


n
S


1


2


1
1


 . Se cumple que  ,  donde 


c


σµ ⋅= )(4 ncSi


4(n) es un valor tabulado que depende de n . 
 
- Notar que  Si / c4(n)  es un estimador insesgado de σ, ya que: 


 
[ ]


σ
σ


=
⋅


==









)(


)(
)()( 4


4


44 nc
nc


nc
SE


nc
S


E ii  


 
Así, es buena idea tomar como estimador de σ el promedio de los Si / c4(n) : 
 


)()(
1ˆ


41 4 nc
S


nc
S


k


k


i


i == ∑
=


σ           (  es estimador insesgado de σ) σ̂


 
 
• En caso de que el tamaño muestral (ni ) sea diferente para cada subgrupo, a la hora de calcular los límites 


según el modelo de Shewart, podemos optar por: 
 


1. Obtener los límites usando el ni  asociado a cada muestra, con lo que las líneas de control no 
serán rectas (darán “saltos” arriba y abajo según ni  disminuya o aumente), 


 


2. Si los ni  no difieren mucho unos de otros, podríamos tomar  ∑
=


=
k


i
ink


n
1


1
. 


 
En esta situación de tamaños muestrales diferentes, los estimadores para µ  y  σ  serán: 
 


∑
∑=


i


ii


n
Xn


µ̂      y   ∑=
)(


1ˆ
4 i


i


nc
S


k
σ  


 
Veamos ahora cómo construir un gráfico S. Recordemos que X era la característica de calidad que nos 


interesa medir, donde X ≈ N(µ,σ), y que denotamos por Xi1 , Xi2 , ..., Xin a las n observaciones que formaban 
la muestra i-ésima, donde i = 1,2,...,k. 
 


• ∀ i = 1,2,...,k ,  se cumple que ,  y  σµ ⋅= )(4 ncSi ( )2
4 )(1 ncSi −= σσ  ,  donde c4(n) es un 


valor tabulado que depende de n. 
 


• Se cumple que:  ( ) 





 −⋅ → ∞→


2
44 )(1,)( ncncNS ni σσ  


 
• Por tanto, según el modelo de Shewart, tendremos que: 
 


( )


( )2
44


4


2
44


)(13)(


)(central Línea
)(13)(


ncncLIC


nc
ncncLSC


−−⋅=


⋅=


−+⋅=


σσ


σ
σσ


 


 
• Si σ es desconocida, la podemos estimar a partir de las desviaciones estándar Si  como vimos para el 


gráfico X-barra.  
 
• Asimismo, la observación que vimos en los diagramas X-barra para el caso en que el tamaño muestral 


(ni ) sea diferente para cada muestra es igualmente aplicable aquí. 
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GRÁFICOS INDIVIDUAL Y MR-BARRA_________________________________ 
 
 


Los gráficos de control por variables pueden también construirse para observaciones individuales 
procedentes de la línea de producción. Esto puede resultar necesario cuando el considerar muestras de tamaño 
mayor que 1 resulte demasiado caro, inconveniente, o imposible. En este procedimiento de control se emplea 
el rango móvil de dos observaciones sucesivas para estimar la variabilidad del proceso. 
 
 


Sea X  la característica de calidad que nos interesa medir, donde X ≈ N(µ,σ). Denotaremos por X1 , X2 , 
..., XK  a las k observaciones. Veamos cómo construir un gráfico Individual: 
 
 
• Observar que  ∀ i = 1,2,...,k ,   Xi ≈ N(µ,σ) .  
 
 
• Según el modelo de Shewart tendremos que: 
 


σµ
µ


σµ


3
central Línea


3


−=
=


+=


LIC


LSC


 


 
 
• Si µ es desconocida, la podemos estimar (observar que tal estimación se realizará a partir de las k 


observaciones obtenidas, k > 25, tomadas cuando se considera que el proceso está bajo control): 
 


∑
=


==
k


i
iXk


X
1


1µ̂      


 


Observar que  es estimador insesgado de µ  ya que µ̂ [ ] [ ] µ== ∑
=


k


i
iXEk


XE
11


1
. 


 
 
• Si σ es desconocida, la podemos estimar a partir del rango móvil MRi  (observar que tal estimación se 


realizará a partir de las k observaciones obtenidas, k > 25, tomadas cuando se considera que el proceso 
está bajo control): 


 
- ∀ i = 2,...,k ,  sea   . Se cumple que 


 ,  donde d


{ } { 11, −− −−= iiiii XXMinXXMaxMR }
σµ ⋅= )1(2dMRi 2(1) es un valor tabulado. 


 
 
- Notar que  MRi / d2(1)  es un estimador insesgado de σ, ya que: 


 
[ ]


σ
σ


=
⋅


==









)1(


)1(
)1()1( 2


2


22 d
d


d
MRE


d
MR


E ii  


 
Así, es buena idea tomar como estimador de σ el promedio de los MRi / d2(1) : 
 


)1()1(1
1ˆ


22 2 d
MR


d
MR


k


k


i


i =
−


= ∑
=


σ           (  es estimador insesgado de σ) σ̂
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Como hemos comentado, junto a los gráficos de control individuales podemos considerar también los 
gráficos de control para los rangos móviles asociados, gráficos que nos ayudarán a controlar la variabilidad de 
las observaciones registradas. 


 
 
Veamos cómo construir un gráfico MR-barra. Recordemos que X era la característica de calidad que nos 


interesa medir, donde X ≈ N(µ,σ), y que denotamos por X1 , X2 , ..., Xn  a las k observaciones. 
 
 
• ∀ i = 2,...,k ,  sea   . Se cumple que , 


y     donde d


{ } { 11, −− −−= iiiii XXMinXXMaxMR
σ⋅


} σµ ⋅= )1(2dMRi


σ = )1(3dMRi 2(1) , d3(1)  son valores tabulados. 
 
 
• Se cumple que:   ( )σσ ⋅⋅ → ∞→ )1(,)1( 32 ddNMR ni


 
 
• Por tanto, según el modelo de Shewart, tendremos que: 
 


σσ
σ


σσ


⋅−⋅=
⋅=


⋅+⋅=


)1(3)1(
)1(central Línea


)1(3)1(


32


2


32


ddLIC
d
ddLSC


 


 
 
• Si σ es desconocida, la podemos estimar a partir de los rangos móviles MRi  según ya vimos.  
 
 
 
 


Ejemplo gráfico I:  Hemos registrado en la columna C1 del archivo Mat_Prima.mtw el peso de cada 
lote de una determinada materia prima. 


 
 Seleccionar  Stat > Control Charts > Individuals 


 
 Completamos los campos: 
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TEST 1. One point more than 3,00 sigmas from center line. 
Test Failed at points: 14 23 30 31 44 45  
 
TEST 2. 9 points in a row on same side of center line. 
Test Failed at points: 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 33 34 35 36  
 
 
TEST 5. 2 out of 3 points more than 2 sigmas from center line 
        (on one side of CL). 
Test Failed at points: 24 30 31 45  
 
TEST 6. 4 out of 5 points more than 1 sigma from center line 
        (on one side of CL). 
Test Failed at points: 5 6 7 29 30 31 32 45  


 
 


El gráfico nos muestra 6 puntos situados fuera de los límites de control, así como 17 puntos localizados 
dentro de los mismos pero que no han cumplido el segundo de los tests, lo que sugiere la existencia de 
causas especiales de variación. 
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EJEMPLOS DE APLICACIÓN_________________________________________ 
 
Ejemplo 1:   En un proceso de manufactura se miden las presiones de rotura del alambre metálico en 
muestras de tamaño variable tomadas en 25 días consecutivos. Los datos están contenidos en el archivo 
presiones.mtw. Para analizar si el proceso está bajo control usaremos gráficos X-barra y R. 
 
El programa nos proporciona el siguiente gráfico X-barra: 
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El gráfico anterior indica la existencia de control estadístico (no hay puntos fuera de los límites de 


control, ni tendencias, ni ciclos, ni patrones en los datos, etc.). 
 
A continuación realizaremos un gráfico X-barra/R: 
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En los gráficos anteriores se observa la presencia de control estadístico en el proceso. Tanto la media 
como la desviación típica varían dentro de los límites de control y no se observan problemas de tendencias, ni 
de patrones en los datos, ni de ciclos, ni de estratificación, ni de cambios bruscos en el proceso, etc. 


 
Dada la situación clara de proceso bajo control, forzaremos a que el programa considere tamaños de 


subgrupos iguales a su valor medio 5. Así podremos comprobar la existencia de control a través de los tests 
para causas especiales: 
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Test Results for Xbar Chart 
Test Results for R Chart 


 
 


Observamos que ninguno de los tests ha dado positivo, y que los gráficos muestran un proceso 
aparentemente bajo control. 
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Ejemplo 2:   En un proceso de fabricación de motores de aviones se controla el peso de 25 de ellos. Los 
resultados se guardan en el archivo aviones.mtw. Pretendemos comprobar si el proceso se encuentra bajo 
control. 
 


Dado que estamos ante un proceso en el que disponemos de una única muestra de observaciones 
individuales, usaremos el gráfico I-MR. 
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Test Results for I Chart 
TEST 1. One point more than 3,00 sigmas from center line. 
Test Failed at points: 13  
 
Test Results for MR Chart 
TEST 1. One point more than 3,00 sigmas from center line. 
Test Failed at points: 14  
 
 


En el output anterior se observa la existencia de un punto fuera de control, e correspondiente a la 
observación número 13. Vamos a eliminar dicho punto del análisis usando la opción Estimate: 
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El nuevo output que obtenemos es: 
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Vemos que seguimos teniendo un problema de falta de control, por lo que deberemos analizar a fondo 


las causas atribuibles y realizar un estudio exhaustivo de materiales, mano de obra y circunstancias que 
pudieran incidir en el proceso de fabricación. 
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